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2. Conditia 3x+4>0= xD(— gqo j; ecuatiadevine 3x+4=25— xz?D(— gpo j

3. i+i:u— 1

X X0 XX 2
4. f(1)=-1 V(0;0) punct demaxim= f (x)< f (0)=0= f (x)Of 1,0].
5. AB=(-1-2)i +(3+1)] =-3 +4]= a=-3,b=4.

2 2 _ pa~2
6. Seaplici teorema cosinusului n triunghiul ABC: cosB = AB” +BC” ~AC :ﬁj m(<«B) =30".

2AB[BC 2
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1. Deoarece f(3)=0rezulta ci produsul este egal cu 0.
2. Conditii x+2>0si x>0=>x0(0p ).Ecuatiadevine x* +2x =8 cu solutia x = 2.

3. Inecuatiasescrie x* -5x+4<0= x0[L4h Z {1234 .

X _ X

4. 31+5EB+1 =31 deci numerele sunt in progresie aritmetica, pentru 0<J R .

5. OA+OB =(4T —8T) +(GT +3T) =10i -5]. Vectorul OA+OB are coordonatele (10,-5).
6. Aria naBc = ACBISNA
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1. Sirul este o progresie aritmetica deratie r =6 = ag =& +9r =55.

N

Exista 2% numere naturale detrei cifre scrise cu elemente din multi mea{L 2} . Dintre acestea
sunt divizibile cu 3 numerele 111 si 222. Probabilitatea este egala cu 0,25.

Conditia xO[Op ). Ecuatiadevine x* —x—-2=0= x=2,
f(-2)+f(-1)+f(0)+f(1))=38-14 43 =0.

Ecuatiadreptel AB:x—y-3=0.

ACIAB&NA _1

2 2

© v &~ W

Aria AABC =
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1. Inecuatiasescrie x* -x-6<0=x0f 23h Z £ 1,013 .
2. Ratiaesteegalacu2. ag=9, § =25.
3. Conditia m<0= mOf{ ,0).Vaoareamaxima afunctiei este egala cu

—A:> 64+12m=-20m= m= 2.
4a

. . . + i+
4. Conditia xO(50 ).Ecuatiasescrie Iogzx—§=3:x—§=8:x=6.
X— X -

5. Vectorii u,v sunt coliniari - O E—
3 a-2
o . . AB
6. Seaplica teoremasinusurilor _—C:ZR:> =2R= R=3.
sin

N w
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1. A=[-31] nZ adica numarul elementelor multimii este 5.

2. Tnmultimea {1,2,3,...,30} singurele cuburi perfecte sunt 1, 8 si 27, deci probabilitatea este 3—?(’) =0,1.
3. Ecuatiadevine 8x+8=0= x=-1.

4. x=400.

5. 5u+3v=-15 +10j +15 -3j =7] . Coordonatele vectorului sunt (0,7).

6. BC = 2[AD = 10. Se aplica teorema lui Pitagorain aABC : AB?> =BC? - AC? =64— AB=8.

BACALAUREAT 2009-MATEMATICA - Proba D, tipul subiectului M T2, programa M2
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1. a?+b? =(a+h)” -2ab =16 -6 =10.
— 2 _

Se rezolva sistemul {y—x X4+l: X2 =X +1=X +t4d=x =-1X =3=>y; =3y, =7.
y=x+

N

Coordonatele cerute sunt (-1,3) si (3,7).

w

3
. Deoarece Ig\/;+lgx:2E‘.’2§:>ng\/§:3:>(\/§) =10° = /x =10 = x =100.

X _ + X a i ~ 5 5 .
3 31#5@1 =23, deci numerele sunt in progresie aritmetica.

4. Singurele numere rationale din multimea A sunt J4si /9. Probabilitatea este egala cu é

5. Din conditia de paralelism a dreptel or 2 = —% ¢g rezulta a=—4.
a

V5

6. Deoarece AB? + AC? =BC? =4 ABC dreptunghic in A, deci cosB =Q—E =5

BACALAUREAT 2009-MATEMATICA - Proba D, tipul subiectului MT2, programa M2
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1. Deoal‘ece X1+X2 :2,X1X2 :_2:> X1+X2 +X1X2 :0.

2. Inecuatiasescrie 2-8x=20= xD(—oo ﬂ

3. Ecuatiadevine 32 =3"X = x-2=~/x, dar x=0si x<2,adica x(1[0;2], deci x=1.
4. 3-3=0.
5. IA\B”CDC> mAB:rrbD:mAB:_a_l,n-bD :2:>a:_3.

AB? + AC? -BC?

6. Seaplica teorema cosinusului in aABC = cosA= = l.
2AB[AC 5

BACALAUREAT 2009-MATEMATICA - Proba D, tipul subiectului MT2, programa M2
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_ (1+13)7

=49.

f (x) =x= 2x+1=x= x=-1. Punctul cerut are coordonatele (-1,-1).

Ecuatiase scrie 2° +82* =36= 2" =4=x=2.
4+1=25.
Panta dreptei este egald cu —2, deci ecuatiadreptei este y-1=-2(x -1) = 2x+y-3=0.

© o rw DN

Deoarece sin130° :sin(180° —500) =sin50° = sin?50° +cos250° =1.

BACALAUREAT 2009-MATEMATICA - Proba D, tipul subiectului MT2, programa M2
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1. logz9=2,109,8=3 si Iog4%: -1, deaici concluzia.
2. A20=m’ -4m=0=mOfe 0 [4, ).
3. ¥*-x-2=0=x0f 13 .
4. Ratadobéanzii este 8 % .
5. XB_3:l:>XB:4, yB_4:l:>yB:5.
9
6. Angep =3

BACALAUREAT 2009-MATEMATICA - ProbaD, tipul subiectului MT2, programa M2
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1. a4=a1m3=27%1§=1.

Ecuatiadevine 4x* -4=0=x0f 13 .

Senoteazi 2* =t >0 si serezolva ecuatiaint, t? -3t +2 =0; obtinem t; =1,t, =2. Atunci S={0,3}.
a=b=8.

w=2(3i +4]) -3(2 -3]) = w(017).

6. Aria aABC :%@”A =15 sinA:%.

a > w D
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1. 5+120=125.
2. Sumaeste egald cu %11
3. Seobtine 3ax+3b+2=3x+5 ] R=>a=b=1
4. Conditii : x> -2x>0si 2x—3>0=> x0(2te ).Serezolva ecuatia x* —4x+3=0=> x=3,
5. IA\B”CDC> mAB:rTbD, mAB:%,I’T'bD :a7_5:>a:6.
6. Seaplica teoremasinusurilor in AABC:E—C;=2R:> R=4/2.
sin

BACALAUREAT 2009-MATEMATICA - ProbaD, tipul subiectului MT2, programa M2
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Deoarece f (-5) =0, produsul din enunt este egal cu 0.

Ecuatiadevine n> —n-56 =0 =n=8.
logs 23 +logz 22 +logs 25 —logs 25 =5a .

A wDd P

Deoarece X% +x+1>0, (%] R, dupi aducerealaacelasi numitor si efectuarea calculelor, inecuatia
devine x* -x-2<0= xOf 12].
Pantadreptei AB este egala cu 1.Ecuatiadreptei ABeste y—-3=x-2=x-y+1=0.

6. Aria AABC:W:(;:WB:%_

o

BACALAUREAT 2009-MATEMATICA - Proba D, tipul subiectului MT2, programa M2



Ministerul Educatiei, Cercetarii si I novarii
Centrul National pentru Curriculum si Evaluarein | nvatamantul Preuniversitar
REZOLVARE

1. Numarul tuturor submultimilor de 2 elemente ce se pot forma cu elemente din multimea
{1,2,3,4,5} este egal cu CZ =10.

2. Ecuatiasescrie f(x)+g(x) =0=3x?-2x=0= XD{O%} .

3. Conditie: x# 2= (x-2)* =9=x0{5; } .

4. Conditie: A=0=m?-4m+4=0=m=2.
123 _ 253
4 4

5. AB=5=Aria aABC =

6. cosx=§.
5

BACALAUREAT 2009-MATEMATICA - Proba D, tipul subiectului MT2, programa M2
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Ecuatia are doua solutii reale distincte deoarece A =1>0.
Deoarece f (6)=0 produsul este egal cu 0.

72 =28=x=2.

6[5—2B6?[5:O.

Lungimea segmentului AB = \/(5 -2)? +(-1-3)* =5.
6. Seaplici teorema cosinusului in triunghiul ABC=> AC? =12. Perimetrul aABC =6+ 24/3.

A w D

BACALAUREAT 2009-MATEMATICA - Proba D, tipul subiectului MT2, programa M2
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1. Numarul submultimilor cu céte k elemente ale unei multimi finite cu n elemente, O<k <n este
ck=cC?=6.

2. Ecuatiasescrie 5 =51=3x=-1= x=-

Wl

3. Conditiee A<0=1-4m<0= mz%: mDqu )

4. 20" =3[2* +2.Notdnd 2* =t >0, serezolvi ecuatia 2t> -3t -2 =0=t = 2.Deci x=1.
5. AB+BC+CA=AC +CA =0.
6. Seaplica teorema cosinusului Tn triunghiul ABC = BC2 = 21= Perimetrul aABC =9++/21.

BACALAUREAT 2009-MATEMATICA - ProbaD, tipul subiectului MT2, programa M2



Ministerul Educatiei, Cercetarii si I novarii
Centrul National pentru Curriculum si Evaluarein | nvatamantul Preuniversitar
REZOLVARE

1. ci-cé=o.

2. Conditie x+5>0= x0Of 50 ); x+5=8=x=3.

3. Senoteazi X + X, =S,% X, =P. Deoarece x> - X+P =0=x* -x-2=0.

4. Deoarece f(0)=2= f(2)-f(2)=0.

5. Punctul B este mijlocul segmentului AC= -2 = XC2+5 si 1= y‘32+4 =C(-9,-2).

6. Triunghiul ABC este dreptunghic in A, deci lungimeainaltimii din A este egala cu AB;B?C :1—52.

BACALAUREAT 2009-MATEMATICA - Proba D, tipul subiectului MT2, programa M2
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=

. 2logz4-4log; 2 =4logz 2 —4logz 2 =0.
X
Ecuatia se scrie 27+ 2% =12=2"=8= x=3.
Ecuatiase scrie 2n=10= n=5.
Functia f este descrescitoare pe [0,2], f(0)=3 f(2)=-5=f(x) D{' 5’3].
Fie D mijlocul segmentului BC, atunci OB +OC =20D = AO = -OA=> OA+OB +OC =0A -OA =0.

NG

sin135° =sin(180° - 45°) =sin45° =

© s w D
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1. log,3+ Iogzé =log, 3 -log, 3 =0.

2. Deoarece 5! =120, 4! =24 = probabilitatea este egala cu g .

3. Senoteazi 2* =t >0. Ecuatiadevine t2 +5t 14 =0=t = 2,deci x=1.
4. Deoarece A4sin2a—4(1—cos2 a) =4sin?a -4sin?a =0 = ecuatia admite solutii reale egale, &l R.
5. 30A-50B =6 -9j -5 +10] =i +]j=>a =4 =1.

BC BC

6. Seaplica teoremasinusurilor Tn triunghiul ABC= —— =2R=snA=—=1.
SinA 2R

BACALAUREAT 2009-MATEMATICA - Proba D, tipul subiectului MT2, programa M2
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=

logg 24 —10gg 4 =10gg 6 =1.
f (1) =0, deci produsul este egal cu 0.
. Conditie: x-520= x0[50 ).Din x-5=4=>x=09.

w N

(n=5)(n-4)(n-3) _ e 2 N
4, (n=9) =6=(n-4)(n-3)=6=>n"-7n+6=0=n=6.

AB=\/(5—a)2 +(2 +a)2 =5—=a’-3a+2=0, deci s={12}.

o U

sin135° :sin(180° —45°) =sin45 = cos? 45° +sin? 45° =1.

BACALAUREAT 2009-MATEMATICA - Proba D, tipul subiectului MT2, programa M2
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1 Iog?,6+log32—log34:I0931—42 =1

2. Conditie: x* - x-220= x[Ofo 1P [& ). Ecuatiadevine x> -Xx-6=0= s={-23.

3. Senoteaza x +X, =S, ¥ X, =P . Deoarece X2 - SX+P =0= x* -2x-3=0.

4. Conditie: m-1>0= m(He ). Din 2(mm_+_21):2:> m=2.

5. AB=16+9 =5.

6. Conditie: x((Op ). Conform teoremei Iui Pitagora (x+8)° =x? +(x +7)° = x? = 2x~15=0=> x =5.

BACALAUREAT 2009-MATEMATICA - Proba D, tipul subiectului MT2, programa M2
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=

. Conditii: x+120si 5-x20=>xOf 15]. x* ~11x +24 =0= x =3.
f(0)+ f(@)+...+f(5) =2(1+2 +... +5) +6 B =48.

2.
3. Scazand 2 din fiecare membru al inegalitatii si apoi Tmpartind cu 3, se obtine xDE 2%}
4. Distanta este egali cu |x —X,|, unde x;si X, sunt solutiile ecuatiei f(X)=0=>|x ~x,| =|-2-4 =6.
5. AB=2BC—B=p
BC
. . A . . . . AB[AC
6. Prin reciprocateoremel lui Pitagora, triunghiul ABC este dreptunghic A. Ariaa ABC = =24.

BACALAUREAT 2009-MATEMATICA - Proba D, tipul subiectului MT2, programa M2
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1. 2x=8=x=4.
2. Distanta este egali cu |, — X,|, unde xsi X, sunt solutiile ecuatiei f (X)=0=>|x —x,| =[7 -1 =6.

3. 1+3+5+... +21 este suma a1l termeni in progresie aritmetica de ratie egalad cu 2, deci E = 112 =11.
4. Cu elementele multimii {L 2,3, 4} se pot forma Af = 24 de numere de céte trei cifre distincte.
5.Din CA= 2CBsi CL(AB) = AC =2CB. Din AC(xc —2 Yc -1) si

CB(-1-%:.2-Yc)=%: =0, ¢ :gzc(o,gj.

6.SeaplicéteoremasinusurilorTntriunghiulABC:A—B:B—C:A:L:SMA:Q.
snC snA " 3 snA 4
2

BACALAUREAT 2009-MATEMATICA - Proba D, tipul subiectului MT2, programa M2
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1. Deoarece 6<2x-1<8=7<2x<9= XD[%,%} Z= x=4.

2. f(x)=y= x*-6x+5=-4= x=3, deci dreaptaintersecteazi graficul functiei f in punctul de
coordonate (3,-4).

3. Conditie: x> 3. Deoarece x—3=1= x=4.

4. Cu elementele multimii {1,2,3,4} se pot forma 4 =16 numere de doua cifre.

5. OM = OA;OB _3t] :gf +%] . Coordonatele vectorului OM sunt @%)

2
NE

6.5iN120° =sin(180°—60°) =sin60’ =,

BACALAUREAT 2009-MATEMATICA - Proba D, tipul subiectului MT2, programa M2
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1. 1+3+5+... +19 este sumaa 10 termeni Tn progresie aritmetica de ratie egala cu 2, deci este egala cu 100.

2. A=-4a% <0, 0] R, deci ecuatia nu admite solutii reale.
2
m-2
3. A=(m—2)2:>—u=—£:>mD{Li}.
4 4
12 e
4, (Zj =2% 64=25 i ¥8=2 deci §/§<(Zj < 64.

5. Fie D mijlocul segmentului BC=> AB + AC =2AD =2 %E:E+E -3A0 =0

6. Aria aABC :%&'”A, Sin120° :sin(180° —6o°) = Sin60° =§:>AriaAABC:

BACALAUREAT 2009-MATEMATICA - Proba D, tipul subiectului MT2, programa M2
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1. 1g20+Ig3-Ig6 =Ig6—: =1

3. Conditie: 7-x20=> xOfe ,7]. Din 7-x=1=x=6=>S={6}.
4. % + % =2m+1 XX, =3m=5m+1=11, deci m=2.

5. AC=asinB,AB=asinC = 2S= AB[AC =a’sinBsinC.

6. Snl70° :sin(180° —1o°) =sin10° = sin10° -sinl0° =0.

BACALAUREAT 2009-MATEMATICA - Proba D, tipul subiectului MT2, programa M2
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1 {a3:5:{a1+2r =5:>{a1=1; ag=a +8r =17.
a=11 |g +5r=11 r=2
(3+22) 20

2. f()+ f(2)+...+(20) =3 +4 +... +22 =

=250.

3, p2x+4 :2’(2+5:>2X+4:X2 +5= x=1.
4. n+2=2=n=0.

5 2=3m=-3
2

6.cosx + cos(180° = x) =0, BXJ R; cos30° + cos60° +cos120° +cos150° =0

BACALAUREAT 2009-MATEMATICA - Proba D, tipul subiectului MT2, programa M2
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1 |2x-1s1=-1<2x-1<1=x0[01h N=A={01}.

X X =-5
3. x*-2520= xOfo + 51 [6, ); x*-25=144= x=£130fw ;- 51 [5, ).

4. Prin calcul se obtine 0.
5. Fie M mijlocul lui AB = M (3,4) ; CM :3x—4y +7 =0.

MN INPGENN _

X X =-3
2. { 12 3+ = (g +%)° —2% =19,

6. Aria AMNP = 6.

BACALAUREAT 2009-MATEMATICA - Proba D, tipul subiectului MT2, programa M2
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1. f estedescrescitoare pe [-2,1] = ceamai mici valoare este f (1) =-2.
2. f@Q+f(2)+..+f(6) =1+3 +... +11 =36.

{ 2x+5>0

5 2 5 9
=xXOF =9 |; 2x+5=x"+3x+3=x =10~ =9 |, x=—- 20 :
X? +3x+3>0 E 290] G ( 290] Z { 2 j

4.C2=6,C2=10,C} =4 p=%.

2 2
5. Fie M mijlocul segmentului BC = M (§Zj ; AM = (Z—EJ +(3 —ZJ :Ql
22 2 2 2
6. sin60° —cos30° :g —g =0.

BACALAUREAT 2009-MATEMATICA - Proba D, tipul subiectului MT2, programa M2
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1. C2- A2 +6=10-12 +6 =4.
. f(~6) + f(0) + f (6) + f (12) =0.
x> -1>0= xOfew + 10 @ ); x¥*-1=3=x=#20fw - 10 & ).

{ 2x-y=3 {y=2x—3
4, =

w N

X2 +2x-T=y xZ =4 =s={(22):(27}.

3-m+n=0 m =1
5. = .
1+m+n=0 n=-2

6. sin120° =sin60°, cos150° = —cos30° = produsul este 0.

BACALAUREAT 2009-MATEMATICA - Proba D, tipul subiectului MT2, programa M2
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8 _
NI T i | ﬁz—ll =255,

2. X2 -3x+2>x 3= (x-2)> +1>0, 10 R.
{2x+320
3

a0 = X000 ): 2x+3=x"=x%=30[0p ), x=- 0 [& )=x=3.

4. Inegalitatea este verificata pentru n0{1,2,4,5 = p :g :

5 2T B meedB.
m 5
6. sin30°—cos45°+sin60°:% —% +§ :@.
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Rezolvare

a =1 =1
1 =40 ; Q09 = & +2008r =6025.

a5 =13 =3
+ Xy = —M
2 {Xl 2= M. 2 _4-5—m=43
X X =

3. 29X =22 5\ —x-2=0= % =2, % =-1.

4. f(l)z—% - m2—1+m+12—% - 4m? +4m +120 « (2m+1)° 20, (il R.
5.Fie{M}=AD n BC=M este mijlocul segmentelor AD si BC = M (gzj si D(6,5).

6. cosx+ cos(l80° - x) =0=> c0s100° + cos80° =0.
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Rezolvare

1 gp-a,=16=8r=16=>r=2.
2 f(2)+f (22)+...+f(27) =2 +3+22 43 +.. 427 43 =275.

N {x+120 ¥ =00[k0 )

. Deci solutiaeste x =3.
x-120 Xp =30[1 )

= xO[k ); x+1=x% -2x +1:>{

N

4. Inegalitatea este verificata pentru n=1si n=4 = p= 2

2
2x-y-2=0
5.1V L A(2,2); d=VR2+22 =242,
x+3y-8=0
AC? +AB2 _AC?+AB? _

= 1
BC? BC? BC?

6. SN°B+sin°C =
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Rezolvare

+a,,) 00
lr=a,—-a =2; a9=a +9r =20; Slo:—(al 8;0) =110.
2. %, e O T f(x)=x*-7x+3.

2 2a 2
3 P =F X5 2x-1=5-x=x=2.
4. A2-P,=20-6=14.
5 4-3+m=0=>m=-1.
J2
. A6
5 el o A BIPETN - 2 -2,
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Rezolvare

1. (2x-1)% <9= -3<2x-1<3= xOf 1,2].

2. (0)+ f(D)+..+ f(10) =1+2 +.. +11 =66,

X +4>0
=

X>—4; X +4=x+4=>x =0, X, =1.
X+4>0

3. Conditii: {

4. R=6,A=3C}=4=> ng.
5. AB:x+y+1=0.

. 5B
6. Arianasc = ABIACENA _° P75 1573
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Rezolvare

1. log510+logs 3 -logs 6 :Iog5$ =1.

2. f@Q+f(2)+..+f(6) =3+5 +... ¥13 =48.
3, 5 X =555 1 x2 _x=5x-5= x =1, %, =5.

4. Se noteaza cu x pretul initial. Se obtine ecuatia X%%:660:>X:500 lei.

5. AB=,/(2-2)% +(2 +1)* =5.
6. NP2 = MN?2 + MP? -2 [MN MP [@osM = NP =+/19 .
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Rezolvare

1 (a-3)° +(b+2)* =0=>a=3 b=-2.
2. f(5) =0= produsul esteO.

.. [3x=1>0 1
3. Conditii: = x| =g |; 3X-1=2x+1=>x=2.
2x+1>0 3
A<O -4 <0
4, = adevarat Oml R.
a>0 1>0
5 AB:2x-y-1=0.Cum COAB= m=5.
.—AC =2R=sinB=1.
snB
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Rezolvare

X2 _ o4 2
1 28 =2"= X" =4= x=12.
2. f(2)=0= produsul este 0.

X2 —x-22>0

= x0[2Z0 ); X2 -x-2=x" -4x +4= x=20[2% ).
x-220

3. Conditii: {

4. Inegalitatea este verificata pentru N=5si n=6 = pzé.
5. Fie C simetricul lui Afatd de B = B este mijlocul lui (AC) = C(0,0) .
6. Sin10° = cos(90° ~10°) =cos80° ; sin®80° +sin®10° =sin® 80° +cos” 80° =1.
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Rezolvare

1. ngzs; b =by [0 =162.

by
Aol ?-8=1>m=13.
4a 4
3. 2x-5=x* -8=% =3, %, = 1.
|
4. L:21; -6 nuconvine =>n=7.
2(n-2)!

5.d:y=x+n; A(L)0d=n=0=>d:y=x.

2 2 _ A2
S e .
2[AB[BC 2

BACALAUREAT 2009-MATEMATICA - Proba D, tipul subiectului MT2, programa M2



Ministerul Educatiei, Cercetarii si I novarii
Centrul National pentru Curriculum si Evaluarein | nvatamantul Preuniversitar
Rezolvare

=il
1. Iogz4+[%j -Y8=2+2-2=2.
2. f(0)+ f(D)+..+f(6) =3+1-.. -9 =21.
3. Conditii: 169-x* 20=> xOf 1313]; 169-x* =144 = x =50} 1313)].
4. A} =24.

5. Fie D mijlocul Iui (BC) = D(2,0); AD =,/(2-2)7 +(4 -0)? =a4.
6. Catetelesunt 4 si 43 = Aria=83.
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Rezolvare

1. X -X+P=0=x?-5x+6=0.

y=2-X
2. S=1{(11);(20}) .
o ria = s={ai(z0)

3. Conditii: 9-x* >0=> xOf 3,3); 9-x* =5= x=+20f 3,3).

4. Inegalitatea este verificata pentru n=1si n=2, deci p:%.

V2
5. sin(180°—x):sinx:sin135°:sin45°; Sl =2 -9,
cos45° Q
2
N
; 84—
AB[ACI[&SNnA
6. A psc = > -— 2 =82
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Rezolvare

=

. x*-9<0=5S=[-373.
f(2010
2009

.3 =t>0:t°-4t+3=0=>t=1=x=0, t =3= x=1.

j =2= punctul apartine graficului.

3
4, 2x+l=1L29:> X=2.
5 MN:x+y-3=0.

6

1 4
. tg%30° +ctg245° == +1=—,
g g - =
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Rezolvare

r=a,—a =-1; a; =g +6r =0.

. x*+3<12= xOF 33].

2X=t>0=>t?-6t+8=0=>t=2=>x=1, t=4=>x=2.

A% =120.

. AB=24/2, AC =42, BC =+10= AB?+AC? =BC? = AABC este dreptunghic in A.
! cosx+cos(180° —x) =0; (cos10° +cos170°) +(cos20° +cos160°) =0.

o oA W N P
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Rezolvare
{x+y:3 {XZZ
1 = .
x-y=1 y=1
2. 1(2)+1(22)+..+1(2°) 2245422 45 +.. +2° 45 B7.

3 22228 02 43k -2 =832 % =1, Xy = -

N o

4. Inegalitatea este verificata pentru n=2 si n=3, deci p:%.
5.AB: (a+1)x+4y-2a+2=0; cum O(0,0)0AB = a=1.

. 4 4
6. S|n2X+COSZX=1:>COSX=ig sl cosx>0:>cosx=§.
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Rezolvare
1 ag=a, +6r =23.

2 f(3+f (32)+...+f(35) =3+2 +3% +2 +.. +3° +2 =373.

3. 2x+1>0> XD(— %90 j; 2Xx+1=5—= x:ZD(— %90 j

4. CZ =15.
5. Fie C mijlocul lui (AB). Se obtine C(1,1).
6. sin(180° - x) =sinx=> sin150° =sin30°; sin®>150° + cos? 30° =sin®30° +cos” 30° =1.

BACALAUREAT 2009-MATEMATICA - ProbaD, tipul subiectului MT2, programa M2



Ministerul Educatiei, Cercetarii si I novarii
Centrul National pentru Curriculum si Evaluarein | nvatamantul Preuniversitar
Rezolvare

b A
1. X\,:—Z:—Z; W :—E:—Q
2. D+ f(2)+..+f(10) =-1+2 +.. +26 =125.
3.10-x>0= xOfw ,10);10~x=9= x=10fw ,10).
4. nf{n-1)=12=n=4,n=-3=n=4.
5. AB=4, AC=+13, BC=113; P=4+2/13.
V2 V3. 1

6. Sin30° =1,sin45° =—,9Nn60°=—; p=—.
2 2 2 3
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Rezolvare

1. q:%:3; b, =by [ = 27.

+X =1
2. atre ;i+ ! :—§:> 3 :—§:>m:—6.
¥=m x+1 x+1 4 m+2 4
2 _
3. Conditii: {X 24200: xO[2p ); x*—4=x-2=0=x=20[2 ).
X=22

4. Inegalitatea este verificatd pentru n0{1,2,4 = p :731.
5. Fie C simetricul lui Afatda deB = B este mijlocul lui (AC). Se obtine C(1, 3).

J3
. 0@
5 A sy el N INPEDR 2 —1043.
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Rezolvare

a1:7 a1=7
{a7:37 {r:S g 20

2. f(7)=0= produsul este 0.
3. x21 Vx-1=2=x=50[% ).
4. C3-C3 -Cg =21-6 -15 =0.

5. \(2+1) +(a+1)? =5=> 8, =3, a,= 5 = a=3.

13 E =9/3.
4

6. h=——=1=6; A=
2
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Rezolvare

1_{a1=3:>{a1=3; olEEm)ty
ag=7  |r=2 2

2. f(m=-1=>m =2, m, =1.

120.

3. 2x+3>0:>xD(— gqo j; 2x+3:25:>x:11D(— ggo j

4. C2 =10.

5. Fie M mijlocul Iui AB = M (0,0); CM =+/5.
: 8B

6. Aria AABC = ABDMZ:B“”A: - 2216
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Rezolvare

(1+111)02

1 1+11+.. 4111 = =672.

2. f(M=4=m’-2m+4=4=m =0,m, =2.

3 2X2+X+l = 2

2= x +X+1=3=% =1 % = 2.

4. Inegalitatea este verificata doar ded4 = p =% .

5. m’+m+m=0=m =0,m, = 2.

J3
. emO>
6. Aria MNP = VN EN;B’”N =— 2 —9/3.
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Rezolvare

1. 3x+224x-1=x<3 xON= A={0,1,23 .

2. G; nOy: A(0,-3); G; n Ox: B(%,OJ.

3. x*-420=x0f + 21 [& ); S={+2/2}.

4. -2 00=401ei.
100

5. OA=2{ +3]; OB = +5] = OA+ OB =i +8] = v(1,8).

1°/3
4

6.1=2=P=6,deci A= = A=4/3.
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Solutie

1. Serezolva ecuatia 2(2x~-3) =x +1+x -3 si seobtine x=2.
2. Daca x este pretul initial a produsului, atunci x—%x =99, deunde x=110lei.

3. Numirul este 0 deoarece combinarile sunt complementare.

4.Daca f(x)=ax?+bx+c cu ab,cOR, a#0,aunci f(1)=3, f(0)=5si f(-1)=11, deunde a=2,
b=-45si c=5.

5. MN, MP, PN linii mijlocii; deci AMNP paralelogram. Obtinem AN = AM + AP .

2

6. Din teorema cosinusului se obtine cosA=7.
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Solutie

1. Numarul este 1 deoarece Iogzg =log,3-1.

2x+y-4=0

i se obtine punctul comun A(ZL2).
x+y-3=0 ; il (2)

2. Serezolva sistemul {
R . . . 7
3. Senlocuieste x cu 5 si se obtine S= {l‘ —Z} .

4. Din conditii rezult xOf 20 ). Se obtine ecuatia 3x® +2x -1=0 cu solufiile —1 si é

5. AB=+/10; AC =1; BC =+/13. Deci P=1++/10 ++/13.
6. Se aplica teorema sinusurilor si seobtine AC =2.
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Solutie

1 2 9 1
1. lg=+Ilg=+..+lg— =lg— =-1.
gZ g3 g10 g10
2. Numarul este O deoarece combinarile sunt complementare.

3. Senoteaza 3" cutsi serezolva ecua;iat+¥l=1—§ . Se obtine tD{B;%} si xO{ 3.
4. Trebuie si avem A<0. Seobtine mO(3,7) .

5. Se aplica teorema cosinusului si se obtine cosA = —1—15 .

6. Deoarece Myg =a—2, Mac =5+4a si Myg M = -1 seobtine ad{1;6} .
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Solutie

1. Seaplica proprietatile logaritmilor si se obtine rezultatul 1.

2. Deoarece functia este descrescitoare avem max f = f (-1) =5.

3. Din XX, =3 si X =3x, seobtine x, =*1. Dacd x, =1, atunci m=-3; daca x, = -1, atunci m=5.
4. Se foloseste formula combinarilor complementare: ., = Cﬁﬂsi rezultatul este O.

5. sin10” —cos80° =c0s80° —cos80° =0.
6. Mijlocul segmentului AB are coordonatele (3,3).
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Solutie

. 22=4 i log,32=5, deci 2° <log,32.
.Din f(2)=3 seobtine m=1.
X=+/3.

. Se obtine ecuatia n?-3n-4=0.Convinedoar n=4.

BC :2R:>£:2R:> R:%.

" sinA J3

2
6. sin60° [¢0s150° :ﬁ —ﬁ = —§ .
2 2 4

U N W NP
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Solutie

1. Deoarece log, 8= 3, se obtine numarul 20N .
4x-6y-2=0

si se obtine punctul comun A(2;1).
2x+3y—-7=0

2. Serezolva sistemul {

3. Deoarece ¥ + %, =m? +3si XX, =3, se obtine ecuatia m? +6 =7 care are solutiile +1.
4. Dupa simplificiri se obtine ecuatia n® +3n -54 =0 convine doar solutia 6.
AB? AC? _BC?
+ = =1.
BC? BC? BC?
_ ABDACEﬁnA:‘kE_

5. cos’ B+cos’C =

6. Aria
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Solutie

(2+127)[6=57'

2. Se pune conditia A =0 si se obtine m? =36 =0, de unde m= +6.
3. Conditia x* +3x-10 >0=> x[Of o + 511 (& ). Ecuatiadevine x* +3x-10 =8. Seohtine x{3- 6} .

1. Ratiaeste 3si S5 =

4. Elementde divizibile cu 5 sunt 15 si 35, deci p=%.
. Xy . . _
5. Ecuatia este Z+E_1_0' adica x+2y-4=0

6. Se aplica teorema cosinusului si se obtine cosB = g .
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Solutie

1. Numarul este O deoarece logs25=2 si 109;9=2.

2. Serezolva sistemul 2a+b=7 si —a+b=-2 si seobtine a=3, b=1.
302 +38 =(x +3%)° —2x% =L +2 = +Xp +2.

4.Din 10-3n2=0 si nON seobtine n0{0,1;2;3} .

5. Mijlocul segmentului BC este M (3,0) si AM =5.

6. Deoarece cos30° :g rezulta BC =8.
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Solutie

1. (x+7)2 =(5-x)(3x +11) si seobtine xD{ 3;%}.

2. Daci se noteaza cu x pretul in lei a produsului la producator, se obtine x + % X =238, de unde x =200

si valoarea TVA este 38 l&i.
3. log,4=2,109;9=2, deci 2+2<6.

4. Serezolvd inecuatia 3x—4+3 -4 <1 si seobtine xOfw ;2] .
5. Serezolva ecuatia x? —23x +120 =0 si se obtine x{15,8} .
6. y+2=2(x-1) = 2x-y -4 =0.
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Solutie

1. Seobtine x? +x =2, de unde xO{x 2}.
2. Se pune conditia 2x—3>0 si se obtine D :G;wj'

3. frin =3m-m*. i, =2 = mO{L2}.

4, 20091004 - 2007 [1004 — 2008 =0.

5. Se aplica teorema cosinusului si se obtine AC =5./7.
6. M este mijlocul segmentului AB, deci M (3,-2).
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Solutie

1. Numérul este Iog63—50 =1.

2. Se pune conditia A =0 si se obtine (m—l)2 =0, adici m=1.

3. Seobtine (x+1)(x~5) <0 adica xOf 15].

4. % =56, % =36 deci numarul este 20.

5. sinxl2<l;inx+(—cosx)2 =sin

1010&in30° _
2

2x +cos? x =1.

6. Aria= 25.
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Solutie

1. x+2>0=x0Of 2y ). x+2=9 = x=70{ 2 ).
2 maxf=4-m=10 - m=-6

3. Conditia: XD(— %90 j; 2% F 49= x:24D(— %QO j
4. n(n-1)<n+8n0ON,re 2= 10 {234}.

5. AB=13  25+(a-1)° =169 - alf 1113 .
6. Se aplica teoremasinusurilor si seobtine R=20.
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Solutie

1l g+ +4=10 = g =3.
2. Xt X =M, XX =m+2; 2m+4=m < m=—4.

3. Conditia: xOf %0 ); X % 20 % 0.
x+1
Az
10 5

5. Mijlocul segmentului BC este M (g;zj , iar simetricul este D(0;4).

lOElGSEmGO = 4043

6. Aria=
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Solutie

1. Ratia este 2 si bl=g.

2. i+i :M
X X XX

3. Conditia x* —x -2 >0. Seobtine x* -x -2 =4, deunde xOf 2,3} .

4. Se obtine inecuatia (19-n)(18-n)<n(n-1), nON, n=2, n<17, deunde n{10;1%,..;,17} .

5. Serezolvi sistemul format din cele doua ecuatii si se obtine A(=2;1).

=2009.

6. Se fol oseste teorema cosinusului si se obtine AB = 3/2.
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Solutie

1. Numarul este 30N.
2. Se obtine ecuatia x? - 4x = -3= x0{1,3} .
3. Seobtine ecuatia 4m—-m—-6 =0, deunde m=2.
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Solutie

1. Searata ci 2C3 =log,2+5.

2. Punctele sunt A(0;2) si B(-10).
3. —2=6m-1=m= —%

4. Numarul este 10.

5. AB=BC [t0s60° =4, AC =BC [8n60° =4/3.
6. Ariaeste 4.
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Solutie

1. 5+1=6=3!
2. Punctele sunt A(1,0), B(-10) si C(0;-1).

3. A=5m? +4>0, O R.
4. Serezolva sistemul by +b, =8 si b, =y, =4 . Seobtine b, =2, apoi ratia g =3 si suma 26.
5. Se foloseste teorema sinusurilor si se obtine AC =10y/2.

6. Se obtine M (g;zj si AM =6,5.
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Solutie

1. Serezolva sistemul deinecuatii 3x+2 >4 si 3x+2<4 si seobtine xDE 2;%)

2. Seobtine ecuatia 3x+4 =4x, xO[0p ), deunde x=4.

3. Se aduce ecuatialaforma 3 [7 =7, deunde x=0.

4 a=1hg—2 =2 -1 procentul este 20%.
4 a+b 5a 5

2
5. Se noteazi cu b si ¢ lungimile catetelor si cum b=c, rezulta b7=18. Seobtine b=c=6.

6. Sefoloseste identitatea sin? x+cos? x =1, [1X] R si se obtine constanta 1.
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Solutie

1. Rezultatul este 0
2. Serezolva inecuatia X* - 2x-15<0 si seobtine xOf 3,5].

3. Se pune conditia A =0, deunde m=-1.
4. A=20N.

5. Deoarece sinl10° = cos(90° —10°) , rezulta sin10° —cos80° =0.

6. Segmentele MP si NQ au acelasi mijlocsi MP = NQ =24/10 , deci MNPQ este dreptunghi.
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Solutie

1. x0[23)].
_ 2
2. minf :4me:1 = m=2.

3. Conditiac x# 0. Serezolva ecuatia X2 =4 si seobtine x=%2.
4. Rezultatul este 10.
5. Seobtine M (L, -2) si apoi AM =3.

6. cos(180° = x) = —COSX = —% .
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Solutie

1. 5+10+1=16 =2,

2. Seobtine 6% =62, de unde x=2.

3. Sefolosesc relatiile X + X, =2m si %%, =M? =1 si XX (% +X,) +2 =(m -1)* 20.
4. Seobtine x* +2x-3=5si x*+2x-3>0, deunde xOf 4,2} .

5. a=—§ deoarece E=§m,deci E:—%WA.

6. Avem m(<«ABC) =30 si ariaeste egala cu 40.
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Solutie

1. Rezultatul este 6.
2. % =1 w =1.
3. Seridica laputereaatreiasi se obtine x = -1.

5. Seobtine AC =20, AO=0D =10 si se aplica teorema cosinusului Tn triunghiul AOD: cos(<):AOD) = % .

1 1 1
P

4 4 2
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Solutie

1. Seobtineratia2si a5 =7+24 =15.
2. Seobtine ecuatia n(n-1) =12, nON, n>2 cusolutia n=4.
3. Avem A=1>0, Oml R.

4. Conditia XD(— g%) . Seobtine ecuatia (x +4)(2x +3) =1-2x, deunde x = -1.

5. Seobtine AC =CB.
6. AC=BCsnB=9si AB=12.
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Solutie

1. Rezultatul este 0.
2.b(q-1)=3=>q=2.
3. Conditia: xOf Io ). Seobtine ecuatia /x +1 =2, deunde x=3.

4. x2-11x+30=0.
5. x+y-7=0.

6. BC=5, AB=5J3, Aria=253.
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Solutie

1. Ratia progresiel este 2si x=3.
2. f(x)=g(x)= x*-4x-5=0.Deci A(59) si B(-13).
3 XC+x2-x-2 :x3:>x|]{— 12} .

4. 1500+i 1500 =1620]ei.
100

5. OM +ON +OP =PO +0OP =0
6. Aria=12/3.
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Solutie

1. Avem Iog39:Iog332 =2log33=21=2 i \3/a:§/4>3:4; cum 2=+/1[4#, rezulta ca termenii sunt Tn
progresie geometrica de ratie 2.
2. Cum f(2)=2-2=0, rezulta produsul 0.

3. Conditii: x2 +2x —320, prin ridicare |a patrat obtinem X2 +2x-15 =0, ecuatie de gradul 2 cu solutiile
x=3si x=-5, careverifica conditiile de existentd, deci S={-5;3} .

4 2=t >0 t+%‘ :g:zz—suzzo:m{%z}, adici S={-11 .

5. Coordonatele punctului sunt x = SLZS =4,y :y =-.

6. Sin®135° +cos? 45° =sin? 45 +cos? 45° =1.
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Solutie

1. log, 5+log,12 —log, 30 =log, % =log, 2 =1.

2. A=-3m? -4 <0, deci functia pastreaza semnul + pe tot domeniul de definitie adica reprezentarea grafica
afunctiei f este situata deasupra axei Ox.

3. 2[(4% +1) =22 +22*2 Notam 2% =t >0 si avem 2t2 + 2=t +4t « 2t?> -5t +2 =0, cu solutiile
t:Z%\ut:%,deci a=lsaua=-1.

4. Cly=n*-1=n+1=n?-1=n=2.
5. MN-MQ=PN-PQ - QN =QN, adevarat.

6. cos(90° - x) =sinx si cos(180° - x) = —cosx ; obtinem sin? x + cos? x =1, adevarat pentru oricare ..

BACALAUREAT 2009-MATEMATICA - Proba D, tipul subiectului MT2, programa M2



Ministerul Educatiei, Cercetarii si I novarii
Centrul National pentru Curriculum si Evaluarein | nvatamantul Preuniversitar

Solutie
p 2*Ci_,
A
2. x+1:%,deci Ox+2=3x-2,x =4.
0 1 2 3 4 4 3 2 5 _
3. f(O)+f(1)+...+f(4):1 B T Y
2 2 2 2 2 24 16 16
4. Utilizam relatiile lui Viete: S=x +X, =m -1 P =xX, =-m, deci m-1=2(-m+4)= m=3.
C YTl X2 1-3x—6,0btinem AB:y=3x-5.
-2-1 1-2
2
6. sjnBzA—C,sinc=£,AD=ABEAC;ob;inem AD2:ABDACET£EE:(ABDACJ , adevarat.
BC BC BC BC BC BC

BACALAUREAT 2009-MATEMATICA - Proba D, tipul subiectului MT2, programa M2



Ministerul Educatiei, Cercetarii si I novarii
Centrul National pentru Curriculum si Evaluarein | nvatamantul Preuniversitar
Solutie

i logs 18 —logs 2 _ 2EI10953_2

_ 18 _ _
1. logs18-logs 2 =logs > logs 9 =2logg 3, deci e o0, 3
2.a(f (x) +h(x)) =a(4x +4) =2a(2x +2) =2ag(x), 2ag(x)=g(x)= azé_

3. Cum 4% =(22)* =2%, din egalitatea dati obtinem 2°* =8=2% si din injectivitatea functiei exponentiale
rezulta x = 1.
4. P, =41=24.
2
-1+
5 X :5:mlezmz3 sau m=-3.

6. DC=AC -BC =AC +CB, deci DC = AB . Rezulta ci ABCD paralelogram.
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Solutie

21431 2+6 _
¢ 8

2. Echivalent cuaarataca f2(0) = f (1) Cf (-3), adica 3% =109, adevarat.

1.

3. Din primaecuatie avem y =3 — X, si adoua ecuatie devine X2 +2x-3=0. X =1 %, =3, careimplica
Y1=2,y, =6; deci S={(1,2);(-3,6)}.
4. Conditii:3x+1>0, x-1>0=>deci x>1; Iog5(3x+l):log5(5(x—1)) si vem 3x+1=5x-5=x=3
solutie care verifica conditiile de existenta, deci S={3} .
5. ON'= OM=4/(-2-0)2 +(3 -0)? =13, deci MN = 20M=2y/13.

BC BC_6 _ 3 _3

6. ——=2R,adici ShA=—=——=—— =—— | deci m(xA) =60".
SnA : 2R 43 203 2 (+A)
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Solutie

1. log, % =log, 272 =238 =2, rezultatul este 0.
2. Se obtine inecuatia: 2x% +2x —12 <0, echivalenti cu x? + x -6 <0, deci S=[-3,2].

3. X :—iz =2, deci f(2) este maximul functiei, deci f (x)< f(2), oricarear fi xOR.

4, (x—E D(j—[x—E ij E—I2—5 =540= x=800.
100 100 ) 100
5. OM2=x% +y2 =22 +m? =5,deci m?> =5-4=1,m=4.

6. BC? = AB? + AC® -2 [AB [AC [GosA, deci BC? =16 +36 -2 [4 [6 [6os60° =52 —24 =28, BC =2./7.
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Solutie

1.% g o deci obtinem 0.

2. Dinréatiilelui Vigteavem x + X, = —a; XX, = -a -1, deci X + X, =X %, =1.

X -1
3. Obtinem (%) :(EJ si x=-1

4. CO(AB) si CA=2CB; deci CB::—lgAB:4.

5. Ecuatialui AB:y =2x +1. Ecuatialui CD: y =2x —1. AB este paraela cu CD pentru ca au pantele egale,
Mag = Mcp = 2si ordonatele laorigine diferite (—1#1).

6. Utilizam proprietatile unghiurilor suplementare: sin(180° — x) =sinx, cos(180° — x) = —cosXx , deci
sin100” +cos100” —a =sin(180° —80°) +cos(180° —80°) —a =sin80° —c0s80° -a =|a -a 9.
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Solutie

1. 2Ci-A2=23-32=0.

2. log, 14 +log, 3 —log, 6:Iogz%:B :Iogzg =log, 7.

3. Conditii: x+1>0,x% —=x -2 >0; obtinem x+1=x2 —x -2, adici x?> —2x—-3=0 care are solutiile
X =-1 X =3.

4. Dinrelatiilelui Viéte, X + X, :——(ﬂl"’l) =m +1 X, :? =m, deci X + X, = XX =(Mm+1) —m =1.
2
: 46 0—
5. Ansc =ABEACS;m(BAC) - 2 a5

6. Cum sin(180° — x) =sinx, obtinem sin135’ +tg45° —cos45” =1.
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Solutie

1. Cum ~/2>1si +/3-+/2 <1, obtinem b<1<a.
2. Cerintae echivalentd cu aarataca A=0.Cum A= (-4)% -4 @ =16 -16 =0, obtinem ca parabola este

tangenta la Ox.

3. Ecuatiaeste echivalenta cu (3[5)* =15; 15* =15" = x =1.

4. x+%5(:357:> x =300lei, deci TVA-ul este 57 lei.

5. BD=10= BO=CO =5, cu AC n BD ={O} . Din teorema cosinusului obtinem cos(«BOC) =215.
6. Vectorii OA,OC , respectiv OB,OD sunt opusi deci sumalor este 0; deci OA+ OB +OC +0D =0.
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Solutie
3
1 b,=16(2| =165 =2.
2 8

2. Sistemul este echivalent cu rezolvarea ecuatiei t> - S +P =0, unde S=x+y = -6, P =xy =8, deci
t2 +6t +8=0. Sistemul are solutiile S={(-2, —4); (4, -2)} .
3. Ecuatia este echivalenti cu 27 =22 si obtinem —-x=2,x = 2.

4. Numarul cazurilor posibile este egal cu 32 =9. Numarul cazurilor favorabile este 3; P =

©olw
1l
wlk

5 AC-AD=AD -BD - DC =AB.
6. sin(180° —x):sin x, deci sin(180° —x):g.
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Solutie

1. Sistemul este echivalent cu rezolvarea ecuatiei t2 - +P =0, unde S=x+ y =5,P =xy =6, deci

t?2 -5t +6 =0, t; =2, t, =3; deci sistemul are solutiile S={(2,3);(3,2)} .

2. f(-1)=5"P =51 (0) =5° =1;5f (1) =5 B " =5° =1, obtinem f (1) + f (0) +5f (1) =5 +1 +1 =7.
3.Cum (1++/2)2 =1+2y/2 +2 =3 +2./2 obtinem (3+ 2/2)* =(3+2/2)" si obtinem x=1.

4. C¢ =555
2
5. Fie M (x;y) mijlocul segmentului AB, x=%4 =3y =L2_3) =-1, M(3-1).

6. Avem proprietatea cos(180° - x) = —cos X, deci cos(180° = x) = —% .
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Solutie

1 a,=2+3[3=11.
2. Din conditiile A>0,P <0, seaobtine: 1-4m>0si m<0; S=(-,0).

3. Conditii de existenta: x* —x —2 >0; 2x -4 >0=> x(20 ); din proprietatile logaritmilor obtinem:
log, (x2 - X —2) =log,(2x —4) +1 =log, (2x —4) Hog, 2 =log, 2(2x —4) si avem X? —x—2=4x -8
= x2-5x+6=0, cu solutiile 2 si 3, dar doar 3 verifica conditiile impuse, deci S={3}.

4. n+n(n-1)=4=n?=4,dar n>2,deci n=2.

ABDACB;inA_ZD?% _

2 2

5. Asgc = 1.

2

2
6. Cum sin(180° - x) =sin x, obtinem 2sin?135° = 2sin® 45° =2[E7J =) dzt i,
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Solutie
1 8 =10,8, =19=8 +3r =10+3r =19=r =3.
2. descrescatoare= fi, = f (1) =0.

3. Conditie: x>0. Notam Igx=t= t2-3t+2 =0=>t =1Lt, =2. S:{10;100} .
4. X+£D(=460:>X=400
100
5. OA=3+4]=B(34);0B=7i +2] = A(7,2), deci M (5,3).
6. Cum sin100° =sin80°; cos100° = —cos80° , rezultatul este 0.
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Solutie

1. Obtinem 1+2+22 +... +2% =27 -1 =127,
2. (x=1)(x+1)? =0; cum (x+1)? =0 , pentru x# —lavem x-1>0, deci x=1. Pentru x = -1, inecuatia se
verifica, deci solutiaeste S={-1} O[1+ ).

3. Cum A = 20092 +4m? >0, exista solutii realesi din relasiile lui Vidte, P=_ = -1, constant.
m

4, CY+Cl=1+n=8 ,deci n=7.
5. DO=0OB= AO+ DO =AO +0OB =AB =DC.
6. Cum printre factorii produsului se afla si Ig(tg45°) =1g1=0, produsul este 0.
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Solutie

2l B s, - (1+225) 7 _

1 9.

2. xO¢ 210 % { 1,0}.

3. 36 =108=6" =6 = x=2.

4. Cerinti echivalenta cu a determina numarul functiilor f :{a,b,c} - {1,2}, adici 2°=8.

5. Relatia AB+CD =0 se rescrieAB=DC, ceea ce implici faptul ca AB || CD, AB = CD=ABCD

paralelogram.

6. Dinteorema sinusurilor avem B—C:ZR,deci sinA:E
snA 20

C
-
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Solutie

40-1

=

. Elementele multimii A sunt termeni Tn progresie aritmetica deratie 3, deci sunt +1=14elemente..

f(-3)f(3)=f(-2)f(2)=f(-1)f(1) =f(0) =1, deci produsul este 1.

. Conditii de existenta: x >0; obtinem ¥/x =2—= x=2%=8.

. Cerinta echivalenta cu numarul permutarilor de 3 elemente, adica 3!=6.

. Din conditia de apartenentd a lui B la dreaptd rezulta a—1+4-5=0, deci a=2. Din conditia de
apartenenta alui Aladreapta rezulta 2+b-5=0, deci b=3.

6. Printrefactorii produsului se afld si cos5® - cos5® =0; produsul este 0.

s W N
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Solutie

1. Avem: by =+/2, b, =2, by =24/2, deci bb,b; = -8.
2. f(X)+29(x) =4x% —4x +1 +2(2x 1) =4x® 1= 4x* -1=-1=x=0.
3. 3% +2[3 -3=3% -3 +3[3" -3 =3*(3* 1) +3(3* ) A3 B B) V=x=0.

4.3-C3 :3!—%:B =6 —6 =0.

5. A0 =4/(-6)% +8° =10.

6. sinBzﬁ,cosB:A—E:sinB+cosB:M.

BC
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Solutie

1. Cum f(2) =0, produsul este 0.
2. Minimul functiei este _B 5 dedi MP—8=8=m? =16=> m= 4.

3. x>0. Utilizam proprietatea a'®* = x, deci x = 4.
4. n+2+n+2=n?> +5=>n=1.
5. Obtinem B(2,-3) si C(-2,3), deci BC=\/(2—(—2))2 +(-3 -3)% =/52 =213

6. Dinteoremasinusurilor, B—C=2R,deci BC=2B19]l=4.
sinA 2
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Solutie

1. log,18= Iog2(32 E2) =2log,3+log, 2 =2a +1.

2. f(+f(2) + f(3) =(a +b) +(2a +b) +(3a +b) =6a +3b, deci b=0. Cum f (4) =8, obtinem
4a=8=>a=2,adici f(x)=2x.

3. Intersectia cu Oy este (O, f (0)) =(0,6) . Pentru intersectia cu Ox rezolvam ecuatia

f(X)=0= 2""* =2= x=-2; punctul de intersectie este (-2,0).

4. 5400 - 4860 =540 ﬁmoo:mo: x =10, deci 10 %.

5. Conditia: §=E ¢§. Din a? =16rezulta a=+4, dar pentru a =4 cele 3 fractii devin egale, a=—4.
a

240 . _0+2

5 =1, deci M(LD).

6. Daca M(x,y) este mijlocul lui BC, atunci x =

AM =/(2-1)% +(3-1)? =5.

Ly
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Solutie

1. 1++2)2 +(1-/2)? =1 +2J2 +2 +1 -2/2 +2 =6 [N .

2. Cerintaeste echivalenti cu x* — 4x +3>-Ladici x? - 4x+4=(x -2)? 20 (A) pentru oricare x real.
3. Impartim primaecuatie prin 2 si notam S=x+y =8 P =xy =12, deci X,y sunt solutii ale ecuatiei

t? - +P =0, adica t* -8t +12=0=t, =2, t, =6, deci sistemul are solutiile (2,6) si (6,2).

4. Impartim ecuatiaprin (n—2)!; seobtine n(n—1) =12 =3 [4, deci singura solutie este n=4.

5. OA=i - ;OB =3 +5],0C =OA +OB =4i +4] , deci C(4,4).

AB® + AC* -BC? _4+16-9 _11

6. Utilizam teorema cosinusului pentru unghiul A: cos A= =—.
2ABTAC 16 16
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Solutie

(xX-D+(x+3

1 2x-2= ; obtinem 4x—4=2x+2=2x=6= Xx=3.

2.Cum A=m? +4 >0, conditiacasolutiile sa fie opuse este casumalor sa fie0, deci S=m=m=0.
3. 27%=2"2 —x=x-2=2x=2=x=1.

4. ¢ -c8=cl,-ci=10-9=1.
5. AB:y=-x+6si COAB= 5=-m+6 = m=1.

6. Cum triunghiul este dreptunghic avem proprietateaci sinC =cosB = sinC = g .
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Solutie

(x=1 +(2x +5)
2

1. x+1= , deunde avem 2x+2=3x+4= x=-2.

2. A=9-4m>0, deci m<% i XX =1, deci m=1.

3. Conditiaz x>0; (lgx—1)(lgx—3) =0, deci x=10sau x=1000.

4. X—£X2680:>X:800|ei.
100

5.AB? = (-m-2)? +(m +2)? =(44/2)?, deci 2(m+2)2 =32= (M+2)2 =16=>m=2saum= 6.
AB2 + AC%2-BC2 _25+75-100 _
2ABIAC 50./3

6. COSA= 0.
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Solutie

1. logz 24 =logz(3[2%) =logs 3 +3logs 2 =1 +3a.
2. —atb=-b+a=2a=2b=a=b,deci f(X)=g(x)=ax+a, I R= f =g.
3. 41 =47 rezulta x-1=-1, adici x=0.
2 n(n-1) i .
4. C, =6:>T=6:> n(n-1) =12 =43, deci solutiaeste n=4.

5. Obtinem ecuatia g +% =1=4x+3y-12 =0.

6. Triunghiul MON este dreptunghic Tn O, are catetele de lungimi 3 si 4, deci ipotenuza este 5 si Tnaltimea

din O este ol .
5 5
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Solutie

1. Din 2x+1>3x -1, obtinem x<2,x0ON, deci A={0,1,2}.
2. f(1)+f(4)- (2 =log,1+log, 4 -log, 2 =0 +2 -1 =1 .

3. A=9-4m>0, deci m<%§i XX =m<0, deci mO{o ,0).
4. Numarul cazurilor posibile este 4; numarul cazurilor favorabile este 2 (pentru n=2si n=4), deci
probabilitatea este > = =
4 2
5. AB:y=2x+1, COAB, deci m=7.

6. Fie B(xy). Avem 3=2L2X,adica X=4 s 5=4;2y,adicé y=6, deci B(4,6).
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Solutie

1. bbby =10-2) @ =-8.
2. f(1)+f(3)=2+logz1+2% +logz3 =2 +0 +8 + =11.

3. )Q/:—L:E;yv =f[§j =0.

2a 2 2
4.1+5-10=4.
2 2
5.DacéM(x,y),atuncix:3+2:§;y:£:§,rezultécéOM: S +E :ﬂ.
2 2 2 2 2 2 2

6. Aplicam teorema sinusurilor, B—CA =2R,deci R= =4.
sin

h
NN by
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Solutie
1. a) Utilizand relatiilelui Viéte seobtine X + %, + X3 =0.
b) Sefnlocuiesc solutiile X, Xy, %3 OR Tn relatie. Adunand relatiile obtinute se ajunge la rezultatul
G +XS =6,
c) Se utilizeaza relatiile Viete si se obtine d =0.
2. a) Egalitatea se demonstreaza prin gruparea termenilor sau efectuarea calculelor.
b) xo(—4) =4, oricarear fi xOR .
¢) Din punctul b) rezultda ao(-4) =4, oricare ar fi aldR, deci rezultatul compunerii este —4.
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Solutie
1. a) Seobtinerezultatul d =14.

b) d= a® +b> +c3 -3abc si apoi se verifica prin calcul direct.
¢) Ecuatia se scrie in forma (2%)2 + (3%) +(5%)3 -3 2% 3% B* =0, se utilizeazi descompunereain
produs de la punctul b) si se obtine unicasolutie x=0.
2. a) xoy=2x(y-3)-6(y-3) +3=2(x -3)(y -3) +3.
b) xo3=-18+21=30x =3.
c) Sirul de compuneri 1o~/2 0+/30...0~/2009 contine elementul /9, pentru care avem
a0+/9 =3 04 R. Seobtinerezultatul 3.
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Solutie

1. a) Dinrelatiilelui Viéte seobtine x + X, +x3 =0.
b) Utilizand formula ¢ + x5 +3& =(x +%, +x5)° —2(xX +XpXg +X%g) si relatiile lui Viete se
obtine 2 + X, +xg° =4
c) Seobtine d =0. .

2. a) Prin calcul direct seobtine h= X% +2X3 -28X? -8X +96.
b) Seobtinvalorile a=2 si b=-8.

c) Ecuatia se scriein forma (2*)* +2[(2¥)3 - 28 [12¥)? -8 2% +96 =0. Utilizand rezultatele de la
punctele anterioare se obtin solutiile x =2 si x, =1.
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Solutie
1. a) Efectuand inmultirea A? = ATA = A sededuce egalitatea A=A
b) Se utilizeaza egalitatea
X(@) X(b)=(l, +aA)(l, +bA) =1, +aA +bA +abA? =l, Ha b +ab)A.
c) Avem XD+ X(2) +X(3) +... +X(2009) =1, +A +l, +2A +.. H, +2009A, de unde se obtine
X(@+ X(2) +... + X(2009) =2009I, +1005 2009A.
2. a) Seobtin solutiile =1 §i x,=4.
b) Seobtine d =0.
¢) Solutiile sistemului sunt perechile ordonate (i ?) , (é 21) (3, (3) .
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Solutie

1. a) Din egalitatea det(A) :(x—3)2 -1=0 seobtinvalorile x, =2 si x, =4.
b) Se verifica prin calcul direct.
c) Seobtine x=4.
2. a) xoy=xy-2x-2y +6 =x(y -2) -2(y -2) +2 {x 2)(y 2) ®.
b) Se utilizeaza rezultatul de la punctul a).
¢) Utilzand proprietatea de asociativitate a operatiel si egalitatea xo2=2,[0X] R, seobtine
rezultatul E=2.
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Solutie
00
1. a) Conditiade coliniaritate |1 2 1 =0 este verificata.
2 4

b) Din coliniaritatea punctelor O; A; A, rezulta ca numarul de drepte care trec prin cel putin doua
dintre punctele O; Ay; A; A, este 4.

1

C) Se utilizeaza formula S :% (| si se obtine rezultatul S= 5 2" =21,

2. a) Severifica prin efectuarea calculelor.
b) Egalitatea A [A, = Ao = A, XD Z esteverificata pentru e=0, deci elementul neutru din
grupul (G, este matricea Ay =I5
¢) Severifica egalitatea f(x+y) = f(x) [ (y), oricarear fi x,yOZ.
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Solutie
1. a) Seobtine BZ=A.
b) Se verifici egalitatea ACA = 1,.
c) Se utilizeazi egalitatea C=B* +A 1 = A+A™ =6 [I},.
2. a) Seutilizeaza conditia g| f = f(ﬁ):ﬁ,seob;ine a=1
b) Se verifica prin calcul direct.
¢) Ecuatia se scrie in forma (X +i)(X2 +i) =0, care are solutiile x =4, Xo =2 si X3 =3.
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Solutie
1 12 -3
1 aY'=(1 2-3); A=|2|1 2 -3)=|2 4 -6
3 36 -9

b) Se obtine det(A) =0

c) Avem det(B(a)) =1-4a, aDR\{%},deci det(B) # 0= E(B(a))_l.
2. a) f(é):g(ﬁ) si f(i):g(i): a=2si b=2.

b) Seobtine f(0)+ f @) + f(2) + £ (3) + f (&) =0

) Serezolva ecuatia 22 +2x=0 in Zsg si seobtin solutiile x1=6 si x2=21.

BACALAUREAT 2009 - MATEMATICA —Proba D, tipul subiectului M T2, programa M2



Ministerul Educatiei, Cercetarii si |novarii
Centrul National pentru Curriculum si Evaluarein I nvatamantul Preuniversitar

Solutie

c d+2

1 a) A+2l,=0 [a+2 bj
. A+2l,=0; <
00

00
=( ]:>a=—2,b=0,c=0,d=—2.

0 b-
b) B=A-A' = “|= detB=(c-b)2.
c-b O

b+c 2d

t 2a b+c
c) A+A =2,
0 2

:(2 OJ:azd =Lb=-c. det(A—At)=4b2§4.

2. a) e=5.
b) Xox<>x:(x—4)3 +4; (x—4)3 +4 =x < (x —4)(x -5)(x -3) =0, adici x{3,4,5}.

¢) Luam, de exemplu, a—4:§ si b—4:§3aob:1+4:5DN.
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Solutie
1. a) Seobtine det(A)=0.
b) Seobtine AZ + A3 =-A+A =0,.
c) Se deduc relatiile A% =-A si A% =A OKJ N si seobtine rezultatul
A+2[A% +.. +10[A° = 5 [A.
2. a) Seobtine descompunerea g =(X -1)(X -2) .
b) g nu dividef pentruca f(1)#0.
) Se utilizeaza teoremaTmpartirii cu rest. Se obtine restul r =1.
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Solutie
+y=0

, deunderezulta x(v> -9) =0.
+vy =0

VX
1. a) Seobtinesistemul de ecuatii {

b) detV #0 = vVOR\{ 3.3 .
¢) Sistemul este nedeterminat, avand o infinitate de solutii de forna (a,—3a),a OR . De exemplu,
trei solutii distincte ale sistemului sunt (0,0),(-1,3),(1,-3).

2. a) xo(-x)=Jx* +(—x)3 -1=4.
b) (xoy)ez=Jx>+y3 +7% -2 =xo(yo z) = legea este asociativa.

¢) Din a) si b) rezulta (—4)0(—3)0...0304:(—4)040(— )030(—2)020( —1)0100 =

=(-1)o(-1)o(-1)o(-1)-0=-2.
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Solutie

1. a) Severifica prin calcul direct.

12 4

b) Se obtine A2+82:(0 12

1

1 1
c)Seob‘;ine(AZ)_lz 0
0

o
[EnY

2. a) Seobtine ﬁo(ﬁ):4o
b) xoy=xy +7x+7y +42 =x(y +7) +7(y +7) =7 Hx +7)(y +) 7.

¢) Ecuatiase scrien forma (x+7)° =7 =x si se obtin solutiile X =8, X, =—7, X3 =-6.
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Solutie

1. a) Vaoareadeterminantului este D(9) =96.
b) Serezolvi ecuatia 2a® —8a +6 =0 si seobtin solutiile a =1 si a, =3.
c) Avem D(3X)=O ~ 2(3~1)(3* —3) =0 de unde se obtin solutiile x =0 si X, =1.

2. a)Avem 2[03= 2< k?- 4k+ 4= 0, deci k=2.
b) Pentru k=2 avem M =[2,0) si xOy= xy— 2(x+ y)+ 6. Avem de rezolvat ecuatia
x?-4x=0, cu xO[2Ze ). Ecuatiaare solutiile x, =0 si X, =4, dar cum xU[20 ), rezultd ca
ecuatiaare o singura solutiein M =[2,) , adici x=4.

c) Avem de demonstrat inegalitatea xy —k(x +y) +k? +k =k , pentru orice x,yOIM. Inegdlitatease
scrieinforma (x—Kk)(y —k) =0, care este adevarata pentru orice x,y[OIM .
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Solutie

: 2 30 0
1. a) Seobtinerezultatul A=+ A= B

b) Avem de rezolvat ecuatia 25" —125=5". Se obtine solutia n =3.
5+52 +.. +5200 0 -1
C)Seobtlne B= 0 1+1+.. +1 = > 4 & $| Bt:B.
de20090ri 0 2009
2. a) Din conditiile f(0)=0 si f(2) =0 seobtinvaorile m=-1si n=0.
b) Avem X2 + 33 +x§ +x5 =(x +% +Xg +x4)2 =2(XXo *.. ¥XgX4) =2 si folosind relatiile ui
Viete se obtine valoarea m= —1.

c) Avem f =x*+x2 +1:(X2 +1)2 -X2 :(X2 -X +1)(X2 +X +1) factori care sunt ireductibili

pentruci au A<O.
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Solutie
1. a) Severifica prin calcul direct.

b) Se obtine rezultatul A? +B? =52 [I,.
c) Sefolosesterelatia C=A+B =50,.
2. a) Seobtinvalorile a=-3 si b=1.
b) Seobtine f = (X —3)(X —1)(X? +X +2).
¢) Ecuatia se scrie in forma (3¥)* - 3(3%) +(3¥)2 -5 3% +6 =0. Folosind rezultatul de la punctul
precedent, se obtin solutiile x =1 si % =0.
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Solutie
1. a) Seobtine m=2.
. m?-m-2=0 .
b) Se obtine sistemul , careare solutia m=2.
(m+1)+4-9=-2

¢) Pentru m= -1 solutia sistemului este tripletul (4;8;-6) .
2. a) Seobtinecétul de X —9 si restul egal cu 0.

b) Seinlocuiesc radacinile X, %, %3 OR Tnecuatia f(x) =0 si se aduna relatiile obtinute.

¢) Folosind rezultatul de la punctul a) ecuatia se scriein forma((3")2 —1)(3" —9) =0 si seobtin solutiilereale

X =0si X =2.
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Solutie
1. a) Ecuatiadreptei AA, este 2x—-y+1=0

b) Folosind formulade calcul S= %|A| pentru ariatriunghiului OA A, se obtine rezultatul S :% .

c) Se considera trei puncte Ay (m,2m+1); A, (p,2p +1); A,(d,29 +1), m, p,qON, pentru care se verifica

conditia de coliniaritate.
2. a) Severifica prin efectuareaTnmultirii A(a) CA(b)

b) Areloc egdlitatea A(a) DA(%J = A(%} [(A(a) = A(Z . E—B =A(a), deci A[%) este elementul neutru fata
de operatia de inmultire a matricelor din multimea M.

c) Areloc egalitatea A(1) CA(X) = A(2x) = A(%} =X :% , deci simetricul matricei A(1) fata de inmultirea

matricelor din multimea M este A(%)
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Solutie
10
1 a)Pentruvalorilea=lb=0:a2=1:I2=(o 1jDG,iarpentruvanrile

00
b=0:>a=0:>a2¢1:>02=(0 OJDG.

1 1
b) Se obtine matricea B :( J

c) det(A) =a?=1#20= (A}, sedetermind matricdle A', A si se obtine A= A"0G, oricarear
fi matricea AOG.
2. a) Dinconditia f(-2) =0 seobtinevaloarea a=—4.
b) Se obtin solutiile x = -2, X, =3+/2, X3 =3 —/2.
c) Senlocuiesc solutiile X, X, X3 Tn ecuatia f(x) =0 si se aduna relatiile obtinute.
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Solutie
1. a) Ecuatiadreptei BB, este 2x+y =0.

b) Se verifica egalitatea coordonatelor punctelor A, si B, , oricare ar fi nON".
c) Se verifica conditiade coliniaritate a punctelor A, A,, A,, oricarear fi n=>3.

2. a) Princalcul seobtine catul q= X2 +2X +4 sirestul r =7X +5.
b) Din egalitatea y? -y -1=0 seobtine y2 =y +1, adici y>=y? +y= y> =2y +1.
c¢) Din teorema impartirii cu rest rezulta f (y) = (y2 -y —l)(y2 +2y +4) +7y +5. Din punctele

anterioare avem y2—y—l=0 si 7y+50Q, deci f(y)OQ.

BACALAUREAT 2009 - MATEMATICA —Proba D, tipul subiectului M T2, programa M2



Ministerul Educatiei, Cercetarii si |novarii
Centrul National pentru Curriculum si Evaluarein I nvatamantul Preuniversitar

Solutie
1. a) Ecuatiadreptei care trece prin punctele A si A, este —3x+y +8 =0.
b) Folosind formula A:% (A seobtine rezultatul A :% B=4.

c) Se verifica conditiade coliniaritate a punctelor A, A,, A,, oricarear fi n>3.
2. a) Seobtine f(0)+ f(1)=2.

b) Solutiile ecuatiei f(x)=0Tn Zg[X] sunt % =2 si X, =4

c) Seobtinecatul q=X2+4X +3 si restul r=0.
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Solutie
1. a) Seobtinerezultatul det(l; + B) =1.

b) Seobtine f(A) =A% -3A+1; =I5 +B.
¢) Din punctul b) rezulta ( f (A))®=(I5+B)° =1, +3B +3B% +B% 5i B®=0;.

2. a) Serezolvi ecuatia (x-3)%2 -2(x -3) =0, care are solutiile numere intregi x =3 si X, =5.
b) Se obtine valoarea a =3.
¢) Solutia sistemului de ecuatii este perechea ordonata (4, 2).
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Solutie
1. a)Pentruvalorile a=1b=0= a?-3p% =1= I, UG, iar pentru valorile
a=b=0=a’-3?#1=0,0G
b) Se verifica egalitatea prin calcul.

a

_ . _ -b . . .
c) Folosind egalitatea ACA™ =1,, seobtine A 1:[ ajDG,oncarearfl matricea ACJG.

2. a) Dinconditia f (1) =0 seobtine m=-9.
b) f (\/E) =2myJ2+22+7/2 +mOQ = /2(2m+7) +m+220Q = m:—%.
c) Sefolosesc relatiile Tntre solutiile si coeficientii ecuatiel f (x) =0 si se obtine rezultatul
2 o247

2
+ X5 + X5 =——
X X X3 81
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Solutie
1. a) Folosind formula S:% (A, seobtine S=13.
b) Pentru a=-2 ecuatiadreptei caretrece prin punctele B si C este y+2=0
¢) Conditiade coliniaritate apunctelor B,C,M este verificata daci are loc egalitatea
(a+2)x-3(a+2) =0, 0 R . Seobtine valoareade a = -2.
2. a)Dinreatiilelui Viéete se obtine a=-3.
b) Din conditia f(~/2) =0 seobtine a=-3.
¢) Se obtine descompunerea f = (X —1)(X —2)(X —v/2)(X +/2).
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Solutie
1. a) Seinlocuieste tripletului (2,1,—1) in sistemul de ecuatii si Se obtine m=3.
b) Se obtine ecuatia m* +2m-15 =0, care are solutiilereale m =3 si m, = -5.
¢) Pentru m=-5 solutia sistemului de ecuatii estetripletul (0,3,2)
2. a)Dinrédatiilelui Vieterezulta m=0.
b) Din conditia f (+/3) =0 se obtine m=0.

¢) Se obtine descompunerea f = (X —1)(X2 —3).
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Solutie
1. a) Seobtinerezultatul det(A(4))=6.
b) Din conditia de existenta amatricei inverse det(A(a)) # 0 rezulta (a-2)(a-1) #0. Deci
matricea A(a) esteinversabila pentru orice numar aldR \{1,2}
¢) Solutiasistemului estetripletul (1,0,0) oricare ar fi numarul alDR\{1,2}.
2. a)Dinrelatilelui Vigterezultda a=2.
b) Seobtine a=2.
¢) Radacinile rationale posibile sunt printre divizorii termenului liber. Conform cerintel avem de
verificat divizorii pozitivi a lui —4. Polinomul f, nuadmiteradacina x=1 oricarear fi allZ
Pentru x=2 seobtine a=-2, pentru x=4 seobtine a=-5.
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1. a) A= a b
' ab a+b?)
a o0 0 b
b) al, = , bA= .

i Xy ay Xx+by z t
c) Fie X = ; XA= ; AX = .
z t at z+bht ax+bz ay+hbt

Obtinem z = ay si t=x+by, deci X:[;; x+yby]:X|2+yA; m=Xsi n=vy.
2. a) f(l)=a-1; f(1)=0, a=1.
b) f=X*+X>=X -1; f=(X+1)(X -1)(X?+X +1); x==1.

¢) Radicinile rationale sunt printre divizorii termenului liber. Singurele radacini rationale sunt +1,
care sunt intregi.

Solutie
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Solutii

X+2Z y+t X+y+z+t —x-y-z-
; AXB =
X+y+z+t -x-y-z-
AXB=(x+y+z+t)B= x+y+z+t =0.
2.8) g°=X2+X +X +1; g?=X*+1="1.
b) f+g=X2+X;c=1r =X +1.

¢) Numiarul functiilor de lao multime cu 3 elemente launacu 2 elemente: 2° =8.
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Solutii
1. aa=1b=0=1,0M.

atb b
b) A=al, +bVv :( , bj; det A=a’. Aesteinversabila = det AZ0 = az 0.
a_

2. a) Princalcul.

Q) VZ=0,; AB= (ayl, +bV) (8], +bV)=aya,l, +(ab, +a.b )V, care este din M , deoarece
&y, b, + ab OR .
b) Legea este comutativa si

xOe= x= (x-5)(e-5)+5=x0K B (x 5)fe 6) 0OOx R - e=6.
) xOx= (x- 5)°+ 5; x(x (% 5)* 5. Solutiilesunt: 4,5, 6.
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Solutii

. . 20

Loa) lp=l vy =25 )
ma ch . (ma ch
; MA = .

ma mb -
b) mA:[ j(mA) :( =
mc nmd mb md mb md

. 2a b+c _ b
c) A+ A = —a=d=0,c=-b,deci A= .
b+c 2d -b 0
2.a) xOx= X (x— \/5)22 X2 = x= /2 sau x=~/2 +1.

b) (xOyp= 0 (¥ 2 (x v2)ly V2)z v2) 2

c) Legeaeste comutativa si xOe= XK R =e 2 1.
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Solutii

x=0
1. a4 xty+z=1 ; x=0,y=1z=0.
X+2y+4z=2
b) det A=(a-b)(b-c)(c-a).
€) A=A, =04, =detA; x=0,y=1z=0.
2.a) (xOyOz X (¥ 2 ®x ¥ € 2nd x ¥z R.
b) m=6.

c) m=+/2.
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Solutii
1. a) ALl ( 1 j det A(1,1) =
b) A+B= [ ?1 a[i a1+at:1+(%1 erz)J,cuelementedin R= A+BOM.
0 1 -b
c) A(0,b) (b _], - A(0,b) = (b e b} det(1, -~ A(0,b)) =1+b +b?

1+b+b% = (b+—j +2 >0, [ R.
2. a) g(f)):
b) f =X (x2+2) 12=%2=1, f(é):f(i):f é):é.

o) h=ax3+bX2 +cX +d, h 6)=d:>d=6, h(A)=a+b+c =0, h(é) =2a +b +2c 0=b=0 si

—

~

a+c=0.

Soluiile a=2,b=0,c =1, h=2X% +X saua=1b=0c=2=h=X3+2X.
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Solutii
1. ay=Xx.
00
1
b)A:§| 11 1|=1
2 4

c) (p—n)(p-m)(n-m) este numir par deoarece din trei numere naturale, cel putin o pereche au
aceessi paritate. Atunci %( p-n)(p-m)(n-m) esteintreg, deci ariae numar natural.
2.8) f(1)=m?+8m+15; f(1)=0 = mOf 5 3.
b) Sumaradacinilor polinomului este _4Tm =-m= m=0.

3++/5
=

2
c) f(X)=4X2{[X +%j —SLX +%) +6}; Y=X +%:> yO{23 , =% =1x, =
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Solutii
156
1 a) AB:[O 1 5].
001
1 x+% z+2+xYy,
b) XY=[O 1 ity ; XY OM, deoarece are elementele din Z si forma matricelor
0 0 1
din M.
1 m p 1 a+m c+p+an 1 a+m c+p+an
cogu=0 1 nj5VU=|0 1 b+n |,UV=|(0 1 b+n |;
0 0 1 0O O 1 0O O 1

VU =UV = an=bm,0a,lil Z=m=0,n=0,p0Z, pdZ.
2
2.8) f=(X2-2X +1) =(X 1) 3 =% = =%, =1.

b) Se efectueaza inmultirile sau se descompune cu formula diferentei de patrate.
C) Aj=-4a,N, =4a; ;20 - a<0A,20+- a=0.Deci a=0.
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Solutii
: (1 2}(1 3] [5 15]
1. a) AA= = .
362 6/ (15 45
b) th_(a cJ[a bJ_ a’+c® ab+cd
b d){c d) (ab+cd b2+d?)
det(xx") =(a? +¢2)(b? +d2) ~(ab +cd)? =(ad -bc)’.

0) det(XXt):0:>ad =bc ; obtinem %zg.

2.3) (Xoy)ozZ=XyZ—Xy —=XZ —YZ +X +Yy +Z; Xo(YyoZ)=XyZ—Xy —=XZ —YZ +X +Yy +Z.
b) xoy>1 = (x-1)(y-1) >0. E adevirat pentru cd x>1,y >1.
) xoa=a = x(a-1)-2(a-1) =000 Z = a=1.
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Solutii

10 2 0
1. a)lb= ()= :
) 15 (0 J (12) [0 2}
b) (A+B)t ate b+f ate c+g
c+g d+h b+f d+h
2a b+c
b+c 2d

i Pl e

0 b
bOR.
o)

o)
2.8) 4 tX tX3+tx, =a,a=5.
b) x*-x*-x+1=0 = x*(x-1) ~(x -1) =0 = (x —1) (x +X +1) =0.
Deci solutiilerealesunt: x; = x, =1.

¢) Solutiile intregi sunt printre divizorii termenului liber, adica +1.
Pentru x=1, a=1; pentru x=-1, a=-1.

C)A+At=02c7( j 0, - a=d=0,b+c=0; A

det A=ad —bc =1=> b? =1=> b= +1, deci Aﬁ( J$i Ay
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Solutii
333
1. a) B?=|3 3 3|; B2=3B.
333
m+n n n
b) m;+nB=| n m+n n |, nm+nOZ.

n n  m+n
a’+2b% 2ab+b? 2ab+b?
c) A>=| 2ab+b® a®+2b® 2ab+b® |, a’+2b?=0 - a=b=0=2ab+b’=0= A=0;.
2ab+b? 2ab+b? a2 +2b?
2. &) Prin calcul direct.
b) f =(X2-7)(X?-5). Radacinile +v/5,£+/7 nu sunt intregi.

0 f=(X -VB)(X +VB)(X ~7)(x +7).
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Solutii
2 a b+1
1. ag A+F=|0 2 ¢ |;a=3b=3c=5.
00 2
10 -1
b) detF =120, deci F esteinversabili; F2=F”=|0 1 0
00 1

12 3 -6 6 6
) X=F*'4 5 6|=|4 5 6
7 89 7 8 9
2. a) Seefectueaza Tnmultirile si se reduc termenii asemenea.
b) xO(yd zF 4xyz 2xy- 2xz- 2yz x+ y z; (xOy)Dz 4xyz 2xy- 2xz= 2yz X+ y+ Z.
¢) xOI- x)= 0= 2x(I- x)= 0= x3{0,3}.
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Solutii
1 3 2
1L a) A=l -2 a=2(a-7).
1 1 4
15 3__1
b) A=-16,A, =-60,4, =12, A, =4; Xx==—,y=-=,7=".
) x Ay =12, 4, L (e

c) Dinultimaecuatie = 7z, =0 = Xy + Yy =4, % —2Yy =5= Y :—l,xo :E; b:E

3 3 3
2.a) f(5)=0, g(5)=-2= f(5)+g(5)=-2.
b) ap +a +... + a0 =9(1) :_(52009 +5) <0.
¢) Conform teoremei Impartirii cu rest avem: g(X)=f (X)(X)+aX +b, f(X) =(X -5)(X -7).
g(5)=5a+b=-2, g(7) =7a +b =2=a=2, b=-12, deci restul este 2X -12.
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Solutii

1. a)a=c=1b=0; 0,10R.
b) A+B:(a1+a2 b +b,
b+b, ¢ +c;
o AB_BA{ 0 ayb, —ay; +bic, —bzq];
—(ab, —ahy +bic, —bycy) 0
det(AB - BA) =(agh, —aph; +bic, ~by¢;)” 0.
2.a) x[}4= 10= - 2x+ 6=10= x=-2.
b) xOa= a= x(2- a)= 2- a0K R = a=2.Legeaeste comutativa, deci allx= xJa.

¢) Unelement a compuneriiesie%zz.Deci xO02Oy 21y 2.

] . Elementele sunt numererede.
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Solutii
1 4
1. a)detA=|3 5 5. detA =0(are2 coloaneegae).
3 2 2

b) A doua ecuatie are solutia data pentru a= -8, iar atreia pentru a=10.
c) Daci y+z=3=> x=3(din primaecuatie); scazand ultimele 2 ecuatii = 2(y+z) +a(y +z) =6,
deci a=0; y+z=3 2y+3z=7=y=2, z=1.

2.8) xOF 1F x (1 1= x0K Z; (-1)Ox - x+ 1= xOK Z.

b) (xoy)ez=a?x+aby +bz —a -1; xo(yoz)=ax+aby +b’z-b -1 0x,y, 2] Z = a=b=1sa
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1 a) A=-7.
b) Ay =-7,A, =-7,4, =0; x=1y=1z=0.
C) x=y+z=1; y=1,z=0=a=0.
2.a) (2)=0-a=4.
b) f:X(XZ—ZX +4) -8= cétul este ¢(X)= X si restul este r = -8.
C) X+ Xy + X3 =25 X Xp+ X Xg+ XX =a=> X2+ X5 +XZ =4-2a.Daci a>2=>2a>4

=4-2a<0=> Xlz + X22 +X§ <0= exista cel putin o radacina care nu este reala.
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, (2 0) . (20
a2 Jae(2 9)

1- 1
b) A-xl, ={ lx _l_xj; det(A—xI2)=x2 —2; X*-2=0 - x=+/2.

Solutii

=

0) A*[X :(A2)2 X =(21,)? =4X silafd X [A*=4X.
2.8)3,207 si 3-202% =1, deci 3+24/20G.
b) x=a +b2,y =a, +by\/2,8,b;, 8,0, 0Z si &f ~2bf =1,a ~20] =1;
Xy:(al +b1\/§)(az +b2\/§) =(aga, +20b,) +{ayb, +azb1)\/§i aap + 20y, ayb, + &y 7
(a2, + 20,) ~2(aib, +aghy ) =(a? - 202) (a3 - 263 ) =1.
) x=a+by2,a® -2b* =1= x#0; x*=a-by/2,a* -2(b)” =1= x*0G.
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Solutii

1. aa=b=c=d =0; 00R=0,0M.
a8, b, tha, ac, +ga, +hd,

b) AA=| O &ay ad, +d;a, ; areelementelein R, cele de pe diagonala egale
0 0 3,
si 0 sub diagonala, deci matricea produs este din M .
0 bc 0 O hd
c)detA=a’; a®=0- a=0; A=|0 0 d|, A’=|0 0 0 | A>=0;.
00O 00 O

2.a) f=X*=X®+X? =X +1; g=X*-X,r =1,
b) f(1)=-1 < c=-a-b-1.Restul impartirii la X +1 este (b+1) X —2a-b; a=b=0,c=-1.
Q) X +X +X X, ZL XX, +.. XX, =a; = X+ X +XC +X. =1-2a; 1-2a<0= nu pot fi
toate radacinile reale.
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Solutii

1 a) det(A)=ad —bc =1.
b) At:[a CJ'AD“ el geeled)
b d ac+bd c?+d?
0) S= a2 +b? +c? +d? +2ac +2bd =(a +c)* b +d)*.S=0 - a+c=0si b+d =0; detA=0,
23.) X1+X2+X3+X4:_2.
b) f=X*+2X®-X?-2X; f =X (X +2)(X +1)(X -1); x =0,%, =-2,%, =1 X, =-1.
c) Dinprimarelatie X + X, =%, +x3 = -1; (% +%,) (% + %) + XX, +XoX3 =a=> XX, + XoXg =a -1

XX (X +Xg) + X% (% +%4) = D= XX, + X% =b.
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Solutii

) a®+bc ab+hd
' ac+cd bc+d? )
a’+ad ab+bd

ac+cd ad+d? ac+cd bc+d?

b) (a+d)A={ J; (a+d)A-(ad —bc)|2={

c) A°M =(a+d)AM —(ad -bc)M ; MA* =(a+d)MA-(ad -bc)M ; a+d 0= AM =MA.,
2.0) f=X3-2X2+X; f =X3-2X2+X; f =X (X -1)°; % =0,%, =%, =1.

a2 +bc ab+de

b) % + X, + X5 =2, XX + Xy Xg +XoXg =@ X + X5 +X5=2 = 4-2a=2 « a=1.

Q) X2x5x5 =b? =-b=b=0saub= -1; x> + X3 +X5 =X +X, +X3 ~a=1;a=1si b=0.
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Solutii

1. a) Azz(o Oj.
00

o miad=(5 ) xfmiag)-1, (me)*=( T )
C) M(x,y)=(X25y x:éy)' det(M) =x*= xOR",
2.a) f(-p)=1.

b) f(1)=0 < 2+p=0< p=-2.
C) X+ X +X = =P, XX, tXX +XX, =0=> X7 X +X; = PP XXX, = 1.
= X6 +x% +xCx; =0-2[1-1) [-p) =2p = X +x +x; =p* +4p.
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Solutii
4 0 0
1. a) A2=|0 1 0.
0 21
8 00 8 00
by AS=|0 1 Of; 4A>-5A+2I;=/0 1 0.
0 31 0 31
1
2 RO 4m+2n+p 0 0
c) detA=2#0= At=|0 1 0| mA?+nA+ply= 0 m+n+p 0
0 -1 1 0 2m+n  m+n+p
o A . 1 5
I dentificand elementel e obtinem m:E,n =-2,p :E'
: + + 1
2.2) A douaecuatie ~ 2T _ 2.y~ g

X Xo X3

b) =X + X, +X3,5, XX +XX3 +XoXg,S3 =X XoXg; ECUAIA X° — §X° +S,X —S; =0 ecuatia ceruta

x2—2x° —2x+4 =0, deci a=-2,b=-2,c =4.

o f :(X—Z)(x2 —2) =(x —2)(x —ﬁ)(x +\/§)
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Solutii
123
1 a) X*=|0 1 2
001
100 1 -10
b) det(X)=1,X'=[1 1 0, X*=[0 1 -1|.
111 0 0 1

1 36 r+4 6+r 9+r
c) X3=|0 1 3|,3X%+rX+l3= 0 r+4 6+r|.Identificand elementele, Oa,b,& R,
0 01 0 0 r+4
obtinem r = -3.
2. @) 20080 (-2008) =2° =1.
b) Xox* =64 = x+x*=6 = xOf 3,2} .

+ +
c) (Xoy)oz:2>‘+yc>z:22X Yz, g2z gzl L oxY 4 22741 x4y =02 x=-y.
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Solutii

2 3
1 a) M1+M2:(O .

12
b) sz( aj.
0 1
0) x:[X y} |\/|ax:(XJraz y+at], XMa:[X aXJ’yJ;
z t Z t Z az+t

X
X+az=xYy+at =ax +y,z =zt =az H, [&[1 R ; obtinem z=0; t =x, deci X =(0 yJ,pentru
X

j;det(Ml+M2):4.

oricare x,yOR.
2.@) x[0= x.

b) xO(yO zF )D{’/yi = ?/xgl- y ¥ 2 (xDyoz & yoz d v 2.
c) % =325 =¥2x,. Prininductiec x. =¥/n+13; x, =38x, =2%, 0Q, pentru x, 0Q .
X =% 4= I+ 28 = % ¥3; X5= X Ox= I+ 36= %¥4, % 0Q si Y40Q=x30Q.
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Solutii

1. aga=1Lb=c=0;0si 10R.

b) A+B:(al+a2 bl+sz. Elementele sunt numere redle.
GtC a+a,
b, —bg ] 2

c) AB-BA= ; det( AB-BA) =—(bc, - <0.
0% e e ) (A8-88) =~(uc, -b)

2.8) f=X2+X +1; f(i):f).

b) b=11+a+l=1=a=2.
¢) 9 = numarul functiilor de lao multime cu 2 elemente la una cu 3 elemente.
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Solutii
1. a)Seobtlnedet (
1 Inab O
b) H ( 0 1 =H(ab), Oab> 0.
0
2009 In2009! 0
¢) H(L)+H(2)+H(3)+... +H(2009) =, 0 2009 0
. g 20092&010

Calculul determinantului A = 2009° [1005.
2. a) xey=xy-2(x+y)+6 =xy —2x -2y +6 x 2)(y 2) 2
b) Pentru x, yOG = (x~2)(y-2) >0=> xo y>2.Deci xoyOG.
c) Sedetermina e. Obtinem xe—2x-2e+6 =x=e=3.
2x—-3 1

Obtinem xx' —2x-2X +6 =3= X = =2+ >2, d G.
X—2 X—=2
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Solutii
1. a) Seobtine A>=3A.

b) A=A, deci det(A”)=0.

0) B:[i 3 detB=4%0. Deci B esteinversabil. Prin calcul 3‘1:%(_32 _le
2. a) xX"®=8=x*=8=x=2.

b) Pentru x,yO(0p )\{3} = x*"Y >0si x¥"Y 1= x0 yOG.

Q) xo(yez)=x"M2 =(xoy)oz [x,y,2] G.
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Solutii

1. a) Sedetermin punctele Ay(0,2) si A (L3). AgAy: =0. Finalizare x-y+2=0.

= O X
w N

0 2
b) Ay(2,4).Atunci |1 3 1=0=A ,A,A coliniare
2 4
0 0
C) A:%|A| undeA={ n n+2 1=2=A=1

n+l n+3
2. a) f—lj:—z.
2 8

b) Relaiasescrie f(a)=-5. Seobtine aOf 1,0,1}.
C) A=0 pentruca ¥ + X, +X3 =0.
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Solutii

1. a) Severifica, inlocuind Tn fiecare ecuatie asistemului, x=0,y =3si z =1.

b) Sistemul admite solutie unica daca determinantul matricel sistemului este nenul;

det(A) =-5m+15 20 pentru mOR\{3}.

¢) Pentru m# 3 avem det A# 0. Se aplica regulalui Cramer. Obtinem solutiax=0, y =3, z =1.
2. a) xOy= 2xy— 6x- 6y+ 21= 2x(y-3)-6(y-3) +3=2(x -3)(y -3) +3.

b) Ecuatia este echivalenta cu:

2
2(5*-3) =8 - 5*~3=#2 cusolutiilex =0 x =1

c) Sedetermina e. Obtinem 2xe—6x—-6e+21 =x= e:g.

_12x-35

Obtinem 2xx' —6x —6X +21=%:>>< 0a R\{3.
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Solutii

1. a) A2=A= A+A%=2A.

Xx+4 -6

b) det(X + A) = 3‘:)(2 +Xx.Seabtine ¥ =-2, X, =1.

. -2 0 10
Atunci X = sau X = .
0o -2 01

o n(n+1) 0
c) Partea stanga se mai scrie A+2A+3A+... +nA =(1+2 +3 +.. ) A = A D N

2. a)Avem f(2)=0. Obtinem m:—1—23.
b) %, cu i0{1,2,3 sunt radcini ale polinomului f . Tnlocuim si obtinem x® +x? +mx +3 =0.
Adunam celetrei relatii si obtinem S;+S, +mS; +3 =0.
¢) Radacinile rationale se gasesc printre divizorii termenului liber. Deci 1 si —1 sunt posibilele

radacini rationale. Inlocuim in polinomul f si obtinem m =1 sau m= -3, deci pentru m numar par f
nu are radacini rationale.
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Solutii
1. a) det(A)=-4-3=-T.
b) A=71,= A =TA
¢) Seefectueazi calculul AEleA[@A2 —6I2) =A% —6A =7A -6A =A
2. a) XM+1=X*+X3+X2 +X +1 =f
b) Polinomul g se scrie g :(X2 +1)(X +1) = x = -1 este unicaradicina reala.

c) Dinpunctul ) = f (a)=alg(a)+1 . Stiindci g(a)=0= f(a)=1.
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Solutii
1. a) AQA-D =A(-1).
b) (A(x))? =[

c) det A(1) =2 #0.Deci matricea A(1) esteinversabila. A(1)™ = 1[ =3 2]_

5x2+10x+1  —2x° —4x 2
:A((x+1) —1),DXDR.
10x% +20x  —4x° -8x +1
2(-10 6
2. a) 0=0+0/30G pentruca 0% -3 #1.

1=1+0v/3, 0,107 si 1> -3 =1. Deci 10G.
b) Fie x,yOG

x=a+by3, abOZ, a* 3= 1 y= cr dv/3, c,d] Z, c2 3dZ 1
xy = ac +30d +(ad +bc)~/3. Avem ac +30d,ad +bc [Z si (ac+ 3bd)*~ 3(ad+ bc)= 1.

De unde rezulta concluzia

0) xDG:lzaz_—b@zzm(Jo)\@DG.
X a“-3b
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Solutii
2 -5 4
1. a) det(A)=|-3 1 1|=-5.
2 0 -
b) det(A)# 0. Sistemul are solutie unica si aplicim Regula lui Cramer. Obtinem sol utiile:
O
5 5 5

¢) Rezolvam sistemul si obtinem x = 9a—5,y :14a_10,z :13a5—10:> a=50N.

5 5
2. a) 200802009 = 4018.
b) Inecuatia se scrie x* + x -2 <0= xOf 2,1].
) C,?oCﬁoCﬁ =n+6 = n>-n-6=0=n=-20Asi n=30A Multimea A are un singur element.
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Solutii
1. a) detA=0.

0 1 0

by A2=| -1 -1 0|
0 O

0 -10

c) l;+A=1 1 OJ:det I3+ A)=1#0. Matricea |3+ A esteinversabila.

01 1

1 10

(I3+A) =/ -1 0 o]

1 01

2. a) f(0)-f()=p-q-L
b) (1-x)(1-%)(1-x3) =f (1) =L -p +q .
©) g=(X —1)(X2 +2X +3) care are doar o radicina reala.
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Solutii

1. a) Seobtine a=Lb=%.
b) A?=3l,=B=I,.Deci AIB=A
X
c) Fie XOC(A), X= [ i’j atunci din XJ A= AIX obtinem: x=t,y =3z.
Z

5 a 3b
Notam x=alOR,z B R= X = b oal

2Xx 4

2. a) xOx= 7 5" 2x?- Bx+ 2= 0, cu solutiile X =20G si X~ —;D G.

1+x
b) Se verifica usor prin calcul direct.
c) Pentru orice x, yOf 1,1)= 1+ xy >0. Se demonstreazi dublainegalitate:

1< XY G xoyo G
1+ xy
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Solutii

1. a) l,=1,+0RA=X(0)0G.
b) Pentru a,bOR avem X ()X (b) =(I, +aA)(1, +bA) =1, +aA +bA +abA.

Observim ci A? =5A = concluzia
c) Folosim relatia de la punctul b) si comutativitatea Tnmultirii Tn multimea G pentru a arata ca

X(a)D((lJ::aJ:X(O):IZ'
2.a) f(1)=2 9(0)=0= t(i)rg(0)=0.

b) Tnlocuim g si folosim proprietitile adunrii si Tnmultirii in Z .
c) Tnlocuim, perand, in polinomul f, necunoscuta X cu toate elementele din multimea Zs.

Obtinem f (21) =0= x=0 estes nguraradacing a polinomului f.

BACALAUREAT 2009 - MATEMATICA —Proba D, tipul subiectului M T2, programa M2



Ministerul Educatiei, Cercetarii si |novarii
Centrul National pentru Curriculum si Evaluarein I nvatamantul Preuniversitar

Solutii
1 1
1 a) detA=]2 -1 1 =6.
4 1
b) detA=3m+3, 3m+3=0 « m=-L

c) Pentru m# -1= det Az 0, deci sistemul are solutie unica. Fiind un sistem omogen solutia este
x=y=z=0.

2. a) Aplicamrelatiilelui Viéte pentru cele doud polinobame: S=-3, S =2= S-S =-5.
b) Folosim teoremaimpartirii cu rest si obtinem catul q= X +5si restul r =12X -4.
c) stimci g(v1)=09(y,)=0; f =g(X +5)+12X -4.Deci f(y;)F (y,)=(12y, —4)(12y, —4).
Folosim relatiile lui Viéte si obtinem f (y;)CF (y,) =64.
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Solutii
1. a) detA=0.
-3 2 6
b) A’?=10A, B?=8A+I;=>A’>-B?=2A-I;=| 4 3 12|
-6 6 17

c) detB=9#0= Binversabila. Se arata prin calcul ci B[ﬁ%A—bj :(%A—IsJ B =13

2. a) Sedesfac parantezelesi se obtine prin calcul xoy=xy +3x +3y +6 pentru orice x, y O R.
b) ] R asfel incét pentru orice XxOR avem Xoe=eoXx =X. Obtinem xe+3x+3e+6 =x=>e=-2.

. . AL n(n-1) . .
¢) Folosm punctul a) si avem (Cn +3) =16 = > +3 =+4. Obtinem solutia n=2.
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Solutii
1. a) Severifica prin calcul direct.

3 4 _ _ _ o4 (-1 -4
b) B= 1 1:>detB=1;'50.Dec|matrlceaBeﬁtelnversablla?l.B = 1 3

c) B3=3A+1,, BZ=2A+l,=B%*-B?=A.Seobtine x=1.

2
2. a) f:(x2—1) —glf.
b) Folosm relatiilelui Viéte. S=0,P =1= STP =0.
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Solutii
. X+2y=4
1. a) Serezolva sistemul { _.=B(0,2).
X+y=2
b) Se determina coordonatele mijlocului segmentului AB: C'(2,1)
Xy
CC':l1 -1 1=0-CC:2x-y-3=0.
2 1
4 0
Q) A:%|A|.UndeA: 0 2 1=10=A=5.
1 -1

2. a) S=4.
b) & esteinversabil in Zg daci (a,8) =1.Deci elementeleinversabile sunt 1,3,5,7.
Produsul lor este P =1B5 7 =1.

2 5
¢) Sevor folosi formulele lui Cramer. Scrierea matricei sistemului A:[ A], detA=5,
3 2

AX:é, Ay:asz?, y=4.
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Solutii

1 a) A2=[_3 _zzj:detA=4.
-X+2z -y+2t
X y

c) AB=1,=B ™ =A Atunci S=0,.
2. @) Xox=12 < x?-6x+12 =12cu radacinilex, =0 si x, =6.
b) 1o(2B)= 5= (102)0(1-3).

b) AEB:( J:>x:0,y:],z:t :%.

+y=8
y_ cu solutiilex=9,y = -1.

X
c) Sistemul se scrie echivalent {
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Solutii

1. a) Pentru a=-1 avem det A= -9 #0deci sistemul omogen are solutiaunica x=y =0.
2
b) A2-(a+1)A+(a-8)l, :[Zai’j 2a9+2j—(a+1)A+(a -8)1, =0,.
c) Seobtine a=-1.
2. @) Xo(yoz)=(xoy)oz=x+y+z+22, Xy, Z.
b) Ecuatiase scrie echivalent 6x+55=1 < x=-9.
c) Asocidtivitatea afost demonstrata la punctul a), elementul neutru al legii este e=-1107%,
0K Z) X' Z,X =-x-220Z, iar legea este comutativa. In concluzie (Z,o) este grup comutativ.
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Solutii

1. a) detA=(x-3)" -1 - (x-3)* -1 =0cu soluiile % =4,%, =2.
2 _ —
b) A2 =| X 6x +10 22x 6
2X-6 X© —6x +10
¢) Folosim pct. b) si obtinem x=4.
2. @) xoy=xy—-2(x+y)+6 =xy -2x -2y +4 +2 Hx 2)(y 2) 2
b) xo2=2x-2(x+2)+6 =2, D R.
¢) Folosim pct. b) si obtinem E =2.

j:(zx—(a)A—(x2 —6x+8)[|2.
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Solutii

1. a) det(A)=a-2=0 =a=2
b) Pentru a=3= det A=1#0 deci matricea A este inversabila. Atunci se verifica ca:
AR I=AT A=,
- . . -2
¢) Folosim punctul b) si Tnmultim expresialasténgacu A L Obtinem X = A (B :[ 5 j
11 4

2. a) === —.
2 2 5

b) Prininlocuiresi calcul seobtine f (xOy)= i;i;ﬁz f(x)0f (y),Ox, ¥ G.

+y+z+
o) xO(yDz¥k %:(xﬂyﬁzﬂ x,y[z G.
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Solutii

1. a) A=

S V)
ol
PR R

3 a’? a’?
b) A°=| a® a? a’|=detA’=0.

a’? a® a°

c) Presupunem A® =1 Obtinem a® =0,3a%=1si a® =1. Contradictie.

2. a) x02= 2, 3ox= 3. Atunci (xO2)- (3ox)=-10K R
b) Sedetermini g =3,6, =4. Avem g Ue,= 45i g o6,= 3= (g 0 )+ (g 06,))= 7.
) f(xOy)= axy- 2ax- 2ay+ 6a+1si f(x)of(y)=a’xy-2ax-2ay+7= a=1
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Solutii

1 a) detM =-x-y+3.

30
b) Sedetermind C,(3,0). (1 2 1=0= Punctele A B,C, sunt coliniare.
0 3
1 2
c) A=%|A|, A=| 0 0 =3n. Ariaeste minima pentru n=1.
n+l 2-n

2. a) (x+3) D(% 3): (x+ 3- 3)[% Ea 3]+ 3=4.

b) Verificareadirectd arelatiei: xOe= ] x XJ[Ix R. Pentru e=4 obtinem xO4 X si
40x x,0O0X R.

c) xOx= X0 % e Relatiasemai scrie X —3= 3:>X'= 3+3. Deci X R\{3
X— X -
Ox'= LS+ 3astfel incdt xOx= xXO x e.
X—
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Solutii
1. a) s(0,0)=9.
2 -3 4
b) Calculul determinantului matricel sistemului detA={1 2 a|=-7a -7.detA=0 = a=-1
5 -4 7

S(a.B)=9+a +p.0Obtinem S(a,8)=-2 = B=-10
¢) Pentru a = 3 =0 avem det A=-7 #0.Sistemul are solutie unica. Aplicam regulalui Cramer si
obtinem solutia x =10,y = -5,z = -10.
2. a) Ecuatiadegradul Il are solutiile: X =2, %, = -1.
f(-1)=0 = m-n=-5. Obtinem m=—-4, n=1.
c) Tn conditiile delapunctul b) polinomul f sedivide cu polinomul g . Atunci f(2)=0=P=0.
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Solutii
-1 0 1
1. a) A=|1 -1 o0]=0.
0o 1 -

b) A=a>+b%+c3 -3abc. Secalculeazi partea dreapta aexpresiei din enunt si se obtine
identitatea ceruta.

c) Folosim pct. b) pentru a=2%,b=c =1. Obtinem (ZX +2)(22X -22* +l) =0. Sau
(2X +2)(2X —1)2 =0= 2X=1= x=0.
2. a) (102)0(003F 9.

b) a=1.
o f(xOy)= xOy 6 x y = x+ 6+ x+ 6= 3= f(x)o f(y).
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Solutii

1. a) A*>=0, = det A =0.
X
b) Fie X OM;(R), X= [ i/j aunci din XOA= AJX obtinem: x=t,z=0.
z

b
Notam x=alR,y ] R:X:[a aj'
¢) YOM,(R), Y= ()z( i’j atunci din Y= A obtinem x?+yz=0, t? +yz =0, y(x +t) =Lsi

z(x+t) =0. Se obtine o contradictie.

2. a) aesteinversabil in Zg daca (a,6) =1.Deci avem 2 elemente inversabile: 1; 5.

b) §x+i:§:x:§si x=5. Atunci S=1. X2 =X = xzf), x:i X=3 X =4, Atunci P =0.
S+P=1.

¢) x*=0< x=0= le
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Solutii

1. a) A%=2l,.
-7

5
b) A+l, :[2 I

J, det(A+1,) =1#0.Matricea A+ 1, este inversabila.

(A+1,)(A=1,) =(A=1,)(A+1,) =l,. Deci (A+1,) " =A=1,.
0) det(xZA) = -2x%, x%det(A) = 2x° = x* =x* = % =% =0, x5 =1, x, = 1.
2. @ a=3.
b) Legeade compozitie devine x[Oy= xy+ 3x+ 3y+ 6. Legea este comutativa, conform pct a).
Relatia precedenta se scrie e(x+3) = -2(x +3), 0K R= e=-2.
¢) x(a=3)+b-9=0 = a=35ib=6.
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Solutie
1 -a -
l.all 4 -2#20- 8+2a+2+2a+4#0 <« 4a+10%0 « ai—E. Pentru aDR\{j} matricea este
1 -2 2 2
inversabila.

1 -a -1)(1 -a -1 -a -Hba+2 2a -3

b. A=AA=1 4 -=2(01 4 -2|= 3 a+20 -3
1 -2 2)\1 2 2 1 -a-12 7

5 : _d, _ dy, . d,

c. Serezolva cu formulele lui Cramer x=—2*=2,y i si z—? =-1.
2. a. Calculand avem xo (yo z) = xyz +4xy +4xz +4yz +16x +16y +16z +60,

(Xoy)oz=xXyz+4xy +4xz +4yz +16x +16y +16z +60 de unde Xxo(yo z) =(Xo y)o Z
b. Din Xo(—4) =x[[-4) +4x +4 [(4) +12 = 4avem Xo(-4)oy=(-4)cy =4y +4 [[4) +4y H12 = 4.
c. Folosind punctele a) si b) rezultatul este —4.
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Solutie
X Yy X Yy
l.a. Ecuatia dreptei este X, Ye, =0- 4 -4 1=0< x+y=0.
0 0 o 0
b.| n -n :(-1)“3 (o1 - _1{n(—n -1) < n)(n 1) =0= punctele O,C,,C,,, sunt
n+l -n-1

coliniare oricare ar fi nO7Z".

Xa  Ya 2
c.AriatriunghiquiesteA=%|A|,undeA=xB vg 1,A=1 2 1=4+3-3-6-6-1=3,deunde
X Y 3 -8
ariatriunghiului este A:1|A| :§_
2 2
2009° 0 0
2a. Pentru x=0 avemAy=| 0 1 0|=1;0G.
0O 01
2009 0 0} (2009° O O) (2009°[2009* O O 2009Y 0 0
b.AA= 0 10 0 1 0|= 0 1 0|= 0 1 0|=A.y.
0 x 1 0 y 1 0 x+y 1 0 xt+y 1
100
C. Inmultirea maticelor este asociativa. 1;=A;=| 0 1 0 |OG este element neutru, iar
001
2008 0 O
A= O 1 0 |0G estematriceainversi amatricel Ay.
0 -x 1

BACALAUREAT 2009 - MATEMATICA —Proba D, tipul subiectului M T2, programa M2



Ministerul Educatiei, Cercetarii si |novarii
Centrul National pentru Curriculum si Evaluarein I nvatamantul Preuniversitar

Solutie

. a b c d _ a+c b+d
1.a. Fie A= ,B= atunci A+B= oG.
b a d c b+d a+c

b.c2=[> 3> 3|3 :>$i10C—16I2:34 0
3 5/(3 5 (30 34 30 34

c. Conditia din enunt se mai scrie x° - y? =2009 < x* - y® =41[49.
X+y=49 (x=45 45 4
, =D= .

X—-y=41 |y=4 4 45
2.a. Avemf(Q)=a, « f(0)=1% - (-1)%® =1+1=2

b. f()+ f(=1) =229 —(2)2% =2 P2 pr par.

c. F(X)=(X+1)® -(X -)* =0 « (x +1)*® =(x -2)**

Deci numarul radacinilor reale este 0.

Rezolvand sistemul {

=X+ =X A=1=-1 fds.
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Solutie

2 1) (5 4 13 9
la AB= = .
(—l 2} EE3 1} (1 —ZJ
b. Notam X :()z( n ecuatia devine ACX :( 2 lj Déx yj :[5 4}: ( 2x+z 2yt ]:

-1 2){z t 31 -X+2z -y+2t
7
5 4 5
= = X = S
(3 1) 11

glo gl

5

, (2 1\(2 1) (3 4 ) 3 4 2 1) (1 0) (00
c.AZ= = = A2 —4A+5|, = -4 +5 = =0,.
-1 2)(-12) (4 3 -4 3) -1 2) (o 1) (oo

2.4 XoX=2 o 2x-14=2 = x=8.
b. (Xoy)oz=(Xx+y-14)oz =X +y +Z —28 =Xo (Yo 2).

C. asociativitatea din punctul b); elementul neutru este e =14 ; elementele simetrizabilex' = 28 —x OR, [ &

Xoy=X+y-14 =y +x 14 =yoX.
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Solutie
1 1 -
la.Avem D(-1)=|1 -1 1|=-1-1-14-141=4
-1 1 1
11
b.Avem D(a)=|1 a 1l=a+a+a-a’-1-1=-8" a 2 =(a-1)*(a+2).
all

c.Din -(a-1)*(a+2) =4 - —(a+1)’(a-2) =0 = a=-lsaua =2,

2.a. Xoy=xy-10(x +y) +110 =xy -10x -10y +100 410 =x(y -10) 40(y 40) 40 =
=(x~10)(y ~10) +10.

b. Cj, 0 C;,=(10-10)(20~10) +10 =10.

C. Xo(x=1)=10 « (x-10)(x-11) +10 =10 « (x -10)(x -11) =0 - x =10 saux =11.
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Rezolvare
1. a) Seobtine det(A(0))=0.
2 2 2
b) Folosind relatiile lui Viéte seobtine AQ+A(2)=| 4 -1 5
-4 5 -1

c) Pentru orice k({0,1,2} seobtine Z(XE + X, —2) +3=3.

2. a) 30ce=3?"e=9g,
b) Fie x,yOG= % 0, % Ly 0¥ 1=x*>0si x*#1= xoyOG.

©) (XOy)<>z:(x2'”y)<>z:(xz'”y)2Inz =x""YINZ =xo(yoz).
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Rezolvare
1 0 1
la. Caculandavem D(1,1,0)=[1 1 0=1-1=0..
1 1
1 x a’
b. Avem D(a,a,x)=[1 a ax =0 linia2ega culinia3.
1 a ax

c. Aplicand proprietatile determinantilor,scizénd liniaTntéi din liniile doi si trei obtinem
1 x ab |1 X ab 1 b
1 a bx |0 a-x b(x-a)=0 < (a—x)(b—x)l i =0 < (@a-x)(b-X)(b-a) =0 -

1 b ax} |0 b-x a(x-b)

X =a,%, =b pentru a #b.

2.aEcuatia f(X)=g(X) = F(X)-g(x)=0 = xX*-x*=0 = X*-x*=0 & X =% =0si X3 =1 deunde

rezulta S={0,1}.

Xy + X + % =0

X3 = 2%
Xy + X Xa + XoX; = =3
b. X —3x +a =0, se formeaza sistemul: L2 W8 TR T -3x2=-3
XXX = —a 3 _
X =% >0 2x,=a

cusolutiile: x =1X, =Lx;=-2si a=2.

c.ef® :g(—_3;\/§] ~e®=1oe®=10 f(x=0c (x-2)*(x+2)=0 = x=-2 sau x=1.
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Solutie
100 1114 2 1 4
la f(0)=|0 1 0|, f())=0 1 4|; f(0)+f(1)=|0 2 4|
001 0 01 0 0 2
b. f(1)F(-1)=f(1-1) =f(0) =I5.
1 x+y 2(x+y)2+2(x+y) 1 x+y 2(x+y)2+2(x+y)
c. f(x+y)=|0 1 4(x+y) ;f(x)f(y)=]0 1 4(x+y)
0O O 1 0 O 1
O oo oo oo oo O o O o 0O

2.a. Adaugand laambele parti ale ecuatiei ZD<+1 o 2X+5+1=1+1 - 2x=2=x=1si %, =4.
a

0o
1 2 3
0 0O O (000 000 000 000 000 000 DoDOoO0ooOo oo
b.A=2 3 1]=12[3+213+320-3BB-1010-222 =0+0+0+3+5+4 =0.
0ooOo
31 2
O O 0D OO0 O 0D OO0 O 0D OO0 O 0D OO0 O 0 OO0

1o

Cc. 3x=3 deunde x=1,y=2 sau x=3, y=4 = solutiile x=1, y=2 sau x=3, y=4 sau x=5, y =0.
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Solutie
1 10) (100) (010
la. A=|0 1 1|=|0 1 O[+/0 0 1|=I1,+B.
001) (00 1) (000
11 1 -1 1
b.det A=|0 1 1/=1= Aesteinversabilasi A*=A"=|0 1 -1|.
0 0 1 0 0 1

c. Avem det X (a) = (a +1)° si relaiadin enun; devine det X (a) =(2a-1)> = (a+1)* =(2a -1)°
- atl=2a-1-a=2

2a xOy= xy— x— y+1+1=x(y-) - (y -1 +1=(x =1)(y -1) +L.

b. (xOy)dz= (xy x y 21z (xy x ¥ 20z (xy- x y 2F z 2=
=XyZ=Xy =Yz =Xz +X +y +z =x[(yJ 2).

C%D%D\/; —f&] I ——”22(19 1, decarecéd] & b0l Oa,b R.
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Solutie
1 a 2
la det(A)=t 2a-1 3 |=(2a-1)(a-3)+3a+2a-2(2a-1) -3a -a(a 3) =’ -6a .
1 a-3
1 a 2
b. det(A)=[1 2a-1 3 |=0 - a’°-6a+5=0 - a=1sa a=>5.
a a-3
Xx+2z=1
) ) ) . X+2z=1 | :
¢. Pentru a=0 sistemul devine { x -y +3z =1 si rezolvand sistemul {x— _ obtinem z=0 si
x—-3z=1
x=1
solutia < y=0.
z=0

2.a. Legease mai scrie xOy= xy- 6x— 6y+ 36+ 6= x(y—6)-6(y—6)+6 =

=x(y-6)-6(y —6) +6 =(x —6)(y —6) +6.

b. xDOL % % (x=6)(x=6)(x~6)(x ~6) +6 =x = (x -6) (x -6)" 1| 0=>x=6,x=7.
c. Deoarece x 6= (x- 6)(6- 6)+ 6= 6 si 60y= 6=

=10203.06 0. 2089 [{102].05) B8 ..=2009) x By 6 y 6.
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Solutie
, (0 1)(0 1) (-1 O
la A= = =-l,= AOG.
-1 0)(-1 0 0 -1

1 21 1 1 1
b. [2(x+|2)} :Z(X +1,)(X +1,) :sz +XI, +l,X +2 :Z(_|2+X +X +1,) =§X.

, 0 1) (x vy z t . X y\(0 1 -y X .
c.Din AX = = si X[A= = rezulta ci X estede
-1 0){z t -X -y z t){-1 0 -t z
Xy
forma X = ,unde x,yOR .

2.a f(1)+ f(-1) =12 +a +b +c +1 -a -b +¢ 4 s Tnlocuind pe ¢ =501 avem

f@+ f(-1) =2+2c =2 +2 HO1 =1004.

b. Pentru a=-2,b=2,c =-1 avem

x*-2x3+2x-1=0 & = (xz—l)(x2+1)—2x(x2 -1) =0 = (x2 —1)(x2 -2X +1) =0 =

(x=(x+1)(x -1)? =0 = (x -1)*(x +1) =0 Deci radacinile polinomului sunt X, = X, = X, =1si X, = 1.
f(0)=0 c=0 c=0

c. Sistemul format de ecuatiile: § f()=0 < a+b+c+1=0 < <a+b=-1imposibil.
f(-1) =0 -a-b+c +1 =0 atb=1
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Solutie
> (2 2 2 2 2 2
la A°= = =A= AOG.
-1 - -1 41 1 4

b. A*= A dinpunctul ) = A’=A’[A=A[A=A = det(A’ -2/ + A) =det(A—2A +A) =0.
C. (2X = 1,)% =(2X =1,)(2X =1,) =4X2 =2XI, =2XI, +, =4X2-4X +1, =4X —4X +|, =I,.
2.2 x0y= xy- /2009 (x+ y)+ 2009+ /2009 = xy —+/2009x — /2009y + 2009 ++/2009 =
= x(y=+/2009) ~/2009 (y ~+/2009) +/2009 =(x —~/2009)(y ~/2009) +/2009 X,y R-
b. Searata ca [B] Rastfel Incdt xle= dlx XX R.Existentaelementului e sedetermini din

xOe= x[O R de unde se obtinee =+/2009 +10R .
c. Datorita asociativitatii legii [J, grupand termenii si tinand cont de cerinta a),

ob;inem[(—\/%) - +2008)0.00 0 (\/ﬁgﬂ (V2008) Cr (v/2089) /2009,
unde am notat cu a=(—m) E(—\/ﬂ)m..m ol (Jm) R.

BACALAUREAT 2009 - MATEMATICA —Proba D, tipul subiectului M T2, programa M2



Ministerul Educatiei, Cercetarii si |novarii
Centrul National pentru Curriculum si Evaluarein I nvatamantul Preuniversitar

Rezolvare
2 0 12 0 1) (5 -1 4
la A2=|1 1 1|1 1 1|=|4 o0 4|
1 -1 2)\1 -1 2) |3 3 4
2 a 1
b. det(A)=|1 1 1 =-a+4.Ainversabili = aOR\{4}.
1 -1 2

c. Din pct. b), pentru aOR\{4} avem det(A) # 0= sistem Cramer= x=0=y =z =0, solutie unica.
2a xOy= yaxO xly «Z =p 1.

b. % =0, % =4.

Cc. 3Xx+3y+6+q=3x +q +3y +q 2=09=8.
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Rezolvare
10 0)(100) (10
la.DinA’=|0 3 0|0 3 0|=[0 1
0 05/{0o05 (00
1 0 0\(a b c 1
b. AIX =15 « OBOJd ef}z[o
0 05/ (g h I 0
0 00)(000O0
c.Avem(B—A)Zzzoot{zoo
370370

2a xle= dlx X = 3xe+7x+7e+14 =
b. xOx< — 1 3x%+ 14x+ 15< 0; A= 16, %=

c. (xOy)Oz 9xyz 21(xy xz+ yzj 49(x+

BACALAUREAT 2009 - MATEMATICA —

a b c
3d 3e 3f
59 5h 5l

o O -
o w o
o O O

100
01 0« X
0 01

0
0f.
0
= e3x+7) = 6Xx-14 = e=-2 este e ement neutru.
=-3,x0Z=x0{ 3- 3 .

-—, X

y zp+ 112= x0(yd 2).

w
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Solutie
11 1
la det(A)=[l 2 4|=32+4+4-2-16 -16 =6.
1 4 16
111
b. det(A)=|a 2 4|=(2-a)(4-a)(4-2)=2(a-2)(a -4). det(A)#0= aOR\{2,4}.
a® 4 16
c. Deoarece det(A)=2(a-2)(a-4) 20, 0l R\{2,4 = x=y=2=0.

2.a. Avem f (1) + f(~1) =2009 « 2+2c =2009 < C :&207.

b. Din f0=-2 }:a+b=—1si c=-2. Cumx =2 estesolutie= 8a+2b =-14 deunde
f=a+b-2+1=-2
a=-2
=1 b=1.
c=-2

c. Pentru a=-2, b=1si c=-2 avem x* -2 +x -2 :(x2 -X +1)(x2 —X —2) care are radicinile reale,

X ==1si X =2.
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Solutie
12 -3)(1 2 3

l.a A’=|1 2 -3|11 2 -3|=0,.
12 -3){1 2 -3
2a+l1 4a —6a

b.B?=| 2a 4a+l -6a |=2B-B?=l,.
2a 4a —-6a+l
c.Din 2B-B? =1;= B(2I;-B)=1;= B™" =2l;-B.
2.8 Xoy=3xy+3x+3y +3+2 =3 =3x(y +) +3(y ) 4 x(y+D(3x+3) -1=3(x +1)(y +1) -1.
b. (x2—5)o6=—1 - 302 -4)T=0= xOf 23.

c. acb=3(a+1)(b+1) -1. Daca a+1=§, b+1=g:>aob=2DN.
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Solutie
0 0 a
la detA=|0 a 0=
a 0 0
00 a)(00a) (& 0 O
b. A>’=|0 a 0|0 a 0|=| 0 a® O | apoiseverifici usor ca A°X = XA?
a 0 0/la 0O 0 0 a2
a 0o 0 0 ba a 0 ba
c.al;+bA=|0 a 0|+ | 0 ba 0 |=| 0 a+ba O |.Notaimcu B=al;+bA
0 0 a ba 0 O ba 0 a
00 a 0 ba) (ba® 0 &
AB=|0 a 010 a+ba O0|=| 0 a®+ba® O
a 0 o0 0 a a2 0 ba2
a 0 ba)(0 0 a) [ba 0 a’
B[A=| 0 a+ba O |(J0 a O0|=| 0 a®+ba® O | deci matricea al;+bADG.
ba 0 a)la 0O a? 0 ba?

2.a Avem f (-1) =1 -1=0.

b. Punand x =1 obtinem: f (1) =3'% +1=a, +a, +a, +... +ay deunde a, +a, +a, +... +ay esteun
nUMAr par.

004 004
c.r(X)= g 5 D(+31 2+1
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Solutie
) 2’ 2°[4 )
l.a A°=A[A= = det A° =16(25-16) =144.
2’4 2°®
2 1 5 4 14 13
b. A=2 A2 = ATA=22 A= A2 A=28 :
12 4 5 13 14

> 20 16 32 16 12 0 00
16 20 16 32 0 12 00
o 3 oo3o00 o0 3o o3 3
2.a. 0 =0;1 =1;2 =23 =3, 4 =4, 5 =5=Db°=h, 0] Zg.
A\ . 0 O OO
b. f(2)=0«:5a=4«=a=2.

c. Avem f =X3+5X =X3 =X, deci orice x[1Z¢ este solutie a ecuatiei.
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Solutie
x 1
la detA=0 - X =0~ X*-1=0 = X’ =1 - x=-1saux=L1.
X
, (x 1) (x 1) [x®+1 2x _ ) X +1 2x 10
b. A°= = . Egalitatea A, = 1, = . = = x=0.
1 x){1 x 2x X2 +1 2x x“+1) \0 O

2 2
. 1 2x . 2X 2X 2 2
C. D|nA12(=XJr I 2x[A = :>A[=2xA2+1—x l,.
[ 2x X° +1Js [Zx 2X2j ( )2

2.a) Dupi rezolvareasistemului obtinem a=0saub=2.
b. Avem f =X3+2X2%+2X +1 =X +1)(X2 +X +1) de unde rezulta catul X2 + X +1 si restul 0.
. f(i):a3+§a+§a+i =a® +a +l,dar a®=a, 0d] Z,;= f(i):§a+i.
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Rezolvare
4 -2 2\(2 2 2 0 0O
1aDinAB=|—2 4 -2|0=2 =2 2|40 0 0|=0,.
-2 -2 4 2 2 2 00O
b. det(A)Cdlet(B)=0.
4 -2 -2 4 2 2 24 -2 A2
CA’=|-2 4 2|02 4 2|5 42 24 42| =6A
-2 2 4 2 2 4
-2 2 2\(2 2 2 12 12 12
B?=|—2 =2 2|02 2 =2 12 12 12
-2 2 2)\2 2 2 12 12 12
2.8 XoYy=Xy+2X+2y+2 =xy+2X +2y +4 -2 =x(y+2) +2(y +2) -2 =(x +2)(y +2) 2.
b. Xoe=eoX=X = Xe+2x+2e+2=X = e(x+2) =X -2 =e =-; -Box'=x(-3)=-1 = x' =-3.
X2 +y?+2=7 { x? +y? =5 {x=lsau{x=2
0C+2)(y2+2)-2=16 |(C+2)(y2+2) =18 |Y=2 y=1

I
o)
w

c. Sistemul se scrie {
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Solutie
J2000-1 -1
1. a. Determinantul = (\/2009 —1) (J2009 +1) +1.=2009.
1 2009 +
X
b.a=|t % =x2 +33 = (% +%,)° = 2%, =4? -2 2 =12, unde am tinut cont de relatiile Iui Viéte.
X X
11 0)(-110) (0 -10 0 -1 0)(-1 1 0) (100
c. =1 0 0|01 0 O|=({1 < o|,A>=A’[A=|1 -1 0|1 0 0|0 1 O|=
o0 oo)lo oo/ lo oo 0 0o o) lo oo looo

= A+ A +A=0,.
2.a Xoy=2xy-8x-8y +36 =2xy -8x -8y +32 +4 =2x(y-4) -8(y -4) +4 =2(x -4)(y —4) +4.
b. Ecuatia se mai scrie 2(x—-4)(x-4) +4 =36 - (x-4)>=16 < % =0, x, =8.

C. \/10\/50\/50...ox/m:(\/iox/EOIO...0\/75)0\/760(\/]?...0\/%)=a040b=4.
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Solutie
010
l.a) X?=|0 0 1[; X3=1,.
1 00
111
b) I3+ X +X?=[1 1 1| careare determinantul egal cu 0.
111

c) I,"=1,0G,iar X si X? auprodusul lastdngasi ladreapta I, deci sunt inverse unaceleilalte.
2.d) 2+/3=2+1H30G.
1

1_ 1 _a-b¥3__ | =_ o a2 . 1
X atbl P =a-by/3 =a +( b)+/3 si a®-3(-b) —l:>XDG.
c) xy =(ac+3od) +(ad —bc)+/3 si

(ac+3bd)* -3(ad —bc)? :(:2(a2 —3b2) —3d2(a2 —3b2) =¢* 3d* A= xy0G.
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Solutie
1. a AIB=0;.
b. (A+B)® = A’ + AB +BA +B* =A” +B” decarece AB= BA= O,.
(A-B)? = A2 - AB —BA +B? =A? +B? deoarece AB = BA= O, deci (A+B)? =(A-B)? =A% +B2.

190

300 900 91
c. A-B=|0 3 0|=(A-B)?=|0 9 0|= inversadi este | 0 5 0|
00 3 009 Q
0 0 =
9

2.a. xOy= 3x(y+ D+ 3(y+ D—-1= (y+D(3x+3) -1 =3(x +)(y +1) 1.
b. (x*-2)[(B=-1e x?-—1= 0=> % =1, X, = -1.

¢. Din {?_Dl)kml)): :1 avem o O D)0 = - 1 = (=2009) O 2008)0..0« 1) OCLO.. 2008 2009 1.
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Solutie
2 2 2x 2y +12 2 2\ (2x 2x+2
1.a AB= X Y_[2X VT G pm= | Y =[<* XA
0 2)to 6/ lo 12 06/l02 (o 12
AB= B[A= x=6 si yOIR.

e (48 1 2) (4 8)
b. Caculand A° = 0 4 si 4(A-1,)=4 0 1 = 0 4 = A" =4(A-1,).

1 1) , (1 1) (1 1) (12 . (1 2)(1 1) 413
c. A=2 A2 =2 = , AP=2 =2 :
01 01)(0 1 01 0 1)(0 1 01

DinrelaiaA’ —aA’ +4A=0, = a=4.
2.a. xOy= xy- 3(x+ y)+ 12 =xy -3x -3y +9 +3 =x(y-3) -3(y -3) +3 =(x-3)(y -3) +3, Ix,\J R.
b.Ecuatia xo(x+1) +x(x+ 1)=11= 2x+ 4+ x*=5x+6+3=11 =

o x?-3x+2=0 cusolutiile x, =1 si x, =2.

. { xo(y=1)=0 @{ X+y+2=0 _

“l(x+1) Oy= xa(y 1) |(x=2)(y-3)=(x-3)(y -2)

@{ X+y+2=0 ‘:{x+y+2:0mX= -
Xy —3X—2y +6 =xy —2x -3y +6 X =y
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Solutie

> £4 8}{@4 8} (32 64} £4 8}
la A*= = =8 =8A

2 4)(2 4) (16 32) (2 4
4a+l 8a
2a 4da+
(4a+1)(4b+1) +8a2a 32ab +8b +32ab +8a

c. X(a)X(b) =

2a(4b+1)+2b(4a+1) 2aBb +(4a +1)(4b +1)

_(4(8ab+a+b)+1 8(8ab +a +b) = X (a+b-+8ab)
| 2(8ab+a+b) 4(8ab+a+b)+1) '

b. Avem det X (a) = ]J =(4a +1)" -16a =16a® +8a +1-16a° =8a +L.

2a.Din f(O)=3"-15i f(-)=(-1)" -1=0= f(@)+ f(-1) =3 -1.
b. f(1)=ag+a +a, +... +ay=3"" —1= numar par.

_ 3670 _1[)( +3670 —1
2 2

c. r(X)
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Rezolvare
La f/(x)=20*3
(x+1)
b. f'(xX)=0= x=0,x=-2. Tabel devariatie
= f crescitoare pe (~o,-2],[0,+) si f descrescatoare pe [-2,-1),(-1,0].
c. f(~2) = -4. Dintabelul de variatie= f (x) < -4, O — 1.
2.a. Limitala stanga, respectiv ladreaptaafunctiei fin x, =0 esteegaa cu 1; f (0)=1, deci f este continua
pe R= f admite primitivepe R .
0
b. J.(x3 +xex)dx=Z —E.
0 e 4

c.V :ﬂjl.gz(x)dx: njl'(& +l)2 :%T
0 0
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Rezolvare

la f'(x)=€"+e* = IimM= f'(0)=2
x-0 X
b. f'(x)=e‘+e™*= f'(x)>0, O] R = fcrescitoarepe R.

2010 _q

el-1 20 (e-1)

2.a. F derivabilapeR si F'(x)=f(x), OX] R = F esteprimitiva pentru f .

-2010 _
c. Avem functia g(x) =2e™*. Atunci S=2(1+e ! +e72 +... +e7209) =& .

1
b. f(x)=0, 0K [0,1]= Aria(rf):If(x)dx:F(x)‘%:(x—l)ex =
0
EQE O[O, X Q). ()X _t+ix _x+1 L )
| f2(t£ ‘“‘{( )8 ol = 2 =gt
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Rezolvare
_2-Inx

la f'(x)= S

b. f'(x)=0=> x=¢€’. Dintabelul de variaie rezulti ci f este crescitoare pe (O,ez] si f descrescatoare pe

[ez, +oo) .

c. Din tabelul de variatie rezulta ca f este crescitoare pe intervalul (O, ez]

= f@s< f(S)DstsmT::\/glnBS\/éI%:S"E <53,

2.a. Ii/m f(x) = Ii\m f(x)=f(-1) =1= f continuain x=-1.Tnplus, f continui pe (-, 1) si pe (-1 +=),
X/ =1 XN\—1

rezulta ca f este continua pe R . Deci f admite primitivepe R .

2 2 3|2
b.V:ﬂJ.gz(x)dx:nj.(2+x)2dx: 77(2+X) =
3 3
0 0 0
0 -1 x 0 2 _ 3 _
C. J-XDf(X)dx=J' xe de+.|'—(2X+X )dX=(X—1)eX l+l 2 +X v gt Se
L € L e L, € -2 e 3 )1 3¢
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Solutii
la Avem f'(x)=1-¢e*.

b. f'(x)=1-e; f'(x)=0= x=0. Dintabelul de variatie obtinem f descrescitoare pe (—c,0| si f
crescatoare pe [0,).

c. Din m= Iimﬂzlsi n=lim[f(x)-mx] =lime™ =0 = y=x ecuatiaasimptotei oblicela +.
X—-00 X X — 00 X — 00

1 1 7
2.a. jg(x)dx = j(x3 +3X)dX =—.
0 0 4

a a
b. j(g(x)—x3)@xdx=3jxexdx =3¢%(a-1) =6e* = a=3.

1 1

T 2009 t 2000 2010
T T

0
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Solutii

La. Avem f'(x)=2009x?"% —2009. Obtinem f(0) =2008, f'(0) =-2009= f(0)+ f'(0) = -1.
b. Ecuatiatangentei: y— f () = f'(Q(x -1 si f(@Q) =0, f'(1) =0 obtinem ecuatia y=0.
c. "(x)=20092008x°®" = f'(x)20, 0K [§ ).Deci f esteconvexi pe [0;0).

t 3e-2
- i = —X =
2a f(x)20, OQ [0,1]:>Ana(rf)_(j)(x+e Jdx=——.

e ) : . Tz CIL 2 F e 2
b.Din € * 21-x°, O R, integram relatia pe [O,]}:Ie “ax=| x-2—||_ =<, deci Ie Xdx>=.
G 3 /)0 3 0 3
1 1 e -e’+4|m
c. g(x)=e*+¢ obginemV(Cg) =7Tjgz(x)dx =n'f(e‘2" +e2 +2)dt -( )
0 0
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Solutii
la. lim f(x):lim[i+ X ]:2

X — 00 x-o\ X+1 X+2

(X 1 (x+1) 1 1 1
b. Din = sl( )z .Avem f'(x)= + .
(X+J (x+1)? " \x+2)  (x+2)? ) (x+1)?  (x+2)?
c. Dinf(0)=%, lim £ (x) = 2si f crescatoare pe [O,oo)obginem%sf(x)sz, 0% [e, ).
X — 00
2.a Daci F:R - R esteo primitiva afunctiei f= F'(x) = f (x), 0X] R. F este crescitoare pe
R = F'(x)= f(x)=0, adevarat pentru 0K R.
1 1
— 3 X _Z
b. Ifo(x)dx—j(x +X +xe )dx—4.
0 0
e

C. ff(l:x)dx:‘[(F(lnx))' dx=F (1) -F(0) =e +é.
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Rezolvare
la. IimL_lf(l): f'(Q). Avem f'(x)=€*+2x. Deci limitaeste egald cu e+2.
X-1 X—=
b. Din lim f(X) = +co= nu existi asimptota orizontala catre +co
X— 00
X 2
Din m= lim 1) - lim £ X = +o0=> nu exista asimptota oblica citre +oo
X—00 X X — 00 X
c. f'(x)=e*+2=f"(x)=0, OK] R = f convexi pe R.
@
e —
2.a. jf'(x)dx: f(x)| =fe-fQ) = 2e'
1 1 2e
b. F este primitiva pentruf = F'(x) = f(x), Ox1 Rsi f(x)>0, (& 1= F crescitoare pe [l+oo).
82 2

c. f(x)>0, O [J;ez):>aria(rf):jf(x)dx:In(1+Inx)e
a

a

=In3-In(1 +Ina) =In 3 .
1+Ina

Dar, aria (Ff ): Ing, deci obtinem a:eD(J;ez) :
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Rezolvare
La limf(x)=2d oy
x-1 1-In1
b. f’(x):%.
X(1-InXx)
c. lim f(x)=-1= y=-1 ecuatiaasimptotei orizontale.
X - 00

2.a I(f +g)(X)dx=¢e* +Inx +C.

2 2X 4 2
b. [ (f2()+g?(x))dx :[% _EJ‘Z _e e+l
1

X )11 2
F2(x)+9°(x)
2

c.Dinf (x)g(x)< i

2
:{ f (x)g(X)dx < %j(fz(x) + gz(X))

2 1
dx . Deci je"—dxs
1 X

=gt il
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Rezolvare
La lim f(x)= lim ex? = +w

o X o
b. Din f’(x)=ex[ax2+(2a+b)x+b +c]f(0)=c, f'(0) =b +c = '(0)- £ (0) =b

C.

f“(x):ex[ax2+(4a+b)x+2a +2b +c}:>2a+2b+c:4; f(0)=0,¢c=0, f'(0)=1, b+c =1
=a=1 b=1 c=0.

1 1
+ 1
2.4 |1=jx—1dx=j1dx=x =1.
x+1 0
0 0
2
b. Din x*<x, 0K [0,1] = X :11sx—:, 04 [0,]] si integrand pe [0,1] obtinem relatia ceruta.
X X

1

i 2 1
dx:Jx dx+|——dx=——+2In2.
0 0x+1 n+1

1

X (x+1) +2
c. |n+1+|n:.[¥
0

Xx+1
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Rezolvare
la Din limf(x)=Ilim f(x) = f(1) =0= f continua in x; =1.
oo
b. f'(x)=( 2x-14, x>1 , f'(0)=1 f'(2)=3= f'(0)+ f'(2) =4.
{—2x+1, x<1
c. Pentru xOfe ;1) avem f'(x)=-2x+1si f"(x)<O0, deci f este concava pe (—oo;1) .
e2x_'_l

eX

f(x), 0 R= g esteprimitiva afunctiei f.
1 gz(x)l_l e_lz
0 20 e
1

b.}f(x)g(x)dx=jg(x)ﬁg'(x)dx= >
c. }f‘(x)[g‘(x)dx:.[g(x)tf (x)dx pentruca f'(x)=g(x)si g'(x)=f(x), I R.

2a. g'(x)

0
0
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Rezolvare
la F()=-23 -2 O 0.
X (x+1)
b f'(X):—%— 2 3 <0, D¢ 0, deci f este descrescatoare pe (0,+0).
xX* (x+1)
3
c. limx3f'(x)=limx° —33— 2 = |=lim| 2 - 2x | =4
X0 X 00 X7 (x+1) X0 (x+1)
e e 2e 2
2.a. J‘(f(x)—m—xjdX{[xdx:X_ _e-1
1 = e 211 2

e ¢

1 2

b, E f (x)dx=T(|n7X +X)d>< =[% +X_22J

e~ 2n+l

, obtinem I,,,; —1,, =1 = progresie aritmetica cu ratia 1.
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Rezolvare

la f'(x)=1-2.
X

b. f"(X):%ZO, [x>0=> f convexa pe (0; +e0).
X

2
c. Din tabelul de variatie al functiei = x =2 punct deminim si f (x) = f(2), Ox>0= f(x)zln%.

2 X3 X2
2a. j i (X)dx =J(x +X +1)dx = 3 +7 +x | +C.

1 1
b. [ fo(x)dx = [€* (x+1)dx = xe* ; =e.
0 0

1 1 2 _ 2 _
c. ff (x)dx=j s +(m? —m +1) x +1)ax =21 —SM*9 oy SM=3M*9 _3 i 2 , pentru ci
ak : 6 6 2 5

mORP,
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Rezolvare

e (x+1) -e* xe*

la f'(x)= = .
¥ (x+2)*  (x+)?
b. lim f(x)= lim _;:03 y =0 ecuatia asmptotei orizontale la — .
X = x--0g X(x+1)
xe*

c. Din f'(x)=(:L f'(X)=0 = x=0, punct de minimsi din tabelul de variaie = f (x)= f (0)

+x)2 ’

= 1< f(x), 0% - 1.

e 2
1 €
2a. lp=|=dx=Inxl~ =1
0=~
e
? Inx In>xle? 3
b1, = [MXg = xle” 3,
. X 2 |le 2
&2 e? n e? n n+l 2 n+l _ e
c.1l<In"x<2"= jldxsj‘ln Xdx< jz—dx. Dar In=In e 21 i jidle = relatia ceruta.
X X n+l |e n+1 X

e e e e

BACALAUREAT 2009 - MATEMATICA —Proba D, tipul subiectului M T2, programa M2



Ministerul Educatiei, Cercetarii si |novarii
Centrul National pentru Curriculum si Evaluarein Invatamantul Preuniversitar

Rezolvare

1-Inx
N2

La f'(X)= - f'(e) =0.

b. lim f(x) =0 = y=0 ecuatia asmptotei orizontale la +o .

X — 00
c. f'(x) =0= x= e punct de maximsi din tabelul de variatieal functiei = f(x)< f(e), 0K (8, )=
Inx _Ine

——<——selnx<xlne= x® <X, 0% 0.
X e

X3

4
2a _[ f2(x)dx = [16x ——J
5 3

1
b. J‘de:— 16 — X2

ZiN16- %2

c. Avem0< V16— x* <4. Integrim pe [0, m] si obtinem

4_128
0 3

m
OSI f () dx < 4x
0

m
r;:> 0< [ f(x)dx<4ms<8, pentru mO[0;2].
0
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Rezolvare

1.a Din f,(x)=fy (x) = f;(x) =€~

b. lim fo(x) = lim (e‘x —l) =-1 = y = -lecuatiaasimptotei orizontale catre +o .

X 00 X0
c. fp(x)=f; (x)=e™*. Atunci lim e :2)( == am _e_);ﬂ = iLrToe_: =%.
2.a. Jl.&dxzjl.exdx:e—l.

ovXx® +1 0
b. g(x)ZX\/xT-l-l >0, [O;]]:Aria(rg): 2\/3_1.

Az (o2 x (2 1 6
c.j X +l[f(x)dxzje (x +1)dx:e (x -2x +3) ) =2e ~

-1 -1
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Rezolvare

La. Dinf continua inx= 0 = 15(0) =14(0) = f (0) si lim f (x) = lim &* -1) =0,
X-0 X-0
x<0 x<0

Iim(x2 +x+a) =a, f (0) =aobtinem a=0.
0

b.Din /() =€, f'(~-1) =e T = y-L+1=1(x +1) = x- ye+2-e =0
e e
c. Pentru x>0 avem f'(x)=2x+1si f'(x)=2>0, % 0= f' este crescitoare pe (0;+).

3
2.4 |0_ —d Lipx=ie 1,3
21 2 ' x+12 2 2
1.8
bll—j—dx——l‘ 1”2 Sinz.
X (X _1) n+13 3ﬂ+l_2ﬂ+l
C. |n+2—|n=_j . = :
5 x°-1 n+12 n+1
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Rezolvare
Xy2 _ X X2 _ X(y —
la f,(X):ex 42xe :e(x4 2x):e(x3 2).
X X X
X(y2 _
b. f'(x) :e(x—42X)deci f descrescitoare pe (0,2].
X
o2 o3
c. Dinf descrescitoare pe (0,2] = f (v/2) 2 f(\@):Tz?.
2 2 3
4x°12 28
2a [(x-f(x)+Inx)?dx = [(2x)%dx =—=|~ =22
{( (X) +Inx) {( Jax ==+ =5

b. F primitiva pentruf = F’'(x) = f'(x) ; F'(x):l_TX: F'(x)<0, 0% 1= F concava pe (1,+).

e e
¢. h() =Inx=0, 00 [L¢ = Aria(Ty) = [(x)c= [ Inxax =x(Inx -1) i=1.
1 1
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Rezolvare

la f'(x)=2(x+1) +2(x -1) =4x.

9 _ i 2 +2 _

b. lim 5 2.
X—->00 ¥ X— X
2% 2(1— X2)
C. g(x):z—; g9'(x =——— . Dintabelul devariatie a functiei g se obtine ci g este crescitoare pe
x“+1 (x2 +1)

[-1;1] si descrescatoare pe (—oo;~1] si pe [1;+w0).
2a. g(x)=¢€" :Ig(x)dx: g(x)+C.

e
b. f(x)dxz(ex+x(lnx—1)) =e® —e +1.
1

2
e +e?-e+l

5 F(x)=e“+x(Inx-1), D 0 esteo primitiva afunctiei f.
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Rezolvare
La.f(m:(mlJ:l_ﬂn&
X X
@ 1
I 2 i 2l =g

X — 00 x2 X — 00 2X

c. Din f'(X)=0= x=+/e punct de maxim si f descrescitoare pe[\/é, oo) .Din f (\/E) = % = relatia ceruta.

e
]dx=_[1dx=lnxe
1X 1

2a ng[ f(x)+ =1
1

(x+1)°

b. F primitivafunctiei f = F'(x) = f(X) si F’(x)=% >0, > 0= F functie crescitoare pe (0, +).
XS (x+1
2 2
, f2(x)2_ 22
c. | f)f'(x)dx= =—.
{ (09 F'() 1" Ta
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Rezolvare

e (x+1)

(x+2)%

b. f'(x)>0, 0K [0, = f functie crescitoare.

la f'(x)=

c. f crescatoare pe [0,1] . Cum f(O):% si f(1)= :%s f(x)sg:concluzia

€
3

X X
X
2.a. F(X) :j f (t)dt :fe“dt = 0" X =-f(x) 4
0 0

b. W' (x)=(F-f) () =f'()-f"(x)si f'(x)=e*,(F-f) (x)=-2e negativi= h concavi peR .

1

1 , L, 1 e-1
c.'[fo(x)dx:J‘xede:——e =
0 0 2

0 2
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Rezolvare
Do
la f'(x):X—ZXZ?’.
(x=1
2hx+2-%% +
b. m= lim X =1. n= lim (£ =x) = lim XX le X=2— y=x+2 ecuaiaasimptotei .
X-00 X X - 00 X — 00 X—

c. Din tabelul de variatie seobtine f (x)<-1, Ox 1si f(x)27, 0% 1. Deci f(2009)—f(20109j28.

1 X —X | 1
2a [ f(ydx=| o3| " =10
il In3 In3J|-1 3In3
1 1 —2X
1
b. V=ﬂjgz(x)dx= 77_1'3‘2de= e R A
. 3 -2In3|0 9In3

c. F'(x)=3*In3-3*In3=(3*-37)In3. F'(x)=0, 0% Osi F'(x¢ 00x 0. Deci, F concavi pe
(=0,0] si F convexa pe [0,0).
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Rezolvare

la f'()=2"8%
X

b. Din £'() =228 = lim L o jjm XZEINX_ [ XZ€INXY
X x-ef'(X) x-e X—-€ x_e X—e

X

c. Din f'(x) =0= x=e si din tabelul de variatie, obtinem f descrescatoare pe (0,€]si f crescitoare pe [e,x).

e e
2.a. f(x)—i dx = 1 dx::Inxezl—InZ
x-1 X 2
2 2

'x='x=—i—
b F(x)=1'(x) == —

5 <0, x 22=F concava pe [2;+00).

a(a-1 —In a(a-1
2

=|In3= a=3.

a
c. f(x)>0,06 [0 )=aial =[f(x)dx=In
2
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Rezolvare
la f'(x)=(x?-1)¢€".
b. f'(x)=0= x=1, punct deminimsi x=-1, punct de maxim.
.C. lim x M—1 = lim xi =2.
f(x)

X — 00 X— X—l

2a F'(x)=|nx+XT+1—1= f (x) . Deci, F primitivalui f .F(0)=0.

i s —2 —X 3.1 1
b.J;f(e )dx-J;(x+e )dx_§+g_e_z-

2 ) o
e [ 1 (9 (ox=[F (9 F(gax=2 2
! 1
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Rezolvare

4_
1a fi)=X"1,

4 _
b. Din f'(x) ==

1. f'(x) =0si xO(Oreo ) = x=1si f descrescatoare pe (0,1] si crescitoare pe [1,)

obtinem x =1este punct de extrem.
2
c.Din f(x)2 f@), O 0= f(/x)=fQ) :%—In&z%.

2
2a |y =Iexdx =e

2
=e -e
] 1

_ X 1o — X[y _ -
b. Il—J;xe dx =€ (x 1)‘l e’

2
C Il = Ix”*lexdx = x"e
1

5 2
X —(n +1)I x"e¥dx =2"1e? —e ~(n H)I, = 1,4y +(N+D)1, :e(2“+1e —1) :
1
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Rezolvare

la f'(x)=¢e*-1.
b. f'(x)=€"-1= f'(X) =0=¢e*-1=0= x=0 punct de minim i din tabelul de variatie= f(x)= f(0),
O xOR = f(x)=1, pentruorice xOR .

f(X)

c. m= lim —==-1, n= lim (f(X) -mx) =0.
X—»=—00 X X — —00

Deci y=-x este ecuatia asmptotei ablice catre —oco lagraficul functiel.

1 4 2
2.4 jf(x)dx: X——3i+2x l:g.
0 4 2 0 4

1
b. f'(x)=3x* +2mx+n=> 3+2m+n=0 si 3-2m+n=0 = m=0, n=-3. Din j f(X)dx=4= p=2.
-1
X 4 3 2 X
¢ [fmd=2+mS nX o= im L[ =2
0 4 3 2 X 00 X 0 4
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Solutie

1.a) f'(x)=€" -1 pentruoricexOR.

b) f'(x)=0=€*=1=x=0. Din tabelul de variatie rezultd ci f este descrescitoare pe (-;0] si
crescitoare pe [0; +eo) .

c) Din tabelul de variatie obtinem ca O(0,0) este punct de minim al functiei f = f (x)=0,0% R

e 2x+1 00 R e 2x2+1 00 R e +e" 252 +x+2.

2.8) Functia g este derivabila pe (0,+ »)si g'(x)=(xnx) =1+Inx =f(x), 0% 0.Functia g esteo
primitiva afunctiei f .

e cf.a) e 2(\¢ 22
b)Avemjf(x)Eg(x)dx = jg'(x)Eg(x)dngz(X) :%_
1 1 1
e’ +1

c) g(x)=0, 04 [Le]= Aria(rg)=f xInxdx =
1
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Solutie

= , pentru orice x>0.
2 2 2

b). f'(x)=0=1-Inx=0=>x=e0(0t ). Din tabelul de variatie f este descrescitoare pe [g+o) si

' § L5 Inx
1 a) f'(x):(lnTXj _(Inx) Gx-(Inx) &X' _ _1-Inx

crescatoare pe (0;€].

11818

. . Inx
c) Avem lim f(x)= lim —
X - +00 X—-400 X

0. Dreaptade ecuatie y =0 este asimptota orizontald la G; spre +o.

005 X
2.2) _[f(x)dx:_"(x1°°4+2009x)dxle 420097
1005  In2009

b) Daci F:R - R esteo primitiva afunctiei f ,atunci F'(x)=f(x), 00 R.
Functia F este crescatoarepe R = derivatae, adica functia f , este pozitiva pe R.

Cum f(x)=x""*+2009% 20,0 R (sumaadoua functii pozitive), rezulti ci F este crescitoare pe R .

¢) Tnlocuind Tn definitiafunctiei f pe x cu x?, integrala de calculat devine succesiv:

1
1 1 1 u(x)zx2 2010 [1 1 X2
fx[lf (xz) dx=_[x2009 dx+fx 2009 dx = X +—_[ u'(x) 2000°09 gx =L+ 1 2909

s 2 3 u(x)=2x 2010 . 2 : 2010 2 In2009

\o
1 . 1_2008

=——+=13 .

2010 2 In2009
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Solutie
fs(l):nmf(x):nm(i & -1) =0
x-1 x-1\ e
x<1 x<1
1. a) Avem: fq (1):!(i£n1f (x):!(iinl(lnx) =0 (=functia f estecontinuiin x, =1.
x>1 X>1
f(1)=1@1—1=o
e

X - —00 X — —00

b) Deoarece lim f(x)= lim (1 &~ —1j =-10R rezulti ci dreapta de ecuatie y=-1 este asimptota
e
orizontala spre —co lagraficul functiei f .

o) Avem: f'(x)==, O 1si f'(x)=- <0 OxJ (£ ).Deci f esteconcava pe (1,+ ).

X | =

2. a) i(x2+1)f(x)dx Jl'(x +2x+1 dx -(— +x2 +xJ 2

0

1 W24 1 1
:'([f X)dx = J'( 2 +J (() g ' Ildx+J' u(x) dx :x|%) +In|u(x)”(l) =In(2e).

b) f(x)=

1
0) If'(x)@f(x)dx=ef(x) .

0

X% +1

=e(e-l).
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Solutie

1.a) Avem f(1)=1-In1=1. f'(x):1—§, [ 0= f'(l):l—%:O.Prin urmare f (1)~ f'(1) =1-0=1.

b) f'(X)=1—1=Ozx=1D(O;H>0 ). Din tabelul de variatie rezulti ca f este descrescitoare pe (0;1] si
X
cresciatoare pe [J;oo).Asadar x =1 este punct de minim a functieli f .

f(X)—x _ -Inx .. Inx

c) lim lim =- lim — =0.
X = +00 X Xo+o X X—+oo X
1 x 1 X 1 X
X x+1)e
2.a)I+J=j € dx+f © dx=j( ) dx =e 1.
0 Xx+1 0 X+1 X +1

LA X X(x+1
b) Dinipotezd € >x+1, OX] R = X€ . il
pentru x[01] X+1 X+1

= X. Integrand inegalitatea pe intervalul [0,1]

5|1

1
obtinem J ZI xdx =2 :1.
2 2
0 0
1 x 1 ' metodaintegrarii - oX 1o _ 1 X
c)AvemI=I © dx=j(e") B dx = € 4fexpt 2dx=e 2+I € > ax.
5 X+1 x+1 prin parti X +1 0 (X+l) 2 0 (x+1)
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Solutie

1. a) Iirrg)w: f'(0). f'(x):(x2 +eX)' =2x +e*, I R. Limitaceruti este egala cu 20 +¢€° =1.
X -

b) f'(x)=2x+e*= f'(x)=(f(x)) =(2x +ex)' =2+e*,04 R.Cum € >0, pentru orice xOR, rezulta ca
f'(x)>0,0X] R. Deci functia f este convexi pe R.
c)2x+ex—(2+ex) +x% +€* =€¥ 3 =X +2x 1 0 -x, =-4.
1
1.1
== 4=
0 2 3

1
X3
a

0

(63}

1 2
2.3) I, = [ x(1+x) dx =2
a) Iy Ix( +X)" dx 5

0

_'g.
b) Conform ipotezei (1+x)" <(1+x)"™™, 0% [0,1] si O N. Prin inmultirea acestei inegalitati cu x>0 obtinem

x(1+x)" <x(1+x)™ (cazul x=0 verifici si ¢ inegdlitatea). Integrand acesst inegalitate pe [01] obtinem
Iy < lh4q, pentruoricare nON, de unde |5509 2 | 5008 -

1 1
¢) Utilizand identitatea data obtinem 1, = [ x(1+x)" dx =] ((1+x)n+1 -(1 +x)”)dx =

0 0

)n+2 1 )n+1|l

T T 1+x 1+ X n2" +1
= ju(X)IIIJ”H(X)dx—ju(X)HlI"(X)dx:( w2 | —( | =D+
0 0 0 0
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Solutie

1.a) f'(x):(lenx)' =2xInXx +x° E)E:X(ZInx +1), De 0.

o f(x) chpetd o x(2Inx+  2Inx+1 . 1
by lim £ T2 i ( )= jim 20X (04 L)oo
X+ XINX X +00 xInx Xxo+o  INX X +00 nx

1

) f'(x)=0= x(2Inx+1) :O:>Inx:—%:>x:e_E O(O# « ). Dintabelul de variatie rezulti ca

1
A{e 2,—%} este punctul de minim al functiei f . Deci f(x)z—zi,oricarearfi x>0.
e

e
1 1 1 le 1
2. a) Avem I f(x)e™ dx:J. xe* @™~ dx:j xdx == ==,
0 0 0 2y 2

b) '(x)=(xe*) =(x+1)e*, DO R.i £ (x)dx=[ (# (x)) dx=F (), = F (1) - (0) =2e 1.

2 —y2
c) Avem fde=fxe"2dx U(X)=X 1
1 X i u'(x)=2x

B —N
Cn
—
<
N—
B
=
o
<
|
|
=Y
&
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Solutie
, 1Y) 1, 1 1 . ,
1.a) f (x):(x——xj =1+—= f'(0)=1+=2.f(0)=0-— =-1. Deci f(0)+f'(0)=-1+2=1
€ e e e
b) Limita ceruta esteegala cu lim X—+1:1.
X+ X
c)f'(x):1+ix,m>a R:f'(x):£l+ixj :—iX,DG R . Dinfaptul cd *>0,0X] R= f'(x)<0,0x] R,
e e e

adica f esteconcavape R.

2a)I dx Il xdx X—X—2+C

(1-2x+x2) ox {x -2 + X—;J
|

1 1
b) V =7 £2(x)dx=

o~—=l-,.4

T
3 c
0
2011

(l —x2010) dx :(x = ;011]

11

0 (x+1)g(x) =1-x*®, 0x [0,1], j(x+1)g(x) dx = 0=

0
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Solutie

ZeX(x+eX) -2¢* (1 +eX) _ 2e¥(1-x)

1a) f'(x)=-
() (xre)
X
b) lim f(x)= lim (1— 2e ]z—l:dreaptadeecua;ie y = -1 este asimptoti orizontald la G; spre +o.
X 400 X - +00 X+ e*
, 2e" (1-x) _ . L 5
o f (X)=W=O:> x=10[0t o ). Din tabelul de variatie al functiei f deducem ci este punctul de
X +e*
im.cum £ (1) =228 §i £(0)=-1si lim f(x) = -1, 0bf
maxim. Cum ()_1Te si f(0)=-1jsi Jim (x) = -1, obtinem
—1sf(x)lee, 0% 0.
l+e

_1 . _1 1 u(x)=x+1 1 u’(x) B 1
2.a) |1—£mdx—£(l—nj dx u’: I(l‘—]dX—(X"ﬂ|U(X)|)‘O =1-In2.

u(x)

0
1/ nt1 n 10 1 n [t
X (x+1
b lpea * I = [ | 2 +— dx:jde:jx"dx:X =1
0 Xx+1 x+1 X+1 0 n+1 n+1
n n nt1 [ Xn+1|1 1 1 n=2009
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Solutie

1.a) f'(x)=(x®+4x+5)¢e", O R.
b) lim = f(x) O t(0)=s,
c) f' estecrescitoarepe R = (f(x)) = f'(x)=0,01 R.Cum f'(x)=((x2+4x +5)ex)' =

=(x +3)2eX >0, X0 R, rezultd concluzia
2. a) Relatiade demonstrat este echivalentd cu aaritacid f'(x)=g(x), D@ 0.Avem

f'(x):(x2+xlnx)' =2x +Inx +1 =g(x), B (G )

(e2 + e)2 -1

2 2

: A
¢) Pentru x([1,€] rezulta ci Inx>0. Deci f(x)>0,0X [Le].
4¢ +3¢% -1

12 '

b) Avem Ff(x)[g(x)dx=ff(x)[f'(x) dx = fz(x)| =

Asadar Aria(T ¢ )=ff(x)dx=fx2dx+fx|nxdx =
1 1 1
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Solutie

1.a) f‘(x)={x2 —3XJ =3\/;2_6.

b) f'(x) =0=> x=4. Din tabelul de variatie a functiei f =f este descrescitoare pe (0;4] si crescitoare pe [4;) .
¢) Din punctul b) si din |4 (0)=0, f (1) =-2=-2< f(x) <0, 0 (0;1].
xx*0(0,1] = f(x), f (XZ)D{— 2,0)=-4<f(x)+f (xz) <0.

2. a) F'(x)=(e"+x3 +2X —1)' =e"+3x* +2=f(x),0xX] R= F esteo primitiva afunctiei f .

b) Avem _(1[1‘ (x) [IF(X) dx:(jl)F'(X) EIF(x) e |:22(x)§0 =(e+22)

¢) Tinand cont ca F este primitiva alui f obtinem xf (x)+F (x) =xF'(x) +F (x) =(x[E=(x))'.

Deci } (xf (x)+F(x))dx=f (xF (%)) dx=xF (%), =F (1).
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Solutie

U

1. a) Avem f'(x):((x2 -3x —3)ex)' :(x2 -3x —3)' e +(x2 -3x —3)(ex) =

=(2x-3)€* +(x2 -3x —3)e’< :(x2 -X —6)ex, O R.

2_a2y_2 © 2
b) Avem lim f (x)= lim (x* -3x-3)€* = lim X233 2 im Z23 2 im 2 =0,

X — —00 X — —00 X — —00 e L'y X-—® —e_x L'H X-—® e_x
Deci dreapta de ecuatie y =0 este asimptota orizontala la G; catre —oo .

¢) Cerinta este echivalenta cu a arata ca pantatangentei la graficul functiel f Tn punctul de abscisa

cf.a)
X = —2este0, adicd f'(-2)=0.Avem f'(x) = (xz—x—6)eX.Prinurmare f'(-2) =0.

2.a) f estecontinua pe (—,0) si pe (0,+ ) (operatii cu functii continue).
Studiem continuitateafunctiei f n x; =0:

i _o. _ x 1) —o. _0 1 — s iy =
fs(o)—)uno(x+2) =2; f4(0) —Kno (e +1) =2, f(0) =’ +1 =2= f estecontinu si n Xy =0.
Prinurmare f este continua pe R, deci admite primitive pe R .

1 0 1
3
b) | f(x)dx=|(x+2)dx+|(e* +1)dx =e +=.
J 1= [ prr2)ace((e st x=e o3

¢ x*20= f(x2)=e"2 +1, 0X] R. Deci Jl-fo (xz)dx:} x[éex2 +1)dx:.|1' x @ dx +} xdx =
0

0 0 0
u(x)=x> 41 A 1 1

= 1_[ u'(x) () gy + 2 . (%) ol A - adh =
ez 24 2|, 2 o2 2 |y 22
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Solutie
1.a) Avem lim f (x):l_lnlzl.
X1 1+Inl
b) f,(X)z(x—lnx) =2(Inx—12’ e 1
x+Inx)  (x+Inx)

Inx-1

c) 9(x)= L=t [ ). Avem lim g(x)= lim ~-—

(f(x)+1)° 2% X+ X~t+w 2
y=0 este asmptota orizontala catre + lagraficul functiel f.
1
2.3) Auloc succesiv egalitaile [ f'(x)dx=f (x)|, = f (1) - f (0) =In2-In1 =In2.
0

=0= dreaptade ecuatie

u(x
22X dx
X +1 u'(

+C=In(x2 +1)+C= f(x)+C.

X2 +1
X Tl
>0

b) [g(x)dx=

(x

= ()
x;zx ju—)dx =In| u(x)| +C=In
1
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Solutie
x? -1 ' 4x
1.a) f'(x)= = 5, OO R
x* +1 (x2+1)
b) Cum f'(x)= ax 50X R. f'(x)=0= x=0. Dintabelul de variatieal functiei obtinemci f este
(> +3)
crescatoare pentru xC[Oe ) si descrescitoare pe (—0;0] .
1
. ! F_l_ S Q(X)+9(X2)+9(X3)+...+g(x20°9) +x2010
c) Dinipoteza g(x)=——+ =0, 0 R". Deci lim —
X +1 i"‘l x-0 X
2
de20090ri
. 0+0+...+0+x%10
=lim P =limx=0.
X-0 X X-0
e 4_ 2
2.a) I0=j xax =S¢
e

lag-

b)xD[e,ez]:lslnXSZ: xOn" x < xOn" x, 0K [e,ez} si O] N. Integrand obtinem |, <

2
E 2

; e ox =2 € 0T gt -
e

e e X2 '
:J' xmn”xdxzj(7j " x dx —[lhn
e e

(ef2"-1) |
=f—5|n_l, oricare ar fi nON.

BACALAUREAT 2009 - MATEMATICA — Proba D, tipul subiectului M T2, programa M2



Ministerul Educatiei, Cercetérii si |novarii
Centrul National pentru Curriculum si Evaluarein | nvatamantul Preuniversitar
Solutie

1.a) f'(x):(lnx—x+l)' :i -1, Ox> 0.

b) f'(X)=1—l=0:>X:15(01-00 ). Din tabelul de variatie al functiei obtinem ci f este crescitoare pentru
X

x0(0;1] si descrescitoare pe [1;0) . Asadar x =1 este punctul de maxim al functiei f .
c) Dintabelul de variatiesi din f (e)=2-e=2-e<f(2)<0.

2.3) E f(x)dx:f (x=1)dx =£X_22 _XJ 2

1

>

1

a a
b) Cum xOf a,a] si a0(01) rezulta ca x<1=> f(x)=-x+1.Deci [ f(x)dx=1= [ (-x+1)dx =1

—a —a

: e (_a_22+a}[_# +(‘3)J =1 = a=%D(O,1).

c) 0x [0,] avem €* 1. Deci f (ex) =¢e —1:>} x f (ex)dx:} x[@e" —1)dx :Jl' x [@% dx —} xdx :%
0 0 0 0
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Solutie

1.a) f'(x):2x+x—23, Ox 0.

b) Ecuatia tangentei la graficul unei functii in punctul M (xo, f (%)) este d:y—f (x) = (X ) (x =)
Pentru x, =1, f(X))=0si f'(1)=4. Deci ecuatiatangentei la G; inpunctul A(1,0)0G; este
d:y=4(x-1)=d:4x-y-4=0.

2(x+1j
! 3
) Avem lim T jim X = jim (1+i4J=2.

X—+o X X — +00 X X — +00 X
2.a) F'(x)=(x-Inx) :l—% =f(x), D¢ 0=F esteo primitiva afunctiei f .
2 Fprimitivi = 2 |:2 X 2-1n2)? -
) [T (o [E T TR (o { )§ (2=
1 1

¢) Pentru orice xO[1 €] rezulti ci Inx<1<x.Deci F(x)=x-Inx=0, DX [Lé].

e’ -3

Ariaceruta vafi egala cu Aria(l'g ) = >

F(x)dx=J (x=Inx)dx =

=00
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Solutie

¢) Din f'(x):—;2 <0, Ox 1, rezulta ci functia f este descrescitoare pe (1, + ) .
(x-1)

:jll-i-\/;

X

j [ Lo
2.a) | f(x)dx dx=| = dx+| — dx =2 +In4.
1 1% 1 Vx

1

¢ 1t 3
b) jg(x)dx:—j X Dnxdx=In4-=.
1 41 4

1
-——Inx

e
+ e
9 = [2 X Inxdx=21nx
2) 2" X1 ox

X2

Nlw

e
e 1
[ dx =
1 {sz

ol
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Solutie

1.a) f'(x)= (x2°1° + 2010X) =2010 %% +2010%In2010, x (R .

b) f(x)=(f'(x)) =2010 2009 **® +2010 In? 2010 si cum x*°*® 20; 2010* >0; In®2008>0, 0xXJ R,
rezultd deaici ca f"(x)>0, OXJ R, deci f este convexa pe R.

) |imw:f'(o):|nzzolo.

X-0

e e

2.a) Avem _[ g(x)dx=.[l dx=Ine-In1=1.

X
1 1

b) Integrand pe [1 €] identitateadata f (x)=g(x) - X_ obtinem F f(x)dx:je(g(x)— X jdx:

2
:1—1In Eahis® .
2 2

e
¢) Integrand inegalitatea f(x)s2—12 pe [Le] obtinem [ f (x)dx<
X 1

f

1

1 e€+1) e-1 e-1 1 e? +1 e+l e? +1
jl—EIn < =1- SEIn = <In > |-

2 2e 2e 2 e
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Solutie
. o x2—x+1_ o . - -
1. a) Deoarece lim f(x)— lim =1= dreapta d:y =1 este asimptota orizontala la G; spre —.
X oo X——w X"+ xX+1
2 "2(xP-1
- X+
b) Avem f'(x){x2 X 1J _ 7 )2, IXOR.
X" +x+1 (x2+x+1)

c) f'(x)=0=> %, =+1. Dintabelul devariaierezulti cd =< f (x)<1, 0K [@, )3%sf(x2)glsi

Wl

%g f(x*)<1, O R:%sf(x“)+f(x2)sz, 00 R.

2. a) Avem T f(x)dx=F[x—1]dx=
1 1

e -3
> .

b) O primitiva F afunctiei f esteconvexd pe (0,+) = F'(x)=f'(x)=0,0% 0.Avem
F* ()= f'(x) =1+= 20, D% 0.
X

1

oh(x)=f (—J =1, :—g(x):V(Ch):ﬂT h?(x)dx = 7732 (—g(x))zdx = 73‘ g% (x)dx :V(Cg).

X X 1
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Solutie

1.a) Avem f'(x)=2x+e*,0x] R= f'(0)=20+€° =1.
b) f*(x)=(f'(x)) =(2x +ex)' =2 +€* 20, OxJ R . Deci f esteconvexa pe R.

(X . 2x+e”
c) lim L: im =1.
X+ @X Xoto @

1 L 3
2. a) Avem £ f(x)dx:J(;(e —x)dx:e—E.

1 1 1 , 3|1 1 11 1 2
b)_[ x F (x)dx=I (xex —xz)dx =J. x[@ex) dx —{ j —(x X) —J e*dx —= —e—(ex) -—=1-===
0 0 0 0 0 5 0 3 3
e f (Inx) _e2 u(x)=inx € '
9) I < dx = I (Inx) O (Inx)dx = I f(u(x))lju (x)dx =
e e u'(x)zi e
F primitiva 2

= F(u(¥)|S =F(ine?)-F(ine) =F (2) -F (1).

afunctie f
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Solutie

1. a) Avem f'(x)=((x—l)ex)' = +(x -1)e* =xe* =g(x), DA R.

b) lim g(x)= lim (xex) =0; deci dreapta d: y=0 este asmptota orizontala spre -« la G, .
X — —00 X — —00

c) Din punctul a) avemrelatia f'(x)=g(x), 0x1 R. Prin derivare obtinem:
f'(x)=g(x),0% R.f"(x)=0 = g'(x)=0, deci f este convexa - g crescitoare.

2.a) f'(x)= (Inij =17Inx =g(x)= f esteprimitivialui g.

e f'(x)=0(x) 1
b) I f (x) [ (x)dx = J(; f (x)OF'(x)dx =

1

1
2e?

Inx

c)j'”xdx 2:>f|nx[ﬂ|nx) dx=2= 15| =25 In"a=4=

1

/' lna=2=a =¢€? O[2e0 )

. Deci a=¢’.
N\ lna=-2=a,=e? [k )

=lna=+2 =
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Solutie

1.a) I5(1) =14 (1) = f (1) =1= f este continua in x, =1.

9 i f(X) . 1+Inx

X - 00 Xﬂoo

2x -1, xD 01 1 3
o f( f'(x)=0= x==. Dintabelul devariaiea functiei f = f (x)==, 0X (& ).
xD[]go 2 4

><||—\

2. a)I x J'[x +—jdx —% +2In2.

3
b dx xInxdx =2In2 ——.
) {9 j .

2 2
c) Daci presupunem ca f (x)<g(x)+3, 0K (12), atunci [ f (x)dx< [gf )dx+3:>2|n2+Z}<2In2+1Z:L
1

fals, deci existd %y 0(12) astfel incat f(%y)>9g(xo)-
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Solutie

1. a) f'(x):(x—ZInx)' :X;XZ, e 1.

b) '(x)=>—==0=x-2=0=x=20[l o ). Dintabelul devariatie rezulta ca  este
X
descrescatoare peintervalul [1,2] si crescatoare peintervalul [2,+ o).
¢) Din 1= x< x? 2 si monotoniafunctiei f obtinem f (x)> f (xz), adici x—2Inx=x? -2Inx2.

Rezulta f (2009) < f (2010) ~ 2009- 2In2009 < 2010-2In2010 - 2010 1

2009 2°
® 1/ 2 1) 1 3
==l In—=-In=| ==In—.
, 20 4 2

x-1

009

1 1
2 2d

-1 X+1

3
2.3 lg=|——=dx=—
) 1o J;x o
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Solutie
1 1Y)_ 1 1
1a) f'(x)=[=-—| == _-= .
a) f'(x) (x x+1j o X2,Dx>0
" _ < !
b) f (x)X(X+1)sO, 0K (8 )= f estedescrescitoare pe (0;0).

i_L>f
Ixo x+1

(x), oricarear fi xO (%o ).

Daci xO(ke ), V& x= f (VX2 £ (x)

X2

¢ lim xf(x)f(ljz lim | xB2— 3 |= Iim =1.
X — +00 X X — +00 X(X+1) 1(14_1} X - +00 (X+1)2
X\ X

Ne Ne N
2.a) |0+|2=J‘ L + 1 dx:jidx:—l :@_
1 X2 +1 xz(x2+1) 1 X2 X|q \/§

1 X X x%+1

3 3
byl = | ﬁdx=_|l. (1 X jdx=%lng.

V3 q . B X_n+1|ﬁ
c) |n+|n_2_{ x”(x2+1)+x”‘2(x2 +1) dx—.[ Fo|x ], Tha 1_(@)”‘1 , O N,m 2
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Solutie
X—2

, x> 0.
X

1. a) f’(x)=((x—2)|nx)' =Inx +

b) m%: f'(1) =-1.

c) Functia f' este crescitoare pe (0,+ ) < (f(x)) >0,0% 0= f'(x)20,0% O.

Cum f'(x):(lnx+x;2) & +£2 :X+22 >0, x> 0= f' " pe (0,+o).
X X X X
oy 1 1 Jx+2 _
2. a) Deoarece f (x)—(\/x+lnx) ol e =g(x), B 0,

rezulta ca functia f este o primitiva afunctiei g .

b) if(X)EQ(X)dx=If(x)[f'(x)dX: f22(x) | =(2+|n24)2 i
0) IQ(X)Df'(x)dxzzg(x) () e = gzz(x) | .
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Solutie
fs(0)=lim f =lime" =1
s(0)=lim f (x) =lim
x<0 x<0
1. a) Avem: fd(O):Ilmf(x)—Ilm(l+f) = functia f estecontinudin x, =0.
-0 -0
§>0 §>0
f(0)=1+0=1
b) lim f(x)= lim e =™ =0. Deci dreapta d:y =0 este asimptoti orizontald la G; citre —o
X - —00 X — —00
pentru x>0 5 1
c) Functia f esteconcavi pe (0,+ ) daci f"(x)<0,0% 0. f'(x) = (1+\/§) ~orx
X
pentru x>0 1 ! 1
f'(x = —— | =———= <0, pentruorice x>0, rezulta ca f esteconcava pe (0,+ ).
0= (5] o pe (0:+)

2.a)Deoarecef(«/§)=e(&)2—e e 0:>I ( )dx Je dx=€*+C.

2

1 ) u(x)=x 11 1 1 ool
b) | f(x)m(x)dx=[xE"dx = = () gx=2e()| €71
E[ £ u'(x)=2x 2'(.; 2 0 2
1 1
) 1(50)=e"" = [ 5= 1o [ m(x)ac= T, unde u(x) = V.
. 100¢ 100
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Solutie

1.a) I5(1) =5, 14(1)=0= f nuestecontinuiin x, =1.

1

Inx _ .y 1
b) lim—=limX == =0.

Xo0 X X—o00 1 00

2 2009
n n XHFXT X
c) f(eX ):IneX =x"= lim =1.
o %2009

2.a) F functie derivabila peRsi F'(x)=€* +x? +2x= F'(x) = f (x), X R=F primitiva.

b) Jl.f(x)dx=F(x)‘l=3€+1.

0 3

X X

) 3 : oA toe % 1 e+l
: h(x)>0 oricarear fi x>0 ; Arla(rf):j dx:In(e +1)‘O:In7.
0

e*+1
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Solutie
1. a)lg(4)=4a-6, I4(4)=25sif(4)=2=>4a-6=2=a=2.
1 1
b) Pentru x>4, f'(x)=——= f'(9)==.
) Pentru x (x) N = f'(9) 5

c) f(9)=3= A0G; = ecuatiatangentei este: y - f (9) = f'(9)(x -9) adica y—S:%(x—Q).

e _e?+1
1 4

e 2 5
b)jfl(x)mn)(dx:jxmnxdx: X Inx_x_
! 1 2 4

1 1 X2 1X4 T
0) g(x)= fo(x) = [ fy(t) ot = [tat =5 =V :njjdx:%.
0 0 0
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Solutie:
2 _oy_ _
1) Iime 2x-1 _ 6Xx—2
x-13x2 —4x+1 x-16x—4
b) f'(x) =43 -12x+18 ; f'(x)=12x*-12; f'(x)=0= % =1, X, =-1.
Tabelul de variatie pentru f* = functia f este concava peintervalul (-1,1) si
convexa peintervalele (oo, =1) si (1, ).

:ﬂ:zl
2

c) g(x)=(x2 —l)lnx; g continua pe(0, »); g(x) =0=> x=1si g(—ij>0, g(e)=(e2 —1) e >0.

Din tabelul de variatie pentru g= g pozitiva pe tot domeniul de definitie, cu exceptia g(1) =0.
2.a) 15(0) =14 (0)=1=f(0) = f continuanx=0=> f continui peR = f admite primitive peR .

b) Jif(x) dx=(|n(x+l) —%x&j =In2—§ :

1
0

4, .2 2, _
c) g(X)=(X21+1—X)EG—x) X X X 20pentrux21:>Aria(rg):j[ X +x2jdx—

X2 +1 1
= —%In(x2 +1)‘2 + y

2

7 1 5
— —=In—.
1 3 2 2

x
13
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Solutie
g(x)=9(2) _ v N 2-X ey

1.a) >I<|£n2—x—2 =g'(2) si g'(x)= = =g'(2)=0.

b) f'(x):( X )2, f'(x)=0:>x=0 si din tabelul de variatie al functiei f = x=0 este punct de minim al

X2 +1

functiei f.

c) Din tabelul de variatie al functiei f, f (x)=-1, 0X R= —f (x)<1.Dintabelul devariatiea functiei g,
9(x) <=, 00 R=g(x)- f(x) s1+ =

e e

1 -
2.a)I f(x)dx=IX—Jrldx=In2.
0 0

b) }g(x)dx= (x+|n|x2 +]U‘(1) =1+In2.
0

1 1
¢) Presupunem ci nu existd X, J(0;1) astfel incat f(xo)sg(xo)—2x0:>jf(x)dx>J'g(x)dx—l -
0 0

= In2>1+In2 fals, deci exista x, 0(0;1) astfel incat f (%)< g(Xp)-
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Solutie
1) 15(1) =lim(3* +1) =4, 1 (1) =4, 14(1) =lim(ax+2) =a+2; I;=1g = { (1) = a+2=4= a=2,
x<1 x>1

b) lim f(x)=1= y=1 asimptota orizontal.
X — —00

0 lim (3XD<) =0.

X — —00
-1 1
2a) F'(x)=f(x)= f(x)= + .
(=10= 100=r ot
e 1 -2x-3 . , .
b) F'(x)= 5+ 5= - 5 - Tebelul de variatie pentru F' = F descrescitoare.
(x+1)° (x+2)° (x+1)°(x+2)
c) F(O):%, F(1) :%si F descrescatoare=> — < F (x) <=, oricarear fi xJ[0,1]
1, 1 1
:j—dxst(x) dxsj—dx
® 0 0
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Solutie
la) f'(x)=€*-1.
Vi . ef-1
b) f'(x)=¢"= lim =

c) f'(x)=0= x=0. Dintabelul devariaierezulti ci f este crescitoare pe [1;0).

/2009 < /2010 = f(«/ﬁ)sf(m)

=1.

2.a) f(x+1) f (x) dx:fx3 dx =4.

- : 1 2x +3x &
b x)dx=| f"(x)dx=f"(x) _; f
JEC g (0= 1 ()i 7 09 =5 = ol
c)j j (x) dx=f'(x)+c=2x -1 +( )2 +C. O primitivi este de forma
X+1
G:[0,») - R, G(x):2x—1+( 1 )2 +c; lim G(x)=o0; lim @:2; lim (G(x)—2x):—1+c:
X+1 X — +00 X — +00 X — +00
3, ay2
—1+c:03c:1:>G(x):2X +3)2( +1.
(x+1)
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Solutie
la) f'(x)=€e*-e.

b) f'(x)=¢€*; f'(x)>0 oricarear fi xOR = f convexa peR.

c) Ecuatiatangentei y~- f (0) = f'(0)(x-0); f'(0)=1-e;y =(1-€)x; {y:(l—e)x

= y=1l-e= A(L1l-e).

2.a) 15(0)=14(0)= f(0)=0 = f continud Tnx=0= f continui peR = f admite primitive peR .
1 9 3 1 \/’ X4 0 X2 2 f
b f dx = d dx =— — +—=
)1[1 (x) dx Jlx x+£(x+ x) X = —l+[2 X XJ
C

C)Tf(x)dxzjf(x)dx - F(b)-F(a)=F(c)-F(b) - 2F(b)=F(c)+F(a) = F(b):F(C);F(a)-
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Solutie
1
la) f'(x)=1-=.
) /(x) =1~

b) f'(x)=0 = X=1_ 5 . x=1.Dintabelul de variatie a functiei = pe intervalul (0;1] f este
X

descrescitoare, iar pe intervalul [l' oo) f este crescatoare.
¢) Din punctul b)= f (x) = f (1) =loricarear fi xJ(Op ) = x—Inx=1oricarear fi xO(0p )=
x=Inx+ZLoricarear fi xO(Cp ) pentrux J(Gp ):>\/;D(0;0 )= len&+loricarearfixD(0;o ).

. ]((t2+t+l) dt

X
2a) | (t2+t+1) d=X+Xux > im0~ =1
0 3 2 X = +00 3 +1 3
1 -1 x-1
b) j 2 dx=7+(3 i F(1)=0<-1+C=0 = C=1= F(x):T.

1 2
C) VZITJ. a?x* dX:ﬂ% =57 = a=5.
0
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Solutie
-2
la) f'(x)= .
ARy (x—l)2
)= f(-) L 2 1
D) fim = (==

¢) lim f(x)=1 = y=1 asimptota orizontala spre+co.

X — +0o
1 1 1
2.a) je’xﬂw‘ dx=fxdx=—.
: 2

0

1
=1.

b) 1; =i xe™ dx :(xex —ex) .

1 1
1 .
) In:Ix”ede:x”eXO—n_[ x"leXdx =e-nl,4, =1,+nl,_; =e.
0 0
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Solutie
1a) limf(x)=0; limf(x)=1 = f nuestecontinua inx=1.
X-1 x-1

x<1 x>1

b) g'(x)=6x* —30x +24.
0 lim X mal o 2
X—a x—\/a X—a

2Jx

2 24
2.9) .[fo(x) dx:J.— dx =In2.
1 1%

=2a2Ja=4a/a; 4a/a=32 - aa=8 - a®=64 - a=4.

2
b) f,(x) >0 oricarear fi x0[1,2] :>Aria(rfn)=j fy (X) dx=[Inx+In(x +1) +... +In(x +n)]‘f
1
=In2+In3+In4 +... +In(n +2) -In1 4n2 =.. 4An(1 +) dAn(n ).

—5x2 +7X +6

. Din tabelul de variatie= G'(x) = Ooricare
6x(x+1)

) F ()= () =+ 3 G =F (3¢ =

ar fi x0[1,2] = G crescatoare.
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Solutie
1a) f'(x)=2"In2-In2.

b) |imM: f'(3) =7In2.
X-3 x—-3

c) f'(x)=0= x=0 si dintabelul devariatiea functiei f = x=0 este punct de minim.
2a)j dx e +C.

b) V = nj'”—xdx n}tdt:’—;

3

1
9 [ lali s

) 1(Inx—ln(x +2))3=llng.
2 1 2 5

I—"—;(.O
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Solutie
-4
la) f'(x)= .
() (x—3)2
b) lim f(x)_f(4):f'( )= 4
X X—4
c) lim f(x)=1= y=1asimptota orizontala.
X — 00
1 1
22) [ (x) dx =In(x +1)|/=In2.
0
c 1P (1 2
b)V:nj ——— dx =7 :n(—+1j ==
5 (x+1) x+1, 3 3

1 1 a+l 1 a+l a+l 1
< = i—a+2dxs £ f(x)dx< -ia_+1dx

C) asx<atl - atl<x+l<a+2 = < <
a+t2 x+1 a+l

1
a+2

a+l
a+1S I f (x) dx< LD(
a a+l

a+l
.

=

a
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Solutie

1

la) f'(x)=€*+= .

X
b) f'(x)>0 oricarear fi xO[L,») = f crescitoare pe [1, ).
c) f(1)=e=A(1,e)0G;; ecuatiatangentei este y— f (1) = f'(1)(x-1); f(1)=¢f'(1)=e+L
y-e=(1+e)(x-1).

2a) I5(-1) =1y (1) =f (1) =4 = f continuainx=-1= f continud peR = f admite primitive peR .

mtl m+l
¢) Pentru x> -1, f (x) >0= Aria(rf): I f(x)dx = I (3x2 +1) dx =3m? +3m +2: ariaminima este
m m
_~A_15.5
4a 12 4
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Solutie
2 2X
1.a) h(x):x—:> h(x)=—"— .
X2 +1 (x2+1)2
b) lim f(x)=1 Dreaptadeecuatie y=1 esteasimptota citre+c lagraficul functiei f .
X — +oo
2
c) h(x) :;—;h’(x) :L2 >0 oricare ar fi x O[O ) = h crescitoare pe intervalul [0, ).
x“+1 (x2+1)
_ 2 1
L Ly ) e ) Ha g
x+1 x+3 (x+1) (x+3) X2 +4x +3 0 3

1
b) _[f(x)dx :(Inx—ﬂ+xj‘1:m§ +1.
0 X+3 0 2

c) f(x)>0oricarear fi x=0= Aria(rf)=

O+ x

f (x) dx =(In X+;+xj

X+

K
=In(k+l§j+k:k+lnk
0 k+3 1

3k+3
=

=k = 3k+3=k?® +3k = k =+/3.
k+3
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Solutie
2-2x°
—.
[1+%)
b) Tabelul devariatiea functiei f = x=-1 minimlocal , x=1 maxim local.
¢) Din tabelul de variatie al functiei = f (x)=-1 pentru orice xOR .

1a) f'(x)=

2

2a)j dx-[%+2le

0 2

1
b) [ & (x+2) ox =ex(x+2)‘cl) —Iexdx=ex(x+1);=2e—1.

o +—Fr

1 3 2
0 V =7 (px+2) % dx = nj'(px +4px+4)d n{pz%+4pﬁl(2—+4x};
0

2
=2 +2p+4
’{3 p '

Volumul este minim pentru p = b = =-3.
2a ,

N

Wi
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Solutie

1.a) I5(0) =14 (0) = f (0) :g: f este continua Tn x, =0.

+ . . q i
2T 2= y = 2 este ecuatia asimptotei orizontale.

b) lim
X0 X+
c) Pentru x=0, f(x)= 2X+3, f'(x)= >0= f crescitoare; lim f (x) =2, f(O):E.
X+2 (X+2)2 " X o0 2
2
21 :1(1— 1 j'J- 1 dx:l]nél
Xc+2x 2\ X X+2 1x2+2x 2 2
1 1
X X _
b) X—ﬂslpentruxD[O,]] :J(;mdxs.([dx—l.
Ina+Inc

a
C)Ildlena = Ina,Inb,Inc Tn progresie aritmetici = Inb=
X

1
- 2Inb=|n(a&:) -~ b?=ac = a,b,cin progresie geometrica.
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Solutie

O
f(x) . 3x®-6x o7  6x-6
=lim = lim =3.
x-20(x) x-23x?-10x+8 x-26x—10

c) f'(x)=3x*-6x, f'(x)=0=3x(x-2)=0, deunde x=0, x=2.Dintabelul devariatiea functiei

= f(x)=0, oricarear fi x0(0,).
2.a) F'(x)=¢" +1—§ =e* +XT_1 =f (x). F derivabila pe (0,00) = F primitiva .
b) _Txe"dx=(xex —e")2=e2
1

1

o) Pentru x0[1, €] , f(xp 0= Aria( ;)= f(x)dx=F(x)|le:ee—2. e-2=e"-2 - m=e.

s X0))
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Solutie
1) f'(x)=3x*+3.
b) f'(x)>0 = f crescitoarepe R.

X3 +3x
3

c) lim

Xo=—w X

2a) Ig()=-2=I4(1)=f(1) = f continuiin x=1 = f continuipe R = f admite primitivepe R.
1 1

3

b) |(x=2)f (x)dx =|(x+1)dx =—.

J(c-2) (= (x 3 =2

=1

X 7 _ _ o xX(Inx-1)+1 PR T
c){(f(t)+2)dt_j|ntdt_x(|nx 1) +1; lim =——2""= lim (Inx 1+;j_+ .

1 X — +00 X X — +0co
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Solutie

1
la) f'(x)==+x
a) f'(x) X

b) Liinlw:f'(l):z.

a2
o) f"(x)= 1;2)( ; £"(X)=0 = % =1 % =-10(0% ). Dintabelul devariatie= pentru x0(0,1) f

este concavi; pentru xO(1g ) f este convexa.

(1+ x)3
3

2_19

2
2.a) Pentrun=2:>.£(1+x)2dx= =3

a
b) Pentru n=-1= [(1+ x) ™ dx =InL+X] g =0 < [1+a] =1=a =0,a, = 2 [[0+ ). Deci a=0.
0

0 Tf’(x)Df (x) k= (1 %)

0

1_22“ _l

0o 2 2
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Solutie
1a) f'(x)= 141

2/x

b) f'(x)>0 oricarear fi x>0 = f crescitoare.

9 '(x)=+ T—g:le;f(l):Z:A(l,Z).
1 1 _ 2x+3 _ 0
28—t — = (x)= [(x+1)(x+2) f (x)dx =x* +3x +C.

1
b) [ f(x)dx=In[(x+1) [@x+2)]‘ézln3.
0

1
X+3

c) h(x)=- =V = ITJ. dx = 713

5 x+3) X+3
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Solutie

; lim (—izj =0= y =0asmptota orizontala.

c) fo(x)< - %X)—l = Inx<x-1 = Inx-x < -1. Atagam functia h(x) =Inx—x,x0(0p );
1
h’(x):%—lzl_TX,h’(x) =0 = x =1.Dintabelul devariatie = h(x)<-1,0x] (8 ¢ Inx - 1.
Je1 —
22) | f(x)dx=In162)¥® 1o
0 0
b) F primitiva = F'(x) = f(x) = 12X2 ; F'(x)>0 pentruorice xO(0p ) = F crescitoare pe (0, ).
+X
1 2 2 3 4 4 17
o | f(x)dx+ | f(x)dx=|f(x)dx=In5;|f(x)dx+| f(x)dx=|f(x)dx =In— .
{(){(){() £()£()£() =
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Solutie

x—1
c) f'(x)=0 = x =1 %, =-1. Dintabelul devariatierezulta f crescitoare pe (~c0,~1] si pe [1; o)
si f descrescitoare pe[-1;0)si pe (0;1].

t o2 T 2% xX°
T
0 0

1 1 2
b) IX\/Z—XZ dx:J—l\ﬁ dt :Jl\/f dt :2\/5_1.
0 5 2 12 3

L
0 15°

X
c) J f (t) dt = F(x) —F (0), unde F este o primitiva afunctiei f,
0

F()_ () V2

X0 X2 x>0 2X  x-0 2X 2
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Solutie
18) I5(1) =14 (1) = f (1); |s(1):2;|d(1):2%a s f(1):2:»2:2L36‘:»a:4.
b) lim f(x)=1= y=1 asimptoti orizontal.
X — —00

—ox2 — —4-— —4-
:w-f'(Z): 4-4a, -4 4a: =

c) m=f'(2) =1; f'(x) ; ; 1=a=-10
(X2+2)2 36 36
1 1
2.9) f(\/i):exzsjexdx:ex =e-1.
. 0

1 1 1
b) jxexzdx = 1.[ oxe’ dx :lj.etdt = 1(e—l) :
0 2% 2% 2

1 1
0) 1< & <e, oricarear fi x0[0,1] = jl dxsj.eX2 dx <
0 0

o
D
Q.
b3
[EEN
IN

O —r
—h
—
x
<~
o
X
IN
(0]
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Solutie
La) h(x):(x_2)+(x_1) =1, 1
' (x-1)(x-2) x-1 x-2
b) h'(x)= -1 5+ = 5 <0= h este descrescitoare pe fiecare din intervalele (-«;1) ,(12),(2 ).
(x-1) (x-2)
0 h'(x)<0, 30 B\{12} s h(x)= ff((xx)) :(%j <0= ()22 F () F*(x).
2 x33 1 6
2a)V =ﬂjx2dx= — =n[9——j = nE—?T—.
1 3 " 3 3
X0 2 . ) X0 2
b) [ f(x)dx= o0 7 TG F(0)=1- F(x)—%+7+x +1.
X
f(t)at
X - o X2010 X2 : -([ ( ) _ 1
9] H)d=50 7 +x = lim @10 2010

0
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Solutie
1.a) f continud = 15(0)=14(0) = f (0);15(0)=1=f(0), 14(0) =1 = f estecontinuainx=0.

b) xOfe ,0]; f'(xF ( Z_ixl)z

c) f(-1)== = AOG; ; ecuatiatangentei: y - f (-1) = f'(-L)(x +1) ; f (1) =

; £'(x) = 0oricare ar fi xJ(~e, 0] = f crescatoare pe(-, 0] .

|_\

=>y=—x+1.

N
N

I\)

=lne-Inl1=1.

24) f,(vx-1) =%:T%dx=lnx:
1

XX 2
=g(x)= (x +1) =x* +2x% +1; Ig X) dx =€+? +x +C. O primitiva este

b) f,(x) = .
(x) (X2+1)

g 5
o ooy B Lok B mam o s

15 5 3
Ofstdm] X afidatdT R L (1 )

0 0(x2+1)n 1t 2 2 -n+l
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Solutii
1
’ _\/; (x-1) 3—2\/;_ 1
1.a) f'(x)= = .
X 2xy/x
b) f'(x)=0, 0K (& )= f crescitoarepe (0;c0) = f(2010)< f (2011) = 2009y/2011< 2010y/2010 .
c) lim f(x)= lim X—_lzoo,deci nu exista asimptota orizontala spre +oo .
X — +00 X - 400 \/;
_ f(x)
lim = lim ——O deci nu exista asimptota oblica spre +o.
X—+00 X xa+oox\/_

2. ) f este continua pe (—oo;1) si pe (L). Is(1)=1q4 (1) = f (1) =0, deci f este continua si In x, =1, adica f
este continua pe R adica admite primitive.
3 2

b) j J(x +X = 2)dx —(X? +X7 —ZXJ
1;2Inxdx = ffe -2).

1
0

=
5"

e
¢) h(x)=InxV =7fIn’*xdx = nxlnzxf—
1

BACALAUREAT 2009 - MATEMATICA — Proba D, tipul subiectului M T2, programa M2



Ministerul Educatiei, Cercetarii si |novarii
Centrul National pentru Curriculum si Evaluarein I nvatamantul Preuniversitar

Solutii

X—3

1.a) f'(x)=Inx+

)=
M= ==

0) f'(x):l +% >0, pentru oricex>0, deci f este convexa pe (0, +).
X X
2.a) F'(x)= f(x) pentruoricexOR , deci F este primitiva alui f.

=1

b) F(x)=0, 0K [0,]]:>Aria(r,:):Jl.F(x)dx:_‘l'xEdaxdx:(x—l)exé

1 2
=ln| — |.
0 (e+1j

1 _ 1 x
c) _f4dF(X) f(x) x=-[—5 4 x:—ln(e" +1)
o €'+l o€ *1
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Solutii
2x(x% +1) -2x3
1.a) f'(x)= [ )2 ==
(x2+1) (x2 +1)
b) lim f(x)=1, deci y=1este asimptota orizontald la +co.
X — +00

c) Derivatafunctiei f este pozitiva peintervalul (0,+o) rezulti ca f este crescitoare pe (0,+) deci
f (¥2008) < 1 (/2009).

X

2
2.a) jf(x)dx:mw.

T 1
b) g(x)=20, 0K [o,J}:Aria(rg)=£xtexdx=(x—1) @) =1L

f f ()t

. 0 = . =
¢) lim2— LIET(])f(X) 1.
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Solutii

1.a) f'(x)=2"In2+3*In3.
b) lim f(x)=0,deci y=0 esteasimptota orizontald la —co.

X — —00

c) f'(x)=2"In?2+3*In?3>0pentruoricexUJR , deci f este convexa pe R.

1 1
2 2. q
2.a) _([(x+1)f2(x)dx=(j)x dx =24
1
. H — X — 1_
b) f,(x)=0, 0D [O,:q:>Ar|a(rfl)—.(I;X—ﬂdx—(x—ln(x+1))O—l—InZ.
x20° 1 . T t 1 |
<— — dx=
) q _X+l,pentruor|cexD[O,1] deci J(; 2()og(x)dxsj(;)(Jrldx n2.
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Solutii

1 xX*-2x

1.a) f'(x) =1—(X_1)2 (-1

pentru oricex DR\ {1} .

b) lim f(x)zj, lim (f (x) =x) =1, deci y=x+1 este asimptota oblica la +co.

N X X - 00
c) Din tabelul de variatie f (x)=4, OQ & ).

e e
2. a) .[fo(x)dx=j7dx=7+c.

b) f,(x)>0, O [0;]]:>Aria(rfl):.|1‘f—xldlen(eX +l)(1)
o€+

X

¢) Din e™V* > e™ >0 pentru oricex[0,1], se obtine pentru oricex0[0,1], de

eMhX 17 e™ 41
1

unde [ fq (X)dx<
0

fo(x)dx pentru orice nON .

O +—r
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Solutii

, 1 1 1 1
l.a) f (x)—22\/; —33§/? "5 e
b) Ecuatiatangentei este y— f (1) = f'(1)(x -1), adicd y=-1.
¢) Din studiul semnului derivatei functiei f sededuceca f este descrescatoare pe (0,1] si crescatoare pe
[1,+), deunderezulta ca f(x)= f(1)=-1, pentru orice xJ(Ofeo ).

2.a) F'(x)=2x+1, 0K R,deunde a=2.

, pentru oricex>0.

1
b) Iex [, (x) dx = xe* . =e.
0 0

c) _(l[ faz(x)dx=.(1[(a2x2 +2ax +1)dx =[a2x—; +ax’ +xj

1 2
=E a +§ +§ 23 , pentru orice allR .
0 3 2 4| 4
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Solutii

x-3 _3x-3

1a) f'(x)=vx+ === =
) o
b) d:y-f(1)=f'(1)(x-1), d:y=-2.
c) Din tabelul de variatie = f (x)= f (1) = -2 pentru orice x>0, de unde x—32—% pentru oricex >0,
X
de unde concluzia.
2.a) ffl(x)dxzfexdx:ex +C.

1 1
b) Jfol(x)dx:Jx@ade:(x—l)eX é S
0 0

3]

1 71(92 —1)
=

1
V= nj x2 122 dx :7_67€2x
0
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Solutii
1.a) f'(x) :3XIn3—(l)XIn%.
by lim =1 - f'(0) =In6.
x-0 X

X
0) f'(x):3xln3+6) In2 >0 pentru oricexOOR , deci f este crescitoare pe R .

X2
2. a) _[f(x)dx:7+lnx+C.

2 2 3 2
b) V =ﬂj[x +£j dx = 71 2 +2x 1 =&T.
i X 3 X/l 6
e e e 2 2 e 2 e 2
c)jf(X)Inxdx:jxlnxdx+jllnxdx: bt | LI s )
] ] 1 X 2 4 |1 2 1 4
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Solutii

(2x-1)€* —(x2 -X +1)eX 32 +3x—2

e2x ex

. . o2x-1 . 2 . . .
b) lim f(x)= lim X7 = Jim < =0, ded y =0 este asimptoti orizontald la +oo .
X — +00 X — +00 eX X— +00 @

c) Din semnul derivatei lui f obtinem ci f este descrescitoare pe (—,1] si crescitoare pe [1,2] deci

1.a) f'(x)= , pentru oricexOR .

f(x)=f(1) :é , pentru oricex< 2.

2

2. @) [ £2(x)dx=[(x+2)dx :X7 Loy +C.
3 =
b) f(x)=vx+220, O [o;q:Aria(rf)zimdxzz (x3+2) cl)zz(g@B 2\@).
0

t 2009 i 2009 V3
C) Ix \/x+2dxsj.x J3dx =
0 0

2010
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Solutii

2x? —(x2 +l) W2 —1

1.a) f'(x)= > =———, pentru oricex>0.
X X

b) lim i )—1 lim (f (x)-x)=0deci y=xesteasimptota oblic la +c.

X — +00 X X — +00
c) f'(x):i3 >0, pentru oricex>0, deci f este convexa pe (0,+).
X
2.8) [ f(x)dx=€"+C.

b) h(x)=xe*=0, 0¥ [0,1] = Aria(I, jxexdx (x-1)e* 1=1.

c)V= ﬂ}(e" +e‘X)2dx = n[izx +2X — J /i— ; J
e’

0
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Solutii

1D(—Inx

La) f'(x)==% Sl

x2 X2

, pentru oricex>0

b) Ecuatiatangentei este y - f (€)= f'(e)(x —e), adici y=1.
e
¢) Din studiul semnului derivatei lui f seobtineca f este crescatoare pe (0, e] si descrescitoare pe

[e,+), deci f(x)< f(e) =§ , pentru orice x>0, de unde concluzia.

2xy/x
2. f SR= .
a)I (x)dx=x 3 +C
1 2
b)V:njfz(x)dx: x—4X\/; + X l:LT.
0 3 2 )0 6
1 1 (v _1\2010
c)If20°9(x)dxsj(1—x)2009dx: (x-1)771_ 1 .
5 0 2010 0 2010
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Solutii
1a) ()= (2x+2) @ +(x +2x +1) i =(x +1)(x +3) &, x R.
b) Xler00 f(x)= xlij?w x° ;?Xﬂ = Xllrp00 2—Xe:<2 =0= y=0este ecuatia asiptotei orizontalela G; citre —o .
¢) f'(x)=0=xOf 3- 1. Dintabelul de variatie al functiei obtinem f (x)< f (-3) =ei‘;” D - 1.
Deci f (~2) + f (4) se_f;.

2. a) f continud pe (—o;1) si pe (Loo); Ig(1) =14 (1) = f (1) =0= f continud si In X, =1= f admite primitive.
b) Fie F o primitiva afunctiei f. F este convexa pe (L) = F"(x)= f'(x) :% >0, [ 1, inegalitate
adevarata.

i :1 2—3x+2)dx +Tlnxdx :1—1.
c) .([f(x)dx Jc;(x 1 5
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Solutii

1.a) f'(x)=3x*-3, f'(1)=0.
b) f'(x)=6x siatunci f esteconcava pe (~c,0| si convexa pe [0,+).
¢) Din studiul semnului derivatei lui f seobtineca f este crescatoare pe (—oo, —1] , descrescatoare pe
[-11] si crescitoare pe [1,2] si cum f(~1) = f (2) =3 rezulta f(x)<3, pentru orice x<2.

2.a) F'(x) =1—i2 = (x) pentruoricex>0.
X

) 2 2 1
b) f (x)>0, OXI [];2]:Arla(rf):{f(x)dx:F(x)l:E.
e e 2 2 2 2
c) J.F(X)Eﬂnxdxzj-[xlnx+m—x)dx:ln E e lmege e &
1 1 X 2 1 2 1 41 4
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Soluii
1. a) f'(x):6x2 -6x , f'(1)=0.

b) f'(x) =12x -6 si din semnul derivatei adouase obtineca f este concava pe [—oo,ﬂ si convexa pe E,+ooj.
¢) Din studiul semnului derivatei functiei f seobtineca f este crescitoare pe [—%,O] descrescitoare pe [0;1] si

crescitoare pe [1,+c0) si cum f(—%) =f (1) =0 rezulta f(x)=0, pentru orice xz—%.
2.8) [f(x)dx=€"+C.

1
b) h(x)=xe* 20, 10 [0,1] = Aria(I'y) = [ x[&"dx=(x~1) " ;:1.
0

1
2

c) 1-x=x, pentruorlcexD[ ﬂ deci €% -e*>0, pentruorlcexD{ } deundej dx>0
0
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Solutii
1 1_+x-1
la) f'(x)=—=-==
) F()= %%
b) Ecuatiatangentei este y— f (1) = f'(1)(x -1), adica y=2.
¢) Din studiul semnului derivatei lui f sededuceci f este descrescitoare pe [0,1] si crescitoare pe [1,+),
deci f(x)=f(1)=2,0% 0, deundeconcluzia

, pentru oricex>0.

2. a) jfz(x)dxzf(sz -2x +1)dx =2—f X% +x +C.

1
b) €*f,(x) :[xz +(1—x)2} @ >0, OO [0;1] :Aria:j(2x2 -2x +1)exdx :(Zx2 -6x +7)ex (l) =3e 7.
0

0 x"=x"si (1-x)" =(1-x)"" pentru oricex1[0,1], de unde, prin insumare si integrare se obtine ci

I fo (X)dx = ;[ e (X)X
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Solutii
1. a) f’(x):2x—1—1, pentru oricex > 0.
X
b) f'(x)=2+i2 >0, pentru oricex >0, deci f este convexd pe (0, +w).
X

¢) Din studiul semnului derivatei lui f sededuceci f este descrescatoare pe (O;l] si crescatoare pe
[1+e0), deci f(x)= f (1) =0, pentru oricex>0.

2. a) Ifl(x)dx:j(z—x)dx:ZX —X—22+C’.

b) g(x)=(2-x)@* =0, O [O;2]:Aria(rg): (2—X)Eexdx:(3—x)eX§:e2 -3.

o —N

n(2-x)"2 Mg
11 |0 11 °

2
QV-= ﬂj(Z—X)lodx =-
0
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Solutii

X —
1.a) f'(x)= exze -£ (x2 ) , pentru orice x>0.
X X

b) lim f (x) =+, deci x =0 este asimptoti verticala.
0.
¢) Din studiul semnului derivatei lui f seobtineca f este descrescatoare pe (0,1] si crescatoare pe
[1,+), deci f(x)= f(1)=e, pentruoricex >0, de unde concluzia

e
2a)I dx-7+2Inx+C

2
b) V = ﬂj x+— dx—n[—+4 — ] 290
3
2 2 X2 x2 3
o) [ f(x)Inxdx= jxmnxdx+j—|nxdx_ X inx =X 4in?x | =in?2 +2in2 3.
1 ] 1 X 2 4 1 4
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Solutii
1.a) f'(x)=2xe" +(x2 +1)ex =(x +1)? ¢, pentru oricexOR .
b) Ecuatiatangentei y- f (0) = f'(0)(x -0), adici y=x.

2

. .o Xc+1 L .
c) lim f(x):—1+ lim ——= =-1=y=-1 este ecuatiaasimptotei orizontalela Gy spre —co.
X - —00 X - —00 e

2
2. a) _[ f1(x) 1/x+1dx=jxdx =X7 +C.

b)V:”JX—dXZ X——x+|n(x +1) 1:M.
oL 2 0 2

1 %2009 1 1
C) I dx < J'xzoogdx =

oVX+l g 2010
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Solutii
1.a) f'(x)=€"+x@& =(x+1) €, pentru orice xOR.

b) f*(x)=(x+2)@*, pentruorice xOR si din semnul derivatei adouaseobtineci f este concavi pe
(=0, =2] si convexa pe [-2, +e0).

0) Xlier f(x)= Xlir[]m% = Xlirpm( —e—}xj =0, deci y=0 este asimptoti orizontald la —co .

2. a) J‘xElfl(x)dx=J‘2xdx=x2 HEN

t b 2 X2 1.1
b) jfz(x)dx=j(x+—jdx= Z_+2In(x +1) ‘ == +2In2.
0 5 X+1 2 0 2
2009 1 1
¢) Din 0= X X:iHZs 2;(:12 , pentru oricex0[0,1] se obtine Aria(rfzoog)=£fzoog(x)dxs£2dx,
adica Aria(I(, )<2
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Solutii

oy W2
1.3) f'(X)=2X((X 1))2)( =E( 2))2(,pentruoricex>1.
x-1 x-1

b) lim 02y im (f(x)=x)=1,deci y=x+1 esteasimptota oblica la +oo.

X — too X — +00
c¢) Din studiXuI semnului derivatel lui f rezulta ca f este descrescitoare peintervalul (L 2] si atunci
t(¥2)=1(%3) .
2.a) Jf (x)dx:x—x—2 +C
2

b) g(x)=0, 0K [O;Q:Aria(rg):':[ 1—xdx:—J:;(l—x)' [Cl—x)% dx :—é (1 —x)3

1

2
0 3

c)

4e®

R

x> K2 \F_se? +8e-3

f(X)dnxdx=|| Xx=—= [InX =X +=— ||] =————— .
2 4 ||=
e
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Solutii
1D(—Inx 1-Inx
1.a) f'(x)=%*—5—==——, pentruoricex>0.
X X
b) lim f(x)=0, deci y=0esteasimptota orizontald la +co .

X - +oo

c) f'(x)<0, pentru oricexO[ereo ) si atunci f este descrescitoare pe e, +e), deci f (2008) > f (2009) .

2%/ X
2. f = .
a) [ f(x)dx 3 *C
1
X _ : 7 X 1 2 1 In2
b) g(X)—X2+120, xd [0,1]:>Ar|a(rg)—omdx—5|n(x +1)0—_

1
c) V=njx®xdx=77(x—l) @Xéz T
0
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Solutii
(2x-1) 24 x+1) (%% - +1)(2x +1) R i
X (x >(<X24)-X(-:<1)2x ) 2 :(Xzzixfl)z , pentru orice xR .

1.a) f'(x)=

b) lim f(x)=1, deci y=1 esteasimptota orizontald citre +co lagraficul functiei f.
X— 0

¢) Din studiul semnului derivatei |ui f seobtine ca f este crescatoare pe [1,+e0) deci f (§/2009) < f (3‘/2010) .

2.a) Jf'(x)dx=|nx+C.

b) f(x)=0, 0K [l'e]:>Aria(rf)=Tlnxdx=(xlnx—x)i=l.

1

e
c) Inx<1, pentruoricexJ[Le], deci €* nx<e*, pentruorice xO[L€] si atunci Iexf (x)dxsje
1
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Solutii
X(yv_1) _ X X _
1. a) f'(x)=e b 1)2e -£ b 3) pentru oricex >1.
(x-1) (x-1)
b) Ecuatia tangentei este y - f (2) = f'(2)(x -2), adica y=¢?.
¢) Din studiul semnului derivatei lui f rezultd ca f este descrescatoare pe (]; 2] si crescatoare pe [2; +oo)

deci f(x)2 f(2)=€? pentru orice x>1.

4
2. a) J'fl(x)dx—i f‘4 14[
1
4
b) I X+2 dxziln(x2+4x)4-lln§
792 172"

T 4
oV=rm 7, d ——J'[ x+4j x—z(lnx—ln(x +4))1:ZIn§.
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Solutii
1.a) f'(x)=1- 3@ =1-—L1 , pentru oricex>0.

b J»
b) d:y-f(1)=1f'(1)(x~-1) , ecuatiatangentei este y=0.
¢) Din studiul semnului derivatei functiei f seobtineca f este descrescitoare pe (0,1] si crescitoare pe
[1,+), deci f(x)= f(1)=0, pentruoricex0(Ofeo ) de unde concluzia

2.a) _1[(x+1)f (x)dx=}x3dx =X—41 =
Y 0 410 4
. & L 2 1 X X 1 5
b) f(x)=0, 0K [01] = Arla(rf ):gf(x)dxzj[x —x+1—X—+de :{3 5 X -In(x +1)J‘0 = 4An2.

o

6
¢) Din 1s(x+1)2 <4 seobtine 2 <— X _ <8 pentru oricex0[0,1] si atunci V = n_[gd {” ”}
4 (x+1)? o(x+1)? 287
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Solutii

_2x2—x2 —1_x2 -1

X X2

1.a) f'(x)

b) lim f(x):l, lim (f(x)-x)=0 deci y=x esteasimptota oblici la +c.
X — +o0 X X - +00
c) f'(x)=£3 >0, pentru orice x>0, deci f este convexa pe (0,+).
X
2

2. a) Ifo(x)@'x dx:X?+x+C.
b) fl(x):(x2 +1)eX >0, 0k [0;]] :Aria(rfl): I)(x2 +1) Eéaxdx:(x2 -2x +3) Q“(lj =2e -3.

c) Jl' fa008 (X) dx+_|l. fo010 (X) dX :}(X2009 (1+x2) +2) [@*dx 2Jl'(x20°9 2x +2) € dx :2J1. fo000 (X) dX.
0 0 0 0 0
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