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Pentrun=2 I, = -x%¢*+2 l;, cu dinpunctul a Ilzf f,(xX)dx=-xe™* -e* =

2p
I, = —x*e* +2(-xe* —e*)= - (x* +2x+2e™".

C) X X 2p

Ln= limj f (t)dt = lim[-x"e™ +n.|'t”'1e"dt] =nL .

4»000 X — 00 0

Ln=nLpi=n(n-DLnp2=n(n-1)(N=2)L nz=...=nlL; 1p
L= Iimjte'tdt = lim(-(t+De™|}) = Iim(—x—t1+1)= 1= L,=n! X
xﬁooo X — 00 X — 00 e p
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BAREM DE EVALUARE S| DE NOTARE

Varianta 1l

Prof: Cristea Maria

¢ Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul
corespunzator.

¢ Nuseacorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctgje intermediare pentru rezolvari
partiae, in limitele punctagjului indicat in barem.

¢ Seacorda 10 puncte din oficiu. Notafinala se calculeaza prin impartirea punctajului obtinut la
10.

SUBIECTUL 1 (30 de puncte)

1 2_%(1 +)2010 _ :-ﬁ [(1 + 1)Zt005 — ;1005 3p
1005 —(;2)502 . ; — (—1)502.; — 2p
2 | Conditii deexistenta: x—2=0,x—3=0,3x —5=0 1p
Domeniul de definitie: D = [3,2) 1p
1Hm=qm+z+¢m 1p
2
2¥x—2=+x—3++3x-5
4x—-2)=x—-3+3x—-5+2/(x—2)3x -5 =2/(x —3)(3x -5 =0
x—=3=02x=3eDsa 3x—5=0=x=-€D 2p
5 =43}
3|4¥-2x-12=02(2%¥)2-2*—-12=0 1p
Notam 2% = a
Ecuatiadevine: a2 —a—12=0=a; = 4, a; = —3 2p
X 42X =223x=2 2p

2% = —3 imposibil
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s=1{2}

4 | Multimea 4 are 7 elemente, deci numarul de submultimi ale multimii A este: 2p
C2+C3+--+ €] =27 =128. Prin urmare multimea 4 poseda 128 — ¢ = 127 submultimi
nevide.

- - I 2p
Submultimile care au toate elementele pare sunt submultimi ale multimii B = {2,4,6}. Deoarece
multimea B are 3 elemente, vaavea 2% —1 =7 submultimi nevide.

Probabilitatea ceruti este P = —. 1p
S | Vectorii u = (m=—3)i +4si v =28i — (15 —m)j sunt perpendiculari daci areloc relatia: 2p
u-v=0
: 2p
Prinurmare (m —3) - 8 + 4(m — 15) =0,
. . 1p
adicia 12m = 84 cu solutiam = 7.
6 | Seobserva ca numerele 6, 8 si 10 sunt pitagorice. 2p
10% = &% + 87, deci triunghiul este dreptunghic. 1p
Tn acest caz lungimearazei cercului circumscris este egala cu jumatate din lungimeaipotenuzei, | 2p
adica
rR="=c5,
SUBIECTUL al Il-lea (30'de puncte)
1. | Legeade compozitie“ " este binedefinitd daca vx,y € G = x+ye . 2p
a) L o
x5 yEG o xy €(1,2) U(2,00) =2(x — 1)1 gesenssi ci (x — 1) V¥ 1=0.Deci
1+Gx—DkPP s
Pentru aaritaci x =y = 2 presupunem contrariu. Dinx »y =2 = (x —1)1=V» 1= 1,
. — 2
relaie adevarata doar dacdi x —1 =1sauln ,/y— 1 =0, deunde x = 2 sau y = 2. Deoarece P
x,v € (1,2) U (2,00), rezulta ca presupunerea facuta este falsi, deci x v = 2.
Prin urmare legea de compozitie“ *” este bine definita. 1p
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b) | Legeade compozitie“ *”este comutativa daci x =y = v+ x,¥Vx , yeG = (1,2) U (2,00}, 1p
Seobserva ca :
xxy—1=(x—1""1 oricarear fi x,v € 6. 1p

yxx—1=(y—1)»v=1 oricarearfi x,y € G.

Pentru a demonstra comutativitatea logaritmam expresiile de mai sus.

. 2
In(x*y—1) =In ¥ —1ln (x—1) =%1n(y—'l}1n (x—1),lar P
In(y*x—1) =Inyx —1n(y —1) ==In (x — Dn(y — 1),
2 1p
ceeaceconducelax =y =y =x , ¥x, y € K. Deci, legeade compozitie “ +"este comutativa.
c) | Pentru arezolvaecuatiaecuatiax = e; = 2, aflam mai intéi elemtul neutru e. 1p

Je, astfel INCat x ey = eprx = x, Vx €6,
Tntrucét legea* *” este comutativa vom consideradoar x ¥ e; = x&

1+G—DVE e - D=/" T =x—1,cumx —1 = 1=In /e —1 =1deunde | 2P

e, = x% + 1€G.
— 2p
x*re;—1=2(x—1Ve = 2=2x-1=2=x=3
2. | Functiapolinomiala ip
) Flx) = x* —4x? +9=(x? + 3)2 — 10x2=(x2 — /10x + 3)}(x2 ++/10x + 3)
a 3p
F(x) = 0=x2 —/10x + 3 = 0 cu solugiile x1, = =22 i x2 ++/10x + 3 = 0 cu solugiile
—x‘ﬁih@
X3a = 5
- 1p
Prin urmare a = *——= este unadintre solutiile lui f(x) =f(a) = 0.
b) | Din punctul anterior se observi ci functia f(x) = 0 are solugiile x1, = == i 2p

-
=

—/104i/2

X3a=

Putem descompune f{x) = (x — x1)(x — x2){x — x3)(x — x4), CU x4, x4, Xz, x4 €C Stabilite
anterior. Deci polinomul 7 este reductibil peste Cr,;.
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Dar funtia f(x) poate fi descompusi si astfel 2p
Flx) = x* —4x? + 9=(x2 + 3)2 — 10x2=(x? — 4/10x + 3)(x? + y/10x + 3). Deoarece
coeficientii apartin multimii R rezulta ca polinomul f este reductibil peste Ry,;.
1p
Din cele stabilite anterior se observa cu usuringa ca polinomul f nu este reductibil peste @p.
C) | Notamcu s, =af+al+aj +al, n EN~ 2p
ay solutieafunctiel f(x)=af —4aZ+9=0
a; solutieafunctiel f(x)=af —4aZ+9=0
ag solutie afunctiel f(x)=ai —4aZ+9=0
as solutieafunctiel f(x) = ai —4a3+9=0
Prin adunarea acestor relatii se obtine:
2p
(af +a3+aj+ai)4(af +al+aj+ai)t36 =05,—45;, +36 =0
Deoarece §; =a? + a3+ a2 + al=(—2) —2-£=8=38,=—36+4.8 = —4
Sededuce ca S, — 45, + 365,=0=5, = 4. (—4) - 36.8=—304, 1p
SUBIECTUL al Il1-lea (30 de puncte)
1. | Severifica prin calcul. 3p
a)
, . 1 _ 1-1—=x X
flx) =[In(1+x) —x] =t =T =1
: 2p
o) = (1n (1 + ) _'_x2 1 1+ 1-1-x+x+x? x?
S e Y A * 1+x T

b) | F'(x) =0 4:}1;; =0=x=0=f,,>0,Vxe(-10)si f'(x) <0,¥x € [0,e0)=x = 0 este punct | 2p

de maxim, deci f(0) este valoare maxima, prin urmare f(x) < f{0) = f(x) < 0,ve(—1, co)

g'(x) =0, vx €(—10)si g'(x) =0, ¥x € [0,00)=x = 0 este punct de minim, deci g(x) = 0 2p
este valoare minima, prin urmare g(x) = g(0)eg(x) = 0, ¥x € (0,00).
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Deci fix) <0 < g(x), ¥x = 0. 1p
¢) | Din punctul anterior avem ip
1n(1+x}—x=:ﬂ=:1n(1+x}—x+174:>—x=:—1n(1+x}d:—x-l-xj ip
= x—x;:iln(1+x} < x, ¥x = 0. Vom avea
11 <1 (1 + ) < 1
nZ 2nt o ) "nt
3 : <1 (1 + ) <
nZ 2pt o0 T Z
2n—1 (2n-—1)2 2n—1 2n—1
— — — <In (1 + - ) = =
ne 2n ne ne
Adunand aceste inegalitatile de mai sus obtinem:
ZA+3++2n—1D - S (1+32++ 2n— D<) (14 ) +in (14 )+
+n (1+Z5) < (1 43+ +2n—- e
nl4n?-1) 1 3 Zn—1 C . p
1-— <In (1 + ;) +1In (1 + ﬂ—z) +In (1 + = ) < 1.Trecand lalimita si aplicand
teorema clestelui , obtinem lim1n (1 + %) +In (1 + %) +--+1In (1 + 2:;1) = 1, deoarece
2p
. omlanP-1) . amPol
nh—]ﬂ: &n - nh—ﬁlc EmE 0.
2. |Avem f(1) =141+ +1= 3p
a) | =2003. 2p
; 1 [ - [ [}
b) Fiey = (fc. o) dt) =(F-:r}|u) = (Fto)— F)) = P
2
= -0 = £(2). g
C) | Pentru acacula f; g(x) dux, stiind ca functia g(x) = F;} facem schimbarea de variabila 2p
g(x} =t=x=Fp Si dx = f(t} dt
Pentru x = 0 avem F;,; = 0, deci £ = 0 iar pentru x = a, avem F,; = a = Fry, adicat =1, 1p

IEDDE

2003

z ]
deoareceF.;x}=x+xT+x?+---+ . Deci
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z = zops | 1
[E o) de=ltfD) dt = [ +£2+% + o+ 200 at=+ T b | =2

1 1| 2p
20 lg 3

+o4t
2004

BAREM DE EVALUARE S| DE NOTARE
Varianta 2

Prof: Cristea Maria

¢ Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de ceadin barem, se acorda punctajul
corespunzator.

¢ Nuseacorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctgje intermediare pentru rezolvari
partiae, in limitele punctagjului indicat in barem.

¢ Seacorda 10 puncte din oficiu. Notafinala se calculeaza prin impartirea punctajului obtinut la
10.

SUBIECTUL 1 (30 de puncte)

1. E( 1 + 1 ):E( 1+2i n 1-2i ]:E(1+2i+1—2i) 3p

2 \1-2¢ 1+2i/ 2 \1+2i(1-26)  (1+20(1-2i04 2\ B 5
5(1+21+1—2z)_5 2_, P
2\ 5 5 /257

2. | Tripletul 3x — 1, x + 3, 9 — x congtituie termenii consecutivi ai unei progresii geometrice ip
daci areloc rlatiac x + 3 = /(3x — 1)(9 — 1), Conditii de existenta: (3x —1)(9 —x) = 0

1
2p
(x+3)2=C3x—1)(9 —x), adicd 4x? —22x + 18 = 0= 2x? —11x + 9 = D cu solutiile
xi=25i x2= 1, ambele apartinand intervalului [2;9)]. 1p

s={1).

3. 1{]"‘+4x—2-25x=ﬂﬁ2"‘-5"‘+(2"‘}2—2-(5"‘}2=ﬂ{:}(§)x+[(§)x]z—2={],s-au 1p

Tmpartit ambii membrii ai ecuatiel cu 5% = 0,¥x € R

oy, X
Notam (E) =t. Seobtineecuatia: t2 +t—2 = 0cusolutiilet; = -2 i t, = 1. 2p
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~ . a0 % 2 4]
Inlocuind (E) =1= (E) =x=0
" 2p
Ecuatia (—) = —2nuare solutie.
5.
Deci 5 =1{0}.
4. | Multimea 4 are 6 elemente, deci numarul de submultimi nevide ale multimii A este: 2p
28 —1 =63.
Dintre submultimile nevide ale multimii A exista
3 2 5 =] & 0 1 2 Tmi H i Ep
CoH+Ci+CE+CE=25—(C2+C;+C:) =42 submultimi care au cel putin trei elemente.
Probabilitatea ceruta este: P== ==,
1p
S| Vectorii u = (m—3)i +4si v =280 — (15— m}Jj sunt coliniari daci are loc relatia: 2p
m—3 4 " ..
5 T T ©m-3)m-15 =32 &m?-18m+13=0 cu solutiile
__ __ 3p
my =9+ 24/17si my; =9 —24/17
6. | Razacercului circumscris este R = “;", undea, b si ¢ sunt laturile triunghiului iar 4 aria ip
acestuia.
Din formulalui Heron 4 = \/plp —a@)(p =) (p— o) , undep = 225 = 2228 — g e 2p
A=909-7)(9-5)(9-6)=49-2-4-3 =66
—= 2p
. _.578 E __35e
Prinurmare R = ——= == =—"-.
SUBIECTUL @l Il-lea (30 de puncte)
1 fxye(—Loo)=x+1>0siv+1>0=2(x+Dy+ >0+ +1) -1 -1= 2p
a)
Ty =(x+1){y+1)—1>—1,adica xTy € ¢ = (-1, o), ¥x,y € G. Deci, legeade
compozitie“T ” este corect definita. 2p

LVE(Lw)=2x—1>0siy—1>0=2x-Dy-1=0ex—-1DHy-1)+1>1=

xxy=(x—1)y—1)+1>1, adici x = veG'=(1, ), ¥x, vEG".
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Deci, legea de compozitie “ =" este corect definita. 1p
b) | 3e; € G astfel Incét e;Tx = xTe; = x, ¥x €6 . Evident legea“T” este comutativa, deci pentru | 2p
a aflaelementul neutru este suficient sa folosim doar relatia
eTxr=x=(g +1)x+1)—-1=xo
(x+1)-8 =0,decarece x + 1 = 0=g, = 0 G, deci 0 este element neutru. »
Je, € ¢' astfel Incét e;»x = x+e; = x, Wx € G".Evident legea ,, =" este comutativa, deci
pentru a afla elementul neutru este suficient si folosim doar relatia
eg-x=x<:}(eg —1x—1+1=zx=
1p
(x —1)(e; —2) = 0,devarece x —1=0=¢e, =2€G".
Prin urmare (e,Te,) = (ey+e,)=2+ 0 = 0.
¢) | Functia f(x): G—G' esteizomorfism daca : 1p
a) f(x) este bijectiva.
b) fF(xTy) = flx) = f(y), Vx, vy € G.
Q) Flxy) = Flxs)on, + 2 = x, + 22x, = x5, deci £() este injectiva. I
Yy €G', exista cel putin un element x € G, astfel Incét f(x) = y=x =y — 2 (adevarat
deoarece ¥y = 1, exista cel putinun x =y — 2 = —1 astfel Incat f(x) =y), deci f(x) este
surjectiva.
Prin urmare, din cele stabilite anterior, rezulti ca f(x) este bijectiva.
b) f(xTy) =aTy+2=xy+x+y+2ia fla)+«fO) =Fflx)-Ffly) —flx) —fly)+2= 2p
=(x+2)y+2)—-(x+2)—(v+2)+2=xy+x+v+2, deducemca FlxTv) = flx) = F{),
Yx,y € G, ceeace arata ca f(x) este morfism de grupuri. 1
p
Drept urmare, f(x) este izomorfism de grupuri.
2. | Metodal. 1 — i esteradacina afunctiel filx)=7(x) sedividecux —1+1i,darsi 1+ i este 1p
3 radacina afunctiei f(x), deci f(x) sedividecu x — 1 —i. Prin urmare f(x) se divide cu
(x —1+i)(x —1—i)=x? — 2x + 2. Din teoremaTmpartirii cu rest rezulta
ip
flx)=x*+x*+ ax + b=(x2 — 2x + 2)(x + 3)+(a + 4)x + b — 6, si punand conditia
(a+4)x+b—6=0=a=—4si b=6 1p
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Metoda 2. 1 — i esteradacind afunctiei flx)=f(1-i)=0=(—4—-ali+a+b-2=0=
—4-—a=0gia+b—-2=0=2a=—45ib=6.

b) | Deoarece 1 + +/2 este o radicina afunctiei f(x), rezulta ci si conjugata 1 — +Z esteradacina | 1p
afunctiel f(x). Pentru aaflaatreiaradicina este necesar sa determinam valorile parametrilor
asib.
1+ 2 esteoradacind afunctiel fF(x)=f(1++2)=0=(7+ a2+ 10+ a+b =0=

2p
7+a=05il0+a+b=0=a=—-T7gi b= -3 .
p
Deducem ca fx)=(x—1—+2)(x— 1 ++v2) - (x + 3)=(x? — 2x = V)(x + 3) rezultd din
flx) =0cax+3=0,deci atrelaradicina este —3.
c) | Functia f{x) areoradacina tripla =f(x) = 0, f'(x) = 0si f''{x) =0, 1p
Fr)=006x+2=0=x=-1 1p
; 5 1 2 1 1p
f (x}=ﬂﬁ,‘ix‘+2x+a=ﬂ:~a—a+a=ﬂ=m =EE@.
f) =0ex® +x2 +ax+b=0=—r +2+2- (—3)+b=0=b=<Q
2p

SUBIECTUL al Il1-lea (30 de puncte)

1. A =(x-e*) =e+xe® folx)=(e*+x-e¥) =e*+e*+ x-e¥=e*(2+x) 3p

a)
flx)=0se*(x+2)=0,deoarecee* = 0,¥x ER=x+2=0=x= -2 2p

b) | Pentruacaculalimitacerutd aflam £,(x) si f,+q(x).

Obervaimci fi(x) = e*(1+x)
flx)=e*(2+x)....... Intuim ca f,(x) = e*(n+ x) si demonstram aceasta relatie 1p
prin inductie.
FieB,: filx) =e*(n+x)
Etapa de verificare. P(y:fi(x) = e*(1 + x), adevarat. 2p
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Etapa de demonstratie.Presupunem adevarata propozitia Pry, : fi (x) = e*(k +x) si
demonstram adevirata propozitia Py.q : fieqlx) = ek +1 + x).

Dar f.(x) = £/ (x)=(e*(k + x)) = e*(k + 1 + x), ceea ce trebuia demonstrat.

Prin urmare P, adevarata, P, = P,.,=F, este adevarata.

Prin urmare lim Zeeald_giindiia) g P
x—on  Fnlxd e¥(m+x)

c) | Studiemintéd existentaasimptotei orizontale. 2p
dim fo(x) = lim x-e* =[-c0-0] = lim S=[-%| = lim ——=—""=0(amfolosit
teorema lui I’ Hospitd).

Deci v = 0 este asimptota orizontaa la graficul functiei f; catre —ce. 2p

Deoarece graficul functiel f,(x) are asimptota orizontala nu mai are asimptota oblica, prin ip
urmare pe aceasta nu 0 mai studiem.

2. | Ffllx)=(n(1+x) —x)'= 3p
a | =1 _1="5 wx>-1 2p
1+x 1+x
b) ! x" 1 ! r 2p
I, = J; (mD4+xn] dx=;J; (In(2004 +x™)) - xdx=
1 1 1.1 _1. 2005 1.1 3p
~In (2004 +x™) - x| — = 5 In (2004 +x7) dx=-1In ——— = ['In (2004 + x™) dx.
« 1 1 11 1 1 -1 .
C) |Searatici], = ~xIn (1 +x”j|,,—;jﬁ In (1 +x™) dx=-1In 2 —;f[, In (1 + x™) dx, deci 1p
1 1p
n-J,=In 2~ [ In(1+x™)dx.
1 1 . 1p
Cumio=In{l+x")=x" ¥x >0, rezultaica 0 = _]"ﬁ In {1+ x™)dx = el deci
lim f: In(1+ x™)dx = 0 (s-aaplicat teorema clestelui) si atunci 1p
H—oo
1p

lim n/, =In 2.
TR —Foo
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BAREM DE EVALUARE S| DE NOTARE
Varianta 3

Prof: Cristea Maria

¢ Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul
corespunzator.

¢ Nuseacorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctgje intermediare pentru rezolvari
partiae, in limitele punctagjului indicat in barem.

¢ Seacorda 10 puncte din oficiu. Notafinala se calculeaza prin impartirea punctajului obtinut la
10.

SUBIECTUL 1 (30 de puncte)

1 nin+ 1) nin + 1) 3p
In =In
1+2+3+-+n nin + 1)
2
nin+ 1) 2
e R p
n D In nin+1) D In 2
2
2. | Functia f(x) = mx* — mx + 2 admite valoare minima dacia m > 0. Vaoareaminima a 1p
I_
functiei este —— = — 22" — 1 & —m? + 8m = 4m
’ 4a 4m Zp

—m? +4m =m(—m+4) = 0 cu solutiilem; =0 i my =4

Deoarece m € R* doar m = 4 seadmite. 2p

3. | Ecuatialogi x* —log: x = 5 are sens pentru x = 0. 1p
-

2p

Ecuatia este echivalenta cu 4log3 x—logs-: x—5=0<(2log; x)% +logs x— 5=10

2 a . . a .. 5 .
Notand log; x =t seobtineecuatia4t® +¢ — 5 =0 cu solutiile t; = —sita=1 care conduc

1p
5
laecuatiile log; x =1 cusolutiax = 3 si logz x = —:51 cu solutia x = 373, ambele numere sunt
. L . R 1

solutii ale ecuatiel initiale deoarece sunt mai mare decét 0. P
4. | Multimea 4 are 6 elemente, deci numarul de submultimi nevide ale multimii 4 este: 2p

28 —1 =63.

2p

6!
4(e—2)

Dintre submultimile nevide ale multimii 4 exista C; = = 15 submultimi care au
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exact 4 elemente.
Probabilitatea ceruti este: P = g = 31 . 1p
. N N - = . 7 - .
5 | Vectorii v = 2i + (m—3)j si u=(m—8) {—3;sunt coliniari daca — = m_—: relatie 2p
echivalenta cu m? —11m + 24 = —6=m? — 11m + 30 = 0 cu solutiile my = 6 si m, = 5. ip
6.
Din teoremasinusului avem relatia: —— = 2 = 2. Res—— = 5 __ 1p
sin B gin C zin 450 gin 750
VI P 1p
sin 457 = — iar sin 75° = sin 15%=""-
— o L -1
Deoarece, sin? 150 = 72223 _ 22
Deci, = =48 5 _ 48 _p_ 5. 208 2 S senE S0 oy 2p
sin 450 gin 750 A2 ¥ 2B 2 V2 &2 2 2
z z
DinZ=2.R=R=""cm.
¥z 2 1p
z
SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
1. | Legea” #’ este binedefinita daca vx, y € R=x = yeR. 2p
a)
Daci x, v € R este evident ca 3xy — 6x — 6y + 14eR, deci x = yeR, prin urmare legea” " este | 3p
bine definita.
b) | Legea“ +" se numeste monoid comutativ daca: 1p

a) Vi, yERx*y =y *x.
B)Vx,y, zER (x*y) xz=xx(y«*z),
c)JecRatfdinct exx =x+xe=x, ¥x ER.

o ) Se observa ca:
x*y =3xy— b6x — 6y + 14=3x(y — 2) —6(x — 2) + 2=3(x — 2)(y — 2) + 2, prin urmare 1p
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x—2)y—-2)+2=3(y—-2)(z—2) +2=x+y=y=x, Vx,y € Rdeci legea" +" este
comutativa.

b)Deducemca (x #y) =z = [3{x — 2){(y —2) + 2] »z=32(x — 2)(y — 2)(z — 2) + 2 ¥x, ¥, 1p
zERiarx={y*z2)=x=[3ly—2)z-2)+2]=32(x— 2)(y —2)(z —2)+2,Vx, y,z € R,
prinurmare (x = y)  z = x » (y » z)= legea  +" este asociativa.

c) Deoarece legea “ " este comutativa prin urmare pentru a afla elementul neutru este
suficient si folosim doar relatiae = x = x, ¥x € Re 2p
e—2Mx—-2)+2=x23(e—-2){x—-2)—(x—-2)=0=2(x—-2)3e—-6-1)=0D.

Cum ultimaegalitate trebuie sa aiba loc oricarear fi x e R, rezultaca3e —7=0=¢ = g € R.
Deducemci e = g este elementul neutru. Ca urmare acelor stabilite anterior, (E,*) este

monoid comutativ.

C) | Sededuce cu usurinta, decarece legea” +” esteasociativa, ca: x#x+ x = 3%(x —2)? + 2 1p
Ecuatiax = x* x = 11esteechivalenta cu 32(x — 2)2+ 2 =11=3*(x— 2)? = 9= 2p
(x—-2)=1ex-2=lswx—-2=-ladicaix=3saux=1 2p
Deci § = {1;3]}.

2. | Fieg(x) catul si »(x) restul impartirii lui f(x) lax? —5x+ 6 . Deoarece grad 1p

3) (x? — 5x + 6)=2, rezultd ca gradr(x)= 1, deunder(x)=ax + b, a,b € K. Drept urmare
fla)=x"=g(x)- (x? — 5x + 6) +r(x).
flx)=x"=g(x)- (x — 3)x—2) + ax + b, din f(3) = 0si f(2) = 0seobtine

3p
3a+b=3"g 2a+b=2"cusolutilea=3"-2"gib=3.2"-2-3",
Deci r(x) =(3" —2") - x+3-2" - 2-3" iar
flx)=(x*-5x+6)-glx)+(3*—2")-x+3-2"—2-3". 1p

b) ‘| Remarcim ci 42 — (tr A)+det (4)1, = 0, iar (tr 4) =5 si det (4)=6, deducem ci 3p
A2 —54+6l, = 0,. 2p

c) | Din cele stabilite anterior, deducem ca 2p
A" =(A2—54+6) - g(A)+(3" —2")A+(3- 2" -2 - 3)[,

2p
= no_ " . _2 5 . L . " ;=
=Gn-2m-(7, )+ G-27-2-39 1
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2(5-2?=—4-3?=

5-(3n—zn})
2n+2_4_3n

5_3n_2n+2 '

SUBIECTUL al I11-lea (30 de puncte)

1. e WL et e e e i s I 3p
ISR =
2
=x"+x" 1+ +x¥+x?+x+ 1, Ve e RN\ {1} P
i T w1 ) — o diF 2
b) | Seremarca ca £l = 1+ 2x + 3x2 + -+ nxn=t = ZEDX I:j_i}}zx SER 3p
. . . .y 2p
e it LRt & B Tl S S N R |
= s = (e_1) y Yx E R\{i}
) | negditateade lapunctul anterior inlocuind x = § deducem 1p
_n__mt1 . . 1ip
2 3 n AFI gn Tl m—3n—3+3WF: 3T gnti_g, g .
1+E+3_z+“.+3.'1—'_=5 fs = ga+L '::W1de0|
9
M+i_g,,_
5n=%. Rezulta ca ip
. . 3iogn-3_ . 3“"[‘3—%]
?211_1&5?: - nh-ﬁlc 2301 gl a3nd, 7
2
_am+s P
=lim —=— ="
n—roo 4 e
2. t dx ip
ly=] enlx+1l=
a) ¢ 2p
=Iln 2—1In 1=ln 2.
b) I“=J.1‘Tn dx:jli,(ﬂf_")“mzL,x_"l_J‘lx_“,(i)'dx 2p
0 1+x g 1+= n 1+x nlp p 7 1+x
1 1
1 1J‘ni+x—xdx 1 1 x™ dx
— |l = | T
2n n {1+ x)? 2n n| (L+x)?
o o 1
p
1 1 t x™ . 1 t x™
Cumji, =——-=| - dx, deci nl, == — | - dx.
In om [y (1) 2 g [1+a)2
Zp
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C) | Putemobservacio = x =1/ (+) olsx+l=2e1s(x+1) 4 = ——=1 1p
Prinimultireacu x™ = 0 si integrand dela 0 la 1 ultima inegalitate se obtine
11"1 t x" 1 4 t " 1 t 2 :
j—dxi:j , dxi:fux”d_xﬁ—ij ——dy = —=lim | ——dx =0 (safolosit
o 4 g la+1)? ntl g [1+x)2 ntl  moee fy (1422 2p
teorema clestelui).
1 b
Trecand lalimita in relatianfn=——j —~_ dx rezulta ca 2p
’ 2 g 1+
1 * n 1
limnl, = lim——j X dx==:.
n—roo n—roo 2 o (1+x)2 2




BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE
Varianta 1

Prof: Dogaru lon
Filierateoretica,profilul real,specializar ea matematica — infor matica.
Filiera voctionala,profilul militar specializar ea matematica - informatica
¢ Pentru oricesolutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul corespunzitor.
¢ Nuseacorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctajeintermediare pentru rezolvari partiale, in limitele
punctajului indicat in barem.
¢ Seacorda 10 punctedin oficiu. Nota finala se calculeaza prin Tmpartirea punctajului obtinut 1a 10.

SUBIECTUL | (30 de puncte)

1. | x+3#0si2x-1#0 = xOR-{1/2,-3} 1p
9x* -12x+4=0 3p
2
=% = 3 1p
2. | Termenul din mijlocul dezvoltarii este T 1p
T, = sza 2p
a=503/231 2p
3. | Fie M mijl [BC] = M(2,-2) 2p
AM:3x—-y—-4=0 3p
4. | tga 0g(90° —a) =1,0a 0(0°,90%) 3p
tg1°tg2° MMHg89° =1 2p
5. | f bijectivi = S=1(-3) + f(-2) + f(-1) + f(0) +f(1) +f(Q +f(3=— 3—-2-1+0+1+2+3 |4p
S=0 1p
6. | x>0 1p
(lgx+3)(Ilgx-10)=0 2p
X = 10'3; X, = 1 2p
SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
1. | detA = -2x,0x0R 3p
a) | x=-1006 2p
b) 200
A =0 2 0fvxeR 2p
0 0 X
x= 2= A2=2; 1p
A= 2 KON 1p
A%t =2A,0k0 N 1p
0) detStZA) =-2xt°, OxOR 2p
(t*=1)=0 1p
t1=0,tb=-1,t3=1 2p
2. | f DR[X] si X =i radicina = f(j) =0 2p
3) a=0;b=7 3p
b) | X1+X2+X3+X4=0 1p
X1X2 + X1X3 + X1Xg + XoX3 + XoXg + X3Xa = 9/2 1p
(X1 -3/2)% + (X2 -3/2)* + (X3 -3/2)%+ (x4 -3/2)°= 0 3p
C) | X,,X,,X4 X, OR aunci, folosind punctul b), obtinem x; =X, = X3 = X4 = 3/2 2p
a=-27;b=818 3p




SUBIECTUL al Il1-lea (30 de puncte)

15 lim3/x® +3x —4 = +00 = G nuare AO Ip
a X — Fo0
Iimmz : 1p
X — *oo X
lim[f (x) —x] =1; 1p
y =x+ 1, asmptota oblica; 1p
f cotinuapeR = G, nuare AV P
b) | x*+3x*—4=0 = f derivabila pe R\{-2,1} 1p
3x* + 6X
f'(x) = ,Ox 0 R\{-2,1
) (X +3x* - 4)? 21 2p
f2(x) f (x) =x?+ 2x, xO Ox O 2
0 | f(x)-f(=2) _ [x-1
=3 , OxORY-2
12 2 {-2 3p
fs'(—2):lim3/x_1:+oo 1p
72\ X+ 2
£1(=2) = lim3 XL = oo 1
d _x\—Z X+2_ p
2. | af(X), s _ XX
a) I—Lx—_ldx—L(x2+x—2)dX—(§+?—2x)j 3p
_4 5
3 p
b) | x°—3x+2=(x—1)%(x +2) 1p
x?-13 2 1 4
= - - ,Ox 01-1,0
f(x) x-1 x+2 (x-1? [-10] 2p
2_
X L34 =-3in2-6 2p
- (x)

) | f'(x)=3x*-3,0x R 2p
f'(x)=0=x =#1 ip
fmin=1(1) =0 1p
frnax = f(-1) =4 P

BAREM DE EVALUARE S| DE NOTARE

Varianta 2

Prof: Dogaru lon

Filiera teoretica,profilul real,specializar ea matematica — infor matica.
Filiera voctionala,profilul militar specializar ea matematica - informatica

¢ Pentru oricesolutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul corespunzitor.
¢ Nuseacorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctajeintermediare pentru rezolviri partiale, in limitele

punctajului indicat Tn barem.
¢ Seacorda 10 puncte din oficiu. Nota finala se calculeaza prin impirtirea punctajului obtinut la 10.

SUBIECTUL | (30 de puncte)

1| @+i)'=-4

| 2p |




(1-i)'=-4 2p
(1 + | )2012 _ (1_| )2012 =0 1p
2 11x+420:>x2_—4 1p
11
X>—7x=0 2p
X1=0; =7 2p
3. | 2cos’x + cosx —1=0 1p
. . Y/
cosx =Y s5i x0[0,277] = x = %slx=? 2
cosx =-1 si x0[0,277] = x= 11 2
4. | f strict crescatoare = f esteinjectiva ({1,2,3,4}) are 4 elemente 2p
Numirul funciilor = C; = 15 3p
5. | FieM mijl.segmentului [A,B] = M(-1,1) 1p
m' = - 4/3 2p
AM:4x+3y-1=0 2p
6. |&= a&—3r 2p
Q9 =y + 3r 2p
ag + ayg = 2012 1p
SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
1|12
a) ‘3 jl——l:wangM 22,0m0OR %p
detM =m?—6m+5 ZE
rangM =2 = m; =1, m=5
b) | A,B,C necoliniare = detM #0 3p
mUORY{ 1, 5} 2p
C) 1
Aagc = E|m2—6m+5| 1p
m’—6m+5=(m-3)°-4 2p
Pentru mO[ 1,5], triunghiul ABC are ariamaxima dacai m=3 = Ariamax =2 2p
2. | xyUG=1+xy>0 1p
3 Xy UG= w>0 = xly>-1 1
1+ xy p
xy0G= XVV=D 6 ypysog 1p
1+xy
X,y 0G= xyG = G partestabila 2p
b) L xoy)y= B IXTY gy ,
1+Xxy+Xx+y p
f(x)-f(y) = w,gx,ygg 2p
1+xy+x+y
f(xOy) =f(x)-f(y), Ox,y OG 1p
C) 1., n-1
_) = >
f(n) n+1’Dn_1 1p
1.1 1 1 1 1
f(y) =f (== 00Mx) =f (=) @ (=) O (=) = /45
(y) (2 3 9) (2) (3) (9) 2p
l-y_1 1p

1+y 45




y= Lo - 2
2 9 23
1p
SUBIECTUL al Il1-lea (30 de puncte)
L., . 3X'+x*+3
a) f (X)—W,DXDR 3p
f'(x)>0,0x0 R = f estesdtrict cresciatoare pe R 5
p
b) | f estestrict crescatoare pe R = f este injectiva 1p
f continuz 1p
limf (x) =400 = f este surjectiva 2p
f este bijectiva 1p
C S_2x + 1
) | 2im X X m5arctgx p
xoe X
Daci m> 3atunci | =0 1p
Daci m< 0 atunci | = oo 1p
Daci m=3 atunci | =1 2p
2. | l,=e-211 2p
a) =1 2p
lb=e-2 1p
b) | x"€ >0 oricarear fi x [ [0,1] = In>0,0ricarear fin O N* 1p
o1 —In = j;x”(x -De‘dx < 0 oricarear fi n ' N" = (In)n>1 este strict descrescitor 2
1=1,21>0,0nON* = (I,)n>1 €ste marginit 1p
(In)n>1 Monoton si marginit < (In)n-1 coOnvergent, 1p
C) | lnmi=e—(n+1)l, oricarear fi n J N* 2p
Nl =e+ l,—In, oricarear fi n [ N* 1p
(In)n>1 convergent = lim(I_—1 .)=0 1p
: " 1
limnl =e )

BAREM DE EVALUARE S| DE NOTARE
Varianta 3

Prof: Dogaru lon
Filierateoretica,profilul real,specializar ea matematica — infor matica.
Filiera voctionala,pr ofilul militar ,specializar ea matematica - infor matica
¢ Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul corespunzator.
¢ Nu seacordai fractiuni de punct, dar se pot acorda punctajeintermediare pentru rezolvari partiale, in limitele
punctajului indicat Tn barem.
¢ Seacorda 10 punctedin oficiu. Nota finala se calculeaza prin Tmpartirea punctajului obtinut la 10.

SUBIECTUL | (30 de puncte)

L | k =[(\/5+~/11)’] =16 +[24/55] =16 +[/220] 3p
k=30 2p
2. |ly=7-X 1p
3x*—21x +36=0 2p
X1=4=y;=3 1p
X2=3 = Y,=4 1p
3. | xON,x=>2; 1p




2C 72 =x(x -1

2x(x — 1) = 1524 2p
X = 28 1p
4. | d=divizor natural al lui 2012 = d [1{1,2, 4, 503} 2p
_h. cazfavorabile _1
nr.cazposibile 2 3p
S | U+V=-4i +3] gp
[u+v|=5 p
® | gnax =29 oxoR )
+1g p
2tg’ X + 5tgx +2=0 1'3
tgx = -2; tgx = -1/2 P
m3m
XUl = — |=>tgx=-2 1
(231 p
SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
1. -6 2 2
A |a=l6 2 -2 .
6 -2 -2
A #0; = rangA’ =1 2p
A" areliniile (coloanele) proportionae 1p
rangA =1 1p
b) 4 2 2
2 _ -
A=|6 8 -2 3p
6 -2 8
10 20 -10
A’=[20 20 O |=10A; 2
10 40 -30
c) | detA =0; 1p
— 1 2 — — .
dp—2 2——2:>rangA—2, 1p
12 2
minorul caracteristicd.=12 2 7|=0=sistemul estecompatibil; 1p
1 4 -
5-
Ecuatiaare solugiile: X, = | z—- 32 , 2p
z
2. | ay, =2Cy, =2; 2p
— 2
B + 8 =
b) | f=(X*-1)g+aX + b, ab LIC; 1p
f)=@1+i) P+ @1-i)®=f-1)=-2"* 2p




a=0;b=2" 2p
c) X+i)" .
f(x)=0| ——| =cosm+isinT 1p
X =i
x+i = (x —)(cos Z DT g (BKH 1)") k0{0,1,...,99} 2p
100 100
Radkicinile x, = ctg%-[, kO{0,1...,99} snt toate reale 2p
SUBIECTUL al I11-lea (30 de puncte)
1. [f(x)=-3°+10x-3, OxOR 1p
a) | f'(x)=0=x,=%3,x,=3 2p
f este strict crescitoare pe [1/3,3] 1p
f este strict desarescitoare pe(—,1/3] ,respectiv pe [3, +) 1p
b) | f"(xX) =-6x+10 OxOR 1p
f"(x) =0 =x=73
) % -
f este convexi pe (—oo,%] : 1p
f este concavi pe [%,+oo) Ip
c) | Folosind punctul a) , obtinem x = 1/3 este punct de minim, iar X =3 este punct de maxim 1p
f(1/3) = m—-13/27 ; f(3) = m+9 1p
-13/27<0
f aretrei radicini realedistincte {m / 2p
m+9>0
—913
25 f(x)20,0x 0[0,1] = Arial", = [}(1=x)"dx; 2p
a
. x=D™ 1
Arial, =(-1 =
O |, n+l 3p
B) 11, = [xf (x)dx = (-1)" [ x(x —1)"dx 1p
n ( 1) J‘ (X 1)n+ldx
2p
( y {9 1 SON ,
n+l n+2 (n+1)(n+2) P
C) n+|t
1, X 1, X n (x
ln=[ f,(Bdx =[ f (=)dx = (—1)”—(— - ) ; 2p
n n n+1\n .
3p

liml, —Ilm( 2 n[( -)™ + (- 1)”*2} —||mLK1_1)(1_1jn+1:|: 1—¢e
et on+l e+l n
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tgC =tg(;7- A-B) :tg[n—(A+ B)] —tg( A+ B)BAREM DE EVALUARE $I DE NOTARE

Variantal

Prof: ...GagaLoghin.

¢ Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul corespunzator.

¢ Nu seacorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctajeintermediare pentru rezolvari partiale, in
limitele punctajului indicat Th barem.

¢ Seacorda 10 punctedin oficiu. Nota finala se calculeazi prin Tmpar tirea punctaj ului obtinut la 10.

SUBIECTUL | (30 de puncte)

1 2021 2p
i mZ mS .- D‘]ZO - il+2+3+-»-+20 - | 2 = iZlO
1p
210=4[5%2+2
2p
i210 - i4[52+2 — i2 - _1
2. | Ofunctie esteinjectiva pe un interval daca este strict monotona pe acel interval 1p
f'(x)=3x*+1>0 2
2
Derivataintéi este pozitiva, strict, deci functia f(x) fiind strict crescatoare pe R , adica injectiva P
3. | 16°+5@*-21=0 = 4> +20#*-21=0 1p
Notez 4* =t;t >0=t*+20t -21=0=t, =1t, = -21, care nu corespunde 2
2p
Din 4 =1=4*=4=x=0
4 1p

C
=& ; Cp = 900, numarul de numere de céte 3 cifre.
C
p

Conform enuntului, avem urmatoarele forme de numere; numere de forma aab . Numirul de numere de 3p
aceasti forma este 99 = 81. Numere de forma aba . Numarul de numere de aceasta forma este
99 =81. Numere deforma baa . Numarul de numere de aceasti forma este 99 = 81.

C
Deci, numarul de cazuri favorabileeste ¢, =81[3=243,iar p=—=—+-=—-=0,27 1p
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5. | Medianadin varful A cade pe mijlocul laturii BC. Fie M mijlocul laturii BC. Avem 2p
_XgtX. _ —3+7 _ _YetYe _4-2_
= = =2,y = = =1 3
Xm 2 2 Yu 2 2 p
Xy Xy
Xy Ya =0=|12 5 1=0=>x-2=0
X Ym 2 1
Xy Xy
Ecuatiadrepte AM este: X, Y, 1=0=[2 5 1=0=>x-2=0
Xy Yu 2 1
6. 2p
sna=+1-cos’a =, L
25 5
sn?  2sn2mos? 3
ig2= 2 _ 2 2 _ sina _
cos2 20082 & 1+cosa
2 2
SUBIECTUL al I1-lea (30 de puncte)
1)' detM=m+m—1—m2=—m2+2m—1=—(m2—2m+1)=—(m—1)2 5pp
a
b) | Pentru m=1= rangM = 2. Necunoscute principale: y, z; necunoscutasecundarda x =allR. 3p
L . . . Jytz=3-a_ [z=4 2
Ecuatii principae: primele doua. Sistemul devine = = S{ a,—-1-a, 4} P
y=-1-a y=-1-a
¢) | Sistemul esteincompatibil daca rangul matricel sistemului este # de rangul matricel extinse. 1p
Pentru m#1= rangM = 3. Fie matriceaextinsa 2p
111 3
M=m1 0 -1
1 1 m 3
11 3
d=[1 0 -1=0-1+3m-0-3+m=4m-4=4(m-1)#0 2p
1 m
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11 3
d=1 0 - :O—1+3m—0—3+m:4m—4:4(m—1)¢O,deci rang M =3 si sistemul este
1 m 3

compatibil, OmOR .

2. | xOy=2xy-4x-4y+8+5a-8=2x(y-2)-4(y-2)+5a-8= Sp
a | =2(x-2)(y-2)+4(a-2)+a>a 0a>2

b) | Severifica imediat ca operatia este corect definita, ca este asociativa si comutativa. 2p
Elementul neutru este unic si avem:

xJe=x=>2xe-4x-4e+5a=X = 2e(x-2)=5(x-a)=>a=2si e:g 3p

Elementul simetrizabil se verifica imediat

c) | f este bijectiva, fiind functie de gradul |, strict crescatoare. 2p
f (xOy)=f (x)CF (y)
Verificimrelatia f (xOy) =2(2xy —4x-4y+10)-4=4xy-8x -8y +16 3p

f (x)CF (y) =(2x-4) {2y -4) = 4xy -8x -8y +16

f (xOy) = 2(2xy - 4x—4y +10) -4 = 4xy ~8x -8y +16
f (x)CF (y) =(2x-4) {2y -4) = 4xy-8x -8y +16

Deci grupurile (G,D) si (RE,[)] sunt izomorfe.

SUBIECTUL al [1-lea (30 de puncte)

;' , _2x(x2+1)—(x2—1)E2x_ 4x
) | f (X)_ (X+1)2 - (X+1)2 2p
()= 4(x+1)" -8x(x+1) _4(x+1)(x+1-2x) _4(1-x) 3p
)t ()t (e

b) | Monotonia depinde de semnul derivatei I. Pentru X =0 f(x) este crescitoare; pentru X <0, f(x) este | 2p
descrescatosre
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Determinam semnul derivatel a douasi obtinem: 2p
pentru XD(—OO,—l)D[l,OO), f"(x)<0= f(x) este concavs;
1]
pentru xO(=1,1), f"(X) >0=> f(x) este convexa P
C) 1
1Y _x®*-1 2 —_ x*-1 1-x*
g(Xk):f(Xk)*‘f(?j:sz_'_l X1+1:X2k+1 X2k+1: 3p
2k
. g(x) +g(x . +g ¥ 2011 4 2013 o . 2p
B e
2. 1 1 LT 2p
) IO:£X2+1dx:magx|O:Z
L 1t 2 Y In2 3p
l, = -([x dX_EOx2+1 ——.[ dx——ln|u| (x +1)0——
b) n n+ 1 1 Xn+1
Fie DxD[O,l]:>x”2x“+1.Deoarece:> :>I dxzjz—dx:ﬂnzln+1
x+1 X +1 J X2 +1 o X +1 2p
1 X" X2 1X“(X +1) 1 1
In+In+2:I > j dx = j Ix"dx:—
o X +1 X +1 n 5 n+1 1p
1 1
— =1+l <21, =1, 2
n+1 n+ n+1< n>2(n+1)
1 1
- = 2
— =t 22 :>Ins2(n+1) p
= ! <l < 1 ,n=2
2(n+1)" "7 2(n-1)
c) 1 <l < 1 | N < l_} 2p
2(n+1) " " 2(n-1) 2(n+1)” """ 2(n-1) 3
LI SV S
2(n+1) 37 " 3 2(n-1) 3
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: n 1| . ( 1} : n 1
lim| ——~=-=|<lim|nl,—=|<lim -=
nW{Z(nfn 3} n-e 3) n-=| 2(n-1) 3

. on-2 . 1\ . n+2 . 1)_1
lim————<lim/ nl,—= |<lim———=Ilim|nl ,—-= |==
n-wg(n+1) " n-e 3) n-=6(n+l) n-e 3) 6

3p
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BAREM DE EVALUARE S| DE NOTARE
Varianta 2

Prof: GagaLoghin.

¢ Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul corespunzitor .

¢ Nu seacorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctajeintermediare pentru rezolvari partiale, in
limitele punctajului indicat Th barem.

¢ Seacorda 10 punctedin oficiu. Nota finala se calculeazi prin Tmpar tirea punctaj ului obtinut la 10.

SUBIECTUL | (30 de puncte)

1| b =b,m, =J728=14 2p
' 2
ng :E:Z' i
b, 7
1p
2:1:>blzz
b 2
2| f(1)=5"+logs1=5 2p
| f(f(1)=1(5)=5"+1=3126 3p
3| 1n binomul (a+b)", termenul Ty, sescrie T,,, =Clka"*b* 1p
k
ok (2012
= T,., =C} (2012F/x (—J ,92k=k0{0,1---,9 1
K+ 9( ) Jx { } p
9k K 9-k_k
T, =Ce20127 [x 4 [2012"[Xx 2 =2012° [x 4 2 2p
9-k K . Trebuie si avem
T_EZO = 9-3k=0=>k=3=T,=2012° 1p
9;k—E:O = 9-3k=0=>k=3=T,=2012°
4 2
4 1p
p=—-;c,=3=27
p
Numarul de cazuri favorabileeste 3[2[1, deci c; =6, iar 2p
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6
p:_f:E:_:O,(Z)
p 2p
5 | Centru paralelogramului se gaseste laintersectia diagonalelor AC si BD. Fie O acest centru. Atunci 2p
:XA+XC:_2+2=O'y =yA+yC:3+4:Z 1p
2 2 e 2 2 2
:XA+XC:_2+2=0'y =yA+yC=3+4:Z
2 2 e 2 2 2 2p
Xg+ Xy _3+n _ _ )
xO—T—T—O:m——B:D(—&S),
_YetYp _M+5_7 _
= = =—=m=2=B(32
Yo = "BhE (32)
6 | toC =tg(r- A-B) =tg[ 7-(A+B) |-tg(A+B) 2p
8-513
2+ %
_ tgA+tgB _ 11 _ 22+8-5J3 _
tg(A+B)= = = =
1-tgAligB | -5J3 11-16+10V3 3p
11
_5{e-ve) __[6-3)(1+25) e41005- 56 _
_5(1_2\/;;) -11 11
gc=\36="1
SUBIECTUL al I1-lea (30 depuncte)
13 11 0)(1 10 111 1 21 Sp
A*=0 0 1|00 0 1|=|0 1 O;A°=A°A=|0 0 1
010){010 0 01 010
011
A-A={0 O =A -1,
0 0O

b) Prin inductie. Egalitatea se verifica, conform punctului @). Presupun ca
P(n): A=A =N -1,

P(n+1):

AT - A= A(AT- AP ) = AN 1) = - A= A -

si demonstrez

2p
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P(n+1): A™ - A" = A’ - |, Intr-adevar, avem: 2p

A" - A= A(AT - A?) = A(A - 1,) = AP~ A= A’ -1, conform a)

C) Obsevam ca se verifica pentru n=1. Presupunem adevarata pentru pentru valorile mai mici si 2p
egale cu n-1si demonstram pentru n. notaim cu S, sumaelementelor.

Din

A-AP=N -, = A =A?+A -, =S =n-2+3+2+3-3=n+3

2
A -AT2 = -l = A= A A P
=S5, =n-2+3+2+3-3=n+3
2. xOy =2xy-4x-4y+8+5a-8=2x(y-2)-4(y-2)+5a-8= Sp
a | =2(x-2)(y-2)+4(a-2)+a>a 0a>2
b) Se verifica imediat ca operatia este corect definita, ca este asociativa si comutativa. 2p
Elementul neutru este unic si avem:
xOe=x= 2xe-4x-4e+5a=X = 2e(x=2)=5(x-a)=a=2si ezg 3p
Elementul simetrizabil se verifica imediat
C) f este bijectiva, fiind functie de gradul 1, strict crescatoare. 2p
f(xOy) = f(x)CF (y)
Verificimrelatia f (xOy) =2(2xy—4x—-4y+10)-4=4xy—-8x-8y+16 3p

f(x)CF (y)=(2x-4) {2y -4) = 4xy-8x -8y +16

f (xOy) =2(2xy —4x -4y +10) -4 = 4xy —8x -8y +16
f (x)CF (y) =(2x-4) {2y - 4) = 4xy—-8x -8y +16

Deci grupurile (G,D) si (RE,[)]sunt izomorfe.

SUBIECTUL al I11-lea (30 de puncte)
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1.3 (x+3j'
f'(X)z 3-X =3 X X23|j3 X: 62>O,DXD(—3,3) 3p
X+3 (3—x) X+3 9-x
3-X
. . 2p
Deci f(x) este strict crescitoare pentru X[(-3,3)
b) 1. asimptote orizontale nu exista, pentru ca nu se pune problema calculului limitei la oo ; 1p
2. asimptote oblice, nu exista; din aceleasi ratiuni (x0(-3,3))
+3 1p
3. asimptote vericae: Iingln;(—:InO:—OO.Deci X =—3 este asimptota verticala la
X~ - X
X>-3
dreapta. 3p
. X+3 . . s A
I|rr31In3—=Inoo=oo.DeC| X = 3 este asmptota verticala la stdnga
X - X
X<3
C) 3
—+ X
. . . + . +
||m><f(1j:||mx[nnx—:nmxmn3x 1:Inllm(3x 1) =1 2
e \x) e g e 3T e 3x-1
X
| Iim(gx 1} :Inlim(1+3X+1—1j :Inlim(1+wj :Inlim(1+ 2 j 3p
x-=\ 3x—1 x-o\ - 3X-1 X 00 3x-1 x-=\ - 3x-1
B 3X—l—3i)_(1
2
o 1 o dm2C 2D
=Inlim}|1 31 =Ilne =Ine =3
2
J _2><
B 3x-1"]3y51
2
. 1 lim 2% 2 2
= + = ~o3x-1 = 3 ==
Inlxlm 1 3x—1 Ine” Ine 3
2
2. 5p

lo

1 1
In2 1 _ 1_TT
!XZ +1dx-|n2E£X2+1dX—In2®rctgx|O =, In2
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) Deoarece X1(0,1) = X" > X", | X21+1>O 2P
In(x"+1) In{x"*+1
n(f )> n(x2 ),DXD(O,l):In>IM:
X +1 X +1 3p
1In(x +1) lIn(xn+1 ) _
'[ jz—dx, Ox0(0,1) =1, >1,,, = sirul este descrescitor.
0 X“+1
C) 1 n 1 un 1 S5p
Osln=.[|n . +1)dxs.[ X_dx< xdx—iD 00
L X +1 S Xe+L ] n+l "™°
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BAREM DE EVALUARE S| DE NOTARE
Variantal

Prof: lonescu Maria

¢ Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctgjul corespunzitor.

¢ Nuseacorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari partiale, in limitele
punctgjului indicat Tn barem.

¢ Seacorda 10 puncte din oficiu. Notafinala se calculeaza prin impartirea punctajului obtinut la 10.

SUBIECTUL | (30 de puncte)

1. | S=5+10+15+...+95=5(1+2+3+...+19)= 3p
=5(19* 20)/2=950 2p
2. | Sescrieecuatia 3 (3% +3* B+3* =117 1p
3(9+3+1) =117 = 3*13=117 2p
2
F=9= x=2 P
3. k 2
T = Cgo (%)k = Cgo 28 P
k0{0,36,...18} 2
7 termeni ragionali 1p
4. b= nr.cazuri favorabile 1p
nr. cazuri posibile
Numerele posibile: abc : 3*4*4=48 1p
Numere favorabile: abc: 3*4*2=24 1p
2
P= % = 1 p
48 2
3 3 2 5 2
dlld, o 2=-S2-2 P
4 2
8
m=-2 3
3 p
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6. 2
Fie M mijlocul segmentului [BC] = M (XB ;XC e ;ij:,» M (0.2) P
AM = (% =%, )" + (Yoo —¥a) = AM =2 422 2p
1
AM =17 P
SUBIECTUL al I1-lea (30 de puncte)
1. C(—l,l) 1p
a)
Xy
AC:|3 2 1=0 2p
-1 1
AC:x-4y+5=0 2p
b) Xa  Ya 1p
AB.,Ccoliniare = |x; Yy 14=0
X Y
3 2 3p
1 5 1=0< n+13=0
. ) . 1p
n=-130N = A,B,Cnu pot fi coliniare, OnON
9 x v 1p
AAABsz Xg Y
X Y
3 2
% 1 5 1/=10 = [n+13=20
2p
n=7
2. | Asociativitatea: (xOy)Oz=x0y0z),0x,y,zOR 1p
¥ | Demonstrarea asociativitatii 4p
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b) | Comutativitatea legii 1p
Calculul elementului neutru e=1 2p
2
Cdculul xR2=20x"'=1= x'=$ P
C
) Folosim ny:B(x—§j(y—§]+§
6 6) 6
3
xDxDx=62(x—§j +E . Ecuatia devine pentru x—§:t 2p
6 6 6
36t>-t=0 cu solutiiletD{O,i%} 2p
45
Xl:l P
{6 6 } 1p
SUBIECTUL al I11-lea (30 de puncte)
1. 0 2p
3 _ny2
B | fim ) oy X =B+ 22
x-1 x=1 x-1  x-1
2_
lim>X %% - 3 3p
x-1 1
b) | Calculul f'(x)=3x*—6x 1p
2
£(x)=0= x0{0,2) P
Tabelul de variatie si finalizarea
3p
.| f(0)=2-m,f(2)=-2-m 2p
. . 2p
Sirul lui Rolle pentru mO(-2,2) = —,+,—,+
1p
3 solutii reale
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2. 1 1 _ 1p
'1:,[ X dx:IX+2014 2014d _
a) v, X+2014 o X+2014
1 1
Ildx—2014.|';dx:(x—2014ln|x+2014{)‘1 = 3p
0 v, X+2014 0
1-20141n 200
2014 1p
b) 1 . n+l n 2
|, +2014l :Iﬂdx: P
y  X+2014
1
= =——,0nON’ 3p
n+l, n+l
c) ln—1,<0 1p
1
———<I <
2015(n+1) 2015n 2p
limnl, = —— 2
n-e 2015

BAREM DE EVALUARE S| DE NOTARE
Varianta 2
Prof: lonescu Maria
¢ Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctgjul corespunzator.
¢+ _Nuseacorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctgje intermediare pentru rezolviri partiae, Tn limitele

punctajului indicat in barem.
¢ Seacorda 10 puncte din oficiu. Notafinala se calculeaza prin impartirea punctgjului obtinut la 10.

SUBIECTUL I (30 de puncte)

1| z=1+i+i%+. . +i%=1+i-1-i+1+i-1-i +1+i—-1=i 3p

|7 =\0?+22 =1 o
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2. | A<O 1p
m? -36<0 2p
mD(—OO,—6)D(6,00) 2p

3. 2 _4AX+3> 2
Conditii de exigtenga: X X T320 P

x=-1=>0 = X[{L O[3,»)
x> —4x+3=x*-2x+1= x=1 solutie 3p
4. P nr.cazuri favorabile 1p
nr.cazuri posibile
Numere posibile: 11 1p
Numere favorabile: 0,1,2,3,4 1p
P:i 2p
11

S | d 0d, = 2[a+(-3)6=0 3p
m=9 2p

6. | sin75 —sin15 =2sin30° cos45’ = 2p

_,dpl2 A2 3p
2 2 2

SUBIECTUL al I1-lea (30 de puncte)

1. 1 1 1p

a | detA=[1 m 1|=

m 1 1
2
Z(m+2)(m-1)? P
2p
mO{-2,1

b) x+y=1 1p

Sistemul devine: { x+z=2 sau det A=-2
y+z=3
4p
Obtinem solutiac x=0,y=1,z=2
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€) | detAz0= mOR/{-2,1 = rangA=3 2p
_detA=0= m=1=rangA=1 1p
Daca
= m=-2=rangA=2 2p
2. | a0z, b0z, 2p
8) | Sepot forma 16 polincame 3p
Ot xirax 42 lp
A A3 A A A
f(2j:2 +22+2= 5
Restul este P
=2 2p
C ~Y N 1
JECE p
N N 1p
f( ):2+a
f( j=0+2a+1 1p
A A A A A 1p
f( j=3+3a+1=3a
aD[LB] Ip
SUBIECTUL al 111-lea (30 de puncte)
L |, =204 2p
g |1 )= (x-2014)°
2p
f'(x) <0,0x0OR/{2014}
1p
f este strict descrescitoare peintervalul (—,0)
b) | x=2014 asimptota verticala 2p
y =1 asimpota orizontala 3p
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C X 1 X 2
) |im(f(x))X:|im(Lj 1:|im(1+ﬂj i
X0 x-e\ x=2014) x-=\ x-2014
2014x
x-2014 Tx—2014 3
lim(f(x))"=lim (1+ﬂj o = P
X - X— 00 Xx—-2014
2. | g este derivabila pe (0,) 1o
¥ | g(x)=f (x),0x0(0,0) ¥
1p
Concluzia
51 e p
J £ (x)-g(x)dx=g’(x)-g(x)dx=
1 1
o° ()|
= = 2
2 | i
e’ P
"2
0 | xO[Le=1< f (x)<2 2
Concluzia P

BAREM DE EVALUARE S| DE NOTARE
Varianta 3

Prof: lonescu Maria

¢ Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctgjul corespunzator.

¢ Nuseacorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari partiae, in limitele
punctajului indicat in barem.

¢ Seacorda 10 puncte din oficiu. Notafinala se calculeaza prin impartirea punctajului obtinut la 10.

SUBIECTUL I (30 de puncte)
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1. 1 2p
log, 32 = log,, 2% =——
P
-2 1
(\/6) "6 2p
Rezultat final: O 1p
2.|Fief:R- R f(x)=ax’+bx+c;az0,abcOR 3p
2 : 2 2p
f(x)=-9%x*+12x-4 si f(x)=-x*+4x-4
3. | Conditie de existenta: x>0 1p
lg® x> —20lgx+24=0 - 4lg® x—20lgx+ 24 =0devine t* -5t +6=0,t =Igxcu radicinile: 2p
2,3
x [1{100,1000} 2p
4, p= nr.cazuri favorabile 1p
nr.cazuri posibile
Numere posibile: 100,...,999 = 900 numere 1p
Numere favorabile: 116,161,611,123,132,213,231,312,321 = 9 numere 2p
= 9 = 1 1p
900 100
5. | Demonstratia : triunghiul ABC este dreptunghic 2p
hC:d(C,AB):l—SZ 3
6. | cos2x=1-2sin®x= 2p
—1-2 =1 6p
4 2
SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
1. | det A=8,trA=6 2p
a)
A2 -6A+8l, =0, sau caculul cu matrice 3p
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b b 2
) | e x =(: dj Calculul ATX si X A P
. . . a 0 3p
Rezolvarea sistemului si solutiac X =
c a+2c
c) a’+bc=2 2p
b b(a+d)=0
FieY:(a j.ObginemsistemuI ( )
c d c(a+d)=1
bc+d? =4
Obtinem a=i«/§,b=0,c=%d si d =+2= 4 solutii 3p
a
2. b 2p
XREX X+ X =-—
a
a) 0 3p
b) | Notam x* =t si obtinem t 0{1,2013} 3p
2
x0f +1,+1/2013] P
C) ()(1+2)(X2+2)(X3+2)(X4+2) = f (—2) 3p
f (-2) = -6027 2p
SUBIECTUL al I11-lea’(30 de puncte)
1. oy 2X 2p
2 f (x)-—x2+1,DxDR
Din tabelul de variatief este strict descrescitoare pe (o, 0) si este strict crescitoare pe 3p
(0,%)
b) | y-f(1)="f'(1)(x-1) 1p
2
f(1)=In2; (1) =1 P
3p
X-y-1+In2=0
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c) 2(1-x? 2p
fr(x)= ( Xz) OxOR
(% +1)
Tabelul de variatie 1p
Puncte deinflexiune: A(-1In2);B(1In2) o
2_ 102 102 1p
[ 1(Vx)dx= | Vx+20140x
a | n 11
_2 3102
—5(\/x+ 2014) } 2
=3(463—453) 2p
3
b) | & 1 X 2p
_[ 2 dx= 2
L F2(x) 1 x¢+2014
X H 45
dx==In|x*+2014| =I 3
!fZ(X) K= N 2014 " 2015 P
C) | PrimitivaF afunctiei f estestrict crescitoarepe R= F'(x)>0,0x0OR 2p
F'(x) = f(x)>0,0x0R i
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Prof:Isofache Catalina,C.N.Al.l.Cuza Ploiesti

¢ Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul corespunzitor.
¢ Nu seacorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctajeinter mediar e pentru rezolvari partiale, in
limitele punctajului indicat in barem.
¢ Seacorda 10 punctedin oficiu. Nota finala se calculeaza prin Tmpirtirea punctajului obtinut la 10.
SUBIECTUL 1 (30 de puncte)
1. 10 3p
(i_j =2
1-i
a=0i b=32 2p
2. | Functiaeste strict descrescitoare pe (- o; x,] si strict crescatoare pe [X,; ©) 1p
2p
b
== =-3
X =T X
m=-3 2p
3. (1j13 1p
1- = 13
1+£+i+i i:—5:§ 1- E <§ 2p
5 5 5 5% 1 4 (5 4
5 2p
4. ke o 7k 3p
T, =Ck (xz)g'k(i] . k=09.Rezultd T,,, =CXx 2.
3x
18—7—:=4:>k:6.Deci T,. 2p
5. — 2
n=12k+r ; r =0;11.Rezulta cos™ = cod 2k + 77 |=cos™ . P
6 6 6
12-
COSiT: co 277—11 : 277-—11 = ﬂ 2p
6 6 6 6
1p
Deci pentru r = 0;6 obtinem valori diferite.Rezultd multimea are 7 elemente.
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6| AB={(x; - %, )? +(vs — y,)? rezulti AB=2y5 ;AC= 44/5;BC=10, 2p
1
Din reciprocateoremei lui Pitagora obtinem triunghiul ABC dreptunghic in A. P
2p
M(XB X Yo F yCJ.Deci M(- 1:7)
2 2
SUBIECTUL al I1-lea (30 de puncte)
1. 1111 2p
8 |A=|0 1 1 1|estematriceasistemului.
0011
11 2
Minorul |0 1 1=1#0.
00
Deci rangA=3 1p
b) | RangA=rang A rezulti sistem compatibil simplu nedeterminat. 3p
x=Ly=0t=a ;z=—a;a0C. 2p
C) 1 -1 0 3p
o 1 -1 e .
A=l,= X = o 5 a; [; y 0 C .Rezulta o infinitate de sol utii.
—a -f 1~y
a b c g=0
. d e f| . .| q+r=0 . . . .
FieY= .Sistemul de ecuatii: O.Contradlqle.DeC| ecuatianu are solutie.
m n p r+s= 2
q r s q+r+s=1
2. | f=qgtr,gradr<gradg 2p
a | g=x*-x*+2x-2sr=3 3p
b) | y?®=1rezulta S =6. 3p
6 6 6 6
S, = Z(xk2 + X, +1)=Zxk2 D X A D L= (X H Xy F ot X )E 200K, F ot XXg)
k=1 k=1 k=1 k=1 2p
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(X, + X, +...# Xg ) +6.

6 6

Din relagiile Iui Viete obinem > x, =0si ) xx; =0.
k=1 i;j=1
i<j

Deci S, =6

C) | Notam x® =t s obtinem ecuatiat? +t+1=0 2p
A < 0 rezulti ci ecuatia nu are solutii reale. 2p
Deci polinomul f are O radacini reale. 1p

SUBIECTUL al Il1-lea (30 de puncte)

1. 1 2p
f’(X)=—= ; x>0
3 () X
7 (X)=- 1 <0 2p
2xv/x
Ip
Rezulta f’ este strict descrecitoare pe (0;c) .
b) | Aplicam teoremalui Lagrange pentru functiaf pe intervalul [k;k+1] si rezulta 1p
c(k; k +1) astfel incét f(k+1)-f(k)= f'(c). 2p
1 1p
f(c)=—
Je
(ke 2)-F(K)= 1p
Je
©) | b,y —b, <Orezultasirul (b,),.,. estedescrescitor.Dinteoremalui Lagrange rezulta 1p
. . 1 1 . I — .
inegalitatea: < 2k +1 -2k < —— .Insumand inegdlitatile pentru k=1 n, obtinem 1p
€9 PFYI e €9 p
b, = —1,deci sirul (b,),- €ste marginit.Rezulta (b,), . €ste convergent. 1p
Din a, >2vyn+1- 2V/1 si trecerealalimiti in inegalitate,rezulti ca lima, =o.
n- oo 2p
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2. | = Ta_ ; T 2p
Iénzxdxzjl costdX:(z_anXJ _
a | = x 2 2 4 )r 4
2 2
(! e
=dx=(Inx)» =In2.
,I,x ( )|5 2p
2
I(fz(x)+gz(x))1x:%+ln2. 1p
2
b) n 3p
Functiah(x)=sin®" x ; xO[-7z; 1] este impari, rezulti J' sin®xdx =0.
; (2012) : = T (2012) 2p
Functia g (X) ;x0O[-m; 1] esteimpara,deci J' g (X)dx=0
C ' 3
) '[ZSinzX—ﬂﬂ+%ZO;DXD[7—T;ﬂ}DtDR. P
X X 2
Prin aplicarea integrae j obtinem inegalitatea ceruta. 2p
f

BAREM DE EVALUARE S| DE NOTARE
Varianta 2

Prof:Isofache Catalina,C.N.Al.l.Cuza Ploiesti

¢ Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul corespunzitor.

¢ Nuseacorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctajeintermediare pentru rezolvari partiale, in
limitele punctajului indicat Th barem.

¢ Seacorda 10 punctedin oficiu. Nota finala se calculeaza prin Tmpirtirea punctajului obtinut la 10.

SUBIECTUL 1 (30 de puncte)

L e+iy =l 3
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2+ =v/22 +12 = /5 rezulta (\/3)10 =5°,
2p

2. | J50=707.. 3p

Produsul primelor 10 zecimale este egal cu zero. 2p
3. | g =98x _ 92 _ 9bx 2p

2x* =6X = X, =3X, =0 3p
4. | Df(b)=1;f(c)=1; ) f(b)=1;f(c)=2; Il f(b)=2;f(c)=1 3p

Rezulta 3 functii. 2p
5. 2p

cosB:E:sinB :2—\/§;cosC=E :>sinC:£.

3 3 2 2

cos(B+C)=cosBcosC-sinBsinC= 1 2\/6 . 2p

cosA=cos(180°—(B + C)) = —cos(B + C) = 2*/§_1. 1p
6. G(XA"'XB"'Xc.YA"'YB"'YCJZ> 2p

3 ’ 3

G(2;2). 3p
SUBIECTUL al I1-lea (30 de puncte)
1 | A3 = |3 3p
a)

010
AT=A*=|0 0 1 2p
1 00

b) | AXY)=(AX)Y=(XA)Y=X(AY)=X(YA)=(XY)A 3p

Rezulta ca XY OG(A). 2p
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c) a b c 2p
Daca XOG(A)=> X =|c a b|.
b c a
(1 "2 2 |2 +1+i/3 *1Fi/3
X2= 1, => X =#l;+2 -2 1 2 X =k +17i/3 1 13|
-2 -2 1 +1+i4/3 #1FiV3 1 3p
2. | (Xoy)oz=(x+i)(y+i)(z+i)-i 2p
) | xo(yo2z)=(x+i)(y+i)(z+i)-i 1p
Rezultd cd Xo (yo 2) = (Xo y)o z. Ip
b) | xo(=i)=(-i)ey=-i 3p
[(=100i) o (-99i) o....0](=i) o [0 o (2) o ...0 (991 o (L00)] = Xo (=i) o'y = —i 2p
C) | XoXoxXox=(x+i)*-i. 2p
Obtinem ecuatia (x+i)* =1 cu solutiile x,, =*1-i;X, =0;X, =-2i. 3p
SUBIECTUL al I11-lea (30 de puncte)
1. | fx)=0 = x, =1 x, = 2;x, =3x, =4 .Deci , ecuatiaare 4 solutii rede. 2p
a) L
f(x):(x2 —-5X+ 5)2 =1 P
1p
' (x)= 2(2x = 5)(x* - 5x + 5)
1p
F()=0 - x, =§;xz;3 =5i—2*/g Deci ecuatiaare 3 solutii redle.
b)
X 2 5-45 5+4/5
-0 = —_— + 00
5 2 2
fx)[----------- 0O ++++++ 0 -------- 0 ++++ +++++++ 2p
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f(x) | o f(x) f(X,) f(x,) o0 2p
\ / \ 3 /
m M m
Functiaf are 3 puncte de extrem local. 1p
0) _ 104154 _ 3p
f(Xl) - 2—52 J f(X3) =-1
Vaoareaminima afunctiel f este-1. 2
2. | f,(x)=e*-x-1;x0OR 2p
a) NG 3p
f,(x) =€" —7—x—1;xD R.
b) | Verificareaformulel pentru n=1 1p
s . X X x¥ ¥ o 2p
Presupunemca f,,;(X) =€ 1A T -1, kON* Aplicam I fi . (t)dt si obtinem
: 0
2 k+1 2
f,0=e-3-X _ X 4 P
r 2 (k +1)!
C) . : N : : 3p
Demonstram prin inductie matematica inegalitatea 0 < f (x) < e” % OnON.
2 n
Trecem lalimita Tn inegalitate si rezultd Iim(1+% +% + +X_|j =e*. 2p
n-c n!

BAREM DE EVALUARE S| DE NOTARE
Varianta 3

Prof:lsofache Catalina,C.N.Al.l.Cuza Ploiesti

¢ Pentru oricesolutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul corespunzator.
¢ Nuseacorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctajeintermediare pentru rezolvari partiale, in
limitele punctajului indicat Th barem.
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¢ Seacorda 10 punctedin oficiu. Nota finala se calculeaza prin Tmpirtirea punctajului obtinut la 10.

SUBIECTUL I (30 de puncte)

L Xty oz < x=3-1 3
3
2p
Obtinem k=0,5[] Z .Deci,ecuatia nu are sol utii.
2. =N 2p
™" da
3p
fmax =9
3' 1006 1006 2
S=Y f(2k+D)= Y (4k+1). P
k=0 k=0 2p
1006
S=4%» k+1007
; 1p
S=100712013
4. 1 _3-2i_3_2 3p
3+2i 13 13 13
Re 1 _=§. 2p
3+2 13
S. | cos2x=1-2sin’x = 2sin’x+sinx-5=0. 2p
. . ... 5 _ . 2p
Obtinem sinx=1si smx——z O-11 - X_E a[o; .
Deci ecuatia are 0 solutie. 1p
6. |— .— ... 2+a_ a 3p
v, si vyeoliniari « ——=——
2 a-1
al{-12. 2
SUBIECTUL al I1-lea (30 de puncte)
1. | MatriceaA are 3 linii s 3 coloanejiar 0;1;2;3;40 N = AOM,(N). 3p
a)
1, OM(N) 2
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b) 100 3p
X=[0 0 0|=rangX=1
0 0O
1 00 2
Y=/0 1 O0|=rangY=2
00O
c) Lo al@ +blm +cx =1 2p
a b c a b c B +b ‘=0
S ‘ + + =
X=lm n p[X*=[m n p|DnXX*=Il,= am , CEy,
S ale +blp +clxz =0
Xy z X y z
, : : , : : , : : 2p
l)aa =1;bm’'=0;cx’=0 11) aa =0;bm’=1;cx’=0 II1) aa =0;bm’=0;ex’ =1 etc.
1
Rezulta suma elementelor de pe fiecare linie si fiecare coloanaegala cu 1. P
2 f(xk)=(cos&+isin2k—n)“—1=cosZkﬂ+isin2kn—1=0;k=0;n—1. 2p
n n
a) 3p
) | f(X)=(X=X)(X=X)er(X= X ;) 2p
F(X) = (X=1) (X" +X"2 4. +1). 2p
n 1p
xo=1:>kl_rl(x—xk)=x"'l+x“'2+...+1
C n-1 - - 1
) ﬂ(cosk—ﬂ+isink—ﬂ)=(cos(1+2+"'+n D77, gy @F2+..4n 1)77): p
k=1 n n n
n-1
(cos—(n_l)nﬂsin—(n_l)n]:(cosn—ﬂﬂsinn—”j =it 2p
2 2 2
& n-1
In egalitatea de lab) pentru x=1 obtinem n = kﬂl(l—cos2k72 —igsin 2kn) 2p
= n n
Rezulta sinﬁsinz—n...sin(n_l)n = n_ .
n n n 2"t 1p

SUBIECTUL al I11-lea (30 de puncte)
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1. 1 2p
" (X)=—; x>0
a) ) X
1
f (x):—?<0 pe(0; ) 2p
: 1p
Rezulti f’ este strict descrecitoare pe (0; ).
b) | Aplicam teoremalui Lagrange pentru functiaf pe intervaul [k;k+1] si rezulta 1p
c(k;k +1) astfel incét f(k+1)-f(k)= f'(c). 2p
1
f’(C :l P
C
1
f(k+1)-f(K)==. 1p
C
¢ | b, —b, <0,rezultasirul (b,),. estedescrescitor.Dinteoremalui Lagrange rezulta 1p
inegalitatea: ki-l-l <In(k+1)-Ink < % ‘insumand inegalitatile pentru k=1; n, obtinem 1p
b, = 0,deci sirul (b,),,. €ste marginit.Rezulti (b, ) .. €ste convergent. 1p
Din a, >Inn s trecerealalimitd in inegalitate,rezulta ca lima, =oo.
2p
2. b 2p
f(x)>0= Aria= j f (x)dx
a) a
_ 2 2
Aria:(b a)(b® +4ba+a“) 3p
3(b+a)
b) | f(x)=./(a+b)x—ab;xO[ab]. 2p
b 1 b? 2 pd-a 2p
j f (x)dx .s.v.(a+b)x-ab=t.Obtinem ——— j Jdt == L(l)
3 at+by 3 b+a
b
abdQ= j f 1(x)dx0Q
a 1p
c) | ® -a’ 2p
[ k=2
. 3 b+a
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2
3

3_ 53

b2
>

—a

2

b+a

2

- (b-2)?>0

3p
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BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE

Varianta 1

www.mateinfo.ro

Prof: |1sofache Catalina Anca

¢ Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctgjul corespunzator.
¢ Nuseacorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari partiale, in limitele

punctajului indicat in barem.

¢ Seacorda 10 puncte din oficiu. Notafinala se calculeaza prin impartirea punctgjului obtinut la 10.

SUBIECTUL I (30 de puncte)

1| z=-2"] 3p

Imz = —2'% 2p

2. | S=x+y; P=xy 1p

S$*-3P=9;S=3 2p

S=3,P=2rezulta (x;y) U {(1,2);(21)}. 2p

3. | xU(0;0) {3} 1p

log, x=a; 2a®* -5a+2=0 2p

x[ {4; \/E} 2P

4. | 2c 2p

30 de functii 3p

5. | cos2x =1-2sin®x 2p

xD{kﬂ/kDZ}D{g+2knlkDZ}. P

6. 14 =4 2p
A= 1|A|

2 1p

A=2 2p
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SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
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1. | Matriceasistemului 2p
2 Calculul determinantul ui 2p
Finalizare 1p
b) | A#£0 3p
x=1;y=0;z=0 2p
C) | a®+b*+c?-ab-ac-bc=0 = a=b=c 1p
X2 +y?+xy=0 = x=y=0 2p
Obtinem x+y+z=1.Deci x=0;y=0;z=1 2p
2. | A+BOG 1p
a) | Caculul matricei AB 3p
ABOG 1p
b) | Det(AB)=det(A)det(B) = det(A)=0 sau det(B)=0 3p
Det(A)=x* +5y* = x=y=0=> A= 0, .Analog pentru matricea B. 2p
C) | Det(AA?) =1=det A=+1 2p
X2 +5y2=+1 2p
A=+l 1
SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)
1. | Factor comun fortat 2p
a)
Simplificare prin x*. 2p
in'9- ’
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b) | Calculul radacinilor x ;i =1;4 aefunctiei f. 2p
: . — 2p
Teoremalui Rollepentru f :[x;x,,] - R,i=13
1p
Finalizare
C) 1 3p
InIimf(x)X=Iim|n f(x) — lim In(x+2) +In(x+ 2) +In(x+3) +In(x + 4) -0
X — 0 X— 0 X X— -0 X
1
lim f (x)*=1 2p
2. 11,=0 2p
8 | 1,: Notam x=3cost 2p
_81n 1p
|, ===
8
B) | £(x) =x"o-x2: f(-x) = —f(x), OxO[-33] 2p
Notam x=-t p
2
l20a =0 g
C) 1 ‘ 1 . 2p
Jon = —9I X" (V9 - x?) dx + I x> (\/9 - x? ) dx
-1 -1
Aplicareaformule de integrare prin parti 2p
_18n+9 . 32/2 1p
2n+2 2n+4 2n 2n+4
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BAREM DE EVALUARE S| DE NOTARE
Varianta 2

Prof: Isofache Catalina Anca

¢ Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctgjul corespunzator.

¢ Nuseacorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari partiale, in limitele
punctgjului indicat Tn barem.

¢ Seacorda 10 puncte din oficiu. Notafinala se calculeaza prin impartirea punctajului obtinut la 10.

SUBIECTUL | (30 de puncte)

Ll|2=2 3p
‘23‘+ Z |=16
2. | Rezolvam ecuatia f(x)=g(x) 1p
-1 2p
X =1;x, :7.
A(l;O);B(—%B). 2p
3 | 9 -3®" +28" =0} 4" 1p
3) _.. . _
> =tt>0=>t, =1Lt, =2 2p
2p
X, =0;X, =log, 2
2
4. 100-2K — 3p
T, =Cl,2“x 3 ;k=1100
2p
k=75= T.
5 m+1_ -2 -5 2p
4 -(m-1) 7
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m=+3 3p
6 | GA=r,-r,;GB=r, -1,;GC=r1,_ -1, 2p
o 2p
T Tatre tre
¢ 3
Finalizare. 1p

SUBIECTUL al I1-lea (30 de puncte)

L 11 1 1 1 3p

3 | Det(A)=abll a b LZil 0 a-1 b-1 |=abal)(b-1)(b-a).

1 a2 b2~ |0 (a-D@+1) (b-1(b+1)
1 0 0
C-C c b [Lth 2p
Det(B) = |bc c(a—Db) b(a-c) :(a—b)(c—a)a+b C+J =
““la? (b-a)(a+b) (c-a)(c+a)
C
a-b)(c-a =(a—-b)(b-c)(a-c)(a+tb+c).
(a=b)( )a+b+c a+b+c (@a-b)(b-c)(a-c)( )

b) | Det(AO'A) = det(A)det("A) 2p
Det(" A) =det(A)0 R 2p
Findlizare. 1p

C) | Calculul matricei A- TA 2p
A-TA este matrice antisimetrici 2p

1p
det(A - TA) =0

2. | Efectuarea produsului (x+1)f(x) 2p

a) | Findizare 3p

b) | Delapunctul &) rezulta x° +1=0;k =1;4 3p

2p
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4
D X =4
k=1
) x* = x3+x? = x+1=0: x?si notim x+£:t. 2p
X
Ecuajia t® ~t-1=0 aresolugiile t,, IR |t,,| <2 2
1 1p
Ecuatia x +— =t,, are A <0,rezultd polinomul nu are nicio radacina reala.
X
SUBIECTUL al Il1-lea (30 de puncte)
1. | lim f(x) =0, rezultd ca y=0 este asimptota orizontald citre +oo . 3p
a | " ,
Ilry f (X) = o0, rezulta ca x=0 este asimptota verticala. P
Xl
b : - 2
) f(x)= 1 x>0 p
x(x+1)
f(x)<0, Ox>0 2p
Functiaf este strict descrescatoare pe (0; ) 1p
c) =In(n+2) -In(n+1) 2p
lima, =0 2p
1p
OOR= sirul (a,) esteconvergent.
2. fzf 3p
2 : — cosX)
) jo f(x)sin xdx= }[ x+2
P 2p
:—|n| =|n§.
2
b) | Functiaf este continua pe R, rezulta ca admite primitive pe R. 1p
FieF: R - R oprimitivi afunctiei f,deci F este derivabila pe Rsi F (X) = f(x),OxOR. 2p
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f(x)>0, OxOR = F (x) >0,0xOR. 1p
Deci, orice primitiva afunctiei f este strict crescatoare pe R. 1p
) Notam tg5 =t 2
2
1
=2, 3p
t°+3 3

BAREM DE EVALUARE S| DE NOTARE
Varianta 3

Prof: |sofache Catalina Anca

¢ Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctgjul corespunzator.

¢ Nuseacorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari partiae, in limitele
punctgjului indicat Tn barem.

¢ Seacorda 10 puncte din oficiu./Notafinald se calculeaza prin impartirea punctgjului obtinut la 10.

SUBIECTUL I (30 de puncte)

1 | @+i)°=-2+2i 2p
(1-i)* =<2-2 2
. . 1p
A+i)° +(@=i)’=-4
min 4a
59
= 3
min 12 p
3. | sin?x=1-cos® x; cosx=t si t O[-11]. 1p

2p
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t?+t-2=0 - t, =Lt, =2 2p
x=2kn;kOZ .

4. | Numarul de. cazuri posibile=900 2p
Cazurile favorabile:102;108;...996. 1p
Numarul de cazuri favorabile=150 1p
P= l 1p

6
5. 2
M mijlocul segmentului [AB], M(mT*?’;sj P
CM :\/(XM _Xc)2+(y'v| _YC)2 1p
mO{3,7} 1p
Verificareaexistee triunghiului ABC. 1p
6.| 1 _a-3 3p
a+l 5
{-2
all{-24 2

SUBIECTUL al I1-lea (30 de puncte)

1. | DetM =-m*+2m-3 2p

a)
detM # 0,DmOR. 2p
RangM=3 Ip

b) | detM = 0;OmOR 3p
Punctele A,B si C necoliniare,pentru orice mJ R. 2p

C) 1 1p
Ac = E|o|et M|

2p
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2
Anec :%(mz —2m+3) P
Anin :1
2. | (xoy)oz=xo(yo2),0xy,z0G. 1p
V| (xey)oz= O D2 +Y(Z +D -1 2
1p
xe(yo2) =(x* +1(y" +1)(2° +1)-1 "
Finalizare
b) | Elementul neutru e=0 2p
X simetrizabil = Ox OG astfel incat xoX =X ox=0 2p
x=0
1p
©) Xo Xo...0 X =4/(X* +1)%* -1. 3p
2014 ori
2p
x=0
SUBIECTUL al Il1-lea (30 de puncte)
L jimf00=42_ ¢y 2
a | x-3 x-3
! — 2
f (x) =3x"+2x+1 2p
Valoarealimitei=34 1p
b) | h(x)=e* -x-1, xOR. 1p
h'(x)=e* -1, x0OR. p
. . . 2p
Din monotoniafunctiei h, rezulta h, =0
1p
Finalizare
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C) | Delapunctul b) rezultid ci g(x®) = x*+1; g(x?) = x*+1si g(x) = x+1. 3p
Adunand inegalititile obtinem g(x®) + g(x?) + g(x) = f (x),0xOR 2p
2. | Utilizareametodei coeficientilor nedeterminati 2p
a) | A=B=C=1 3p
b) 4 1p

Aria= [| f (x)[dx
3 1p

f continua si f(x)>0, Ox O[3;4]
Aria= InE. 3
4

c) | Caculul lui F(x)=Inx 2p
e? 1p

V= nj F?(x)dx
V=2ne(2e-1). 2p
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BAREM DE EVALUARE S| DE NOTARE
Variantal

Prof. Lamatic Lidia Carmen

¢ Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctgjul corespunzitor.

¢ Nuseacorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctgje intermediare pentru rezolviri partiae, Tn limitele
punctgjului indicat Tn barem.

¢ Seacorda 10 puncte din oficiu. Notafinala se calculeaza prin impartirea punctajului obtinut la 10.

SUBIECTUL | (30 de puncte)

Ll |ov2-3=3-212 1p
2
(V2+1) =2+2/2+1=3+22 20
n=60N 2p
2. {s’/é =2 1p
2X +1_£
2 2p
X=2 2p
3. | x?+3=3x+1 - x*-3x+2=0 2p
x, =1, = 2 verifici ecuatia 3p
4. | cpar = c0{0,4} = doua variante de degere alui c 2p
Pentru fiecare ¢ par sunt trei variante de degere alui asi patru variante de aegerealui b 2p
1]
Se pot forma 2 (3[4 = 24 numere P
5 l1ff-4)+2(a+1)=0 3p
2
a=1 p
6. | BC’=AB’+AC*=BC=2 2p
. BC 2p
~ABC dreptunghicin A= R = >
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R=1 1p
SUBIECTUL al I1-lea (30 de puncte)
1 1 2 2a+l 1 3 3a+3 3p
| az=|0 1 2 [A*=|0 1 3
00 1 00 1
f(A)=|0 1 0
0 01
b) 1 2 2a+1 1p
Demonstratie prin inductie matematica: N=2=A*={0 1 2
00 1
Presupunem ca A* este adevirata pentru numarul natural k =2
1 k ka+CZ)(1 1 a) (1 k+1 (k+l)a+Ci, 4p
Avem A¥'=A*[A=|0 1 K 01 1(=|0 1 k+1 adevirat
00 1 0 01 0 O 1
pentru numarul natural k = 2
¢) | detA =1#0, deci matricea esteinversabila JaOdR 1p
1 -1 -a+l
A"’=l0 1 -1 2p
0 0 1
1 -1 -a+l
1 AD— _
A-=A"={0 1 1 2
0 0 1
2. 1f(1)=a+b-1=0,f (-2)=4a+b-4=0 2p
1
Y | a+b=14a+b=4 g
2p
a=1b=0
b) | a=L,b=0=1f =X*+4X°+X?-6X 1p




Bacalaureat Matematica M1 - 2014 www.mateinfo.ro

f=X(X*+4X?+X ~6)=x, =0 1p
1p
Conform punctului 8 = X, =1,X, = -2
X, X, ¥ X+ X, =—4=X,=-3 1p
f =X (X-1)(X+2)(X+3) 1p
c) X2+ X2+ X2+ X2 = (X, + X, + X, +X,) = 2(X X, + XX+ XX, ) =16- 22 2p
1p
X X,X5X, =b
16-2a-2b=6 - a+b=5 2

SUBIECTUL al I11-lea (30 de puncte)

x? -1
= X_2 j(l’ pentru orice X 0 (1; +oo) 3p
b) X2 3p
lim f =liml =
XLrEo (X) erEo nX2 -1 o
Dreapta de ecuatie y =0 este asimptota orizontald la graficul functiel f. 2p
9 | y-f(2)=f'(2)(x-2) 2p
4 4
f(2)=In—,1'(2)=——
(@)= (2)=-2 .
1
Ecuatia tangentei la grafic este y—Ing:—g(x—Z) P
2. | Fie G:(3+») - R oprimitiva oarecare afunctiei f, G'(x)="f (x),0x 0(3;+c) 2p
a) 1p

f(x)>0,0x (3 +w)
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G este strict crescitoare pe (3, +w) 2p

0 F'(x):[x3+3x+|n(x—3)]':3x2+3+ 1 ,Ox 0(3; +0) 3
X-3

F'(x) =f (x),0x 0(3;+) = F este 0 primitiva afunctiei f 2p
C) 5 2p

jf '(x)dx =f (x)‘5

4

f(5)—f(4)=5—23 3

BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE
Varianta 2

Prof. Lamatic Lidia Carmen

¢ Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctgjul corespunzator.

¢ Nuseacorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari partiae, in limitele
punctajului indicat in barem.

¢ Seacorda 10 puncte din oficiu. Notafinala se calculeaza prin impartirea punctgjului obtinut la 10.

SUBIECTUL I (30 de puncte)

1 [ -10=x+2<10 2P
-12<x<8 1p
(~12) [{~11)[L..0M..[B=0 2p

2 A=(—2m)2—4(m—1)(m+1):—4 1p

A 4
&’ am-p " 2p
2
m-1<0= m0O(-;1) P
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3. 3
Notim 5 =y si obtinem y + 25y :2—56 P
1
=—=x=-1 2p
y 5
4. | Sunt 90 de numere naturale de doua cifre = 90 de cazuri posibile 1p
Numerele de doua cifre cuburi perfecte sunt 27, 64 => 2 de cazuri favorabile 2p
_ nr. cazuri favorabile _ 1 2p
nr. cazuri posibile 45
5. m, =-2 1p
1 2
m, I, =-1=m, :E
2
Ecuatia perpendicularei este y -y, =%(x—xA) - y=%x—g P
6. AB? +BC? -AC? 2p
cosB =
2AB[BC
cosB =3 3p
9
SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
L | AOP= A% =1, 1p
a)
2p
2_17.5 _1
B —Z(A +A+A+]) —Z(I3+A +A+1,)
2
:1(A+|3):BDQ g
2
b) L ADQ=A?=A 1p
2 2 2p
C =4A"-2A-2A+1,=4A-2A-2A +1,
2p
=1,=COP
C) | detA =1#0,deci matriceaeste inversabila Oa,bOR 1p
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1 -a a°-b
AD: 0 1 —a 2p
0O O 1
1 -a a-b 2p
At=A"=|0 1 -a
0O O 1
2. | Xy +yx =yx +xy, adevarat [Ix,yJl ="[0' comutativa 1p
3 (xOy) Oz = xyz +yxz +zxy +zyx, x Oy z) = Xyz+Xzy +yzX +Zyx 2p
2p
"0' nu este asociativa, deoarece (1, +, [Jeste inel necomutativ
b) | Datorita comutativitatii este suficienta verificarea distributivitatii la stanga sau la dreapta. 1p
xy+2z)=x(y+2z)+(y+2z)x =xy+yx+xz+zx =(x0y) +(xOz),0x,y,z 0l 4p
©) | x*O(yOx) =x*O{yx +xy) = x2yx + Xy + yx® +xyx? 2p
2p
(x> Oy) D= (xPy + yx*) Dx = XPyx + x4 %y + xyx?
1p
concluzie
SUBIECTUL al Il1-lea (30 de puncte)
1. | Nuavem asimptote verticale 1p
a)
X o1 . . § 2p
lim— =lim—=0=y =0 asimptoti orizontald la +oo
X -0 @& X0 &
lim Lx: limx [& = —oc0o = nu existi asimptoti orizontald la —co 1p
Xa—ooe X — 0
f(x) .1
lim ——= = lim — = o0 = nu exista asimptota oblica la —co 1p
X=X X =0 @
b - 1
) 1) =12X oxOR P
e
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f'(x)=0=>x=1 1p
2p
f strict crescitoare pe (—,1), f strict descrescitoare pe (1, +oo)
1 1 .

f (1) =E:>A(l;j punct de maxim 1p

V| fr(x) =222 oxOR 2P
e

f'(x)=0=>x=2 1p

f"(x)<0,0x <2f"(x)>0,0x >2=> x = 2 punct deinflexiune 2p
2. 3_ 2

F(1) =31 (x) =X L x#1 P
a) x-1

f (x) >0,x DR = F este strict crescatoare pe R 3p
b 2 3 1
) F(x) =x+ 2+ X P

2 3

F strict crescatoare = F injectiva 1p

lim F(x) ==, limF(x) = +o0 = F surjectiva 2p

Deci, F este bijectivi = F inversabila 1p
C) 1 1 11 2p

F(0)=0,F(1)=1+2+-=—

(0)=0F() =1+d+2-1

A ) 3p

6 1 1 2 3 4

jF‘l(x)dx = I F(x)dx =J'F'1(F(x))F'(x)dx =J'xf (x)ax XXXl

0 F(0) 0 0 2 3 4 0 12

BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE

Varianta 3

Prof. Lamatic Lidia Carmen
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¢ Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctgjul corespunzitor.

¢ Nuseacorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctgje intermediare pentru rezolviri partiae, Tn limitele
punctajului indicat in barem.

¢ Seacorda 10 puncte din oficiu. Notafinald se calculeaza prin impartirea punctgjului obtinut la 10.

SUBIECTUL | (30 de puncte)

1 az+a3=a1q(1+q):4,a4+a5:a1q3(1+q):36 2p
3p
o’ =9=q=1
2. | G nOx:f(x)=0=>x=1 2p
1
A(1,0) P
1p
G, nOy:f(0)=4 .
p
B(0,4)
3| x2-1=x>-3x*+3x -1 1p
x(x2—4x+3)=0 1p
2p

X, =0,X, =1, x;=3.

4. | Numerele de trei cifre distincte care au suma cifrelor egala cu 5 sunt: 104, 140, 203, 230, 302, | 2p
320, 401, 410 = 8 cazuri favorabile

Numarul de numere naturale detrei cifre distincte este A3, — A2 = 648 = 648 cazuri posibile 2p

_ nr. cazuri favorabile _ 1 1p
nr. cazuri posibile 81

> cos(ﬁ,V) u¥___-3+a *

pli———

iV f2(0+a?)

3p

=

m(u,\?)<90° - cos(ﬂ,\7) >0=-3+a>0=a>3

2,
ﬁ(coszg—sinzgj=\/500321—8T=x/§cosg P
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2L *

2Y% =1

SUBIECTUL al I1-lea (30 de puncte)

1)' det(A) =(m-12)° (m+2) 2p
a
2
Sistem compatibil determinat < det(A) #0 g
1p
mOR-{-2.1
b) | Ax =3(m-3)(m-1),ay =5(m-1)°,Az = (7m-1)(m-1) 3p
_ 3(m-3) .5 . Tm-1
(m-1)(m+2)"” " (m+2)"" " (m-1)(m+2) 20
) | (Xo»Yo:2,) progresie aitmetici curaia2 « (Y, —2,Yq, Yo +2) solutia sistemului 1p
m(y,=2)+Y,+(¥o+2)=3 [(m+2)y,+2(1-m)=3
(Yo=2)+my, +(y,+2)=5 = 1 (m+2)y,=5 »
(Yo—2)+y,+m(y,+2)=7 [(m+2)y,-2(1-m)=7
2(1-m)=—2=m=2 2
2. | x,yOl, = x-a>0,y-a>0=(x-a)(y-a)>0 1p
1
i Xoyll, = xoy=-a>0 P
2p
xoy=x(y-2)-2(y-2)+2=x0y-2>0 b
a=2
b) | xoe=x=(x-2)(e-3)=0=e=3 2p
xOx':3:>(x—2)(x'—2)+2:3:>x':2+X_2 20
1
X =2014 = x - 2025 P
2012
c) | f este hijectiva deoarece este de functie gradul | 2p




Bacalaureat Matematica M1 - 2014 www.mateinfo.ro

f(xy)=xy+2
f()of (y) = (F(x)-2)(F(v) ~2) +2=xy +2 %

f(xy) =f(x)=f(y)

SUBIECTUL al I11-lea (30 de puncte)

1. | Nu exista asimptote orizontale sau oblice 1p
a)
limf (X) = 0 = X =a asimptota verticalala stinga 2p
lim f (x) = —c0 = X = —a asimptota verticalaladreapta 20
b) 1 1 2a 2p
f'(x)= + =
09 a+x a-x a -x?
f'(x)>0,x0(-a,a)=f strict crescitoare pe (-a,a) = f injectiva 2p
Deoarece f (0) =0= x =0 solugie unica. 1p
o | .. -1 1 4ax 2p
f (X) = 2 + 2 = 2
(a+x)” (a-x) (az —xz)
f'(x)=0=x =0 o
2p
f "(x) >0,0x 3(0,a) = f convexa pe (0,a),f "(x) <0,0x 0(-a,0) = f concavi pe (-a,0)
2. | f continua, admite primitive 1p
a) | FieFoprimitiva F'(x) =f (x) = F"(x) =f '(x) 2p
f'(x)=2e* >0,0x OR, deci F este convexi pe R 2p
b) 1 1 ox |1 ox | 3p
Ixf (x)dx :Ixezxdx =X €)=
0 0 0 4 0
e+l 2p
4
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0)

gx)=x-2

V= ni g*(X)dx = T[j. (x2 - 4x +4)dx
-1 -1

X3
V= n(g -2x° +4x]

1p

2p

2p
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BAREM DE EVALUARE S| DE NOTARE
Varianta 1
Prof: Gaga Loghin
¢ Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctgjul corespunzator.
¢ Nuseacorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctgje intermediare pentru rezolvari partiale, in limitele

punctajului indicat in barem.
¢ Seacorda 10 punctedin oficiu. Notafinaa se calculeaza prin impartirea punctajului obtinut la 10.

SUBIECTUL I (30 de puncte)

1. - 1 \/§ 3p
£
=1 2p
2 1p
Ymax = 72
4a 2

3x*-4x-14=0
X - =12m* +8m+1=0 2p
Xx—-2=20

Rezolvare. Cel mai mare este m= —%

3. . __ [3x*-4x-15=20 1p
Conditii de existenta:
x-220 2p
Rezolvare sistem de inecuatii si solutie: XD[3, + 00) 2p
Rezolvare: 2x* =19;x = \/% (X, = —\/% nu convine;
4 of 2p
p=—
cp 3p
5 1
cf =5; cp=100 p=—=—
P P 100 20
5 | AB+BC=AC 3p

2p
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6. | cos90° =0 3p

— cos1® [tos2° [1.. [@0s179° = 0 2p

SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)

1. 1 1 3p
a) det A=0. Alegem un determinand de ordinul 2; d, :‘ ‘ =2-1=1#0
1 2 2p
Deoarece d, 70 = rangA =2
b) 1+x 1 1 1p
Cdecu V(x)=| 1 2+x 3 2
3 2  1+X
2p
Determinare f (X) =3 +4x* -5x+1
Rezolvare ecuatia X° +4x? —=5x+1=1; X =0, =1Lx=-5
c) 1 Ip
Presupun ci exista o matrice B, astfel incdt AB=| 0 |. 2p
0
2p
1 x+y+z=1
Atunci sistemul AB=| 0 |= < Xx+2y+3z=0 aresolutie.
0 3x+2y+z=0
11 ) . . -
DeoarecerangA =2, A, = d, = 1 2 este minor principal. Minorul caracteristic este
1 1 1
A.=|1 2 0=-4#0.Deoarece determinantul caracteristic este nenul, conform Teoremei
320
Rouche, sistemul esteincompatibil. Deci afirmatia este fasa.
2. | xOx=2x-3 1p
8 | xox=x>-6x+12 1p
. ) 2p
Din XOX=XoX= x“—8x+15=0
1p
Rezolvare ecuatie si solutii X, =5,X, =3
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b) | xoa=3=(x-3)(a-3)+3=3 = (x-3)(a-3)=0 3p

2
Pentru xZ23=>a=3 P

Pentru Xx=3=3.3=0[0=0

o | . [x+y=3 3p
Sistemul devine
X-y=2 2p
I 5 1
Finalizare, X=—,y =—
2 2

SUBIECTUL al I11-lea (30 de puncte)

L (u]'_u V-uly 2
N vl I
\% \% 3p
X% +2X
f'(x)=
( ) (X+1)2

b) | Stimca, pentruun x, 0D, unde D este domeniul de definitie a functiei, functia are derivata in x, , | 3P

f(x)- (%)

2p

atunci exista relatia li = , finit3

unci exista refagia |im A (%), finita
Tn cazul nostru, IimM: f'(2) _3
x-1 x-1 4

) | Domeniul deconcavitate se gaseste inintervalul in care " (x) <0, iar domeniul de convexitate, Tn 1p

ntervalul i care f"(x)=0

2
f"(x)=
( ) (X+1)3 2p
Din semnul functiei f"(X), vedem ca functiaf este strict convexa pentru x 0 (=1, + ) 2p
2. e 1p
[, =jx|n x [dix
a) A

3p




Bacalaureat Matematica M1 - 2014 www.mateinfo.ro

3’ -¢
Folosim formula de integrare prin parti si obtinem: |, :T
b) e 1p
| =jx|n”+1xdx
e
: . 2 — « . L . 1p
Functia f .[e,e ] >R, f (X) =In X este crescitoare pe domeniul de definitie, deci
In" x<In™ x= xIn" x < xIn"" x, DxD[e, ez]
2p
e & 1p
= [ xIn"xdx< [ xIn"™ xdx= 1, < 1,,,,,Ox0[ e,€ |,nON
e e
c) : 3p
Dupa calcule, se obtine
_e'@2"-¢ n 20
In _T__In—l

BAREM DE EVALUARE S| DE NOTARE
Varianta 2

Prof: Gaga Loghin

¢ Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctgjul corespunzator.

¢ Nu seacorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari partiae, in limitele
punctgjului indicat Tn barem.

¢ Seacorda 10 puncte din oficiu. Notafinala se calculeaza prin impartirea punctgjului obtinut la 10.

SUBIECTUL I (30 de puncte)

Y| (1-iv3) = (1-iv3) f1-iv3) = (~2- 213 f1-i3) = ®
-2(1+iV3)(1-iv3) = -2(1+3) = -8

:(1—ix/§)3:—8DZ %P
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2. | Ecuatiaadmite solutii reale, daci are A= 0 1p
A=(3a+1)’-4a(a+3)=9a’+6a+1-4a* -12a="5a> -6a+1=(a—1)(5a-1) 2
2p
Az0=(a-1)(5a-1)=0= aD(—oo }D[l,+00)
3 o x=16>0 x>16 x>16 2p
Conditii de existenta: o o = x0(17,)
log,(x-16)>0 |x-16>1 |x>17
Ecuatia devine : log, (X—16) =2 o x-16=3 = x=25;x =5°[JZ, care este patrat perfect 3p
4. 1
Notez cu x pretul initial. Reducerea cu 20%: este E X= @ P
100 100
Pretul dupa reducere: X—@ —% . Scumpirea se face din acest pret. 1p
100 100
Scumpirea cu 15% este: 15 LﬁOX = 12x 1p
100 100 100
. . 80x 12x 92x
Pretul dupa scumpire:
100 100 100 1p
92x _ 575= x =625 lei
100 1p
5. | Iniltimeadi C este perpendiculai pe AB 1p
Stim c3, Tntre pantele msi_ M, a doud drepte perpendiculare, exista relatia mn = —1. Tn cazul
—Ye " Ya_4_ — 2p
nostru: n,. =-1; m —=1=>m =-1.
m, WM, = s ~ Xo-X, & m,
Ecuatiadreptei care trece prin punctul C(-1,1) si are panta m, =1, este 2
y=1=1[{x+1) = y-1=x+1l= y=x+2
6. | Observ ca expresiaseamnina cu formula: 2Sin XcoSX =sin 2X. Completand, obtinem: 1p
2p
E(X) =sinZXmos® =L 2sin X mos® = L min2 = L minx
2 2 2 2 2 2 2 2
stimca sinxD[—J,l]:lE-unxD Ll e =t 2
2 2 2 2
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SUBIECTUL al I1-lea (30 de puncte)

1 111 2p
| a={1a 1|;
11 a
111 2 3p
detA=[1 a 1j=a’-2a+l=(a-1)".
11
b) | Daci a#1=>rangA=3;dacd a=1=rangA=1 3p
Seobserva ci rangA # 2 2p
C) | Pentru a# 1= rangA =3, deci sistemul este compatibil determinat (Cramer) 2p
al 1 .
A =1 a 1=a’-3a+2=(a-1)’(a+2)=>x=—2-=a+2 3p
det A
11
1 al
A =1 1 1:_a2+2a_1:_ a—]_2:> = Yy =
’ (a=2) = det A
1 1 &
1 1 a A
A=l a 1=-a’+2a-1==(a-1)’=>z=—2-=-1
det A
11 1
2 §x+2,:§,‘+i 2p
a) y | A 3p
= 2X=4=x=2
b 1113 2 3p
5 5 1=1+4+3-4-3-1=1+4+3+1+2+2 2
313
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13
=2 2 1]=0
313
O | [ax+y=4@ [ax+3y=> . 2p
R = n . . Adun3m cele 2 ecuatii si obtinem: 0=0. Rezukt3
X+2y=3 X+2y=3
A A\ A A A A\ [A A\ [ A 3p
s={(0.)i(3(23)(30)(22)
SUBIECTUL al Il1-lea (30 de puncte)
1. 2 ! ' 2p
x> +2x) Mx-2)—(x*+2x){x-2
5 | g2l 2 -(e 2 xe2)
(x-2)
v (2x+2)[{x=2) = (X" +2x) 252 — d4x+2x—4— 2 - 2x
(x-2) (x-2)
= r(x) =X X4 1p
(x-2)
b) | Graficul functiei f poate si aiba, la —0, asimptota orizontald sau vertical. 1p
SOV o I )
. .. Lo XEH2X X) X)
Cercetdm dacd existd asimptotd orizontald: lim = lim——>2 = lim————~f=-c0, |1p
Xo—w Y —2 X - —00 2 X - —00 2
X|1-— 1-—
X X
deci nu exista asimptota orizontala.
Cercetam existenta asimptotei oblice, care are ecuatia Yy = mx+ n, unde 1p
f(x)
m= lim ;n=lim| f(x)—-mx
Jim == n=Jim[ £ (x) = m]
X2 +2X .| x*+2x _4x
m= lim =L n=Ilim -X|=lim——=4= y=x+4
X~ X2 = 2X L xﬂ—w{ X—2 } X X — Y 2p
¢) | Punctele de extrem se afla printre solutiile derivatei . 1p
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2 _av_ 1
f'(X):ODLX;l:OD X*-4x-4=0 :>xl:2(1+\/§);xg=2(l—x/§) P
(x-2)
Pentru ca (Xl, f (Xl)),(xz, f (Xz)) sa fie puncte de extreme trebuie ca X, X, sa nu fie solutii si 1p
pentru derivata a doua.
1
f"(X): 16 5 » care nu are solutii. Deci P
(x-2)
Punctele de extrem ae functiei f sunt: Vl((2+ 2\/5),(3+ 2@)); V, ((2—2\/5),(3—2\/5)) 1p
2. | Pentru n=3 avem:
a) . 1 3p
X 1 (X +1) Y |
J‘m X—ZIWdX—ngdX—Z[ﬂnWHC
X3 1 _
:>J'X4+1dx—ztl]n‘x4 +:4+C,CDIR§ 2
b) 1 1 1o 1 1 2p
Ilzj 4X dx:j Xz dxzéq 2¢ dlearctgqb == arctgx® iz
o X' +1 o(XZ) +1 2 59"+l 2 0 o 24 8
£ dag 1 _In2 »
= — [ 4 4
e L R s s
C n+l n 1 n+l 1 n 2,
) DXD[O,l],X”+1SX”:> )i j( :>I )j SI j( =1, <1,,adicd | sir descrescator P
X+l x"+1 X' +1 (x'+1
3p

In2 1
Deoarece |, sirdescrescator, rezultd |, >1,>1, = [, <I,<|, = IZD(—,—
4 8
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BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE

Varianta 3

Prof: Gaga Loghin

¢ Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctgjul corespunzitor.

¢ Nuseacorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari partiale, in limitele

punctgjului indicat Tn barem.

¢ Seacorda 10 puncte din oficiu. Notafinala se calculeaza prin impartirea punctajului obtinut la 10.

SUBIECTUL | (30 de puncte)

1 _ 2 _ 3
XX =X +X+2 = (X +%,) —2X% =% +%+2 p
b -m c
a=lb=-mc=-L x+x,=——=-——=m xX,=—=-1
X +X a 1 X% a
fnlocuind, = M —=2(-1)=m+2 = m*-m=0=>m=0; m=1
2
p
2 | Metoda 1. Observ c sirul este format din sumanumerelor naturale impare, 1+3+5+---+(2n-1), 1
p
pentru care avem relatia: 1+ 3+5+~~-+(2n—1) =n?, unde n este numarul de numere.
2
Deci n=2014 P
Metoda 2. X, + X, +---+ X, :1+3+---+(2n —1) = 2014 . Ni se sugereaza suma unei progresii 2
p

1 Xog T Xy _2n—3+2n+1
2 2

elementele sirului formeaza o progresie aritmeticad, cu X, =L X, =3r=x,-x =2

aritmetice: X, =2n=3,X, =2n=1X , =2n+ =2n-1=X,. Deci

% =x (s, =53 m gonr = I 2,

2(1+n

-1
2014° = T) [h= 2014° =n* = n=2014

: 0
Metoda 1. +/3 =tg60° = szgo? cosx[Gosy-sinx@iny =cos(x+y)
cos

sin60°
cos60°

[Binx-cosx=1 < sin60° $in x—cos60° [Gosx = cos60° |[{-1)

N T DN T B
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0 1 o m _ 2T v/ T, Vg _ p
:>COS(60 +X)———:>—+X—IT——:>X—77'——:>X—— sau —+X=/T+—= X=7T
2 3 3 3 3 3 3
Metoda 2. Ecuatia se mai scrie: J3@inx =1+cosx; dar 1+COSX = 200822, jiar Sinx = ZSingcosg
. XX X X X . X
= 23sin=cos= = 20’ = « 2C0S— cos——\/ﬁsm—jzo
272 2 2( 2 2
:>cos§:0;x:n,cosz—\/ésinﬁzo,tgzzﬁzxzz
2 2 2 2 3 3
4 . 24 2
Notez cu x pretul produsului. X+——x =372
100 p
3
%x:372:>x:3729w—0;x:300 p
100 124
5| 40V - 3a-(a-1)(3a-1)=0 2
p
+
- 3a-(3a%-4a+1)=0 - 3a’-7a+1=0=a,, :7——(‘5/3_7 3
' p
6| S=5n?1°+sin®2° +.--+sin?90° = 2
p
=sin?1°+sin?89° +sin?2° +sin?88% +--- +sin” 44° + sin” 46° + sin” 45° + sin® 90° L
=dn’1’ +sin?(90° =1°) +sin? 2 +sin? (90° - 2°) + - +sin? 44° +sin? (90° - 46°) +sin?45° +sin?90° | P
:(sin21°+00321°)+(sin22°+c0522°)+~--+(sin244°+cosz44°)+sin245°+sin290° 2
p
:1+1+...+1+E+1:45+£:%
e\ 2 2 2
SUBIECTUL al I1-lea (30 de puncte)
L A=AA 1p
a)
00 0)(00O0) (000 2p
A°=|1 0 0|1 0 O0|=|0 O O
11 0)\1 10 1 0O
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0 0 0O OO 0 0O 2p
A={0 0 0 1 0 0(=|0 0 0|=0,
1 00/\1 10 0 0O
b) 011 1p
A=00 1
0 0O
0 0O 011 1 00 111 1p
A+At+|3=1 O O(+|0 O 1|+{0 1 0(=|1 11
110 0 0O 0 01 111
3p
11
d=1 1 =0. Se observi cé toti determinantii de ordinal 2 sunt nuli si determinantul de ordinal
11
leste d, =1#0= rang A+ A +1|, este 1
c) 0 0O 1 00 100 1p
FeB=A+1,={1 0 O0|+|0 1 O|=/1 1 O
110 0 01 111
1 0 0 1 1p
det(A+1,)=[1 1 0=1#0=0(A+l,)" si B =———[B".
detB
11 1
111 1p
Pentru a determina matricea adjunct, B", se construieste transpusa matricei, B'={0 1 1
0 01
Pe baza ei construim B, care este matricea complementilor algebrici ai matricei B':
1p
1 |1 12 |0 w3 10 1
%:=(-1) E‘Jo j:xdlf(—l) E‘JO jI:o;%:(—l) E‘JO O‘=0
2+1 1 2+2 1 2+3 1 1
521:(_1) DO j‘ l522:(_1) I:‘]O 11:1523:( 1) I:‘]O O‘:O
3+1 1 3+2 1 3+3 1
3, =(-1) 0 j‘=0;532=( 1) [‘]0 i‘z—l‘dgg:(—) [‘]o j':l




Bacalaureat Matematica M1 - 2014 www.mateinfo.ro

1 0 0 1 0 0 L 1 0 0 1p
=B"'=|-1 1 0|=>B'=|-1 1 0|=>B'= 1[BD B'=|-1 1 0
0 11 0 11 0 11
2. Fieg:XZ—l,cusqutiileX=l,X:—1. 2p
a)
f(1)=0 a+b+2=0 [a+b=-2
glf = - = =b=-la=-1 3
f(—l):O -a+b=0 -a+b=0 P
b) 1p
=%_§i = :%+§i . Formez ecuatia de gradul 2 care are radacinile X;, X, si forma:
X -X+P=0=>g=X*-X+P.
1 \/_ 1 \/_ 1 \/é \/_ 2 2
S=x+X=———i+= +=—-i=1 P= =| 22 D=+ 22) [=1=>g=X2-X+1 | ‘P
Tt 2 2 2 % [2 2 ][EZ 97
F si g au doua radacini comuni, deci g| f . efectuam impartirea si obtinem restul 2p
b-a=0=b=za=f=X"-4X*+X -4
€) | Petru a=-4, polinomul devine: f = X*-4X®*+ X =4 1p

Calculam expresiasi obtinem:

i-}-i-'-i-'_i:(XIXZXS+Xlx2x4+X1X3X4+X2X3X4)2_2)(1)(2)(3X4(X1X2"‘)(1)(3""") 2
Xl2 X; X(? Xi (X1X2X3X4)2 .
X +tX +X +X,=4
Relatiile Iui Viete: XX, + XX oo =
X1X2X3+X1X2X4+X1X3X4+X2X3X4 —
XXX X, = —4
S 1p
Dec:|g+g E X_f:E:]'

SUBIECTUL al I11-lea (30 de puncte)

1

? - +1' +1)—(x* - x+1 +1) 2 _
a) Calculﬁmderivatal.f'(x):(x X )[ﬂx )(X X )[@X )_X +2X-2

(x+1)° o (xryy &
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f'(x)=0=x, =-1£+/3

3p
Pentru XD(0,00) semnul derivatei | este: f'(X)SO, pt. XD(O,—1+\/§): f (X) descrescatoare
f'(X) >0, pt. XD(—1+\/§,00): f (X) crescitoare.
b) (0 (2x+2) (x+1)° = (5 + 2x-2) 2(x+1) 1p
X) = =
(x+1)° 1p
2(x+1)(x* +2x+1-x* - 2x+2 1
_2(x+1)( ! )= 6 >0 P
(x+1) (x+1) 2p
Deci f(x) este strict convexa pentru X[ (0, 00)
) | i s atb . . " 2p
Stim ca \/%S > (inegalitatea mediei). Deoarece, f(x) strict crescatoare,
pe (—1+x/§,oo) = f(\/%)s f(a+bj 1p
2
Deoarece f(x) convexd pentru XD(—1+ \/§,00), = f (a); f (b) > f (a;b]. 2p
: e qi(el) | qty _1 3_
R e s P 3p
3 2p
=1|n\1+x3\ = (n28-In2)=1in14
3 , A2 3
b) n+l n 1 n+l 1 n 3p
x0[0,4] = x™ < x" = X - < X = X ~dx I - dX
1+x° 1+x o 1+ X o 1+ X
1 n+l 1 n-1 2p
lim dx<liml_ <lim dx
N 14X new Uonewd 14 %°
= Lim l,=0
= |, <I,, deci sirul este strict descrescator.
¢) | Conform punctului b), I ,, <1 <I_. 2p
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1 ntl 1 01 3p

dx<liml, <lim
n-e nooo 1+ X

Trecand lalimita, lim

o 3
nooo 1+ X

liml =0

n- oo




Bacalaureat Matematica M1 - 2014

14
14

¢

BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE

Variantal

www.mateinfo.ro

Prof: Marcu Stefan Florin

Pentru orice solutie corecta, chiar daci este diferita de cea din barem, se acorda punctgjul corespunzator.

Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari partiale, in limitele
punctgjului indicat Tn barem.
Se acorda 10 puncte din oficiu. Notafinaa se calculeaza prin impartirea punctajului obtinut la 10.

SUBIECTUL | (30 de puncte)

1 |stimcib, =b@°,deci q=3 3p
6_1
Atunci S, =b B~ =728
q-1 2p

2. | f(x)=y 1p

X~ Xx—6=0=> % =3X, =2 2
2p
Punctele cautate sunt : A(3,14) si B(-2,4)

3. | 4=22 1p
2X—4 - 22)(—4 2p
x=0 2p

4. | Cifrele impare sunt:1,3,5,7,9 2p
Numarul ciutat este : A? =120 3p

> | AB+BC+CA=0=BC=2+3] 2p

3p
AB=+/2, AC=5BC=+13= P =5+/2++/13

6. | Dinteoremacosinusului avem : BC? = AB? + AC? - 2[AB[AC [tos A 2p

36=16+25- 2[4 B [Eos A 1p
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2
cosA=} P
8
SUBIECTUL al I1-lea (30 de puncte)
1 x 1 -1) (-x 1 -1 2p
3 AX)+A(-xX)=|-1 x 2|+ -1 -x 2 |=
1 -2 X 1 -2 -x
0 2 -2 2p
=-2 0 4
2 -4 0
1p
det(A(X) + A(-X)) =0
b) x 1 - 3p
det A(X)=|-1 x 2|[=x>+6x
1 -2 X
2p
det(A(X)) =0 = x(x*+6)=0 = x=0
c) x 1 -1)/(-x 1 -1 1p
AX)IA(-x)=|-1 x 2 -1 =x 2 |=
1 -2 x){1 -2 —-x
2p
-x*-2 2 2
=l 2 -x¥-5 1
2 1 -x*-5
2p
Sumaceruti este —=3x° -12<0
2. 4 (x+5)(y+5) -5= 1p
8 | =xy+5x+5y+25-5= 3p
b) | xce=eox=x,0xOR 3p
(x+5)(e+5)-5=x=>e+5=1=e=—4 2p
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©) | XxoXo..ox=(x+5)**-5 2p
N
2014-ori
2p
(x+5)* =x+5=x+5=0,x+5=1 1p
X=-5x=-4
SUBIECTUL al Il1-lea (30 de puncte)
1. X 2p
f1(x) =1+
9 VX +1
£1(x) = X+/X%+1 2p
VX +1
0 =— X yxoR 1p
VX +1
O 1 lim f(x)= lim (x+4¢ +1) = 1p
~lim (XX +D (X=X +1) _ 1p
X X=X +1
. X*=x*-1
= lim ——==0 1p
=2 =X +1
2p
Dreapta ¥ = O este asimptota orizontald spre —o .
©) | Vomaritaca f'(x) >0 (O)xOR 1p
1p
DaciXx=0= X++/X*+1>0 evident.
1p
Daci X<0= X+VX*+1>0 = VX*+1>-X = 2
e X2 +1> %, (O0)xOR (adevarat ) .
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2. 1 1 2p
I =jxmaxdx=jxmex)'dx =
a) 0 0
1 2p
X
=(x-D[e"| =
0 1p
=1
b) L 1p
|t = [ X @, NON
0
Dar x0(0,1) = x™<x"=1_, <1 2p
. . 2p
Deci sirul (1)), este strict descrescator .
c) 1 , 2p
I, =.[x” [e’) dx =
0
1 1 2p
= X"[8"| -nif x"* Edx=
o 0
=e—-nl,_, , deunderezulta relatiaceruta . 1p
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BAREM DE EVALUARE S| DE NOTARE
Varianta 2

Prof: Marcu Stefan Florin

¢ Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctgjul corespunzator.

¢ Nuseacorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctgje intermediare pentru rezolviri partiale, in limitele
punctajului indicat in barem.

¢ Seacorda 10 puncte din oficiu. Notafinaa se calculeaza prin impartirea punctgjului obtinut la 10.

SUBIECTUL I (30 de puncte)

1. |1+i|2014 3p
=
| | |1_i|2013
. . 2p
[L+i| =[1-i] :\/E:|z| =2
2 __b__1 2p
X 2a 2
A 3
A=-3=y, =—== 3p
VTR
3. | x>0 1p
log, (x* +1) = log,(2x) 2
X*=2x+1=0=x=1
2p
4. /| Numerele de doui cifre divizibile cu 5 sunt 10,15......95 2p
. L L _18_ 1 3p
Avem 18 cazuri favorabile si 90 cazuri posibile = P = % = E
5. | Daci notam cu M mijlocul segmentului AB=> M (0, 0) 2p
. 3p
Atunci CM = \/g = 2\/5
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6. | SinC=sin(A+B) 2p
1p
snC =sinZ+7 =
4 3
2
= Sinl_T.COS]_T.}.gn]_T.COSI_T :M P
3 3 4 4
SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
1 I+xDA—(1_X ZXJ 2p
a 2 -
) 2x  1-4x 2p
det(l, + x[A) =1-5x
1 1p
1-5x=0=x==
5
b) | o (-1 2)-1 2 5 -10 3p
A = =
2 -4)l2 -4) (-10 20 2
A2 =-5A= A’ +5A=0,
) | Observameca A" = (-5)"*A,OnON’ 1p
2
Atunci A+ AZ + ..+ AP = (1-545 - —5PB)A = P
1_52014
= A
6 2p
2. | Din conditiile problemei , obtinem c=1,1+a+b+c=4,-1+a-b+c=0 2p
@ |Atunci a+b=2a-b=0 2p
a=b=c=1 1p
b) | f=X3+X2+X+1=(X+1)(X2+1) 3p
. . 2
X ==1% =i,% =i P
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C) | Dinrdaiilelui Viete, avem : X, + X, + X, = —a, XX, + XX, + X, X, =b 2p
: 2 2 2 2 2p
Atunci X +Xx,"+x°=a"-2b<0
1p
Daci toate radacinile ar fi reale, am avea )(12 + X22 + )<32 >0, contradictie .
SUBIECTUL al Il1-lea (30 de puncte)
Lo limf(x)= 1p
a | °
2p
=lim—>—=0
x-o X +1
Dreapta y = 0 este asimptota orizontald spre +o0 2p
D) | x Y xR+ -x(E+D) 2p
f (X)_ 2 - 2 2 -
X +1 (x*+1)
X2 +1-x(2%) 1p
(X2+1)2
_1-x 2p
(XZ +1)2 '
¢) | Vomarataca f'(x)>0,(0)x0(=11) 2p
Dar x((-1,1) & 1-x2 >0 2
1-x?
Deci ————=f'(xX)>0
€Cl (X2+1)2 ( ) 1p
2. 132 4oy 2p
|2=IX 2X 1Ix=
a) o X+l
1 2p
:j(x+1)dx:
0
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_§ 1p
2
b) n 1p
Evident 2™ * L S0 (O)x0©0D,NON =1 >0
x+1
Din x[0(0,2) = x" <1 1p
CX"+nx+1_n+2 1p
Atunci <
x+1 X+1 2p
Integrand inegalitateade mai sus= |, <(n+2)n2
©) jx”*1+(n+1)x+1d 1p
0
243n+ 2p
|41 =202 0 on)ing
n+1
imIql +1_,)=2-2In2 2p
w_m nt n+1)_ —<in
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Varianta 3

www.mateinfo.ro

Prof: Marcu Stefan Florin

¢ Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul corespunzator.
¢ Nuseacorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctgje intermediare pentru rezolvari partiale, in limitele

punctgjului indicat Tn barem.

¢ Seacorda 10 puncte din oficiu. Notafinala se calculeaza prin impartirea punctgjului obtinut la 10.

SUBIECTUL I (30 de puncte)

1 3
Se observa ca avem 0 suma de 7 termeni in progresie geometrica curatia g = —% P
Atunci S=§(1+i7 2p

4" 3
2. | 1(0)=19(0)=3 Ip
f(9(0)=1(3)=7,9(f(0) =91 =4 2
2
f(9(0)-g(f (0)=3 P

3. | x=23 1p

X* +1=(x-3) 2p
4 2
6x=8= x:§:>Ecua;ianu are solutii reale.

4. | Cifrele pare nenule sunt 2,4,6,8 2p
Numarul cerut este A’ = 24 3p

S | X+ yW=(x+y)I+(x-y)§ 2p

. 3p
Atunci X+y=5Xx-y=-1=x=2,y=3
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6. 2p
sin’ x+cos” x=1= cosx:2—\?/)E
sin2x = 2sin x[¢osx 1p
42 2p
Sn2x=——
9
SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
1. | calculdam aria triunghiului OA, A, mnON 2p
a)
0 0
A=|2m-1 2m+1
2n-1 2n+1
2
A:4(m—n):>Aria:%|A|:2|m—n| P
Atunci, aria triunghiului OA,,; A, este egald cu 2. 1p
b) 2m-1 2m+1 3p
Se verifica conditiade coliniaritate atrei puncte: |2n—-1 2n+1 1=0
2p-1 2p+l
2p
Prin calcul, obtinemegalitatea .
C) | Observim capunctele Ay, A,..., Ay, sunt coliniare (din b)) 1p
Atunci dreptele distincte sunt: OA),OA,...,OA.4, AAxu 2
. 2p
In total avem 2016 drepte .
2. | (x=D(y-D+1=xy-x-y+2 1p
) | Dar xy—x-y+2=x[y-ax—ay+2 3p
1]
Deci a=1 P
b) | Aflim mai ntdi elementul neutru al legii : Xce=eox=X,0xOR=e=2 3p
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2
Verificam conditia de simetric : 2014 02014 = 20140 2014 =2 P
13 2013
©) | xox=x2-2ax+2>0, (O)xOR 2p
2
A=4a*>-8<0 p
1p
al(—v2,4/2)
SUBIECTUL al I11-lea (30 de puncte)
1 | cdculam lim f(x) = 2p
a) X
2p
=lim<=0
X—=-0 ¥
Dreapta Y = O este asimptota orizontald spre —oo. 1p
b) ) Ip
f(x) :[e_J =
X
_ex-¢€ _ 2p
="
_e(x-1 2p
) | Daca x>1= f'(x)>0 1p
Deci f este strict crescitoare pe intervalul (1, +oo) 1p
1
Dar 1<1n2013< In2014 = f (In2013) < f (In 2014) P
2014 2013
eci > . 2p
In2014 In2013
2. 1 2p
I :J'xEdl—x)dx:
a) 0
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2 e 2p
:(_—_) =
2 3, 1p
-1
6
b) | Aratimca sirul (1), este strict descrescator si marginit 1p
2
Din x0(0,) = 1-x0(0,) = 1= X" > L-X)™ =1, <I_ P
2p
h 1
Evident |, >0.Dar (1-x)" <1= 1 <jxo|x:E
0
) | Efectuam schimbareade variabila u=1-X 2p
1 1p
Atunci | | :j(l—u) W"du =
0 2p
11 .1
n+l n+2 (n+1)(n+2)
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BAREM DE EVALUARE S| DE NOTARE
Variantal

Prof: Nicolaescu Nicolae

¢ Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul corespunzitor .

¢ Nu seacorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctajeintermediare pentru rezolvari partiale, in
limitele punctajului indicat Th barem.

¢ Seacorda 10 punctedin oficiu. Nota finala se calculeazi prin Tmpar tirea punctaj ului obtinut la 10.

SUBIECTUL | (30 de puncte)

fof=2-3(2-3x)= -4+9x 3p

1. | fof este crescitoare (9>0) 2p

1]
2*+21‘X:3:2X+2—2x:3 Notim 2* = y >0 P
o | Ecuatiadevine y* —3y+2=0cusoluiile y, =2,y, =1 2
2°=2=x =15 2°=1=x,=0 2p
! ! ! 3
Cé:Cé—’:i:G, ngcg:i:]_a CSZiZZO p
St 412! 313!
3. | p= nr.cazuri favorabile _ 3 2p

nr.cazuri posibile 5

4=2=Ja2+b? =2 2% +b? =4 ®

Ecuatia a° +b® = 4arein Z x Z solutiile (2,0),(-2,0),(0,2),(0,-2)

rnB:_2_6:_—8 1p
© 5-0 5

5 _ _3 2
My [, =-1=m, =2 P
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Ecuatia naltimii y—3:§(x+1) =5x-8y+29=0

2p
3¢ . 2J10 2
snx=%,[1-|=| =t——
: 3) =5
T . 1p
Deoarece XD(O,Ej:snX>O
2p
sin2x:25inxcosx:22\/ﬁE—E:lzx/E
7 7 49
SUBIECTUL al I1-lea (30 de puncte)
1 a b c
detA=|a b’ c|=abc(abc+2-a-b-c) 2p
a b ¢
a)
abc+2-a-b-c=0 admite, de exemplu, casolutie a=b=c=1 3p
4x+y+z=-1
. . dx+y+z=-1 o 4
Sistemul devine {2x+y+z=-1= . Minorul principal este 2p
2x+y+z=-1
2x+y+z=-1
b) X,y necunoscute principale si z necunoscuti secundara si notim z=qa 1p
. . JAxty=-l-a . 2p
Sistemul devine cusoluia x=0,y=-1-a,z=a,alR
2x+y=-1-a
a’+b+c=-1
X=y=z=1=Ja+b’+c=-1 1p
a+b+c’=-1
©) | scazand din prima ecuatie pe ceade-a douaobtinem (a—b)(a+b-1) =0 1p

| Dacd a—b=0= a=b .Dinadouaecuaiie c=-1-a—a’ si inlocuit in atreiaecuatie
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=a'+2a°+3a°+4a+2=0=(a+1)’(a’ +2)=0=a=-1=a=b=c=-1 2p
1p
Il Daci a+b=1= c® =-2 dinatreiaecuatiefas!
2 log,(1-y) o1y \ 1™ oo (y)ons) | 2P
(x0y) Tz = 1-(1-x) ") 7z = 1—[1—(1—(1— x) e )} =1 (1-x) )
a)
log, (1-7) logy 1-(1-(1-) 27| log, (1-y) =2 2p
xC(y02) = xC{L-(1-y)™ ):{1—(1— ) }:1—(1-x) w0
=1-(1- x)'ogZ(l_y)IOQZ(l_z) , deci legea este asociativi Ip
Legea este comutativa deoarece, daca notim A= (1- X)'ogZ(l_y) B=(1- y)'ogZ(H) si logaritmam in
baza 2 obtinem log, A=10g, Bsi datorita injectivitatii functiei logaritmice 2p
log, A=log, B= A=B = x0y =yl
O | xre=x=1- (1- x)'OQZ(H) =x=>1-x=(1- x)'OQZ(H) 2
1p
= (x#1)log,(1-€) =1= e=-10(-,1)
XXX =1~ (1- %)% 0™ (am aplicat asodiativitatea egii)
1p
o | XOxOx=1-(1- x)'ogzz(l_x) =x=>1-x=(1- x)Iogz o log,” (1-x) =1 2
2
Iogz(l—x):ﬂ:xl:—],xz:% P
SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)
L x*-ax+3=x*—x-3x+3= x(x3 —1) -3(x-1)= (x—l)(x3 +x% + x—3) = (x—l)2 (x2 + 2x+3) 2p
x-1)°(x* +2x+3 2
3 cau & tim 1O i 7Y ( ) X236 3

(-t et (x-1) ox-1 -0
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b) f'(x)=4x3—4=4(x—1)(x2+x+1) f'(x)=0=>x=1 2p
X - 00 1 0o
2p
f'(x) 0 +++++++++++++++++++++
O IN NN NN 24 S S S
1p
Deci f este descrescitoare pe (o, 1)
Observam ca m>0 deoarece in caz contrar limita este +oo
lim T () —(m +n) =5= lim/x* —4x+3 - (m+n) = 2p
Xt —dx+3-mixt —2mne —n? X (1= ) 5 2mn ~4x+3-n?
lim \/ - ; =lim
X X' —4x+3+mx’ +n Y h_4.,3 n
) Xz( 1_)(3+x4+m+x2j 1p
2p
1-m*=0=m=1
N5 n=-5
2
2. | Fie F:R - R.oprimitiva afunctiei f.
Atunci F!(x) = f (X):In(1+e") >0 3p
a) 2p
Atunci f este crescitoare pe R
Notam u(x) =1+e" =t Atunci u(0)=2, u(l)=1+e
e“dx =dt 2p
1 e+l e+l
Integraladevine [In(1+e")e‘dx = [ Intdt=tint " - [ 1dt = (e+1)In(e+1)-2In2~t "
b) 0 2 2 2p

1p
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Findizare 1= =(e+1)In(e+1)-2In2+1-e

Fie F(t) o primitiva afunctiei f.

Atunci g(x) = F(t) [*=F(Inx) - F(0) 2p

3
1_In(i+x) P

g'(X)ZF'(“’]X)—O:f(|nx)|:mnx)':|n(1+elnx)x :

BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE

Varianta2

Prof: Nicolaescu Nicolae

¢ Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul corespunzitor.

¢ Nuseacorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaj eintermediare pentru rezolviri partiale, in
limitele punctajului indicat in barem.

¢ Seacorda 10 punctedin oficiu. Nota finala se calculeazi prin Tmpar tirea punctaj ului obtinut la 10.

SUBIECTUL I (30 de puncte)

(2x+3yi) = (y=xi) =2+i= (2x-y) +(x+3y)i = 2+i 2p

1 1]
2X_yzzcusol iax=1y=0 i
x+3y=1 wax=Ly= 2p

logi x+log, 9x—-4=0= log; x+log, 9+log, x—4=0= logZ x+log, x—2=0 2p

Notam log, X =y
2p
Ecuatiadevine y* + y—2=0cu solugiile y, =1, y, =2

Iogsx=1:>x1=3,log3x=—2:>x2=é 1p
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G, nOx=¢p- A<O0 2p

A<0= 4m’ -12m<0=m0(0,3)

2
L% iz ? sunt termeni consecutivi ai unei progresii geometrice cu ratia :% P
9
* E@j oy *
S=1 1 = 7
1, 2
3
2-a -a 2p
My = Myp = 2
AB[CD = m,, In, =-1 1p
5. - 1
27858 2 -23-8=0 P
-4 2
a = 4 a, = -2 1p
2p
sin135° =sin(180-45)° =sin45’ zg
6. 2
c0s150° = —cos(180 - 30)° = —c0s30° = —% P
J2 1
p
Josinias VOO,
= =-20Z7
cos150° V3
2
SUBIECTUL al I1-lea (30 de puncte)
1. | Observam ca M(X)M(y)=M(x+y), Ox,y OR
Tnmultirea matricelor este asociativi, deci asociativitatea este verificata pe G. 1p

M (x)M (y) =M (y)M (x) =M (x+y),0x,yOR, deci inmultirea matricel or este comutativa pe 1p




Bacalaureat Matematica M1 - 2012 www.mateinfo.ro

G
3) | Deoarece M (x)M (0) =M (0)M (x) =M (x),OxO R, deci elementul neutrueste M (0) =1, 1p
1
M (x)M (=x) =M (=x)M (x) =M (0),Ox 0 Rdeci orice element M(x) este simetrizabil si P
simetricul sau este M(-x)
Deci (G, Jlgrup abelian 1p
Consideram f : R - G, f(X) = M (X) evident bijectiva 2p
B) | f(x+y)=M(x+Yy) =M X)M(y) = f(X)f (y) dedi f izomorfism 2p
1
Atunci (R +)=(G,0J P
) | M (x)M (2x)1.0M (2012x) = M (x+ 2x +...+ 2012x) = M (1006 [2013x) 2p
det (M (1006 (2013x)) = 30 %201
2p
301006&013X - 302012 = X= 2 lp
2013
2 9=X+§=X—(—§):x—é 2p
3p
2 f(2)=3+3+4=0 =g/ f
f=X3+2X2 +21=(X +é)(x2 +4X +§) =(X +:§)(X +§)(X +i) 4p
b) 1p
~A\2 A~
f :(X +3) (X +1)descompunerealui fin Zg[X]
(5X+5)2:3fx2+x+i:> A X2 +2abx+b =4 +x+1 2P
¥ oisazdsuasi "
c)
a=2=4b=1=b=4 ( primasolutie) 1p
a=3=Db=1 (adouasolutie) 1p
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SUBIECTUL al I11-lea (30 de puncte)

L] :ex(ax2 +bx+c+2ax+b) =ex[ax2 +x(b+2a)+b+c] 2p
a=3 a=3
) | Jp+2a=7 = {b=1 3
b+c=3 c=2
Studiem existenta asimptotei orizontale 1p
& o 3ax+2 6x+1 6 P
lim e (3x* +x+2)= lim =——= = lim === lim —-=0
X — —00 X — —00 e X — —00 —e xa—ooe
y =0 asimptoti orizontala spre —co 1p
f(Inx) =6x= e'”X(SIn2x+Inx+2):6x:> x(3|n2x+lnx+2):6x 2p
3In° x+Inx+2=6=3In*x+Inx-4=0 cu solutiile 1si _4
c) 3 Ip
4 - 2p
Inx=1=x,=e Inx=—§:>x2 =e?
2. | f continua pe (- 0,0) si (0, ©) 2p
limx?sinx=0, limIn(x+1) =0, f(0)=0 deci f continua in punctul 0 2p
X0 0
a) 1p
Deci f continua pe R= f admite primitive pe R
[ x¥sinxdx= [ x* (= cosx)'dx = ~x* cosx + [ 2xcosxdx = =x* cosx + 2[ x(sin x) " dx
1p
=—x’ COSX +2XSin X+ 2cosx +C,
jln(x+1)o|x=x|n(x+1)—ji+1dx=x|n(x+1)—x+|n(x+1)+c2 1p
X
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b) (x) = —X* CoSX + 2xsinx+2cosx+C,,x<0 1p
xIn(x+1) -x+In(x+D)+C,,x>0

F admite primitive pe R,deci F derivabila pe R= F continua pe R= Fcontinua in 0= 2+C, =C, 1p

FO=1=C=-1=C,=1

1p

_ —X?cosX+2XsinX+2cosx-1,x<0
Deci F(X) =

xIn(x+1) -x+In(x+1)+1, x>0

1

Cazul — P

h 4

C) I f(t) I Hospltal In(x+1) ]_;_1 1 P
IIm0 00 lim——~2 =|limX*L ==
X weooX s 22

BAREM DE EVALUARE S| DE NOTARE
Varianta 3

Prof: Nicolaescu Nicolae

¢ Pentruoricesolutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul corespunzitor.

¢ Nuseacorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctajeintermediare pentru rezolviri partiale, in
limitele punctajului indicat Th barem.

¢ Seacorda 10 punctedin oficiu. Nota finala se calculeazi prin Tmpar tirea punctaj ului obtinut la 10.

SUBIECTUL I (30 de puncte)

2
X?’:wjx‘g—:gx—Z:o P

(x+1)(x2—x—2) =0=>x,="1Lx%=2

A*=n,n0ON,n=3=n(n-1)(n-2)=6n=n*-3n-4=0 2p
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2. | n=4,n=-10N 2p
1
s={4 ’
.. |3=x=0 9 1p
Conditii: = x| -=,3|=D
5x+9=0 5
Ridicim la patrat ambii membri ai 2p
5 | egdlitagii= 3—x+2,/(3-x)(5x+9) +5x+9=4=/(3-x)(5x+9) =2-2x
e . . o e _ /£ _ 23 2p
Ridicam din nou la patrat ambii membri ai egalitatii 9x —14x—23—0:>x1——1,x2—3DD
23 e . .
dar X, :3 nu verifica ecuatia deci S={-1}
2p
cos x="1 =£:>x—7—TD iarocos£+2kﬂ,kDZ
4 2 4 2
T 57 T 2p
:>xD{—i—+2kn,kDZ}:>xD{—+2kﬂ,kDZ}D{—+2kﬂ,kDZ}
4. 4 6 12 12
1
x0[0,277) = x0] 22X T P
12 12
AB[AD =| AB| [AD) [¢os( £BAD) 2p
5. | cos75° = cos(45° +30°) = cos45° cos30° ~sin45°sin30° = V6 ;‘/E 2p
A N
/B (1AD) (bos(<BAD) = 24— = = 6(v/6-+72) 1p
5 x*+x+220 [xOR 4p
1< x"+x+1<1=> =
X +x<0 XD[—lO]
® infina x0[-1,0] lp

SUBIECTUL al I1-lea (30 de puncte)
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L] o (4 04 1_(12 3 o
-4 1)1-4 1) (12 -3

a 12 - 2

) _3A= p
12 -

deci A2 =-3A= AOM 1p

Fie ADM = A2 =-3A 1p

2p

det A? = det (—3A) = (det A)* =9det A
b) 2p
deci det A=0sau det A=9

A’ —trA[A+det Al, = O, 2p

2
-3A-trA[A+det Al, =0, = -3A-trA[A=0, = (-3-trA) A=0, P

AZO,deci trA=-3

2 3-1 2 —2-0 2 2p
m,. = =—, =———=—= AB//CD (1
5| 2 () T 21 X
mBC:gzg,mAD :%(‘_11):3: BC//AD (2)

2p

Din (1) si (2) obtinem ca ABCD paralelogram

1p

AABCDzzmABC 2p
-1 1

b) :2é2 2 3 1=7 3p
1 0

- - 2

Ecuatia dreptei BC: )I—zzzg—::BX—y—SZO: M (a,3a -3) P

0 | |AM|=(a +1) + (37 -4)’ =5 =10a° 220 +17 =5 2p
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6 6 3 1p
a=lLa,=—=>M|—-,—
=1a =28
SUBIECTUL al Il1-lea (30 de puncte)
1 1 —-2012 -2012
f'(x)= E =
142012 x* x(x+2012) 2
X
o/ .y 4024(x+1006)
a) f (X)_ 2 2 2p
x* (x+2012)
1p
Deci f' crescatoare pe domeniul maxim de definitie
;In[hzm‘zj
. n_ .. 2012\ |1 142012 Y lim nin 142022
Cazl 1= lim[1+f (n)] —le{1+ln(1+ - ﬂ %) - 5) 2
b) In(1+ 2012jcm 0 n -2012
lim nln(1+ 2012):“m = "jimD+2012_ n? i, 20120 5,
no o n no o 1 no o ;1 n-owon+2012 2p
n n2
Rezultatul final este €. 1p
f continua pe [1,2] si derivabila pe (1,2) 1p
Aplicam teoremalui Lagrange si rezulta ca (£ (1 2) astfel incét f(2) - f (1) = f (c) 1p
c)
In(1007) - In(2013) = 012 2012 1007
c(c+2012) ~ c(c+2012) 2013 3p
2. V3 A
3 3
_ _ay2 —(v_w\3 — 3_3\/5_2\/5
a) Il_-o[(l 3x )dX—(X X)|03 —? F—T

S5p
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= = |
" on+1 " 2n+1 2n-1 "? 4n?-1 "?

7 5
3 - 3 n
o=l = | [(1—3x2)“ -(1-3%) l}dx= [ (1-3%) 3xdx >0 2p
0 0
2p
b) Deci sirul (1) este descrescator si devarece (1—3x2)n >0= |20 deci sirul este marginit.
Deoarece sirul este monoton si marginit rezulta (1)  convergent 1p
5 15 1p
3 n n 3 3 n-1
j(1—3x2) x'dx:x(1—3x2) K —nj x(1—3x2) (-6x) dx
0 0
W3
C) 3 5\n-1 2 2p
l,==2n[(1-3¢)" (1-3¢ ~1)dx=1,=-2nl +2nl , =1 (2n+]) =2nl,,
0
_.2n _2n 2n-2 _4n*-4n 2p
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BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE
Varianta 1

Prof: Nicolaescu Nicolae

¢ Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul
corespunzator.

¢ Nuseacorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolviri partiale, in
limitele punctajului indicat Tn barem.

¢ Seacorda 10 puncte din oficiu. Notafinala se calculeaza prin impartirea punctagjului obtinut la 10.

SUBIECTUL 1 (30 de puncte)

(1+i)(2-3i)=5-i 3p
1
4=+26 2p
4X+1_2X+2+1:0:>4mx_4|IX+1:O 1p
< X . . . 2 2p
Notam 2" = ysi obtinem ecuatia 4y -4y +1=0
2 2
y:%: x=-1
oA 2p
min 4a
3 -25
fmin =T 3p
p= numar de cazuri favorabile 2p
numar de cazuri posibile
4 P -
P:E
90
A(2,3), B(-1,5) 20
E=—§+ 2] 2p
5 |
|AB| =13 1p
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cosS—H =—cosL = ﬁ 2P
6 6 2
6. | Teoremacosinusului BC? = ABZ + AC2 - 2[AB [AC [£osA =13+ 64/3 2
BC =/13+6/3 1p
SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
1
a) 2 3p
D(x) =(2X+xj
2p
D(x) este patrat perfect
0 2
D(0) =(2 +oj =1
b) Sp
D(x) = 22X = x(x + 2X*1) =0 2p
<)
x=0sau x=-1 3p
2. 2
(ny) Oz= \/ x2y2 723522 _3x272 _3y272 1 9x2 19y2 +972 ~24 P
2p
a) | Analog, x[y[z) :\/ x2y222 —3x2y2 ~3x272 —3y222+9x2 +9y2 +922-24 1p
L egea este asociativa
x2e2 —3x2 -3 +12=x2 2p
b) 2
e2=4=e=#2 P
1
e=20G P
x2-3x2-3+12=1 2p
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X=%2 2p
0 | x=20G 1p
SUBIECTUL al Il1-lea (30 de puncte)
1.
1+ 2014>O
X
2p
xz£0
a) 3p
XD(—OO,—2014)D(O,00)
b) £1(x) = -2014 op
X)=———" _
9 X(x+2014)
3
lim In(1+2014J=In[ lim [1+ 2014B:|n1:o P
0) 2p
y=0 asimptota orizontala catre + oo
2. | f continua pe (- 0,0) si (0, 0) 1p
l[im f(x)= lim f(x)=f(0)=0 3p
X-0 X=0
3 x<0 x>0
. . ) 1p
f continua pe R, deci f admite primitive pe R
0 0 0
[ f(x)dx=] xe“dx=xe¥ 9 1—J e”dx
4 -1 -1 2p
b) 3p
Rezultat find 2-C
e
.3 . \2 3p
lim 09 = jim STX< jim (S”Xj Dlim sinx
0) X-0 X X-0 )(2 X-0L X X-0
x>0 x>0 x>0 x>0
2p
=110=0
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BAREM DE EVALUARE S| DE NOTARE
Varianta 2

Prof: Nicolaescu Nicolae

¢ Pentru orice solutie corecta, chiar daci este diferita de cea din barem, se acorda punctajul
corespunzator.

¢ Nuseacorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolviri partiale, in
limitele punctajului indicat Tn barem.

¢ Seacorda 10 puncte din oficiu. Notafinala se calculeaza prin Tmpartirea punctajului obtinut la 10.

SUBIECTUL | (30 de puncte)

2p
2014
V2014 | =44 || ©=2 | =
2013
2014 2P
J2014 |+ {_} =45
1 [ ] 2013
1p
. . . L . an-1tan+1 2p
Conditiacasirul si fie progresie aritmetica g, ="+ ~"*n>2
2. - .. . . .
5n—3:w deci sirul este o progresie aritmetica 3
2
X+ X = =3, X X0 =3 2p
2p
x2 +x2 =(-3)> -23B=3
3 | 172
E*X5.3_, 1p
X1Xo 3
fof="f=09x+4=1+3x 3p
X=—-=
2
2
sin2x+c052x=1:>S’+sin2x:1:>sinx:i\/g P
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2p
xO O,I—T :dnx:@
5, 2 3
_sSinx _ 1p
tgX_cosx_\/_
6BEin Y 2p
- 6 —
Anapc=— 3 712
SN - PDABC - /(80 mediana Tn triunghiul ABC 3p
WABO= 2 - (BO mediana in triunghiu )
SUBIECTUL al I1-lea (30 de puncte)
i)‘ Determinantul este egal cu 3m2 +3m
5p
detAz0 2p
b) | 3m2 +3m# 0= mOR-{-10} 3p
X+2y-3z=1 1p
0 Pentru m= -1 sistemul devine {—-x-y+z=-1
X+y-z=2
3p
Adunénd ecuatia a douasi ecuatiaatreia obtinem 0=1
Sistemul este incompatibil 1
p
2. | f(0)=1 o5p
a)
_-1 2 __1 2p
+X,+ X, + + + = o m+n2+m+n=—=
XXX XK XXy = 5
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b
) 1)2 1)2 2p
m+_| + n+_ | =0
2 2
1p
m=n=-1
2
f=X3-X2+X+1 1p
2 3p
. {100 EIlOl} _ 1000101201 , 1001101 , ; 5
C) 2 6 2 1p
S=25.169.300
SUBIECTUL al Il1-lea (30 de puncte)
1
0= 4028
a) 2
(x—2) o5p
f'(X) <0 peintervalele (-,2) si (2,00) deci f descrescatoare pe (- ,2) 1p
lim f(x)=2014 3p
f (x) <2014, DxD(—oo,Z)
2 [ 3p
lim arctg2yx—20F (x) = lim &97VX=2 “22 Olim 2014x
X>2 xX>2 ( X 2) xX>2
=114028=4028
2. | ' ()=9(x 4p
d) | f esteo primitiva alui g 1p
e
[g(x)dx= x3(ln x—l) le
b | 1 5p
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lim f(x)= lim x3Inx- lim x3= lim "X g

x>0 x>0 x>0 x>0 x3
1
= 3
O | fim M%< jim %= im X =0

X—»Oi X—>O—3X2 X—>O_3
x>0 X3 x>0 g x>0
X

2p

3p

BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE

Varianta 3

Prof: Nicolaescu Nicolae

¢ Pentru orice solutie corecta, chiar daci este diferita de ceadin barem, se acorda punctajul

corespunzator.

¢ Nuseacorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari partiale, in

limitele punctgjului indicat Tn barem.

¢ Seacorda 10 puncte din oficiu. Notafinala se calculeaza prin Tmpartirea punctajului obtinut la 10.

SUBIECTUL | (30 de puncte)

1. | Conditii de existenta x+2>0, x>0 deci. x[1(0,) 2p
2p
log, (x+2)X=3=> x2 +2x-8=0
1p
X=2
by =, (2 = 48=12[6° = q = +2 3p
2.
by = by [G% =768 2
D=R 1p
2—x:x3:>(x—1)(x2+x+2j=0 3p
3. 1p
x=1




Bacalaureat Matematica M1 - 2014

www.mateinfo.ro

4. i+l i+l 2 2p
Parteaimaginara este egala cu |2
tgm:tg M—Bﬂ :—th 3p
4 4 4
5. 2p
Rezultat fina -1
AB+BO-DO+DC=A0+0D+DC=AD+DC=AC 3p
6. T.Pitagorain triunghiul ABC, obtinem AC=10. 2p
SUBIECTUL al I1-lea (30 de puncte)
1. 2+ 3 1
A+x|2:[ X } i
3 det(A+xI2):x2+x—5
2 2P
X +x—2:O,x1:1,x2:—2
_ X
Fie Xz[ ]
y
2x+3y=1
O | obinern sistemu { y 2
X—-y=2
7 y=_3 3p
XT5 Y™ 75
2-2x 3+X 1p
A-xB=
1-x  —1+x
°) det(A—xB):—x2+6x—5 2p
2p
[x par = det( A—xB)impar deci matricea este inversabila
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XXy ==
a) 3p
6m1=3=3n=6=>m=2
b) | f1)=0 5p
catul g=X2+3X +6 3p

c . 2

) Restul r =0 P

SUBIECTUL al I11-lea (30 de puncte)

f(x) =eX+2014

2p
2p
f"(x)=eX>0
1p
f convexa peR
lim eX+2014x=—oo deci graficul nu admite asimptoti orizontala 2p
X — —00
b X 1
) m= lim & 72014 _ 5414 P
X— —00 X 1p
n=0
1p
y=2014x asimptota oblica spre - o
f'(0)=2015 2p
€)| y-1=2015x ecuatiatangentei 3p
2. | = m-In2-1 S5p
1=
2
a)

1< (x+1)" < 2", Ox0[01]

1p
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1 1 2p
5 [arctgxdxs| <] 2narctgxdx
2p
T _np T4y on[ 77IN4) on7
4 4 ~n 4 4
; 5
A= arcthxdx:xarctQZXS - [x 2 2dx 2p
0 0 1+4x
c)
A= m-2In2 3p
8
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BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE

Varianta 1
Prof: Oancea Cristina

¢ Pentru orice solutie corecta, chiar daca este
diferita de ceadin barem, se acorda punctajul
corespunzator.

¢ Nuseacorda fractiuni de punct, dar se pot acorda
punctaje intermediare pentru rezolviri partiale, in limitele
punctagjului indicat Tn barem.

¢ Seacordi 10 puncte din oficiu. Notafinala se
calculeaza prin impartirea punctajului obtinut la 10.

SUBIECTUL | (30 de puncte)

L| (-m\?- 3p
(m)4—4m:4:>—m2+4m:16m
; 2p
=-m =12m - m=-12
2. | Notamcut=3"=2t>-3t+1=0 1p
A=3-2[401=1 2
_3—1_1 2p
% 4 2
3+1
=———=1
% 4
3 — — 1
Vi (2+10;3+17) =M (35 p
4 4
2p
2p
4 2
N p
a

)
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3p
5. | sin135° =sin(180-135)° =sin45° 2p
sin®45 +cos’* 45' =1 3p
6. | tgx+ 2ctgx = 3ctgx = tgx = ctgx 2p
—x=45=" 1p
2p
SUBIECTUL al |l-lea (30 de puncte)
1. | mA-2+4=4=m-2=0 2p
2} -
) | >m=2 2
1p
b) | A=-2m-4-6+24+2m+1=15#0 | 3p
2p
¢ | 15<16 1p
2p

2p

)
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: (;12)2—2£:4—2:2 0
a) 6 6 3p
1p
b) | a=14, b=10 3p
2p
) | 20x+2)(3X+1) [{x>+1) 2p
2p
1p

SUBIECTUL al I11-lea (30 de puncte)

2
+
X 6x+9:1

m=lim—;
x-= . X° +5X
o XP+6X+9-X*-5x, ..
n = lim( ) =lim
X — 00 X+5 X — 00
y=1Xx+1=x+1

X+9
X+5

T B T DN T DN

)
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(2x+6)(x+5) = (X* +6x+9) 1
(x+5)° P
:2x2+10x+6x+30—x2—6x—9 1
(x+5)? p
2

X +1OX:21=O:>X1=3;X2=7 1
(x+5) p
2
p
Y= Yo = F'(%)(X=X%,) 1
9 p

f(><o)=yo:>yo=g
1
—gzwj y:g+é p

5 5 5 5

1
p
2
p

lime*+1=lim2-x=lim2-x=
X-0 X-0 X-0
x<0 x>0 x=0

e +1=2-0=2-0=1+1=2=2
2=2=2

T B T DN T DN

)
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1 1
ﬂj (2-x)%dx = ﬂj (4-4x+x*)dx
0 0

X2 11 1
= (Ax-2X° + =) = r[2+= =7Td
( 3)0 1 3) 3

T DN T B T B T B

1 1
) J-XEQZ—x)dx:J-Zx—xzdx:
0 0

1 2
=1-—+=—+
3 ¢ 3 ¢

2r
2

w %,

T N T B T N

)
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BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE
Varianta 2
Prof: Oancea Cristina

¢ Pentru orice solutie corecta, chiar daca este
diferita de ceadin barem, se acorda punctajul
corespunzator.

¢ Nuseacorda fractiuni de punct, dar se pot acorda
punctaje intermediare pentru rezolviri partiale, in limitele
punctgjului indicat Tn barem.

¢ Seacordi 10 puncte din oficiu. Notafinala se
calculeaza prin impartirea punctajului obtinut la 10.

SUBIECTUL | (30 de puncte)

1| g5 _q 2 3p
2 D32015 -1 =1

2p

2. ! 1
A= 5! IleZ[IBBl[EB:lZO p
(5-4)! 1 2
2p
S La-p T [+ ] ®
— (—2i )1007 + (2i)1007 =2+2=4 2p
2p

)
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4. A=25-24=1 2p
-A -1
. == 3p
4a 4
2a 2 4 2
51 . 2p
alb = 23@0s30° = 2[3@/—5 =33
2 3
p
6. sin35 +c0s35 —cos35 —sin35’ 2p
c0s145" = —cos(180-145)" =-cos35 | 1
sin145 =sin(180-145)° =sin35° 2

SUBIECTUL al |l-lea (30 de puncte)

Li(5 0y (8 0 5% 0
+ to
¥ (o 5] [o 52J ( 0 5

52015 _ 2 O
\ 4 B 52015 _ 2 1 O
O 52015 _ 2 4 O 1

4

T T DN T DN

)
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b [ det A=55-00=25 3
)| (50 . (50 P
A = = A =
05 05 2
p
5 0 0
A_lzi ]: S
2510 5) |, 1
5
C) | 52" = 35" -1250 1
—2[52" = 1250 .
52 =625= n=2 2
p
2
p
2.1 C=xX*+6x+4 1
a) | restul =0 P
3
p
1
p
bil x2+x2+x +x =64-12=52 3
) p
2
p
Q) | f(x)=(x-8)[{x°+6x+4) 2
p

)
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p
1
p

SUBIECTUL al Il1-lea (30 de puncte)
1 2 _ 2
(x2—1)[I]nx+ZD<El]nx—(X 1)=O D

: X

;1 x[l]nx(x2+2x—1)—x2—1:O 2
X p
=x=1 1
p
b | f(x) " (=0;D) 1
1100 7 @) P
1
p
1
p
2
p
Cly=—Y,=fD(x-1 1
) |y =f@=0 P
f'(1)=0 1
y=0 P

)
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1

p

2

p

2 2 _ 2 2 2
' IX+3 5dX=IX+3dX— 5 ix ;

X+3 X+3 L X+3

2

;i Ildx+5j—dx x22+5[I]n|x+3|f D
—2+2+5[I]n|5|—5[l]n|]]:4+5[l]n|5|+Z 1

p

2 2

2
IX‘ZdX:X——ZX :6—4_ﬂ—4:_
2 2 2 7 2

b | 2 2 2
) Ix—2dxzx——2x
b 2 -2
:ﬂ—4—ﬂ—4:—8+D
2 2

T DN T - T - T B

)
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) f[(x 2 D(+3} dx

= nj (x—2)*dx = nfl[ﬂx— 2)*dx

ux)=x-2=u'(x)=1
e i
0 5

5

T DN T - T DN

)
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BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE
Varianta 3
Prof: Oancea Cristina

¢ Pentru orice solutie corecta, chiar daca este
diferita de ceadin barem, se acorda punctajul
corespunzator.

¢ Nuseacorda fractiuni de punct, dar se pot acorda
punctaje intermediare pentru rezolviri partiale, in limitele
punctgjului indicat Tn barem.

¢ Seacordi 10 puncte din oficiu. Notafinala se
calculeaza prin impartirea punctajului obtinut la 10.

SUBIECTUL | (30 de puncte)

(- _ 12030...(n-1) [ ) 3p
12030...(n-1)
Cl= 12030...(n-1) [h 3
" 10AR2BO..(n-])
nN+nNn=36=2n=36=n=18

2p

2. 10 1p
215+ —[215=215+21,5=236,5
100
2p
2p
3| (J6)? <3 <(V12)? o
2p

2p

)
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4. | -11<3x+2<11 2p
-13<3X<9 3p
= _—13 <x<3

3
x[ [_—13 ; 3}
3

5. | m=0 2p
m=2 3p

6. | cos120° = —cos(180-120)° = -cos60® | 2P
c0s110" = -cos(180—-110)" =-cos70" | 1p
c0s100° = —cos(180—-100)° =-cos80 2
c0s60’ +cos70° + cos80°
—c0s80° —cos70" =cos60" =0

SUBIECTUL al |l-lea (30 de puncte)

L1, (20 -17 2
A =

3 72 25 p

5 12 15 2
B =
-56 -23 P
A4 R? = 32 -12 1
16 2 p
b | Det(A+B)=8L 8=64 3
) p

Det(A)=38

)
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Det(B)=30 p
— Det(A+ B) # Det(A) + Det(B)
c) c_[80 1
o 8 P
8 0) (8 0 g 0 2
+ +ou.
08 |0 & o &) |P
82014_2 2
_ - 0 :82014_2.(1 olp
2014 _ 7 0. 1
0 8 2
7
2014 _
:8 2E112
7
2.1 C=x*-5x+6 1
a) restul =0 P
3
p
1
p
b 3
) p
X2 +x5+x5 =81-21 26=81-52=29
2
p
C) | (X-4)(x-3)(x-2) 2
p

)
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SUBIECTUL al Il1-lea (30 de puncte)

1. 2
( 2
1p
b) 3433 1p
|imf(x):|im%=l:o
X 00 x-o X [(X+2)° o0 1p
1p
2p
C) D, 2 a2 1p
lim x* 3[(x 2+4x+42 3X
X X" [x+2) 1p
: -12x+12)
:| 4D (
0 A A AOC+4X 1p
4
- - 2
:|imM—_lz P

x~o Xt +4x° _ 4%

)
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2. 13 3 3 2 3|2p
I(x—3)2dx:jx2—6x+9dx:X——6X—+9x
a0 0 3 2 0 2p
=27 62 19m=9-27427=940 1p

3 2
b) | 3 _2)2015(3 2015 1p
J’(X_3)2014dX:(X 3 :3 +
’ 2015 |0 2015 1p
1p
2p
o) | 3 2p
szrn(x)dx
0 1p
f(x)=x= f'(x)=1
(X_3)n+l 2p
9(x) =(x=3)" = g(x) ="———
n+1

_m\n+l 3 _\n+l
XD(X 3) _I(X 3) dx
n+l ¢ n+l

_me_s)nﬂ_ 1 |L(X_3)n+23
n+1 n+l n+2 |0

. (=3

(n+H(n+2)

)
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BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE

Variantal

Prof: Olah Csaba

¢ Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctgjul corespunzitor.
¢ Nuseacorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari partiae, in limitele

punctgjului indicat Tn barem.

¢ Seacorda 10 puncte din oficiu. Notafinala se calculeaza prin impartirea punctajului obtinut la 10.

SUBIECTUL | (30 de puncte)

1| r =3 raiaprogresiei, atunci x=1+3(n-1)=3n-2 1p
1+4+7+...+3n—2z2[@3n—1) = n(3n-1)=290, n=10 %
x=3n—-2=30-2=28. 2p
2. _ 2p
Din relagiile Ui Viete x, +x, =m+1si x 3, =m = m(i+i—1] =T X
X % X%,
- 3
:mBm:;J:1 nu depinde de m. P
3. 3p
Tmpér‘;indecua;iala\/i,seob;ine %9nx+%cosx21«= Sin(lzT+Xj=Sing, XD[O,ZZT]
atunci x+]—T:7—T:x:]—T. 2
4 2 4
4. 150-k k 150-k —k 450-5k 2p
T =C5 (\/5) (ij =Cia 2 [@M@3 =C5 4@ ¢ |, termenul nucontine a =
Ya
:M=O:>5k=450:>k=90,
1p
termenul fara a: T, = Cn 4. 2p
5 11 2m+1 1 2m+1 1 3p
2=l 1 8-2
2 9 =0=|11 8-2m 0=0= =0
I3=ly 3 2m
4 4m+1 3 2m O
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adica 8m=24—m=3 2p
6. 1 1 1 3p
cos” X = —= =—=
1+tg°x 1+64 65
xu(g,nj =
= COSX=-——.
65 2p
SUBIECTUL al I1-lea (30 de puncte)
1 111 poo
D | dav(123)=fL 2 3=f 1 2= J=8-6=2
’ %G 3 8 4p
1 4 9 1 3 8
=2. 1
b) 1 1 1)(1 a a?
V(abc)iV(abc)={a b c |1 b b= 3p
a® b*> c¢®)|1l ¢ ¢
3 atb+c a*+bh*+c? 2p
=| a+b+c a’+b*+c® al+b’+¢c’|.
a’+b’+c® a’+b*+c® ~at+bt+c?
©) x3—3x+2:x3—x—2x+2:x(x2—1)—2(x—1):(x—1)(x2+x—2):(x—l)z(x+2), 3p
=(1)(x+)
1101
% =% =1,%=-2 = detV(L1-2)=]1 1 -2 = 0. 2
11 4
2. 2p
f(k):k(k+3)(k+1)(k+z):(k2+3kj(k2+3k+zj:t(t+z):
3) B B 3p
=12+ 20> 1%, dar 17+ 2t = (t+1)° —1<(t+1)%,
2 2 1p
(k*+3k) < f (k) <(k*+3k+1) = f (k)= m*,mOZ
D] £ (k) =1 (K+3K)" +2(k* +3) +1= 0= ®
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:>(k2+3k+1)2=0,deunde k?+3k+1=0 1p
kD{—3—2\/§’—3;\/§} 2

c) n 2p

Zn:(k+1)((k)+2) ik(k+3)=g 2+3) k=

k=1 k=1

:n(n+1)(2n+1)+3Dn(n+1) :n(n+1)[€2n+1+3j_ 2p
2 2 3

n(n+1)(n+5)' 1p

SUBIECTUL al Il1-lea (30 de puncte)

L lim f (x) =“m(x—5)(x—1)(x+3)(x+7): 7
3|5 ek 0 (x-1)(x-4)
i (X8 (x+3)(x+7) 4B _128 3
x-1 X—4 T3 3

b) | Functia f sescrie

£ (%)= (x=5) (x+7) (x=1) (x+3) = (¢ +zx-35)(x2 +zx-3j = (t-32)t =

=t

=t2- 32+16° -16° = (t -16) - 256 = (x® + 2x-19) - 256 3p
=216

£(x) =2(5¢ +2x-19)(2x+2) = 4(x+1)(x* + 2x~19)

f(2)=4B{4+4-19)=-44[3, f(2)=-3BO=-45[3 2

| £'(x)=0 = 4(x+1)(x*+2x-19) =0=> x+1=0= x, = -1, s 2p
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X2 +2x-19=0, x,, = -1+ 2./5 2p
X D{ -1- 2\/3, -1 -1+ 2\/3} toate trei radacini sunt reale.
1p
2 X+l 2@ +l-xe ()= ?
a) f(x)= X¥-x+1  xX*-x+1  X-x+1
X2 +1-x)(x* +1+x
e Gt
X —-x+1 1p
X X
J'f(x)dx=.[(x2+x+1) =—+=_+x+C.
3 2 20
b 3
) H'(x):h(x):x2+x+1+2;>0:> P
X“+x+1
= H este o functie crescitoare. 2
C) 1 1 1 1 1p
— 2 _
'([[f(x)+g(x)]dx—.([(x +x+1)dx+'(|;mdx—(*)
1
1 1 1 X+1
1 1 1 1 2 2p
dx = dx = dx =—=arctg =
-([x2+x+1 £x2+2x912+1+3 j 1 (B V8 V3
X0 5 2 2
2 2 0
2\/3 V3| _2/3r_\3r
=——|arctgv3-arctg— |=——=——
3 %f 93T o 1p
3 =
6
3 2 ! 1p
(*) = X_+X_+X +@:E‘+@
3 2 o 9 6 9

BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE

Varianta 2
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Prof: Olah Csaba

¢ Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctgjul corespunzitor.

¢ Nuseacorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari partiale, in limitele
punctgjului indicat Tn barem.

¢ Seacorda 10 puncte din oficiu. Notafinaa se calculeaza prin impartirea punctgjului obtinut la 10.

SUBIECTUL | (30 de puncte)

(1+i)™ :[(1+i)2:| =(2)” :25°(ﬁj =-2%in mod similar
2i =1 3p
2
(1-1) = =2 = (1+1) +(1-i)® =2 - 20 =207 P
2. | f(x)=g(x)=> X’ —4x+5=4x-7= X" -8x+12=0, x, =2,%, =6 2p
g(2)=1si g(6)=17
2p
Punctele de intalnire A(2,1) si B(6,17). 1o
3. 1 -1 : . x 1
3-22= (:(3+2\/§) j ecuatia se poate scrie (3+2\/§) +t—————=2,da
3+2y2 (3+ 2\/5) 2p
(3+2\/§)X+;X22,XDR:(3+2\/§)X =(3+242) " = x=x, adica x=0.
(3+ 2\/5) 3p
4. | Cifre, numere prime, sunt 2,3,5,7, numere de 3cifre prime ditincte Aj’ =41=24 2p
Tn total sunt 900 numere de 3 cifre
1p
Probabilitatea p zﬁ 23.
900 75 2p
5 A\ - - - - 2
UHV=T+(2m+1)], [0+ =1+ (2m+1)" =am? +4m-+2 P
U+V) =v2 = 4 +4m+2=2, adici 4m(m+1) = 0 deunde 2
mO{-10}. 1p
6. | AB=4[3, BC =404 iar AC =4[5, sunt numere pitagorice= ABC este triunghi dreptunghic




Bacalaureat Matematica M1 - 2014 www.mateinfo.ro

cuipotenuza AC =20, 3p

2

R=A—C=£=10. P
2 2

SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)

L m-1 -1 0 3p
D | detA(m)=| 0 m+1 1=(m-1)(m+1)
0o 0 1
rangA(m) =3= mOR\{-11}. 20
b) m+l 1 -1
Socotind A™(m) obtinem A™(m) = m21—1 0 m-1 1-m 3p

0 0 m’-1

31 -1
A‘l(z):E 01 -1].
*loo 3 2
©) | det] A(m)A(m-1)] = det A(m)det A(m-1) = (m-2)(m+1)(m-1)m= 1p
=(m2—m—2)(m2—m)=(m2—m)2—2(m2—m)+1—1=
:(mz—m—l)z—l 2p

det[A(m) DA(m—l)] =-1- (m2 —m—1)2 —-1=-1,adici m*-m-1=0, deunde

=1+\/§ =1—\/§ 2p

m, 5 Mes 5

5 -
Folosind relatiile lui Viete, putem scrie Z)g =2, z XX =6, unde x,i =15 sunt radacinile
i=1

I<i<j<5 2p
polinomului

5 5 2
% :(ij ~2 ) xX =4-12=-8<0, daca toate X ar fi fost redle, rezultatul ar fi fost | 2p
i=1 i=1

l<i<j<b
pozitiv, rezultd canu toate radacinile sunt reale. 1p
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b) | Aplicand schemalui Horner, se gaseste radicina x = 2. 5p
€) | Tot cu schemalui Horner obtinem f=(X—2)(X4+6X2+5) Ip
X*+6X?+5= X*+X?+5X?+5= X?(X?+1) +5(X? +1) =(X*+1)(X* +5), deci
2p
f=(X —2)(X2+1)(X2+5),radicinilecomplexe +i,+i/5 toate patru diferite. 2p
SUBIECTUL al Il1-lea (30 de puncte)
L f(X)_2x2+8x+x+4—4+1_2x(x+4)+x+4_ 3.
9 X+4 X+4 X+4 x+4 1p
=2x+1—i:>f'(x)=2+ 3 ~>0 2p
X+4 (x+4)
f este crescatoare pe domeniul maxim de definitie. 2p
b) - .3 _ . . 3p
Cumin a). ||mﬂ_o, y = 2X +1 este ecuatia asimptotei oblice
XaOOX
Asimptota orizontala nu exista iar asimptota verticala este X = —4. 2p
0 | f(x 2p
():i[€2x+1— 3 j:1+i— S o X
2x  2X x+4 2X  2X°+8x 2X° +8X
2x+1
f(x
lim ( ) =1°
XA 2X 1p
X+1
5 ————((2x+1)
2x+1 2x°+8x |2x°+8x 2
f(x + pre fjm 2X¥3x+1
||m ( ) =I|m 1+ )Z 1 ' :eX*"Q 2X°+8X =
x=eo|  2X X0 2X° +8X
e 2p
=e.
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2. 1 1 1 1
x+1-1 x+1 1
Il=j dx=.[ dx—j dx=(x—|n(1+x))‘ =
a) y 1+X o 1+ X o1+ X o 3p
2p
e
=1-In2=In—=.
2
b) _1Xn+1+xn_xn _1Xn X+1) 1 X" _ 3p
[ —j 1+ —J' x—j dx =
0 X 1+x o 1+ X
X" X 1
= - = -1,.
n+1|O 5 L+ X n+l 2p
¢) | Folosind formuladin b). se poate scrie
11 111 10-12+15-20+30-60 e e 37
| == —S+=-Z+>-1+], = tIn—=In—-—
6 5 4 3 2 60 2 60 3
p
:|ng—£ 2p
2 60
BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE
Varianta 3
Prof: Oléh Csaba
¢ Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctgjul corespunzator.
¢ Nuseacorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari partiae, in limitele
punctgjului indicat Tn barem.
¢  Seacorda 10 puncte din oficiu. Notafinala se calculeaza prin impartirea punctajului obtinut la 10.
SUBIECTUL I (30 de puncte)
1. 2 2
1 1)
- 4 - 2 — —
z+—=i,z +?—(z +?j -2=||z+=| -2| -2= 3p
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=(-3)°-2=7. 2p
2 [ (1-9)(x)=0" ()-69(x) 8 I
9°(x)-69(x)+8=0=g(x)=2,9(x)=4
2p
g(x)=2=2x-6=2=x=4, g(x)=4=2x-6=4=x=5 1p
x{4,5} . 1p
> x>1, Iogxﬂ(x—l):m,ecua;iasepoatescriea@a P
1 1 2p
I -1)+— =2, dar | “+t—x22
00, (X )+|ng+l(x_1) , dar log,,, (X )+|ng+l(x_1)> =
:>Iogx+1(x—1):m:1:> x—1=x+1, ecuatianuarerezolvarein R. 2p
4. | Secunoasteidentitatea C° +C! +...+C/' = 2", 2p
3
2048=2" = n=11. P
S | AB(-12), BC(1,2) 2p
AB[BC =-11+22=3.
3p
6 | 2(sna+sinb)(sina=sinb) =2(sin*a-sin’b) = 2p
_ 2(1— cos2a 1- cost] — cos2b - cos2a. ,
2 p
SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
1. | Dupi relaiilelui Viete x, + X, + X, =0, 2p
a)
R A AR
D= t%+X X %=0 x X =0 3p
XNEX X X X[ 00X X
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b) | Cum x +x,+x,=0, 2p
K4 +08 =3, = -15. ¥
) X 2-X X-3 [Xx+2-X+x-3 2-Xx x-3 1 2-x x—3|_|
X-3 X 2-X=|x-3+x+2-x x 2-x=(x-11 x 2—XF§ 1p
2-X X-3 X |2—x+x—3+x Xx-3 X 1 x-3 x|
=x-1
1 2-x x-3
(x-1)[0 2x-2 5-2x=(x-1)(6x-6+4x* - 20x+25) = (x~1)(4x* ~14x+19) 2p
0 2x-5 3
X 2-X x-3
Xx-3 X 2—x:O:>(x—1)(4x2—14x+19j20:>x:1. 20
2-xX X-3 X a0
2. | xOy=(x-4)(y-4)+4, Ip
i xOe=x=(x-4)(e-4)+4=x=(x-4)(e-4)=x-4=e-4=1, e=5
2p
XOX =e= (x-4)(X -4)+4=5=x = L 4= 2p
x=4 Xx—4

b) | xb=bOx=b=(x-4)(b-4)+4=b=>(x-4)(b-4)=b-4=(b-4)(x-5)=0, deunde | 3P

2
b=4. P
C) | Dinb).sestieci 40x=x4=4 2p
X4 U+4 =5 o X*[A+4* =5 < 4°+4=5, deunde 4" =1 2p
=4 =4
1p
x=0.

SUBIECTUL al I11-lea (30 de puncte)

_nP+3?+3n+1-n* _ (n+1)° 11

[n(n+1)] n*(n+1)° n*(n+1)’ n* (n+2)’ 2p
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b =a,+ 1 :i 1 + 1 :i 1p
" (n+1)° n* (n+1)’ (n+1°® n*’
1
n+1)’ ¥
by _ (n+1) =[N <1= b esteunsir descrescitor. 2p
b, L (n+1
n3
b) . n*(3n° +3n+1)
lima, (" =lim =
n-e = [n( n+1)] 2p
o).
=lim n 1” =3.
n- oo n6(1+j 3p
n
c)
n n 1 1
lim» a =lim)» | —— =
naw; naooZ;-{nS (n+1)3J lp
im -t i 1,1 1. (AN 2
el P20 2 P F 4 n® (n+1)’
=0 =0 =0 =0
2p
=lim| 1- ! 5 [=1
el (n+1)
2. 1-tgx=u 3p
J~1+th _I 1 B 1 ax = _J‘Ez
a) 1-tgx 1-tgx cos’ X
=~Injuj+C=~Inftgx-1|+C. 2p
b) +102 tgx=u 3p
IZ:jl tgzxdx=—j 21 E-ILde=—J' 21 du =
1-tg°x tg°x—1 cos” x u--1
- 2
T O o PYo P
2 |u+] 2 |tgx+1
c) B 1 1p
[ f.(x)ax= j R
0 1-tg* x
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1 1 =1[ 1 1
1-tg*x (tgzx—l) (tgzx+1) 2

1 1 1
i o
5, 19°X—=1 cos” x

tg— -1 1 1

12 4 |, 71
tg— +
96

7 1, J3-3

1l 2 12 4 J3+3

H——dx=

-—M-=Inl=—+=In—=——.

tg2x+1_tgzx—1}'

tgx—-1
tgx+1

1 1
=| x+=In
2 2

z
6

|

0

1p

2p

1p
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BAREM DE EVALUARE S| DE NOTARE
Varianta 1.

Prof: Olah Csaba.

¢ Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul corespunzitor .

¢ Nu seacorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctajeintermediare pentru rezolvari partiale, in
limitele punctajului indicat Th barem.

¢ Seacorda 10 punctedin oficiu. Nota finala se calculeazi prin Tmpar tirea punctaj ului obtinut la 10.

SUBIECTUL | (30 de puncte)

1| r =3 raiaprogresiei, atunci x=1+3(n-1)=3n-2 1p
1+4+7+...+3n—2z2[@3n—1) = n(3n-1)=290, n=10 %
x=3n—-2=30-2=28. 2p
2. _ 2p
Din relagiile Ui Viete x, +x, =m+1si x 3, =m = m(i +i—1) =T X
X % X%,
- 3
:mBm:;J:1 nu depinde de m. P
3. 3p
Tmpartind ecua;iala\/i , Seobtine %Sinx+%cosx =l Sin(lzT+ xj :Sing, XD[O,ZZT]
atunci x+]—T:7—T:x:]—T. 2
2 4
4. 150-k k 150-k —k 450-5k
T =C5 (\/5) (;j =Cia 2 [@M@3 =C5 4@ ¢ |, termenul nucontine a =
Ya 2p
_ 1p
:m=0:>5k=450:>k=90,
termenul fara a: T, = Cn 4. 2p
5 11 2m+1 1 2m+1 1 3p
2=l 1 8-2
2 9 =0=|11 8-2m 0=0= =0
I3=ly 3 2m
4 4m+1 3 2m O
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adici 8m=24=m=3 2p
6. 1 1 1 30
COS? X = —= ==
1+tg°x 1+64 65
27 &5 2
= COSX=———.
65
SUBIECTUL al I1-lea (30 de puncte)
1 111 100 4p
a) _ e 1 2_ _
detV(123)=[1 2 3 =1 1 2_‘ ‘—8—6—2
GG 3
1 4 9 1 3 8
1p
=2.
b) 1 1 1\(1 a @
V(abc)iv(abc)=|a b c |01 b b’ |= 3p
a? b* c?)\|1 ¢ ¢
3 atb+c a’+b*+c? 2p
=| a+b+c a’+b*+c? a*+b*+c’|.
a’+b*+c? a*+b*+c®  a*+b'+c’
€) x3—3x+2:x3—x—2x+2:x(x2—1)—2(x—1):(x—1)(x2+x—2):(x—l)z(x+2), 3p
111
X =% =1%=-2 =>detV(1L-2)=1 1 -2 = 0. 2
11 4
2. 2p
f(k):k(k+3)(k+1)(k+2):(k2+3k)(k2+3k+2j:t(t+2):
a) - - 3p
:t2+2t>t2,dart2+2t=(t+1)2—1<(t+1)2,
2 2 2p
(k*+3K)" < f (k) <(k*+3k+1)" = f (k) zm*,mOZ.
b) 2p

f(k)=1= (k2+3) +2(k?+3k)+1=0=




Bacalaureat Matematica M1 - 2012 www.mateinfo.ro

:>(k2+3k+1)2=0,deunde k?+3k+1=0 1p
kD{—3—2\/§’—3;\/§} 2

c) n 2p

Zn:(k+1)((k)+2) ik(k+3)=g 2+3) k=

k=1 k=1

:n(n+1)(2n+1)+3Dn(n+1) :n(n+1)[€2n+1+3j_ 2p
2 2 3

n(n+1)(n+5)' 1p

SUBIECTUL al Il1-lea (30 de puncte)

L lim f (x) =“m(x—5)(x—1)(x+3)(x+7): 7
V|5 ek 0 (x-1)(x-4)
i (X8 (x+3)(x+7) 4B _128 3
x-1 X—4 T3 3

b) | Functia f sescrie

£ (%)= (x-5) (x+7) (x=1) (x+3) = (¢ +zx-35)(x2 +zx-3j = (t-32)t =

=t

=t2- 32+16° -16° = (t -16)’ - 256 = (x* + 2x-19) - 256 3p
=216

£(x) =2(5¢ +2x-19)(2x+2) = 4(x+1)(x* + 2x~19)

f (2)=4B{4+4-19)=-44[3, f(2)=-3BO=-45[3 2

| £'(x)=0 = 4(x+1)(x*+2x-19) =0=> x+1=0= x, =1, sau 2p
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X2 +2x-19=0, x,, = -1+ 2./5 2p
X D{ -1- 2\/5, -1 -1+ 2\/5} toate trei radacini sunt reale.
1p
2 Cxt Ll e +l-x (X=X ?
a) f(x)= X¥-x+1  xX*-x+1  X*-x+1
X2 +1-x)(x* +1+x
o)
X —-x+1 1p
X X
jf(x)dx=j(x2+x+1)dx=—+—+x+C.
3 2 20
b 3
) H'(x):h(x):x2+x+1+2;>0:> P
X“+x+1
= H este o functie crescitoare. 2
C) 1 1 1 1 1p
— 2 —
'([[f(x)+g(x)]dx—.([(x +x+1)dx+'(|;mdx—(*)
1 1 1 X+1‘
1 1 1 1 2 2p
dx = dx = dx =—=arctg =
-([x2+x+1 £x2+2x912+1+3 j 1 (B V8 V3
2 X0 5 2 2
2 2
2\/3 V3| _2/3r_\3r
=——|arctgv3-arctg— |=——=——
3 %f 93T o 1p
3 =
6
3 2 1 1p
(*): X_+X_+X +@:E‘+@
3 2 o 9 6 9

BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE

Varianta 2.

Prof: Olah Csaba
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¢ Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul corespunzator.

¢ Nuseacorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctajeintermediare pentru rezolvari partiale, in
limitele punctajului indicat in barem.

¢ Seacorda 10 punctedin oficiu. Nota finala se calculeazi prin impartirea punctajului obtinut la 10.

SUBIECTUL I (30 de puncte)

1 50 25
(1+i) :{(yﬂ =(2))° = zm(ﬁj = ~2% in mod similar
— a 3p
2
(1-i)" ==2% = (1+i) " +(1-i)" =20 -2¥ =20z, g
2.1 f(x)=g(X)= X’ =4x+5=4x-7= X" -8x+12=0, x, =2,%, =6 2p
g(2)=1si g(6)=17
2p
Punctele deintanire A(2,1) si B(6,17). 1p
3. 1 1 . . x 1
3—2\/_ = (:(3+2\/§) ) ecuatia se poate scrie (3+ 2\/5) t————— =2, da
3+242 (3+ 2\/5) 2p
(3+2\/§)X+;X22,XDR:(3+2\/§)X =(3+242) " = x=x, adica x=0.
(3+ 2\/5) 3p
4. | Cifre, numere prime, sunt 2,3,5,7, numere de 3cifre prime ditincte Aj’ =41=24 2p
In total sunt 900 numere de 3 cifre
1p
Probabilitatea p zﬁ 23.
900 75 2p
5. B v - |- - 2 > 2p
u+v=i+(2m+1)j, ‘u+v‘= 1+(2m+1)" =v4m’ +4m+2
UV =v2 = 4 +4m+2=2, adici 4m(m+1) =0 deunde 2
mO{-10}. p
6. | AB=4[3, BC =404 iar AC =4[5, sunt numere pitagorice= ABC este triunghi dreptunghic
cuipotenuza AC =20, 3p
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_AC _20 _ 2p

SUBIECTUL al I1-lea (30 de puncte)

L m-1 -1 0 3p
D | detA(m)=| 0 m+1 1 =(m-1)(m+1)
0 0 1
rangA(m) =3= mOR\{-11}. 2p
b) m+l 1 -1
Socotind A™(m) obtinem A'l(m)=m21 (o m-11-m 3p
- 2

0 0 m--1

31 -1
A‘1(2)=% 0 1 -1]. ,
00 3 p
©) | det] A(m)A(m-1)] = det A(m) et A(m~1) = (m-2)(m+1)(m-1)m= 1p
:(mz—m—z)(mz—m):(mz—m)z—z(mz—m)+1—1:
=(m2—m—1)2—1 2p

det[ A(m)A(m=-1)]==1 - (m?-m-1)° -1 =1, atics ¥ ~m-1=0, deunde

:1+J§ :1—J§ 2p

m, 5 Mes 5

5 J—
Folosind reftiile lui Viete, putem scrie ' x =2, > xx; =6, unde x,i =1,5 sunt radacinile
i=1 1<i<j<5 2p
polinomului

5 5 2
Z)gz =(Z)gj -2 z XX; = 4-12=-8<0, daca toate X ar fi fost reale, rezultatul ar fi fost 2p
i=1 i=1

1<i<j<5
pozitiv=> nu toate radacinile sunt reae. 1p

b) | Aplicand schemalui Horner, se giseste radiacina x = 2. 5p
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€) | Tot cu schemalui Horner obtinem f:(X—Z)(X4+6X2+5) Ip
X4 +6X? +5=X*+ X +5X? +5= X*(X*+1) +5(X? +1) = (X +1)(X* +5) , deci
2p
f=(X —2)(X2+1)(X2+5),radicinilecomplexe +i,+i/5 toate patru diferite. 2p
SUBIECTUL al I11-lea (30 de puncte)
L 2X% +8x+X+4-4+1_ 2X(x+4) x+4 3
a) f(x): = + - =
X+4 X+4 X+4 Xx+4 1p
SO+l o f(x)=2+ > >0 2p
X+4 (x+4)
f este crescatoare pe domniul maxim de definitie. 2p
b) - .3 _ D o . 3p
Cumin a). Ilmj—o, y = 2x +1 este ecuatia asimptotei oblice
XaOOX
Asimptota orizontala nu exista iar asimptota verticala x = —4. 2p
¢ | f(x 2p
():i[éz“l" 3 j:“i_ 3, 1
2xX  2X x+4 2X  2X°+8x 2X° +8x
2x+1
f(x
lim ( ) =17
X0 2X _’]_p
X+1
5 ——((2x+1)
2x+1 2x°+8x |2x°+8x 2
f X X+ ”m72x :3X+1
lim ( ) =lim|| 1+ )§+1 ' =@ 2X¢+8x =
x=eo|  2X X0 2X° +8X
e 2p
=e.
2. 1 1 1 1
+1- +
|1:J'X 1 1dx:IX 1dx—f 1 dx:(x—ln(1+x))‘ =
a) 1+x o 1tXx 1+ X o 3p
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2
=1—In2=InE. P
2
b) 1 N+l 4 Ny 1Xn X+1 1 n 3p
= XXX g ) g X g
o 1+x 5 1+X o 1+ X
XM e x 1 i
n+l, 3l+x  n+1 " 2p
¢) | Folosind formuladin b). se poate scrie
211111 _10-12+15-20+30-60 e_, e 37
IG____+___+__1+I1_ +ln==In=—-—
6 5 4 3 2 60 2 2 60 3
p
:|ng—£ 2p
2 6
BAREM DE EVALUARE S| DE NOTARE
Varianta 3.
Prof: Oldh Csaba.

¢ Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul corespunzitor.

¢ Nu seacorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctajeintermediare pentru rezolvari partiale, in
limitele punctajului indicat Th barem.

¢ Seacorda 10 punctedin oficiu. Nota finala se calculeazi prin Tmpar tirea punctaj ului obtinut la 10.

SUBIECTUL I (30de puncte)

1. 5 2
2
z+£:i,z4+i4:(zz+izj _2=| 241 22| -2= 3p
V4 Z V4 .
=(-3)°-2=7. 2p
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9°(x)-69(x)+8=0= g(x)=2,g(x) =4 2p
1p
g(x)=2=2x-6=2=x=4, g(x)=4=2x-6=4=x=5
x0{4,5} . 1p
> x>1, 10 (x-1) ' ate scri P
, log, ., (x—1) =————, ecuatia se poate scrie asa
g 1 |ng_1(X+1) at p &
1 1 2p
log, ., (x-1)+————— =2 dar log,, (x-1)+—————>2 =
e A Py 9o Y g (x1)
=10g,,, (x-1) =————~=1= x-1=x+1, ecuatianu arerezolvarein R 2p
log, ., (x—1)
4. | Secunoaste identitatea C° +C! +...+ C" = 2", 2p
3
2048=2"=n=11. P
5 | AB(-12), BC(12) 2p
ABI[BC =-11+2[2=3.
3p
6. | 2(sina+sinb)(sina-sinb) =2(sin’a-sin’b) = 2p
= 2(1_ cos2a _1- COSZb) =cos2b-cos2a. 3
2 p
SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
1. | Dupi relaiilelui Vierte X + X, +x, =0, 2p
a)
L atRtX X X 0% X
D= 0*%+X X %=0 % X%/=0 3
XN EX X %[ 00X X
b) | Ccum x +x,+x,=0, 2p
3
X +35+35 = 3%30% = ~15. P
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0)

X 2-X X-3 [X+2-X+X-3 2-X X- 1 2-x x-3
Xx-3 X 2-X=|x-3+x+2-x x 2-X=(x-1)[L x 2-x= 1p
2-xX x-3 X |2—x+x—3+x Xx-3 X 1 x-3 x
=x-1
1 2-x x-3
(x=1)[0 2x-2 5-2x=(x~1)(6x~6+4x* ~20x+25) = (x~1)(4x ~14x+19) 2p
0 2x-5 3
X 2-X X-3
Xx-3 X 2—x:O:>(x—1)(4x2—14x+19j:0:>x:1. 20
2-xX x-3 X o
2. | xOy=(x-4)(y-4)+4, 1p
i xOe=x=(x-4)(e-4)+4=x=(x-4)(e-4)=x-4=e-4=1,e=5
2p
. . . 1 4x-15
Ux = -4 -4|+4=5 = 4= ]
xOX =e=(x )(x )+ =X ==t 4 2p

b) | x(b=bOx=b=(x-4)(b-4)+4=b=(x-4)(b=4)=b-4=(b-4)(x-5)=0, deunde | 3P

2
b=4. p
¢) | Dinb).sestieca 40x = x04=xX 2p
X' [4° 04+4* =5 o x 04+4* =5< 4 +4=5, deunde 4* =1 2p
=4 =4
1p
x=0.
SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)
; _n+3n°+3n+1-n® _ (n+1)3 oo 1 1
[n(n+1)]3 n*(n+1)’ n*(n+1)> n° (n+2)’ 2p
b,=a,+ 1 _1_ 1 + 1 .1
n (n+1)3 n3 (n+1)3 (n+1)3 n3 ' lp
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1
n+1)’ *
b _ (n+1) :( n j <1=>b, esteunsir descrescitor. 2p
b, 1 n+1
n3
b) . n*(3n° +3n+1)
lima, [h" =lim =
n-e e [n( n+1)} 2p
o)
=lim L 1” =1.
n-o n6(1+j 3p
n
) 1
lim) a =lim) | —- =
nwz nawz 3 ( 1) lp
S 5 S S S R S RS S S 2
el P20 2P P F A n’ (n+1)’
=0 =0 =0 =0
2
= lim| 1-——— |=1. g
el (n+1)
2. Qo= 3p
} =J~1+tg X _J' 1 dx _rdu
a) 1-tgx 1-tgx cos,2 X u
=In|u+C =~Inftgx=1 +C. 2p
b) 2 tgx=u 3p
|2:J'1+tgzde:_J~ 21 12 o _J' i du
1-tg°x tg°x—-1 cos” x us -
- 2
llnu 1 C=—1Intgx 1+ p
2 |u+] 2 |tgx+1
) LGT L6T 1p
1+tg® X4
.|.f4 J. tg X
0 0
1 1 1 1
1-tg*x (tgzx—l)(tgzx+1) 2 tg?x+1 tg®x-1) 1p
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ot—aly

m o1
=—+=In
12

f,(x)dx =

T
tg =
g6

m
tg - +
g6

EJ‘?lﬂgzx
25 tg°x+1

-1

m

6
Y
20

tg°x-1 cos” x

g lge 71,33

1l 2 12 4 J3+3

1

G——dx==

2

[+

2p

1p
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Prof:Pacurar Cornel-Cosmin

¢ Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul corespunzitor .
¢ Nu seacorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctajeintermediare pentru rezolvari partiale, in

limitele punctajului indicat Th barem.

¢ Seacorda 10 punctedin oficiu. Nota finala se calculeazi prin Tmpar tirea punctaj ului obtinut la 10.

SUBIECTUL | (30 de puncte)

1 | -9<2x-1<9 7
cardA=10 2p
2. | 2x-1=3x*-3x+1 1p
2
&:l&zg
2p
Punctele de intersectie sunt (L1) si (%%) 2p
3. | 8-3x=8-12x+6x* - X° 1p
x(X* -6x+9)=0 1p
3p
X =0,%,=3
4, T _(_1)k Ck . o212k B/ék kD{Ol,Z 2012} 2p
k+l 2012 ) v Ly
Tk+1DQ = K par
2p
Sunt 1007 termeni rationali "
5 | BC:x+y-2=0 2
3p
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Distanta este |1+2_2| 1
| —_— e —,
’ 2 V2
6. 2
c0s2x =2c0s” Xx—1 = 2c0s° x—1:% P
cosx=i£ 2p
2
xD(ms—ﬂj:cosx:—ﬁ 1p
2 2
SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
L 1 -m n? 3p
Y azlm w1 :—(mz—m+1)2(m+1)2
m 1 -
Findizare :m=-1 2p
b) | Daca sistemul are solutii nenule,atunci A =0 2p
Tn acest caz, sistemul sereducela x+y+z=0 1p
Aceasta ecuatie nu are solutii cu toate componentel e strict pozitive 2p
) | Pentru m= -1, rangul este 1 2p
Pentru m# —1, rangul este 3 3p
2. 1 , 1 4p
(xOy)Oz==(x-2)(y-2)(z-2)+2si xO(yOz) ==(x-2)(y-2)(z-2)+2
9 9
a) 1p
Finalizare: legea este asociativa
b) /| Trebuie si aratim ci exista eJR astfel incat x[Je = e[Ix = X, pentru orice xR 1p
XTe=X = 2x+2e-ex+2=3x  (e+1)(2-x)=0,0xOR, deci e=-1 3
Verificarearelatiei (~1) Ox = x,OXOR
1p
C 2
) xDxDxDx=—2—17(x—2)4+2 P
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xDxDxDx:—le(x—2)4:81e Xx=5sau x=-1 3p

SUBIECTUL al I11-lea (30 de puncte)

Lo} f(=x) =-x*+3x+2012 2p
a)
_ x®-3x+2012
lim—; =-1 3
x- —x° +3x+ 2012 P
b) | '(x)=3x-3 2p
3p

f'(x)=0,0x0O[L )= f estecrescatoare pe [1; )

©) | lim f(x)=-oo, f (~1)=2014, f (1) = 2010,lim f (x) = 2p
Din studiul variatiei functiei deducem ci ecuatia f (X) =m aretrei solutii reale distincte daca si
3p
numai daca m[J(2010; 2014)
2. 2013 2 2p
y—2012
I, = I ( _) dy
a) 2012
5 2013
_|Y 2
|, = - 4024y +2012%In
? (2012 Y y] 2p
2012
1, 22025 joparags + 20122 1n 203
2012 2012 1p
b) A & 2p
| =1 :.[ [f1-x)dx = 0 pentruoricen, = 1,,,, < 1,,OnON"
> X +2012
X" (x+2012 : 3p
|, +2012I, :I¥dxzjx”dx:i,DnDND
\ X+2012 . n+1
c) 1 1 3p

2013(n+1) "~ 2012(n+1)
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Findizare: liml_ =0 2p

n- o

BAREM DE EVALUARE S| DE NOTARE
Varianta 2

Prof: Pacurar Cornel-Cosmin

¢ Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul corespunzitor.

¢ Nuseacorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaj eintermediare pentru rezolviri partiale, in
limitele punctajului indicat Th barem.

¢ Seacordi 10 punctedin oficiu. Nota finala se calculeaza prin impirtirea punctajului obtinut la 10.

SUBIECTUL | (30 de puncte)

1 | 1+i-2i+2-9+6i = 3p
—~6+5i 2p

2. | ¥ =x+120 = XOR,x+220 e xO[~2;+x) 1p
2p

X2 =X+1=x* +4x+4

2p
3 2
x—7—7=2k71iarccos1 - x:2kﬂi7—T+7—T,kDZ P

3 2 3 3
] _ _am 3
xD[O,277):>xl—O,x2—? p
4. |'In A avem 6 elemente impare si 5 elemente pare 2p

Findizare: CJ [C; =100 de moduri 3p
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5 . _ {XDZZ 2p
Fie D emijlocul lui [BC] =
Yo =2
AD =3+ =10 3
6. 1 . 1 3p
- =3 = SNXCOSX ==
SIN XCOS X 3
sin2x=Z 2p
3
SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
L 1 x+y xX2-2xy+y? 2p
D Am(y)=|0 1 -2y-2x
0O O 1
1 x+y (x-y)
AX)IA(y)=|0 1 =2(x+y)|=A(x+Y) 3p
0O O 1
b) 0 x-y xX-y? 1p
A(X)-A(y)=|0 0 -2x+2y
0O O 0
0.0 -2(x-y)’
2
(AX-A)f=fo 0 o 2
00 0
0 0O
3
(A(x)-A(y))' =|0 0 0|=0, 2
0 0O
9 | A(X)IA(-x) = A(-x)A(X) =1, 3p
A(X))" = A(-x
= (A(9)*=A(-) .
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2 | R=f(2)=(4)" 3p
) R=-4° %P
b 10 10 10 2
D=3 s (@) 3 () i (21)f = 3 che (2 (1+ (<) P
k=0 k=0 k=0
8, =2[-1) C* 22 OR,0k{0,1....5 , 8., = 0,0k 0{0,1,..., 4} 3p
) | Fie z oradacina alui f = (Z+2i)lO :—(Z—Zi)10 = |z+2i|=|z-2i 2p
3
Punctul de afix z este egal departat de punctele de afixe i, deci apartin axei reale P
SUBIECTUL al I11-lea (30 de puncte)
1 . 4 3p
f'(X) = ~——=7——= < 0,0x0(2; +)
2 (+2)(x-2) N
= f estestrict descrescatoare pe (2;+o)
b) lim f (x)=0=d,:y=0 este asimptot orizontala spre +oo 3p
2p
lim f (x) =+00 = d, : x= 2 este asimptot verticala ladreapta
Xx>2
3
° In(1+4j 4 P
i xC1 () = lim——* =2 im 2
X—2
lim xf (x)=4 2p
2. | 4 9 ) 9 3p
_ (% 8xx
2 !f(&)dx-!(x—4&+3)dx-[3— 3 —3XJ1
¢ _ 16
‘[ f (&)dx— _E 2p
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b) | g(x)<0,0x0[13 1p
_ 3 _ 3 3
:A——.[g(x)dx——!(x—4+;jdx 1
P 3
A:—()(E—4x+3lnxj1 2p
A=28-1In27
1p
9 In=_|3'f”(x)dx=—2nj3'(x2—4x+3)n_1[@x2—2x)dx &
1 1
F n-1 1p
1, ==2n[(x* = 4x+3)" (X’ ~4x+3+2x~4+1) dx
1
l, = —2nJ3'(x2 - 4x+3)’ dx—ZnT(x2 —4x+3)n_ldx—2ni(x2 —4x+3)n_l[Q2x—4)dx
1 1 1 1p
: 2 n-1 On—l 1p
I(x —4x+3) EQZX—4)dX=.[t dt=0
1 0
=I,=-2nl,-2nl _,=(2n+1)l,+2nl,, =0 1p

BAREM DE EVALUARE S| DE NOTARE
Varianta 3

Prof: Pacurar Cornel-Cosmin

¢ Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul corespunzitor.

¢ Nu seacorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctajeintermediare pentru rezolviri partiale, in
limitele punctajului indicat in barem.

¢ Seacorda 10 punctedin oficiu. Nota finala se calculeaza prin Tmpirtirea punctajului obtinut la 10.

SUBIECTUL I (30 de puncte)

Ll b+b,=55ib+h =20 = b(1+q?)=55i = bo?(1+¢?)=20 %
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=q° =4~ q=%2 2p
g-0=q=2
1p
2. | A20 - a®-8a+420 3p
2
Finaizare: aD(—oo,4—2\/§]D[4+2\/§,+oo)—{o} p
3. 1
2x—-3>0,x-1>0,5-2x>0 = XD(§§j P
2 2
2_
Inwﬂn(S—Zx) o 6X>-19x+14=0 2p
x-1
)(1:2D §,§ 'XZZZD §,§ 2p
22 6 \2 2
4 n(n-1 T
C = ( ),Af:n(n—l)
2
n(n-1
(2 )+n(n—1):63c> n(n-1)=42 3p
NON=n=7
1p
5 | v, I, = 20112 - 2012* < 0 3p
- 2
v, [V, = 2011 - 2012°> < 0
= vectorii \71\72 formeaza un unghi obtuz
6. 1]
C:n—(l_T+I_Tj p
4 6
2B _oR 2p
sinC
snC=sinf 7—( Z+ 2| zsinf Z+ Z | < Y62 19
4 6 4 6 4
Finalizare: RZG(JE—\/E) 1o
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SUBIECTUL al I1-lea (30 de puncte)

1 | a+l+1=5< a=3 2p
a)
4-1-3=b = b=0 2p
2+3+4=9 este adevirat 1p
b) a 1 1 5 1 1 3p
Sistemul esteincompatibil daca A=|2 3 4(=0si A, =9 3 4|#0
4 -1 - b -1 -
=a=3bz0 2p
c) ax+y+z=5 3p
Pentru b =7 avem sistemul < 2x+3y+4z=9 care este compatibil pentru orice aldR
4x-y-3z=7
y 2

(0,11,-6) este solutia cu toate componenteleintregi ,Ha1Z

2. | Radacinileintregi delui f segisesc printre divizorii lui 10 2p
9 f(2)=0= x=20Z eradicina alui f 3p
b) | X +X, +. X =2, XX+ XX Fo XX =1 2p
1
X4 0 = (4%t ) =200+ %+ x%) =2 - 20(-1) =6 i
2 2 2 2 2 2 _

(% =) A ()= %)+ () =% )+ (= %) + 06 =% ) ot (X = %) = 2

:4(xf+x§+...+x52)—2(x1x2+x1x3+...+x4x5):18
© f:(x—z)[(x2—1)2+(x +2)2} »
(x2—1)2+(x+2)2>0,DxD]R 2p

= f areosinguri solutie reald 1p
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L] £'(x) =3%*+1001> 0,0xOR = f strict crescitoare = f injectiva 2p
a
) . . 2p
lim f (x)=—co,lim f (x) =+c0 si f estecontinua,deci f surjectiva
X — —00 X - 00 1p
Varezultaca ecuatia f (X) =y aresolutie unica, Dy OR
b 1
) | h(x) = +1001x - 20014~ —= P
n+2012
h(2)<0,h(3)>0=x,0(23) 1p
Xg+l_xr?-<o:>xn+l_xn—<o
. 1p
= (x,) convergentsi limx, 0[2;3]
-2)(x?+2x +1007) = =limx =2 2p
(6, =2)(+ 2%, +1007) = o = limg
c) n 3p
n(x,—2)=
(%-2) (%2 +2x, +1007) {fn + 2012)
. 1 2p
=limn(x —-2)=——
n-eo (Xn ) 1015
2. 2011 2p
o 4 X 1,x¢1
g | F(X)=1(x)=1 x-1
2011, x=1
2011 _
Xx<1=x"-1<0,x-1<0= 1 =0 1p
X_
20U _
X>=1=> X" -1~ 0,x-1> 0= =0 1p
x-1
. _ 1p
= F (x)>0,0x0OR = F estestrict crescitoare pe R
b) 2 2011 1p
F(x)=x+x—+...+ X
2 2011
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limF (x) = +oo, lim F (x) = =, F continud = IMF =R = F surjectiva 2p
1p
Dina) = F injectiva
1p
Deci F bijectiva
©) | Cuschimbareade variabila F™*(x) =t = x=F (t)= dx= f (t)dt 2p
a 1 t2 t3 t2013 L
F7H(x)dx = |tf (t)dt =| —+—+..+ =
JF (= 1) [2 3 2013]0 ®
1,1, .1 1p
2 3 2013
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BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE
Variantal
Prof: Pascotescu Camelia

¢ Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctgjul corespunzator.

¢ Nuseacorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari partiale, in limitele
punctajului indicat in barem.

¢ Seacorda 10 puncte din oficiu. Notafinala se calculeaza prin impartirea punctajului obtinut la 10.
SUBIECTUL | (30 de puncte)

L | Va9 +3~1000 + (+/3)? =72 +/(-10)* +3= 3p
=7+(-10)+3=0 ®
2. m -m+1 2p

Din Relatiilelui Viéteavem x, + X, :—T:—m si X% :T:_m+1

Relatiadata devine -2m+(-m+1) =3

1p
m:—g 2p
3
3 34><:3><2 1p
4x=x 2p
x =0,%, =4 2p
4. _ - : 1 2p
Seimpun conditiile 2x-1>0.si 2—x=0 ,deunde x[ 5,2
2p
Ecuatiadevine 2x=1=4-4x+x* cusolugiile x, =1,x, =5 1p
Avénd in vedere ca XD{%,Z} , solutiaecutiel este x=1
6. sin? x+cos? x=1 2p
1p

sinzle—coszx:é

XD(%T,IT) :>sinx:2—\éE 2p
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SUBIECTUL al I1-lea (30 de puncte)

.| Folosind Regula triunghiului:
a)
detA=4a+3a’ +18-9a-2a’-12= 3p
=a’-5a+6 2p
b) | Matricea este inversabila pentru det Az 0 2p
det A=0 = al{2,3 2p
A esteinversabila pentru xOR —{2,3} 1p
C) | detA=2#0= Sistem Cramer 2p
Sistemul are solugiaunica x=0,y=1z=0 . 3p
2. | asi b potluafiecare 5 valori. 3p
a) | Obtinem 505 = 25 matrice. 2p
b) 0ab 0 c d 2p
FieA=|0 1 a|,B=|0 1 c | OH~"
001 001
1 a+c d+ac+b 3p
Atunci ABB=|0 1 a+tc |OH .
0 0 1
c) 0ab 1 3a 3a°+3 3p
Fie X={0 1 a|OH .Atunci X3=|0 1 3a
001 0 0 1
~ A A ~ ~a=0 A ~ 2p
X®=l,=3a=0=a=05i 3a°+30=0=3=0=b=0
1p
Deci X =1,00H .
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SUBIECTUL al I11-lea (30 de puncte)

Lo (In@/x-Inx@/x) _ 2p
g | F'0= z =
%)
1 1
;B/; Inx 372\/; :2—Inx
X 2x3/X 3p

b) | f'(x)=0 < Inx=2 = x=¢ 2p
Din tabelul devariatierezulti ci f este strict crescitoare pe (0;€°) si strict descrescitoare pe 3p
(€°;00) .

C) | Deoarece 3,500(0;€%) si 3<5 , cum functia este strict crescatoare pe (0;€%) , avem 3p
f(3)< f(5) . 2
Atunci MBS B h3< 3In5 = In3% <In58 = 38 <57

NERG

2. 1 1 1 2p
|1:j lj - j(x D = In|x 1| ~Lin2

a) o X 2+ X +1 27 X +1 2

12 1,2 1 3
I2=.[ 2X dx=jx P (1— ! )dx (x- arctgx)‘ =1-7 P
o X +1 L X+l X2 +1 4
b 1 .,2n+2 2n 1 2n 3
) In+l+|n:.|')(2#dx XTOE+D dx = Ixzndx g
, X+l X+l
In+1+|n_i 2p
n+1

C) 2n ) 2p
Deoarece 0< < x™", rezulta

X“+1 1
p
2p

1 2n 1
O<I X dx<.|.x2“dx:i
A+l n+1

Cum Ilmiﬂ—o cu Criteriul clestelui , deducem liml_ =0 .
naoon n- o
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BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE
Varianta 2
Prof: Pascotescu Camelia

¢ Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctgjul corespunzitor.

¢ Nuseacorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctgje intermediare pentru rezolviri partiae, Tn limitele
punctgjului indicat Tn barem.

¢ Seacorda 10 puncte din oficiu. Notafinala se calculeaza prin impartirea punctajului obtinut la 10.

+
SUBIECTUL | (30 de puncte)

1l | z=za+ib=>Z=a-ib 1p
2(a-ib)+a+ib=3+2i = 3a-ib=3+2i 2p
=a=lb=-2=2z=1-2i 2p

% | Din Relatiile lui Viéte avem x1+x2=—_T3=—3 i X%, =%=1 2
Deci X +5 = (% +%,)* = 2%, =(-3)* ~2[1=7 3p

3. | Fiet=2">0.Rezulta -2t +t+1=0 2p

1 : 2p
t1:1t2=—§.Deoarecet1>O,t2<Osl t>0=>t=1

=2"=1=>x=0 1p

4. | Numarul submultimilor cautate este C? 2p

51 51 A% 3p

= = = =10
(-3 32 2

; |ax, +by, +¢| | 2p
Distantade laun punct A(X,,, ladreapta d :ax+by+c=0 este d(A,d) =——=2——.
P (Xo, Yo) ladreap y (Ad) i

|20+3@-1] 10 _10J13 3p

Deci d(A/d) = = =
WO B B
Prin ridicare la pitrat obtinem sin® x+ cos® x+ 2sin xcosx =1 de unde 3p
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sin2x=0

SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)

1.aﬁ_1234 5p
a) 214 3
b) | xea=f=x=pa™" 1p
4 (1 2 3 4 2p
a =
2143
(128341234 (1234 2p
4 231\2 413 (2143

) | Numirul deinversiuni al permutarii @ este m(a) =38= e(a) =(-1)°=-1, deci a eimpara. | 2P

Dar oricarear fi xS, avem ¢(x*) =1, deci X" este permutare para. 2p
- 1p
In concluzie, ecuatia x* =a nu are solutie.
2. | F(-)=[1+(-)+(-D°* = (- =1 2p
A | t@)=[1+1+F]° =3" ®
1p
f(-1)+ f (1) =1+3°
b) | Avem f(1)=as+a +...+a, 2p
Dar f()=3"=a,+a +..+a,=3" 2p
1
DeCi a, +a +...+a,,:3
) | f(X)=(X?-1)q(X)+aX +b 2p
X=1=f()=a+b=>a+b=3% :>a:330_1,b:330+1 2p
X=-1= f(-)=—a+b=-a+b=1 2 2

3¥-1,,3°+1

Resul ciutat este aX +b = 5 X 5 1p

SUBIECTUL al Il1-lea (30 de puncte)
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a| e¥) X% —e*(x?) 2p
(= &)X € ()
X
_ e -e'(2x) 2p
X4
(X2 -2x) _ex(x-2) _€e(x-2)
S XX 1p
b) | f'(X)=0< x-2=0< x=2 2p
Pe (—c0,0) 0 (2;0) avem f'(X) >0 ,deci f estestrict crescitoare. 2p
Pe (0;2) avem f(x)<O0 ,deci f estestrict descrescitoare. 1p
9 | J3,420(0,2)
J2<43 = f(3)< f(2) 3p
f descrescéatoare pe (0;2) 2
NI
€ & L oefcze?
3 2
2. ' 2
21, +31, = [ 23X 3009 P
2sin X+ 3cosx
a) 3p
21,431, = [ dx=x+C ()
b -3 i ' 3
) 20,31, =J'20_OSX 39nxdx='|-(29.nx+3cosx) dx p
2sin X+ 3cosx 2sin X+ 3cosx 5
21,-31, = In|2sin x+3cosx | +C (2) P
C) | Rezolvand sistemul format din (1) si (2) rezulta
1 : 3p
I, =—=(2x-3In|2sinx+3cosx|) +C
p
l, =1—13(3x+2In|25inx+3cosx|)+C
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BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE
Varianta 3
Pof: Pascotescu Camelia

¢ Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctgjul corespunzator.

¢ Nuseacorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari partiae, in limitele
punctgjului indicat Tn barem.

¢ Seacorda 10 puncte din oficiu. Notafinala se calculeaza prin impartirea punctgjului obtinut la 10.
SUBIECTUL | (30 de puncte)

L 1@=(-D+(2* 3
=-1+16=15 2p
2 Cu Formula radicalilor compusi \/4—2\/5 +\/4+ 243 =/3+1+4/3-1= 3p
=2J30R-Q 2P

3. | Functiafiind injectiva si domeniul si codomeniul sau avand acelasi numar de elemente,

rezulta ca functiaiafiecare din valorile =1, -2, =3 exact o data. 3p
Deci f(1)+ f(2)+ f(3) =-1+(=2)+(-3)=—6 2p
4 . : o b : 2p
Axade simetrie agraficului este x= Tom de unde obtinem
2p
m+2:1
6
1
m=4
5 | AB=r, -1, =7 —(2 +3])=— -3] 2p
AC=r -1, =— +4] - (27 +3])=-3 +]
AB[AC = (-1)(-3) +(-3)[1=0, deci vectorii AB, AC sunt perpendiculari. 3p

2
Daca M este mijlocul segmentului AC , atunci M (XA;XC ; Ya ; Ye ): M(0;-1) . P
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. . . . . - - 2
Medianadin B estedreapta d cetreceprin B si M , deci d: X7% - Y7 Y P

_XM yB _yM 1p

d:x+y+1=0

SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)

1. 1 2 1 1p
8 | A=|2 -1 2
7 -1 b
. . |12 )
Avem minorul de ordin doi J =-1-4=-5#0 ,deci rang A=2 . 2p
2p
Pentru ca rang A=2 trebuie cadet A=-5b+20=0 = b=4
b) | detA=0,A,#0,A,#0 1p
1 2
A, = =-1-4=-5#0
2 - 2p
1 2 1 =b=4si aDR-{4} 2
A.=[2 -1 1/=-5a+20
7 -1
a)
9 | Pentru b=4= det A=0 ®
3
1 2 P
A= =-1-4=-5#0
2 —_
1 2 1 = sistem compatibil nedeterminat pentruaa=4,b=4
A.=]2 -1 1=0
7 -1 Db
3-3a l1-a

Solutiasistemului: x = 5 Y= 5 ,z=a, unde a OR .
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2. 1 0 Ina)(1 0 Inb) (1 O Ina+inb 3p
3) A(@)[A(b)=|0 a 0 |JO0 b 0 |=|0 ab 0
0 0 1 00 1 0 O 1
1 0 In(ab)
=0 ab 0 |=A(a) 2p
0 O 1
b) | Prininductie, demonstreaza ci A(a) [A(a,) [1.[A(a,) = A(aa,...a,) folosind a) 3p
Luand n=2011si & =a, =...=a,, =a= (A@)™" = A@®) 2p
¢) | Consideram functia f : (G, - ((0;),0l f (A(a)) =a. 1p
1 0 Ina 1 0 Inb 1p
f(A(@)=f(Ab))=|0 a 0 |=|0 b O |=a=b/,deci f einjectiva.
00 1 00 1
1
Pentru orice a[d(0;c) exista A(a)JG cu f(A(a))=a ,deci f esurjectiva. P
a)
f (A(@ [A(b))=f (A(ald)) =ald ,deci f este morfism. 1p
Find injectiva si surjectiva, functiaeste bijectiva. Fiind si morfism, rezulta ca e izomorfism, 1p
deci grupurile (G, si (R,Dlsuntizomorfe.
SUBIECTUL al I11-lea (30 de puncte)
1., (In*x)'x—1n?x 2p
a) ()= NG '
f()_2Inx In® x Inx(2:|nx) 3p
X’ X
O | =0 = x =1x, = f(1):0,f(e2):eiz. 2p
2p
o In®x 1 .
lim < —a[ln(+0)] =00
1p
2 2 H
. In®*x 2Inx _ “mg_o
X — 0o X Xaoo X X—00 ¥
f fiind continua si deoarece pentru x>0= f(xX)=0 , rezultd Im f =[0; o)
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) | x=¢* punct de maxim local pe (1;») . Rezulta f(x)< f(e?),0x>1. 2p
2 elnx,2/x=0
In Xsei;:ezlnzxs4x:(elnx)25(2&) = elnx< 24, Ox O (L )
X 3p
2. T8n® x 71-cos’ X 71 3p
I, =[4tg*xdx = dx=|*——dx=|* -1|dx=
a) I g I cos” X IO cos® X IO(coszx j
_ e 1T
= (tgx—x)|¢ =1 4 2p
b) n . ) L. 2p
L+, =_[§(tg2” X+ tg? x) dx=_|.(‘)‘(tg2 x(tgzx+1)) dx =
u(x)=tgx an+ |1
I (tgz"x[-l—jdx = I u" du= -1
cos’ X 0 2n+1)  2n+1 3p

C n
) Studiem monotoniasirului: 1., — 1 = jg‘[tgz" x[{tg’x-1)] dx<0
n 2p
tg0< tgx < tgg: 0<tgx<1=tg™"x =0, (tg°x-1) < 0= J'oztgz"x(tg2 -1)<0,
1
Deci sirul (1,),., este descrescator. |, :Itgz”x dx=20=0<I, <], ,deci sirul esi marginit. 2

Conform Teoremei lui Weierstrass, sirul e convergent. Fie | =lim1 . Trecand lalimitd in

n- oo

relatiadela b) rezulta | +1 =0=1=0, deci sirul (I,),., esteconvergentla O . 1p
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BAREM DE EVALUARE S| DE NOTARE

Varianta 1l
Prof: Pisica Lacramioara

¢ Pentru orice solutie corecti, chiar daci este diferita de cea din barem, se acorda punctajul corespunzator.

¢ Nuseacorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctajeintermediare pentru rezolviri partiale, in
limitele punctajului indicat in barem.

¢ Seacorda 10 puncte din oficiu. Nota finala se calculeaza prin impartirea punctajului obtinut la 10.

SUBIECTUL | (30 de puncte)

1. | 1<logs2<2 %
3
2<§/§<3 %p
A ={2} = cardA =1 P
2 minim=—A<0 1p
4a
9 2
m<-—
mON = m0D{1,2} -
3. 3[2X+4>O(A)3XmR %p
p
32 +4=2"*2
2X=4=x=2 2
4. 9k %
1 k
Tk+1:C|£§ (_j (\/;)
k " 1p
3
x7_9:x0
k=6=T,=C§ 2
5.
M este mijlocul Iui AN : | xyy = XATXN o YA * YN ,
2 2 p
i i : _Xm tXg _Ym1YB
N estemijlocul lui MB : | x = 5 YN ==
A(L-2) , B(-57) 30
6. a2 +c2 —p? %
cosB=———
2ac
cosB:—%<O: m(<«B) >90° 3p

SUBIECTUL al I1-lea (30 de puncte)
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1. 1 1 1 2p
a
) det(A)=(m+1)2 2m 1 m?
m? 2m 1
2 2 2

det(A) =(m+1) (m —m+1) 1p

det(A) #0=mOR\{-1} 2p
b) | Fie (xg,Yo,20) solutiasistemului

3p

Adunand cele 3 ecuatii obtinem (m+1)? (xo + Yo +24) =0

stiind ci mOR\{-1 obtinem x, +yo +2y =0 2p
c) 1 1 -2 2p

A=-2 1 1 |=rangA=2

1 -2 1

rangA = 2 = sistem compatibil nedeterminat ;p

solutiasitemului (o -3,a+1L,a),a0R P
2. a=b-1 2
5 Xo(—l):x:>x(—a+b—1)+c—b:0:>{ - P

%o(—%l]:—1:11a+14b—160:16 tp

seobtinvalorilea=2 , b=3, c=3 2p
b) 3 3) 3 \ 3 3 2p

Xoy =2 X+ y+ -~ = XoXoX=4 x+ -=

2 2

noténd t—x+§ ecuatia devine 3=t cu solutiile tD{ %} 2p

stiindca x1G —> solutiaecuatiei este x =-1 1p
€) | f morfism = f{(xoy) =f(x)+f(y) 1p

m? =2m
m=2
In(2mxy +3mx +3my +3m+n) =In(mx +n)+In(my+n) ={ 3m=mn = N=3 2p
3m+n=n

f:G - R, f(x)=In(2x+3) functie bijectiva 2p
SUBIECTUL al Il1-lea (30 de puncte)
1 3
a) 2x—=3+Inx ,XD[E,OOJ

f(x)= 1p

-2X+3+Inx ,xD(—oo,gj
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R 3 1p
f continua si derivabila pe R\ >
Iims(éjzlimd(éj:f(éj:fcontinuéTn x=3 1p
2 2 2 2
f;(§]=—f , f5(§j=§:> f nu este derivabila in x = > 2
2 3 2) 3 2
b
) 2+1 ,XD(%,OO]
t(x)= 1p
X 2
f'(x)=0:>x=1 1
2 p
5 : o 1 3 , 5 13
f crescatoare pe fiecare din intervaele _OO’E , E’oo si descrescatoare pe 25 = 1p
X =1 punct de maxim local si x =3 punct de minim‘ocal
2 2 2p
C) | primabisectoare y = x = pantaeste m=1 1p
1
=f'(Xg) =1 =>x==
(Xo) 3 1p
L e (17
punctul de tangenta va fi T(:—3 ,g—lnSJ 1p
ecuatiatangentel x-y+2-In3=0 2p
2)- f(-4x)=vx+2¥x -3 1p
a
16 16
jf(—i‘/;)dx=(g\/x_3+§<‘/x_5—3x] 2p
1 3 > 1
calculand obtinem 222 2p
b) 3 3
V=njg2(x)dx = V=T[I —x2 + 2x + 3dx 1p
0 0
3 3
I :I\/—xz + 2 +3dx :I1/4—(x—1)2dx
0 0 1p
2
realizand schimbarea de variabila t=x-1= | = [V4~-t>dt
-1
t an
aplicand metoda integrarii prin parti obtinem I=(§ 4-t2 +2arcsin§] 2p
-1
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417
V =Tt 3+? 1p
C) n+1 4
a, = (1——2jdx 1p
o X
4 2p
=1-
% n(n+1)
lim (a,)" = 2p
n_ oo

BAREM DE EVALUARE S| DE NOTARE

Varianta 2
Prof: Pisica Lacramioara

¢ Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, seacorda punctajul corespunzitor.

¢ Nu seacorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctajeinter mediare pentru rezolvari partiale, in
limitele punctajului indicat in barem.

¢ Seacorda 10 puncte din oficiu. Nota finala se calculeaza prin impartirea punctajului obtinut la 10.

SUBIECTUL 1 (30 de puncte)

L ag=aq® , a;=aq’ 2p
27 2
& =— =—_ 1p
177 q 3
4
- 2
s, zad 1os, =13 P
q-1 4
2. f(x)=y:>x=|og3(2y+1—1) 3p
71 (-L0) - R F74(X) =Iog3(2x+1—1) 2p
3. +7>0 2
Conditii de existenti : X = x0[-2,) P
X+220
ecuatiadevine: 2x +7 =3Jx +2 1p
x=20[-2,) 2p
4. | {ab,¢} cuab{13579 , bc{0,24,6,8 2p
3
C: [C2 =50 g
5. 1 2
cooy=c(0a)=A=2 1 1=a-3 2p
0 a
_1 _ 1p
AAABC—E[[B|:|A|—2
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se obtin punctele C,(0,5) si C,(0,1) 2p
® | tg2n= Ztgg —tg2b= 2
1-tg°b 4
_ tga+tg2b _ i
tg(a+2b)=——=—"—=tg(a+2b)=1=a+2b=45 3p
g( ) 1—tga[1192b:> g( ) =
SUBIECTUL al I1-lea (30 de puncte)
Lo} (a+bc ab+bd 2p
a | X°=
ac+cd d®+be
Verificareaidentititii 3p
O ax=xam] PE%
c=a-d 1p
a Z(a_d) 2 2
X= = det(X)=-2a"+5ad-2d° = det(X)=(2a-d)(2d-a
I BT (¥)=(2a-d)(20-3) N
a -2a) . 2d 2d
X= sl X=
-a 2a d d 2p
© | det(x*) =det(A) = det(x) =0 1p
conform pet ) X2 =(a+d)X = X* = (a+d)*X Ip
a=b
X*=A={c=d :>c4:£:>c:i§ 2p
a=2c
203 243 23 23
y Yy « 3 3 |. 3 3 2p
solutiile ecuatiei vor fi: X = si X =
V3 43 V343
3 3 3 3
2. | 1 X-1=f@1) =0 3p
a) | verificarea conditiei 2p
b) | relatiilelui Viete = s, =i , s, =1+i , 5;=6-2i , 5, =4-4i 1p
notand T, = x| +XJ +x§ +xj, si adunand relatiile f(x;) =0= 1p
Ty +iTg+(1+i) T, -2(3-i) T, +4(4-4i)=0
T=s =, T,=8 ~25,=-3-2i 1p
adunéndrela;iilem:O:
X 1p
T3+iErz+(1+i)Erl—z(s—i)m+4(4—4i)assé:o = T, =15-2
4
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T,=-19=1m(T,)=0 1p
©) | f(1-i)=0=m=2~-i 2p
i :(x—l)(x—1+i)(x2+2x+4) 2p
X1:1,X2=1_i ,X3’4=_1ii\/§ 1p
SUBIECTUL al I11-lea (30 de puncte)
1. 2X +1 2p
f'X)=—————+1
3 2Ux% +x+1 1p
f'(x) >0,0x 0R =f strict crescatoare pe R = f injectiva
limf(x)=c , lim f(x):—% , fcontinua = Imf :(—%,ooj = f nu este surjectiva 2p
X — 00 X — —00
b) | Gf Nox ={A(-10)} 1p
1
m=f'(-1) == 1p
-1 >
ecuatiatangentel y -y, =m(X-x,) 1p
nlocuind obtinem x —2y +1=0 2p
) asmptota orizontala y = —% spre —oo 2
: : 1 2p
asimptota oblica y=2x+E spre o
domeniul de definitie este R = nu exista asimptote verticale 1p
2. |1 1 1p
a) | [f(x+2)@dx = [ (x* 1) e dx
0 0
1 1
J'(x2 -1) [&*dx =ex(x2—2x +1)‘ 2p
5 0
1
caleuland [ (x* ~1) @dx = -1 2p
0
b) ‘ ‘ 2-2x+1 ‘ 2-2x+1
My :.[|g(x)|dx:”(x—1)ex e = [|(x -1)] e > 2p
0 0 0
1 2 2 2
Mg =_[(—x +1)e* "2 Hdx + J' (x —1)e* > dx 1p
0 1
realizam schimbarea de variabila t = x2 - 2x +1 %p
calculand Iy =e-1 P
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c |3 3 1

I(x2—4x +3)n dx:I((x—Z)2 —1)n dx:I(t2 —1)n dt 2p
1 1 ]

f(x) =(x2 —1)n este functie para 1p
i@z—qndt:mjﬁz—qnm 2p
] 0

BAREM DE EVALUARE S| DE NOTARE

Varianta 3
Prof: Pisica Lacramioara

¢ Pentru orice solutie corecti, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul corespunzitor.

¢ Nuseacorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctajeintermediare pentru rezolviri partiale, Tn
limitele punctajului indicat Th barem.

¢ Seacorda 10 punctedin oficiu. Nota finala se calculeaza prin Tmpartirea punctajului obtinut la 10.

SUBIECTUL | (30 de puncte)

1| 4<5<8=-8<logys5<-2=logys5]=~3 2p
|7|=Va®+b* =5 1p
Zl:4_3i ,22:_4_3i 2p
2 S=—E=—m P—E—m+2 2p
a
ﬁ+ﬁz_1:>52‘2'3:_1 ip
Xy  Xq P
m?-m-2=0=m0{-12} 2p
3| . ( T[j : (T[ j 1p
sin| x+— |=sin| ==x
6 2
X+= (—1)k(E—xj+kn, kOZ 2p
6 2
XD{’_T _Tf} 2p
6 6
4, I 2
CE: n! P
kifn-k)!
E:i:>n:5 3p
3 n-2
. . 1
> —g:—g:dludz:>Iatura:d|st(d1,d2) P
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+by, + 2
dist(dy,dy) = dist(A,dy) = ZATYA Y Ly g
Va2 +b?
alegand A(],l)Dd1:>Iaturz';1:§:>aria:g
2 4 2p
6. | oo 3sinx  _ 3sinx 2p
2sinx+5cosx cosx(2sinx +5)
) S 3p
2gx+5 3
SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
1. | det(A)=2-5a 2p
a) 2
det(A)=0:>a:gDZ 1p
deci det(A)# 0= X = O, solutie unic 2p
b) | det(A) =2 1p
-9 10 4
. 2p
A =7 -8 4
-3 4 2
4 1
X=A"T=Z[A
2 2p
©) | det(A)=2-5a#0 1p
d, =3(2-5a) , d, =-2(2-53) , d, =2-5a 2p
solutiavafi (3,-2,1) 2p
g)- B={t0z5[X]If zax*+bx*+ox2+dX +e . anZg\{0}.b.cde0zs|, cadB=ar5* | 2P
A={f0Z5[X]IF=X? +ax®+bX2+4 | abDZy) , cadA =5 2p
prob=0,01 1p
9 1t(2)=6= &+ =0 1p
f(X+i):(x+§)Rc+§:>f(i)zé:zla+b::§ 2p
obtinem a=4,b=2 2p
Q) | f=x*+4 .
5 este numar prim :>x4:i,DxDZ5\{6} (teoremalui Fermat) P
f(x):ﬁ,DxDZ5\{6} =f =(x+i)(x+§)(x+§)(x+21) 2p

SUBIECTUL al I11-lea (30 de puncte)
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1. 2
a[x -1
A | f(x) :—( 2) 2p
2
(x*+3)
f'X)=0=x==%1 1p
a>0=f'(x)>0 pe (-w,-1) respectiv (Loo) si f'(x) <0 pe (-11) ,
a<0=f'(x) <0 pe (-c,~1) respectiv (L) si f'(x) >0 pe (-11) P
deci x =1 si x =-1 sunt puncte de extrem local
b) a+2 2-a 1p
f-)=— , fQ=——
) 2 @ 2
a>0=> max=f(-1)=3si min=f()=-1 =>a=4 2p
a<0=min=f(-)=-1si max=f()=3 =a=-4 2p
C) x(x2+1
- . (2—1) 3p
lim (f (X)) = lime X
X — 00 X — 00
limitaesteegai cu 0 2p
2. | schimbarea de variabila t = x? 2p
a) _e-1 2p
"2 P
Va0 =100+ S =6 46 g0 =2 (6714 2
g'(x)=0:>x=i% 1p
J2
XD[0,1]29(7 <9(x)=9(0) , 9(0) =g() = max 1p
Tnlocuind si integrand peintervalul [0,1] obtinem relatia ceruta 1p
) | ¢ [0,0) -~ R, f(1) =" continua = f admite primitive 1p
X2
Fie Foprimitiva alui f = F derivabilisi F'=f = jf(t)dt:F(xz)—F(O) 2
0
]
f(t)dt 2 0 o2
FIx“)-F(0) o 2XF'( x
Iimo—:limL: imLzl 2p
x-0f(X)-1 x-0 f(X)-1 x-0 f'(x)

BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE
Varianta 4
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Prof: Pisica Lacramioara

¢ Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, seacorda punctajul corespunzitor.

¢ Nuseacorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctajeintermediare pentru rezolviri partiale, in
limitele punctajului indicat in barem.

¢ Seacordi 10 punctedin oficiu. Nota finala se calculeaza prin impirtirea punctajului obtinut la 10.

SUBIECTUL | (30 de puncte)

L |a,=a+(n-1r 2p
r=23a
1 :>a1:1 3p
28, +12r =19 2
2. | f(X)=ax+b , g(x)=cx+d
din fog=gof , OXOR = ad+b=bc+d 3p
un exemplu este f(x) =2x -1 , g(x)=-3x+4 2p
3 | logg2<1=>x?~x <x+3 2p
2
X“-2x-3<0=x0(-13) 2p
x0Z = x0{1,2} 1p
4. | {12,16,...,96} = 22 numere divizibile cu 4 1p
1
{12,18,...,96} = 15 numere divizibile cu 6 P
{12,24,...,96} = 8 numere divizibile cu 4 si cu 6 1p
Deci vor fi 29 de numere divizibile cu 4 sau cu 6 2p
5. y : o (33 1p
coordonatele mijlocului segmentului AB : M 22
- ) _ Y Ya __
pantadreptei AB : myg =——"2=-1 1p
Xg ~Xa
panta mediatoarei m:—izl p
MaB 2
ecuatia mediatoarei : y-yy =m(x-xy)=>x-y=0 P
6. >\ S . 2
M=}:>DN:§(DA+1DCJ P
NC 5 6 5
MA_1  ov=2DA+1DB , DE=DA+DC 2p
MB 4 5 5
= DN =§D—I\ﬁ = vectorii sunt coliniari = punctele sunt coliniare Ip
SUBIECTUL al I1-lea (30 de puncte)
1. 013 00 4 2p
9 B={0 0 4|, B2=/0 0 0
0 0O 0 0O
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B% =0, =k=3 3p
b) | A=2l,+B si aplicand Binomul lui Newton obtinem
2
A" =2"1, +n[2"1B +n(n-1)2"°B? P
2" n2"' n(n+2)2"t
A=l 0 2" n2" 3p
0 0 2"
©) det(Ak)=8k 1p
n n n _
> det(A) =8 =8? 2p
7
k=1 k=1
1005 1005
70> det(A¥) =890 -8 = 700) det(A¥)<8 <gl0% = 5212
k=1 k=1 2p
A | XaXp = Xarprom 2p
a>—1,b>—1 . a+tb+2m> = 1p
2 2 2
dincee2relatii = X, X,0G 1p
b) | fmorfism « f(X,IX,)=f(Xa)+f(Xp) . OXa, X, OG 2p
o . 1p
finjectivi = fie X, X,0G f(X5)=f(Xp) =a=b
. B -1 1
fsurjectiva = f(X,)=y =a= 2 1p
deci f este izomorfism de grupuri 1p
c)
f X1D<3D<5|:|..D(2n_1 =f Xl +f X3 +f X5 +...+f X2n_1 2p
2 2 .2 2 2 2 2 2
f(xz,ﬂ]:ln(zk) Ip
2
fnlociund obtinem f | X ; [X 3 XX g (1.0 5y | =In(2" tht) =F| X 2
inlociund obtinem 1 X3 X5 L. g | = n( .)— EI4
2 2 2 2 2
SUBIECTUL al I11-lea (30 de puncte)
1. ( 2
x -1)
a | f'(x)= 2p
x2+1
f'(x) 20= f dtrict crescatoare pe R 3p
b) | f strict crescatoare = f injectiva 1p
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limf(x)=c , lim f(x)=-c ,fcontinuda = Imf =R = f surjectiva 1p
X — 00 X — —00
f bijectiva = f inversabila = g'(o):f,( n f(Xo)=0= % =0 2p
X0
' 1
g'(0)=1 g
C) | egalitatea este verificata pentu x =0 si x =1 2p
5 32 F(x) > f (x2
)00 =1 *7* gty [TX) (X):>f(x)+f(x3)>f(x2)+f(x4) 1p
x3 > x4 f(x3) >f (x4
>1 <x2 f <f(x2
X>1_ [ X<XT o (x) (X):>f(x)+f(x3)<f(x2)+f(x4) 1p
Xx<0 |x3<x? f(x3) <f (x4
deci solutiile gasite sunt unice 1p
g)' schimbarea de variabila t =x*+1 = |3='”T2 2
schimbarea de variabila t = x2 = |1:§ 3p
b) tx"(x-1)
log =11 :gdeSO: (In),., descrescitor 1p
0<ly <ly= (1), Marginit 1[3
deci sirul (1,) , este convergent P
1
<x" pentru xO[0,1] = 1, <—
x4 +1 P [ ] n=i 1p
0s|nsi:>|im|n=o 1p
n+1 n-oo
c) 2p
g+l =——
n+4 n n+1
1 1 nk K nk
sn"0,< 2
2(n-3) " "C2(n+1)  2(n-3) " " 2(n+1) P
o k>1
limnk 0, = Lk=1 1p
n_oo 2
0 ,k<1
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BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE

Varianta 1l
Prof: RICUILEANA

¢ Pentru orice solutie corecti, chiar daca este diferitia de cea din barem, se acorda punctaj ul
corespunzator.

¢ Nuseacorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje inter mediar e pentru rezolviri
partiale, in limitele punctajului indicat Th barem.

¢ Seacordi 10 punctedin oficiu. Nota finala se calculeaza prin Tmpar tirea punctajului obtinut [a10.

SUBIECTUL 1 (30 de puncte)

1. m:51+x+51—x :5[5x+5|:5—x :5(5x+5—x):5(5x+ixj 1p
5
2 2 2
= 25" + 257 =52 + 52 = (5¢) +(57) = (5’ (ij =(5X ij —2[5*[-»1{5* ij —2 |1
p=25"+ + ()+()()+5 = - "5 p
2
5(5)( +ixj+(5x +i><j -2=a 1p
Dar m+p=2n= 5 =y?’+5y-2=a o y’+5y-2-a=0
Not.5" s 1= y
5+
Ec.areradacini reale = A=0(1);Cum y>0(2)
00 (A20 [4a+3320 |az->0 33 »
“1P>0" |-a-250 4jam[_7;_2j
a<-2
2. 2 - 1p
f(x)>0 < ™ +2(m2+11x+m 50 mx® +2(m+1)x+m-2>0,0x0OR
X2+ 2
mO(0; +e0)
m>0 m>0 1
= . = 1 :>mD(O;+oo)n(—oo;——j=D 2p
A<O0  |4m+1<0 m[l(—oo;—zj 4
3| M ={x/x02z,| <7} ={~7,-6,-5,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,6,7} 1p
Ptx>0= X* =5x+4=0=sx =4;X, =1 1p
Ptx<0= X* +5X+4=0= X =—4;x, = -1 1o
Evenimentul A={-4,-11,4} 1p
= Evenimentul contrar Iui A este: A={-7,-6,-5,-3,-2,0,2,3,5,6,7} 1p
41 (17 -18y)™ =2, (175¢) (~18y)° + Cloy, (175) ™ (-18y)' + e 2p
....................... +C22(17%¢) (-18y)™"
Suma coeficientilor este: 3p
Co,17%2 (~18)° + CL,,, 17 (-18)" + C2 , 17 (-18)" +.........+ C2217° (-18)™" =
_ 2012 _ 2012 _
cf .form.bi;)m.Newton (17 * (_18)) B (_1) =1
5' ”_ ”’_” q_ ?_?_ _T’ s 1’_7’_7 2
?_3m4 2T+E_3(2| 431)4 2( i+2{)+({j)—81 9J ZE
b=-2m+n-p=-2(2-3j)+(-i +2])-4] = -5 +4]
1p

é+6=(87—9])+(—5?+4]) =3 -5j :\é+6\ =J9+25=4/34
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6. . . . 2
Folosim relattia arcsin x = arctg X 2,xD(O;l) P
1-x
4
arcsinﬂzarctg S} :arctgﬂ:tg(arcsinﬂ+arctglj=
5 1_£ 3 5 24
25
4 4
4 . actg—=a tga=§
=tg (arctg —+arctg —j =tg(a+b)unde am notam = 2p
3 24 7 _ _ 7
actg—=>b tgh=—
24 24
:>tg(a+b):M:_":£ 1p
1-tgaligb 44
SUBIECTUL al I1-lea (30 de puncte)
1 : - nooo 3p
a) Elementele inversabiledin Z,,sunt:1,5,7,11 2p
o o 0O O O
= 1+5+7+11=0
b O 0 O 2
) 1 05 P
O O O O O
det A=|x 1 2=3x+11
O O O
4 3 1
o o o0 0O o 0ooo0o0Do0O0o00 0 0 2p
= det A=3x+11#20=3x#1= x0{0,1,2,34,5,6,7,8,9,10,11} =Z,
= A esteinversabila OxOZ,,.
C O 0 O 3
) 59 5 P
O O O |
Pentru x=0= A*=|4 7_2|0OM(Z,)
0 O O
8 3 11
O O O O O O O O O
1 0 2|5 9 5 5 3 3
. 1 O O O O O O O O O
EcuatiaYA=B - Y=BA"=|2 1 0|4 7 2|={2 1 O 2p
O O O O O O O O O
0 2 1|8 3 11| |4 5 3
2.1 f(1)=a,+a +a,+a,+...+a,  +a, =3 f(1)-f (-1 1p
5 (Y=g +a +a,+a+.tay, +a,, eara+.ta, = AT 30
= = 2
f(-l)=a-a+a,—a,+..ma,,+8, = 1p
3"-1
2
b) | Cf.teor.impartirii cu rest a polinoamelor = 3p

f=(X+2) [f+ax+b,ab0R= f(-2)=-2a+b=3"(1)
f'=2(X+2)q+(X+2)"q+a= f'(-2)=a(2)
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Dar f'=n(X*+X +1)"" (2X +1) = f'(-2) =n(3" [{~3) = -n(3'(3)

2p
din(2)si(3)
= a=-n[3" deunde b=3"(1-2n)
c) f(x)=f(-x) = (x2+x+1)n :(xz—x+1)n;cum x> -x+120,0x0R = 2p
2 n 2
X2+—X+1 :1:coszkn+isin2kn:X2+—X1—c S&T+|sn&7
X =x+1 X =x+1 n n
k0{01,...,n-1}
Pentru k=0= x,=0
Pentru k =1, n—1avem
20087 [ cos? +isn?
x*+1 _ 1+cosa+isna  x*+1_ 2 2 _iotgd 2p
X -1+cosa +isina X 9i26n?d +2isin? cos? 2
2 2 2
—{ctgk+,/4+ctg2 kn j
. 2 . O’ _ . _ —
Deci X +|xcth+1—O:> X, = > k=14,n-1 1p
SUBIECTUL al Il1-lea (30 de puncte)
1. X+2 1p
f'(x)=
| M. _ 1p
fim () = oo Jim 7 () = 4
Semnul lui f'(x):
X -0 -1 +00
X+2 +4++++++++++H+ A+
x+1 +++++++++++ A+ 2p
f(@ ++++++++++++ A+
f(x) P77 777777777777
= f estestrict crescatoare pe domeniul siu de definitie. 1p
b) | Searata cé peinterval uI (-1;0)avem f(x)<0:> 1p
j dx——j x+|n 1+x dx— jxdx Iln 1+x dx =
2|0 0
=- .[x [n( 1+x)dx-0+—{x[l]n 1+x‘ - —dx}:
" = 1+X
3p

022 {0 aln(l+a)- i(1-1+xjdx} = +atn(l+a)+x, "”(1+X)‘

2
=%+a[ﬂn(1+a)—a+ln(1+a) :%—a+(a+1)ln(a+1),

1p
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)| . [ a? . (a? . 2p
,!,'mlA(a)_llﬂnl 7—a+(a+1)|n(a+1) ‘l'f‘i‘l 7—a +CI’|ﬁn_11(a+1)In(a+1)—
not.L
:_+|_:_+O:§
2 2 2
@) ge
OEJ. T |I’10’+1E a+1 o _
UndeL—[!’|Hr7_11(a+1)ln(a+1)—[!’lqrpl T —z!llanill_ 1 l!{lanill (1+a)=0 3p
a+1 (a+1)2
2. e 218 2 _ 2p
a) I0=jxdx:X— -£-1
! 2|, 2
e ggrrt]ie 2\ X2 © €1 ¥ 2 1¢
Il=jxlnxdx = J'{—j Inxdx:[—[ﬂnxj —J-—E-Tx—dx:———].xdx=
! ) 2 L ix 2 2 24 3p
& 1e-1_é+1
2 2 2 4
b) | Folosim metodaintegrarii prin parti =
e NG ! 2 e e 2
jx(lnx )" dx = J' (Inx)"dx = X—(Inx)" —n.[(lnx)"_léd(—dx:
1 2 Y X 2
> nt = e n
== —Z[x(Inx)""dx=—-—0 _ 3
J; ( ) 2 2 n-1 p
Amgist | =& -0 2o oien =
m gasl n_E E n-1 = n nn—l_e 2p
€) | sirul (1,) , estedescrescator=
l.,~1,<0
cf b) 2 2
=1 e__n_+1[|n_|n_e__|n(n_+1+1j_e__|nn+3 2p
2 2 2 2 2 2
e’ n+3 n+3_ ¢ e’
——k <0=1, >— =1 > (1)
2 2 2 n+3
Anaog avem:
| ,—1.20
cf .b) 2 2
- e 2y _.n_e__.n(2+1j:e__|n&2
n n n n n n
2 2 2
€y 2 O:>Inn+zse—:>|ns © (2
n n n n n+2
2 2 2p
= <l,< 1p
n+3 n+2

BAREM DE EVALUARE S| DE NOTARE
Varianta 2

Prof:

RICU ILEANA
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corespunzator.

¢

partiale, in limitele punctajului indicat Th barem.

¢

SUBIECTUL 1 (30 de puncte)

Pentru orice solutie corecti, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul

Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctajeintermediare pentru rezolviri

Se acorda 10 puncte din oficiu. Nota finala se calculeaza prin impirtirea punctajului obtinut 1a10.

1L1cl=1 1p
o7 = (x=1)r _(x=-3)fx-2)(x-1) _(x-2)(x-1) L
ST (x—gm . (x-3)@ 2 P
. X! _(x=2)(x-2)x _(x-1)x 1p
© (x=x+2)iffx-2)! 2(x-2)! 2
Numerele 2C? ,;CZ,;CX? sunt Tn progresie aritmeticai—= 2C° , +C? =2C2, 1p
Loy x(x-1) _ E(X 2)(x-1) e X 4+5x=0— X1=0(nuconvme) s={3 .
2 2 %, =5 p
2. | x +x% =-2(m-1) 1p
x1x2=8(m2—1) p
Calculam x? +x,2 =(x +%,)° —2xx, =4(m-1)* ~16(m? =1) = 4(=3n? - 2m+5) 2p
Fiind o functie de gradul 11 Tn m,aceastaia valoarea maxima egala cu 1p
A 16 b_ 2 1
—-— ==—obtinuta pentru m=-—=—=-=
4a 3 2a -6 3
3. ={1,2,3,4,5,6,10,12,15, 20,30, 60} 1p
Deoarece ordinal radicalului trebuie safie un nr.natural >2, numarul x! vafi 3p
totdeauna un numar par:>2—X221 >0 = xD( } (1.3]
S5-4Xx=X 2
Cum xONsi x>2 = A={2,3 1p
4, T T 3p
2l cos™ +isin=
:1+i«/§: (cos6 |sm6j
1-i 2 T 77Tj
2| cos— +isin—
( 4 4
% (Cosl(:)aﬂﬂ Sinlg,ﬂj 1077 1077
=5 — =2 cos(——35ﬂj+isin(——35nj =
2% (cos3577+isin3577) 3 3
=2 cos(—@jﬁsin(—@j =29 cos(—s—ﬂjﬂsin(—‘r)—ﬂj =
3 3 3 3
2p
ST \/Z_%
=2"| cos—-isin— |=2" 2°(1+i/3
(oo )23y 2 i)
S. | CO+Cl+C?+....+C' =32 1p
Dar C°+C +C2 +....+C" = 2" Ip
1p

= 2"=32=n=5
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T =Cla™™b* = T, =C¢(26¢) (-5y)° = -5000x"y* 2p
6. | Ecuatiadreptei BC este: x+2y-4=0 3p
AlBC = da=4=a=1 2p
SUBIECTUL al I1-lea (30 de puncte)
1|, =" Stim 3p
a)
0 02 o 0 o
pta=0=b =0=b=0
02 02 o000 o o0 02 o 02 u] 02 o N
a+b =0ablZ,= {pta=1=1+b =0=b =-1=b :2(nuaresolutuj:>
a] o 02 0o 02 a] 02 o A
pta=2=1+b =0=b =-1=0b :Z(nuaresolutuj
02 02 o 0o O o
at+tb =0=a=b=0
,, [ "-severifica direct
2p
b) 0 O 02 0?2 ooo 2p
. b , |a-b 2ab
Fie A= OM ;calculam A" =
o o ooo 02 o2
-b a -2ab a-b
2 —b +1=0(1)
. 2 _ a-b+1l= 1p
Relatia A°+1,=0, = Son o
2ab=0(2)
. O O O O
Din(2) > a=0sau b=0
0 O O O O O
o ooz o b=1 0 1 0 2
Pentru a=0=b =1= L o= A=, |OMsau A= |OM
b=2 -1 0 -2 0 2p
o oin)o2 o o 02 0 02 O
Pentru b=0=a+1=0=a =-1=a :Z(nuaresolutulnzsj
c) | MultimeaM are 9 e emente 2p
i 3 E) 02 p2 oQgcdad 0O O (D)(D)
Fie A= OM = det(A)=a +b =0 = a=b=0= A= =0,
0 ] O O 2p
-b a 00
Celelalte 8 elemente din M au determinantul 0= celelalte 8 matrice sunt 1p
inversabile
20 (12 3 2p
3| 773 1 2 2p
[1 2 3} 1p
o=
2 31
= 0T # 10
b) 1p

3
Not.nr.inversiunilor permutarii O cu m(U) si signaturacu e"%) = (—1) =-1

— m(a) =2+1=3 g™ = (—1)3 =—1— O permutare impara

2p
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1 2
m(r)=1= g = (-1) =-1= 7 permutareimpara P
VN ox=r =x=0'r 2p
L (12 3 c=gr=|1 2 3 2p
cum o ‘(3 2 1)797 3 1 2 1p
SUBIECTUL al Il1-lea (30 de puncte)
;) D, =?Conditia 1+250 - X250 x0(=c0;=2) 0 (0; +e0) P
X X
Asimptota orizontala: lim f (x) =In1= 0= ecasimp.orizsprez+  este y=0 Ip
Asimptote verticale: lim f (x) = -0 = ecasimp.verticeste x=-2 1p
X<-2
lim f (x) = +e0 = ec.asimp.verticeste x=0 1p
x>0
b) Calculam f'(x)=- 2 ;D =(~00;-2) 0(0; +e0)
X(x+2) 2p
Semnul lui f':
X - 00 -2 0 + 00
() | oo [ I
T oA (N TONANNNAN 0 2
. . . 1p
= functiaf este strict descrescatoare pe domeniul siu
c) f(1)+f(2)+f(3)+it f(n) 3p

In(1+2j+ln(1+2 +In(1+2j+ ...... +In(1+2j
1 2 3 n)_

2p
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2. z z 2p
3 IO:I(mSX)Od jdx x|2—E
0 0 2
r
Ilzj;(cosx)d J;cosxdx smx|2—smE—smO 1 3p
o7 : : %
I, = [ (cosx)" dx = [ cosx[{cosx)"" dx = [ (sinx) (cosx)" dx =
0 0 0
r o
o n-1fp n-2 4 _
=sinx[fcosx) ; J;(n 1) (cosx)" [ﬁ smzx)dx_
2
:(n—l)j cosx)’ [ﬁl coszx)dx
0
2 2
=(n- 1)j(cosx) dx—(n—l)j(cosx)ndx:(n—l)In_z—(n—l)ln
0 0
= 1,=(n-)1,,-(n=-11,=1,+(n-2)1,=(n=2)1,,
=nl,=(n-1)I 2p
= |n=”Tlln s (D)nDN,nzZ
© f :{0;7—21 - [0:1], f (x) = cosx =
: gc052x+1 ”%T 2 g
V=rm joszxdx J' dx :Ej'(c032x+1)dx —jcostdx+ j 3p
0 0 0 O
2
EIZCOSZXdX+ x|2 —I—T(sm2x)‘2 +7TE4_—[:7—T(sinﬂ—sinO)+7—T:7—T
4] 4 2 2 4 4 4 2p

BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE

Varianta 3
Prof: RICUILEANA

¢ Pentru orice solutie corecti, chiar daca este diferitia de cea din barem, se acordi punctaj ul
corespunzator.
¢ Nuseacorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje inter mediar e pentru rezolviri
partiale, in limitele punctajului indicat Th barem.
¢ Seacordi 10 punctedin oficiu. Nota finala se calculeaza prin Tmpar tirea punctajului obtinut [a10.
< >

SUBIECTUL 1 (30 de puncte)

1 X+ xg+ xq” + xq° =360 2p

Notam cu x cel mai mic unghi si ratiaprin =
xg® = 9xq
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X+ Xq+ xq° + xq° =360 + X+ X+ xq° = 2p
= A+t X = X*Xq+ X"+ xq" = 360 pt.ca este vorba de masuri
q° =9 q=1%3
de unghiuri,g= -3 nu convine = g=3(inlocuim in prima ecuatie) = x'40=360=x=9 | 1p
Finalizare:unghiurile sunt 9°;27°;81°;243°
2. -1 - 2
A:1:>V(—2m 1;—1j P
2m 4m
Ecuatia primel bisectoare:y=x(notam dreapta cu d) 1p
2m-1_ -1 . 1
viOd = =——=4m*-m=0=m =0(nu convine):m, == 2
2m  4m m ( ) m 4 R
3. - 2
Notim [%3} =k kOZ = XTZ =k, kOZ = x=3k+2(1) -
X+3 folos.(1)
Avem k < < k+1/B = 4k<x+3< 4k+4 = 4k<3k+5< 4k+4/-5 2p
k<5 1
= {k _, = ko{2345 = s={8111417) P
4. 2p
: . sin¢:§ Vs T T
Not. z=1+i/3 = |7=+1+3=2si : :>¢=§ = z=2(cos§+isin§j
COS¢:§
r4 =2”[003M+isinﬂj(1)
3 3
Andog,pt. z=1-ivV3avem |4 =2,¢=—%T:> zzz(cos(—gjﬂsin(—gjj 2
= 2z'=2 cos[—n—njﬂsin(—n—nj =2”(cosn—n—isinn—nj(2)
3 3 3 3
Egalitatea devine:
2“(cosn—n+isinn—nj+2”(cosn—n—isinn—nj=2“/:2” #0| stim2" >0,0n0%Z
3 3 3 3
:>2COSM=13COSM=£:>M217—T+2k77,kDZ:>n=il+6k,kDZ 1p
3 3 2 3 3
S, T, =Cka"™p*,0sksn=T,, =C¥ (\/E)S_k 2p
Termenii dezvoltarii sunt ragionali - exponentul 5-k este multiplu denr.2=
5-k0{0,2,4,6,8,......}
Pentru 5-k=0=>k=5(kON si 0<k<5)=T,=C3(V2) =1 b
Pentru 5-k=2=>k=3(kON si 0<k<5)=T,=C3(v2) =20 .
p
Pentru 5-k=4=>k=1(kON 5i 0sk<5)=T,=C}(v2) =20
Pentru 5-k=6=> k=-10N 1o
= T,+T,+T, =41
% 1 Q=[x %) +(¥e - Yo)* = AB=+10;AC =+/37;BC =29 3
Avem AC>BC>AB = «Bare masuraceamai mare 1p
1p
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\290

= (cf.teor.cosinusului) cosB = ——
290

SUBIECTUL al I1-lea (30 de puncte)

1). A(X):eZ><2+2><+2a+2€—x2—x—a_eo_eo_eo: 3p
a
— ez(x +x+a) + Ze—(x +x+a) _3 2p
b) A(x)=0 t =t =1 ‘?’p
()2 :>t2+2£f—3=0«=»t3—3t+220:>{1 ?
not.e ™ =t t t;=-2
Avem (1) €™ =1 = x?+x+a=0; radacini reale strict 1p
1
A>0 1-4a>0=as<— )
negative = 1 S< 0=:S=-1<0 :aD(O,Z}
P>0 a>0
. . ) 1p
Avem (2) €™ = -2 ;ecuatia nu are sol utii
C) _ 2 XxH —(x+x+1 2p
Pentru a=1 = A(x)—e( ) 4 oe ¥ 3 2
. S_zt+2  (t-1)%(t+2 1p
not.ex+x+l=t:>A(t)=t ft 2_{ )t( )
2. | xOFED)=x+(-)+1=x,0x0Z 2p
a | (()Ox=(-D+x+1=x0x0Z 2p
Finalizare 1p
b) | (xoy)oz=(ax+by-1)oz=a(ax+by—1)+bz-1=a’x+aby +bz-a-1(1), 2p
Xo(yoz)=xo(ay+bz-1) =ax+b(ay +bz-1) -1=ax+aby +b’z-b-1(2), 2p
a’=a ala=1)=0 =0a =1
M=) ) (a=2) AT a=b=0(nuconvinej 1p
= {b=b =:b(b-1)=0=1b =0b,=1=
-a-1=-b-1 ja=b a=b a=b=1
) | f(xOy)=f(x)of(y),Ox yOZ 1p
f(xOy)=f(x+y+l)=x+y+1+2=x+y+30x yOZ. 2
f(x)of(y)=f(x)+f(y)-1=x+2+y+2-1=x+y+3,0x yOdZ 2p
SUBIECTUL al I11-lea (30 de puncte)
1 x,x0[0, +o0) 1p
a) f(x)=
(x)=1_mx ,xD(—oo,O)\{—m}
2x+m 2
lim f(x)= lim x = +e0 = f nu admite asimptota orizontala spre +oo 1p
. _ e X _m o L 3 ]
lim f (X)_x“ﬁl o cum>0= f admite asimptoti orizontala spre - c cu 1p
ecuatia yzg
Asimp.oblica:

1p
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m= tim ) - lim2=1n= lim (f (x)-mx)= lim (x-x) =0= y = x este ecuatia

X — +0o X Xﬁ+ooX X — +00 X — +0o

asimptotel oblice spre + «

Asimptota verticala: 2 , = Xx= —g este ecuatia 1p
m
lg (_—jZ lim f (x)= 2 =
xa—mz +
><>—E
asimptotel verticale afunctiel f
b) 1,x0[0,+0) 2p
f'(x)= ?
()= - x0(=, 00|21
(2x+m) 2
Sa dem.ca f este derivabila in
mx
f -f(0
fS'(O)=IimM=Iim2X+m=Iim =lim =M=
%, =0 x-0 X x-0 X x-0x(2x+m) x:02x+m m
f -f(0
fd'(o):limwznmﬁﬂ
x-0 X x-0 ¥
x>0 x>0
= f'(0)=1
X -00 —g 0 +00 2p
f'(x) ++++++++H+H+H+H+ R L
+00 00
R T W L Y
= f este strict crescatoare pe domediul de definitie 1p
. . 2
© Din b) observam ca pentru xD(—oo,—gJ avem f (x) >g>0:> f nu are solutii P
Pentru xD(—g,+oojvalorilelui f sunt strict crescatoaredela- « la+o=f areo 3p
singura solutie reala situata n intervalul (_g’mj ,anume x=0
2. 7 n+l | 7T
4
AL+, = [ (tgx)" (1+tg?x dx=(tgx) 4=—t nONnz2
n n+2 'O[( g ) ( g ) n+1 O n+1, ! 3p
4 T
Calculam 1, = I dxzzsi tinand seama de recurenta de mai sus ,obtinem
0
2p

|, =1-1,=1-"




Bacalaureat Matematica M1 - 2012

www.mateinfo.ro

b 2
) Avemci tg"x =0, DxD{O,ﬂ,DnDN = prin integrare,obtinem |, >0,00n0ON P
. 3
Deoarece tgx<1, DXD[O,Z} I tgx tgx 1 dx<0,0n0N sau 2p
0
| ... <1,,On0ONdeci sirul este descrescitor. Atunci 0< 1 <1,,00n0ON ,deci sirul
este si marginit. = sir convergent 1p
C) | Deoarece |, =20,0nTONsi folosind relaia de recurenta delaa) = 2p
1 1
n_+1_| +l,,21,,0n0ON;sau | ,, < 1,DnDN, 1p
Atunci 0< 1 <i ,On0ON,n2 2si aplicand criteriul clestelui = liml, =0 2p

n_l n-oo
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BAREM DE EVALUARE S| DE NOTARE
Varianta 1

Prof: Serban George-Florin

¢ Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de ceadin barem, se acorda punctajul
corespunzator.

¢ Nuseacorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari
partiale, in limitele punctgjului indicat in barem.

¢ Seacorda 10 puncte din oficiu. Notafinala se calculeaza prin impartirea punctajul ui
obtinut 1a 10.

SUBIECTUL | (30 de puncte)

1 a%-2a+1=(a-1) 3p
2
a? -2a+1=(a-1)%=i2=-1 P
2. [ f(D)=1, f(f(1)=1 1p
f1(f(1)=1 2p
2p
f(f(1)-fY((1))=1-1=0
3. | gXx=9p7 2p
x:IogB27 3p
4. | Cazuri favorabile: 27,64 . Cazuri posbile :10,11,......,99 - sunt 90 cazuri 2p
posibile.
3p
P(A) = nr( cazfav) =£=i
nr(cazpos) 90 45
5. | AC-AB=BC 2p
BC=i+j-i+j=20 2p
, R 1p
Lungimea vectorului BC este egalacu 2.
6. | Anapc =y/P(p-a)(p-b)(p-c) =720 2p
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R:a_bc 1p
4S
2p
_ 126
720
SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
L1 detA=1+2? 2p
? 2
det A3 =(1+a2)3 p
1p
det A3 =(1+a2)3 =1+3a% +3a% +ab
b) | , (1-a2 -2a 2 —2a) | o a?+1 .0 | 3p
A= , 2[A= ,(a®+1)0, =
2a 1-a° 2a 2 0 a’+1
2 2 2p
A -2[A+(a“+1)d, =0y
C) | Matricea A este inversabila deoarece  det A=1+a2#0 Ip
2
A2 -2[A+(a?+1)0,=0, ,inmultesc cu AL P
2p
A-20,+(a%+1)IA1=0, , (a°+1)A1-20,=-A
2. | R=f(-2) Teorema restului sau schema Tmpartirii . 2p
a | f(-2)=-15=R 3p
b) | f=(x—x)x=x)Mx-x3) , f(-2)=—~(2+x){2+x)[2+x3) 3p
(24 %) {2+ x)[(2+x3)=~(-2)=15 2p
c) | Daca f ar avea radacini intregi acesteaar fi printredivizorii intregi alui 5 , 2p
adica 1,-1,5,-5.
f(1)=-6,f(-1)=-6,f(5)=90, f (-5)=-150. Deci f nuareradacini intregi . 3
p

SUBIECTUL al Il1-lea (30 de puncte)
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1 (E)-:u‘v—uv' 1p
a | v v2 3p
, 2,02 L4y _ouh
f (=2 D2 1p
(x=+1)
, 2,2
fx) XX T2) (2X +§)
(x*+1)
O) | ymmxan |, m= tim T = im (f(x)-mx) 1p
X0 X X — 00
3
m= lim = jjm X = 1p
Xm0 X xoo0 xS 4x
3 -X
n=lim(f(x)-mMx)=n= lim( =x)= lim( )=0 1p
X = 00 X-0 X< +1 X X2 +1
2p

y=X esteasimptota oblica la o« .

©) | f(n)21 , n32n?+1, n3-n?>1 , n¥n-1)>1 adevira pentruorice nnatural | 1P

diferit deOsi 1. f(1)=%

an=f(1)+f(2)+...+ f(n)>%+1+1+ ..... +1=%+n—1=n—%

Ip
an+1—an =f(n+1)>0 , sirul a, estestrict crescator , deci arelimita . 1p
. : 1 :
limap,> lim(n-=)=c , |lima,=o
n- oo n- oo 2 n- oo 2p
Iy =[y®Y""dy am facut schimbareadevariabila x-1=y
a) 0

1 1 , 1 3p
1=y tdy=[yqe¥*™t) dy=e-0-[e¥* ldy=e® -(e® -e) =e

0 0 0 1p

Am aplicat integrareaprin parti .
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[ 1 . 1 1p
0 0
Am aplicat integrareaprin parti . 1p
1 3p
In=e? -n[y" 1 @¥*lay =€ -n0, 4
0
C) 1 2p
In+e1=In=Jy" Qy-1)&¥*ldy<0
0 1p
Sirul I, este strict descrescator .
Deci I <li=e , I <e 2p

¢
¢

BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE

Varianta 2

punctgjului indicat Tn barem.

¢

SUBIECTUL | (30 de puncte)

Prof: Serban George-Florin

Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de ceadin barem, se acorda punctajul corespunzator.
Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari partiae, in limitele

Se acorda 10 puncte din oficiu. Notafinaa se calculeaza prin impartirea punctajului obtinut l1a 10.

1. 3
=1°;16=13 r=13-10=3 , a;=4 P
2p

ap=ap+(n-1)r , agp=4+4903=151
2. - 1
min( £ (x))=—= P

4a

1p
A=b?-4ac=4 3p
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. -A -4
f = =——=-1
min( f(x)) 1 4
3. | 3Bx+6 _ 44 1p
3x+6=4 , 3x=-2 2p
2p
2
S={-=
-3}

4. | Cazuri favorabile :12,21,13,31,15,51,17,71 (8 cazuri favorabile).Cazuri 2p
posibile : 10,11 ,......,99 - sunt 90 cazuri posibile.

P(A): = = = 3p

S I M(Xy) , (x=1)i+(y+1)j=50-2-x)i+503-Yy)j 2p
3p
9 14 9 14
Xx-1=-10-5x , x=-= , y+1=15-5y , y=— | M (-, —
s 'Y y . Y= S
. . 2
° sn®x=cos®x . Daci cosx=0 rezulta ci x:g , sin]—2T:1 , deci x:lzT nu este P
solutie aecuatiel .
1p
Presupun ca cosx#0 , tgsle , dar tgx>0 deci tgx=1
2p
Tt Tt
=— S}
X 4 {4}
SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
1 | detA(x)=0 , detA(x)=x3 -3x+2 2p
a)
=3 _ 2 _ 2p
detA(X)=x° -3x+2=(x-1)9(x+2)=0
1p
S={1.-2}
b) 2-x2 1 1 3p
AX)IA-x)=| 1 2-x2 1 2p
1 1 2-x2
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) L1 A1 Ao Agp 1p
Atl=_——_
oA Ao A Ap ap
A3 Aoz Ass
3 -1 -1
AY2)=1 1 3 4
-1 -1 3
2| 203=22 @222 -2 42 1p
a) 3p
203=+2232 -22 32 +2=./25=5
1p
203=5
b) | xce=eox=x, exista el(l,0) , OxO(1,00) 1p
\/xzﬁz—xz—e2+2=\/eZD<2—e2—x2+2=x tp
3p
(2-2)x%-1)=0 ,e=20(1,»)
©) Xoy:\/(xz—l)(y2—1)+1 ,XOX:\/(X2—1)2+1 2p
2p
XOXOXOX:\/(X2—1)2+10\/(X2—1)2+l:\/(X2—l)4+1:2
(2-1%=3 , x2-1=%3 , 2 =¥3+1 , x=\¥3+10(Lw) , S={y¥3+1} 1p
SUBIECTUL al'lll-lea (30 de puncte)
Llfx)=(e¥) -x -1 2p
a) | 2
f (x)=eX-1-0
1p
f(x)=¢eX-1
b) | £ (x)=eX-1=0, eX=1 , x=0. 1p

1p
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X —00 0 00 1p
foo| - - - - O+ + + 2p
) e N\ \ \ 0 /o /
Punctul O (0,0) punct deminim.
¢) | f(x)=f(0)=0 , pentruoricex numar real . 1p
1
eX>x+1 P
3p
eﬁz 2+1>1,4+l:2,4:1—52
2. 2 ' 2p
j%dlej()(z—+l)dleln(x2+1)+c=F(x)
a) xX“+1 27 x4+1 2 2p
F(\/e—1)=§=1+c , c=1 1p
2 2
1.2
F(x):zln(x +1)+1
b) n+1 1p
Osx”f(x):)(z—sxn+1 , Ox0O[0.1]
X“+1
IntegrezdelaOlal.
1 1Xn+1mx_1) lp
Notez 1 =[x"CF(x)dx , |n+1—|n:j2—dx<0,deci sirul 1, este strict
0 0 X“+1
descrescator ; deci are limita . 2
1 1 1
Osfxnf(x)dxsfxn+1dx=—
n+2
0 0
o 1 1p
Se trece la limita  [jm [x" COF(x)dx=0
n—>°°O
©) [(x*+1)@* 0 (x? )dx = [ x?e*dx . Seintegreaza prin parti dedoua ori . 1p
. 1p
f(x4+1)®XEf(xz)dx:fxzexdx:sz(ex)dx:xzex—zjxex
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j(x4 +1) 8% OF (X2 )dx = x2e* -2[xe* = x2eX -2[x(e* ) dx = x2eX - 2( xeX ~ [eXdx) 1p

2p
f(x4+1)®XDf(x2)dx: = x%eX - 2xeX +2e+¢c , cOR

BAREM DE EVALUARE S| DE NOTARE
Varianta3

Prof: Serban George-Florin

¢ Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul corespunzator.

¢ Nuseacorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctgje intermediare pentru rezolviri partiale, Tn limitele
punctgjului indicat Tn barem.

¢ Seacorda 10 puncte din oficiu. Notafinala se calculeaza prin impartirea punctgjului obtinut la 10.

SUBIECTUL I (30 de puncte)

L a4:26;16:21 r=21-16=5 , ay =6, ay=ag+(n-1)r , a9 =6+95=51 3p
2p
Slo:(a1+a210)|10:(6+51)|10=285
2. [ b -A 1
V(27 P
a 4a
2p
b A
— =0 ’_:1
2a 4a 2p
Punctul de maxim este V (0,1)
3. | Conditie x-5>0 , x>5, x0(5,») 1p
x-5=22=4 , x=90(5,») 2p
2
s=(9) P
4. | 1bc : 102 , 103,104 , 120 , 123 , 124 , 130, 132 , 134 , 140 , 142 , 143 2p




Bacalaureat Matematica M1 - 2014

www.mateinfo.ro

adici A2 =12 3p
Avem 1in total 4D6,42:48 numere .
S IM(XY) , (x=2)i+(y+1)j=2[-2-x)i+203-y)] 2p
3p
2 5 2
2=42x | x=-5, y+1=6-2y , y=2 |, M(-%,2
X X Xx=-o Y y . Y=g (3 )
6. | cos? x=cos2x=2cos? x—1 2p
1
cos?x=1 , cosx >0 |, P
Tt 2p
cosx=1 , XD[O’E] , x=0 S={0}.
SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
1. | det A=0 deoarece liniile 1 si 3 coincid . 2p
a)
det( AL0) = (detr)10 =0 3p
b) 2x2 0 2x2 Ip
A(x)=| 0 x® 0 |OMg(R) 2p
2x% 0 2x° 1p
S 0 S 1p
AX)+ A2(x)+ AB(x)+ A% (x)=|0 T 0
S 0 S
2.3, ok 2 au3y_ XH(2x)*-1] _ x@1ex*-1)
unde S=x+2x°+4x°+8x" =x[[1+2x+4x°+8x°)= = ,
4 _
daca Xié . daca X:% aund S=2. Tox+x2+x3+xd= X1 daci x#1.
Daca x=1 ,T=4.
C) | det( A(2)TA(2))=0 1p
2p
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8 0 8 2p
A2)OA2)=[0 4 0
8 0 8
o . . 8 0 t
Exista unminor deordinul 2 nenul 0 4:32 , rang(A(2)A(2))=2
2. | Aplic relatiile lui Viete: x;+xp +x3+x4=0 , Ip
a) | X2 T XXX X3+ XX + XgXg =0 1p
X2 +x0% + 332 +x4% = (X + X0 + X3 + x4 )2~ 2 X1Xp + XXg + XeXg + XX+ XpXg +33%g) | 2P
1p
x12 +x22 +)(32 +)(42 -0
b) | Aplic teorema restului , R=f(1+i) 2p
_ N i a1 o202 4 _ 3p
R=f(1+i)=(1+i)*+16 =(1+2i +i®)* +16 = -4 +16 =12
©) f:x4+16:x4+8x2+16—8x2:(x2+4)2—(2\/§x)2 2p
2p
f:x4+16:(x2+4+2J§x)[ﬂx2+4—2\/§x)
1p
f este reductibil in R[X]
SUBIECTUL al Il1-lea (30 de puncte)
1. ' ) ' 1 X2 2p
f (x)=x-—(arctgx) =1- =
3 2+l x2+1
wo Al X2 -_2xmx2+1)—x2E2x_ 2X 3p
LO)=(5) = 2 .12 T2 2
XS +1 (x=+1) (x=+1)
b) NG 1p
o f(X)_ .. x-arctgx _,. x —(arctgx) _ ..  x2 1. 1 1
lim (3)=I|m—39=l|m%=llmx—zl=—llm 7= Ip
x-0 X°  x.0 X x-0 (x°) x-0 3 3 x*+1 3
X-0 1p
Am aplicat regula lui L Hospital . 2p
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C) | ecuatia tangentel lagraficul functiel f in punctul O (0,0) este : 1p
y-1(0)=1'(0)qx-0) 2p
: 2p
f(0)=0, f(0)=0.
y =0 ecuatia tangentei lagraficul functiei f Tn punctul O (0,0)
2. 1 1 1 2p
lo =[ fo(x)dx=| xarctgxdx-— j dx (amaplicat integrarea prin parti )
a) 0 0 0x*+1
2
.[—d _ J(x +1) i ——I n(2) Y
0X +1
_mn_1 1p
lg=—-=In(2
0=7 2”( )
b) 1 1 142, o 2p
I3 = [ f1(x)dx= [ xCarctgxdx = [(—-) arctgxdx————j dx (‘am aplicat integrarea
0 0 0 2 2% +1
prin parti )
1.2 1 1 1
[ X ax=[X ;’1 L= [(1- =] - [ dk=1-T 2p
0 X +1 0 +1 0 xXc+1 0 0 X +1 4
| :E—E:LZ
174 27 4 1p
c) | Folosim inegalitatea arctgx<x ~, OxO[0,1] 1p
1
In+1~In = [x" @x=1)Carctgxdx <0 , deci sirul |, este strict descrescator , deci are
0 1p
limita
1 1 1 1
0<[x" Marctgx)dx < [ x" Ckax =jxn+1dx = 2p
n+2
0 0 0
1p
1
|ImJX OF (x)dx = |ImT2—0
n—>°°0
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BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE
Variantal
Prof:Soare Roxana
¢ Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, seacorda punctaj ul cor espunzitor.
¢ Nuseacorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctajeintermediare pentru rezolviri partiale, Tn

limitele punctajului indicat in barem.
¢ Seacorda 10 puncte din oficiu. Nota finala se calculeaza prin impartirea punctajului obtinut la 10.

SUBIECTUL I (30 de puncte)

L INoima=+v2-3sib=12+v3 =Val+b2=2> 3p
= |z| = 22012 2p

2. | A=49 1p

1 2
XE —2,3] ng p
e1—2,-1,0
x € { } 2
- 1
3. sinx+ ' 3cosx = 1 & sin (x +E'I == 1p
3/ 2
v +=e {02 +rmpr € 7
3L & 0 7 2p
_(m 11w 2p
* 2 [E?}

4. | Tntre 1si 200 sunt [EEJ = 66 numeredivizibile cu 3, l¥J=40 numere divizibile cu’5, [#J =13 2p
numeredivizibilecu 15, deci dela 1 la 200 sunt 66+40-13=93 numere divizibilecu 3 sau cu 5, deci 3p
200-93=107 nu sunt divizibile nici cu 3, nici cu 5.

5 |{a+1)2a+1)—(2a—-1)3a+1)=0 2p
Qq = 1-— '\E 3p




Bacalaureat matematica M1 -2012 www.mateinfo.ro

Qs = 1+ "q._.-'_’
6. abc 2p
R=—0
45
2p
S=.plp—a)p—b)p—c) =455
Velp —allp —bl(p —c) =+ 1p
144
R=——
/455
SUBIECTUL al I1-lea (30 de puncte)
1 |[L=4A(0)eG 2p
a) 3
3 4 — A c p
(—4 _7)=A@EG
b) | Ala)A(b) = Ala+ b—3ab) 2p
o1, 1 Lo, 1 f e o e . P 1p
aFb=-=a+b—3ab=z-= A{a+b —3ab) € G=>Gparte stabila alui GL,{IR)
b b b
2p
A@)t=4(——)e6
3a —1/
c) | (4(a))?=A(2a —3a?) 1p
A(a))® = A(9a® — 11a% + 3a) 2p
a €{—1,02} 2p
2. |z-={0,1,2,3,4} 1p
a | j+_7 1p
5+ =4 1o
- ~ 1p
3*=1
1p
4*=1
b) | F(0) =4,7(1)=0,f(2) =0,F(3) =0, f(4) = 4, deci radacinilein Zs ae polinomului f sunt 3p
1,2,,2,3

2p
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O | x+3f(x+3)If,x+3|F = 3p
B S 2p
Sf=2(X+2)(x+3)(x+9
SUBIECTUL al Il1-lea (30 de puncte)
1. | Dreaptay=1 este asimptota orizontald catre —co si catre + oo 2p
a)
f nu admite asimptote oblice 1p
dreaptax= -1 este asimptota verticala 2p
b) lim 23 Inf) = Lim 21 xP-1 1p
I]_IE:X Infix) = A-]—IECX .nxg i
=lim —5t = 1
= l_:
. -2 -}
__3-]—1}31:.1;5—1_ 2p
=2 1p
c pan_x—1l xlx+d)=1 1
) f"'x’l_.x—‘l xlx—1)+1 P
\ . . 3p
(3. £(3) ca L2 +n+1)
f2)-F3) - ofin) = i+ D
fim £(2 “Fes) = 1 2n+n+1) 2 1p
Jm fi2)- fi fin) = lim In(n+1) 3
2. n+1)° 2p
Ay = E“’l—\
\ nin+ 2)
a)
fprq — Gy = N “."“_31 = 0={a,),-1 este sir strict descrescitor. (1) 2p
(r+3)ntl)c =
(n+1)* PR e o 1p
a, = In—— = 0={a,J,:1 marginitinferior. (2)

Din (1) si (2) ={a,),z1 convergent.
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by | .. . . ..o nt+2n+1
lim n-a, = limn-ln—s—— =
n—roe Y on—ee n-+2n

., fmiezmen”
=]1mm( | =

n—oo nit+in J

=In lim (1 +

oo n<+in

=lne =

1]
=

1p
1p

1p

2p

C 2in+ 1)
) ay +aq+--+a, =.-".r1'—’I

lim(ay +a,+ - +a,) = InZ

H—oa

3p
2p
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BAREM DE EVALUARE S| DE NOTARE
Varianta 2

Prof: Soare Roxana

¢ Pentru orice solutie corecti, chiar daca este diferita de cea din barem, seacor da punctajul corespunzitor.

¢ Nuseacorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctajeintermediare pentru rezolvari partiale, in
limitele punctajului indicat Th barem.

¢ Seacorda 10 puncte din oficiu. Nota finala se calculeaza prin impartir ea punctajului obtinut la 10.

SUBIECTUL | (30 de puncte)

1. {a1+21‘=5‘:cm1:1 3p
Q4 +5r=11 i =72
100(2a, + 99r)
Si00 = 5 = 10000 2
2 m+1 1
Xir = p
' 2
2p
—mi+2m+7
YW= A
VeEP:y =—x2+2x +1 2p
3 |CE3x?—2x+8=0,3x—2x+3=0=x€IR. 1p
Notam 3x2 —2x + 3 = v = 0si obtinem: \/y + 5+ /[y =5=2,/v(y +5) = 2(10 —y)
2
CEy =10 = v e [0,10] p
Seobfiney =4 &= 3x2 —2x +3=403x2-2x—1=0
2p
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4. | f(—=2) = f(2) = definim functii de pe o multime cu 4 d emente cu valori intr-o multime cu 6 2p
elemente 3p
Se pot defini 6*=1296 functii.
5. | M este punctul care imparte segmentul [BC] in raportul E 2p
o 3p
. AE +§AC 5. 2
AM=——=—=-AE+-AC
1+ 7 7
5
6. 12 2p
COSX = —E
X sinx
93T T+ cosx 2p
X 1]
tg; =5 p
SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
1 2 -3 4 2p
g |detA=[1 1 2/=0
3 -2 6
.12 =3 _c . 2
a=|7 |=5=0= p
1p
=rangA=2
b) 2 -3 1 ~ - _ 3p
degr=11 1 3| =0=rangd =2 =rangA = sistem compatibil nedeterminat. Notam z = cx
3 -2 4
siobginem x =2 —2¢,y=1 2p
C |Avem |2 —2ag+1+apl=3=|a,—3| =3 = 1p
e-3=g,-3=3o 2p
2p

o0 = g, = 6 = sistemul are 7 solutii cu proprietatea |x, + vy + 2| = 3
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2. |xx=y=2xy—Bx—6y+18+3= 1p
ad |=2x(v=3)=-6(y=3)+3= 3p
=2{x —3){y—3)+3 1p
b) | (x*y)xz=4{x—3)(y—3)(z—3)+3,Yx,v.z€IR (1) 2p
xx{v=z)=4x—3)y—-30z—-3)+3,¥x,vz€ IR (2) 2p
Din()si (2 2{x#v)xz= x=»{y=z),¥x,v,z £ IR = legea “+ " este asociativa. 1p
C) | Prininductiex *x * x* ..« x = 2y —3n+ 3 WnelNT 2p
den ori
1p
XRX KX e X = 22011(y — 3)2012 4 3
de 2012 ori 2p
22011 (x — 3)2012 4 3 = 2201143 x £ {2,4]
SUBIECTUL al Il1-lea (30 de puncte)
1 | ff{x) =3x2+6x 2p
a)
b :X:' = x* 2p
R 3xP+6x 1o
lim =—— = lim S =3
x—w falx) a—vw X
b) | filx)=n{l+x)"1=—n 2p
filx)=0=x=20 1p
X -1 0 oo 2p
Fix) / 0 +++++++++++++H+++HH++HH
[ () / l 0 T
min
O | filx)=nn—1)1+x)"?=0v¥xr e({—1,00),¥neEINn=2 3p

= f,, convexd pe(—1,o0),vn €IN,n =2

2p
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2. | f:IR—= IR f(t) = (t3 — 3t + 2)e* este continua pe IR, deci admite primitive peIR. Fie G: IR — IR | 2p
2 | © primitiva alui f . Atunci F(x) = G{x) — G(0) 2
= F'{x)=flx) = (x%—3x + 2)e% 1p
b) |[FFlx)=0=x*-3x+2=0= 1p
ox-1Dx+2D=0= 1p
©xy=x,=1x;=-2 1p
x3 = —2este punct de minimsi Fy peintervalul (—a, —2]si Ft pe[-2,02) P
C) | F'ix) =3(x — 1)(x%+ 2x — 1) 3p
Punctel e de inflexiune sunt
xy=1x,=-1—-2x3=-1+42 2p
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BAREM DE EVALUARE S| DE NOTARE
Varianta 3

Prof. Soare Roxana

¢ Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, seacorda punctajul corespunzitor.

¢ Nu seacorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctajeintermediare pentru rezolvari partiale, in
limitele punctajului indicat Th barem.

¢ Seacorda 10 puncte din oficiu. Nota finala se calculeaza prin impartir ea punctajului obtinut la 10.

SUBIECTUL I (30 de puncte)

1 {3’1'G‘='5 {_=3 3p
byrgt=162"1by =2
Sapan = 32&12 -1 = 32&12
2012 2
2 | x?+2x+5=4 2p
¥*+4x+8=4 2p
(x? +2x +5)(x2 + 4x +8) = 16 1p
3. |arctgi=x<=igx =3 1
: b—tg’x 2p
COS2y = ———
1+itg-x
1-9 4
D 2
X =1%9™ 5 P
4. | Tpsp  2(100—F) 2p
Th2q E+1 -
2(100—%) . , 1 .
a1 = 1 = k = 66-> cel ma maretermen este Tz
KT o
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5. !xA+ Xe=Xxgt+ixp - 3p
ABCD paraldogram & b+ v = Vs + 9 de unde rezulta
2p
D(-3,3)
6. | AC-AF = [AC|- [AF|cos(CAF) 2
m LEJ-:FJ = 90° 2p
— 1p
AC-AF=0.
SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
1 ‘m?* 2m 1 2p
a |[4=|1 m* 2m
2m 1 m? 2p
m* 2m 1
detdA =11 ms 2ml|= ::?HS + l:l:
2Zm 1 m?
detA=0=m=-1 1p
b) | Pentru m=-1 se obtine sistemul :
x—2y+z=10 1p
x+y—2z=10
—2x+y+z=10
|
d1=|i l"|=34—;0:~r:mga'= 2p
2p
Notimz=a =4 =a,v=a=>S= {{z,a,o) /a € IR}
) |eg*+a*+a 2433 =483 =0 =16 3p
o € {=2,—1,0,1,2}, deci 5 solutii ale sistemului verifica proprietatea din enunt. 2p
2. | apoatelua7 valori 2p
a) | b poatelua? vaori 2p
Multimea M are 49 elemente. 1p

b) | Daci 4 = 0, = detA = 0.

1p
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DacidetdA =0 = a2+ 52 =0. 2p
vx e Z, = x?e (6,13 3)
. - . . e e o R [ , - 2p
Dacia = 0=a?+b2e{1,2,3,456,decia® +b2=0=a=0b=0
0 [} .}) ["fq 'Eii:) _(a+4b 2a +ff_3ii:) 2p
w12 @ Wwa+2b a+4db
1p
Se obtine sistemul : {f +4b =2 o slutia
ba+2b=4
a = E,EJ =1 2p
SUBIECTUL al I11-lea (30 de puncte)
1. | Dreasptax = — % este asmptota verticala la dreapta 2p
a) - L
f nu are puncte de discontinuitate, deci hu admite alte asimptote verticale P
2
dreapta v = 0 este asimptota orizontala spre +o P
b) fEn 2 _ 2 . 1p
U R
1p
o Ax+2-4dx-6
T (2x+3)(2x+ 1)
4 1p
=T T ) = ﬂ =
Zx +3){2x+ 1) 2p
= f strict descrescatoare pe (— 1 cﬂ
C) e _ 32:.?('" l:l 3p
Q- (2x+ 3)%(2x+ 1)°
F'ix) =0,vx e (— %, crj = f nu are puncte deinflexiune.
2p
2. | Definimfunctia f: [0, 02) = IR, fix) =In{l +x) — x 1p
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a) -:-\=_—fo.¢. = (o ) 2p
ffle)=177=0 x € [0, co)
1p
= f este strict descrecitoare pe [0, o= )=
1p
= flx)=0,vx £ [0,02)
b) | Ty = I, 2p
I,=0 2p
(1) monaoton descrescator si marginit inferior implica (1,) convergent. 1p
€ |0=lnll+x) =xvx[01] =0=x"In{l+x) =x"L¥x[01] = 2p
S0, = —= 2p
1p

=lim, .. [, = 0.
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Prof: Stan Adrian

Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferitd de cea din barem, se acorda punctajul corespunzator.

Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari partiae, in limitele
punctajului indicat Th barem.
Se acorda 10 puncte din oficiu. Notafinaa se calculeaza prin impartirea punctajului obtinut 1a 10.

SUBIECTUL | (30 de puncte)

1 -2 2
(2+v3) =7-443, P
2 2p
(4v3-7) =7-4J3.
1p
a=00Z;
2. 1]
Din a, = 21" e P
2 2
x> —6+4x+3 5
— =3 = X" -2Xx-3=0= xK-13; .
5 {-13 2
3. 1]
_4A:1® p
a
2
_5m2+10m+9_1 P
4m
= 5m’* +14m+9=0=> mD{—g,—l} 2p
4. | Ecuatia data este echivalentd cu 2x* +3x+1=0. 2p
1
=-1 x,=-=. 3
% 1 x 2 Y
5. - — _ 2
Vectorii v;,Vv, sunt coliniari < a-z__4 P
-8 a+2 3p
Din &’ -4=32= al{-6;6} .
6. - - 1
Se scrie mal inté ecuatia dreptel (AB), dupa formula X7 - Y"Hh P
=X Y™ W 2p
Rezulta, x_+1:y_—2:> Xx+y-1=0.
1 1-2
Distantade la punctul C(4;3)ladreapta AB este data de formula 2
+by, +C
d(c, Ay =2t d
Ja’© +b’
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si esteegai cu wﬁ%\/ﬁ.

V1+1
SUBIECTUL al I1-lea (30 de puncte)
1| X(a)X(b)=(1,-aA)(l,-bA) =1,-bA-aA+abA’ =, -(a+b-ab)A= X(a+b-ab) | 2
3 |  deoarece A= A; P
Cum X (a) (X() = X(a+1-al) = X(1),0a0R si 10{0;12,...,2014} =
-4 -2
X(0) XD X(2L.X(2014) = XD =1,-A= ; 3
10 5 D
b 10 5a 2a) (1-5a -2a : 2
)y | Cum X(@)=1,-alA= - = . Atunci, D
0 1) (-10a -4a 10a 1+4a
1-5a -2a
det(X(a)) = =(1-5a)(1+4a)+2al0a=1-a;
10a 1+4 5
det(X(a))=0 = 1-a=0=a=1 D
Pentru a= 1 rezulta ca exista o singura matrice neinversabila;
1
p
C) | Daci X(a) este inversabili, rezulta ca exista (X (a))™ astfel incat X (a){X(a))™*=1,. |1
Vom nota cu X(b) pe (X(a))™ rezultand” X(a) (X(b) =1, -« X(a+b-ab)=1, - P
1-5(a+b-ab) -2(a+b-ab 10 2
(@ ) (@ ab) = - atb-ab=0 de unde rezulta ca
10(a+b—-ab) 1+4(a+b-ab)) |0 1 P
-_2.
a-1' ,
Asadar, pentru b:i1 se obtine inversa matricei X(a) si anume D
a_
ox(a)* = x@=x[ 2 |
a-1
2. | X +1=0= X = =i 3
a) P
g(X) =(X =i)(X +i). 5
p
b} Polinomul f este divizibil cu polinomul g(X)=X2?+1« f(i)=f(-i)=0 ceecaceeste |2
) adevirat deoarece f (i) =(I*+i+1)"+(i*+1)"° +1=i"+1=i*+1=-1+1=0.Analog P
pentru f(-i). 3
p

f(X)=(X?+ X +D)° +(X?+)" +1=
=CO(X?+DP +C(X?+1)° IX +CE(X?* +)° IX? +...... + COX O + (X2 + D" +1=
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=2(X2+1)P° +10(X¥ +9XY +..) +....= 2
Observam ci ayg este coeficientul lui X prin urmare a;g = 10. P
2
p
1
p
SUBIECTUL al Il1-lea (30 de puncte)
1. fr (X) - (2X_4)ex2—4x+2; 3p
D1t (0)=-a¢; 2
b) | f este crescitoare pe [2; ) deoarece ' (x))0 2p
si este descrescatoare pe (—oo;2] deoarece f ' (x)(0. 2p
x=2 este punct de extrem local. 1
©) | Cumf este descrescatoare pe [0;1] = 0< x<1= f@)< f(x) < f (D). 3p
Se calculeaza (1) i 1(0), = é <f(x)<e 2p
2. 1.3 _ 1 2p
.[X 1dx:J‘(x2—2x+4—ijdX:
a | 0 X*2 0 X+2
3 1 3p
X——x2+4x—9ln(x+2) =E—9In§.
3 0 3 2
b) 17, a)\2 1 2 1 3p
VZHI(X 1) dx:nj(l—ij dx:nf 1- 6 + 9 5 |dX
o \X+2 oL X+2 oL X+2 (x+2)
1
:n(x—6ln(x+2)—ij :;7(§_6|n§j_ 2
x+2)0 2 2
o | .. . x—1 ‘ o e . 2p
Fie f:[12] - R, f(X) :TZ. Cum f ‘(x) este pozitiva rezulta ca f este strict
X
2p
crescatoare pe[1,2]. Dinlsx<2= f()<sf(X)< f(2)=0< f(x)s%. 1
2 2 1 1 p
Dupa care se integreaza inegalitatea, Osj f(x)dxs'[zdxzz;
1 1
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Prof: San Adrian

Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferitd de cea din barem, se acorda punctajul corespunzator.
Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari partiae, in limitele

Se acorda 10 puncte din oficiu. Notafinaa se calculeaza prin impartirea punctajului obtinut 1a 10.

L a2 =18-20/(9+6v2)(9-6v2) = %
2
a’=12,2)0= a=12=2/3. (a-2/3) =0. 2
2. | r=7 1p
a,=a+(n-)I=192=3+(n-)ITF n=28 )
Rezulti 3+ 10 + 17 +....+ 192 = 2730 P
2p
3. | Relatiilelui Viete: x +x, = -4, x X, =1; 2p
xl—1+x2—1: 2% %t Xt X =4 _ 3p
X +2 X +2 XX +2(x +x)+4
4. | Conditii de existenta: x[(3). 1p
Ecuatia dati este echivalentd cu (x—3)(x—1)* =(x-2)° = 2p
X% —5x+5= 0. s:{5+2‘5}. 2p
. | sin(90° + x) = cosx,  cos(180° — x) = —cosx 2p
sin(180° - x) =sinx, ©os(90° +X) = —sinx 2
Suma data este egala cu 0.
1p
6. | Dinteoremacosinusului AC? = AB? + BC? - 2AB[BC [¢osB 2p
seobtine AC=5
3 1p
sinA=+1-cos’ A==,
5 2p

SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
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L 4 -1 2\(-2 -1 2 3p
| AQA-3)=|2 6 -1lI2 0 -1
2 1 4 2 1 -2
-6 -2 5
AR A(-3)=| 8 -3 0. 2p
6 2 -5
b) | Calcul A(X)+A(-X) 3p
Calculul determinantului det(A(x)+A(-x))=0
2p
c) | c)Caculul determinantul ui 2p
x> +5x°+6x=0
2p
x0{-3,-2,0} . 1p
2. | Secaculeaza f(2) si se egaleaza cu expresia data Tn-enunt. 2p
) f(2)= 8+4Am+2n+p = 2(2m+n+9) de unde rezulta ca p=10. 3
a p
b) | Dinx® +x-2=0 rezultd x,= - 2si X, =1. 1p
F(X)Ig(X) = (X DX +2) = LA 2
9 f) =0 P
4m-2n=-2 2p
- =>m=-4, n=-7.
m+n=-11
C) —y3_ 2 _ — 2 _ _ - 2p
cum FX) = X7 =4XE-7X +10=(X*+ X =2)(X -5) £(1)=0 asadr, produsu
=(X +2)(X -)(X -5 = 2
f (0) OF (1) [F (2) [l...[F (2020) il contine pe f(1) prin urmare este egal cu zero.
1p
SUBIECTUL al I1-lea (30 de puncte)
1 | f'(x)=3x+2xInx. 3p
a) -
|imM:f'(1):3_ 2p
Xx-1 X=-1

b) | f"(x)=5+2Inx. 3p




Bacalaureat Matematica M1 - 2014 www.mateinfo.ro

f este convexa pe{ j I concava pe( ! } 2P
a © | s a —00, —— |.
e )’ e*\e
) | ecuatiatangentei Tn punctul A(X,, Y,) este Y=y, = f (%, )(X=X,) . 1p
Yo=f0) =Y =f1)=1= 1p
Ecuatiadreptel este y-1=f'()(x-) = y-1=3(x-) = 3x-y-2=0
3p
2. T . . [a+b=2 3p
Din conditiile de continuitate si derivabilitate alui f se obtine .
a) 2a+b=-2 2p
Din rezolvarea sistemului rezulta a=-4,b=6.
b) | F(x) este primitivalui f = F'(x) = f(x) 2p
F este convexi deoarece F "(x) = f '(X) :iz>0, Ox0(2; ). 3p
X_
c |1 1 1 3p
I -4 +6 +2 X:I 2 7=
X? +6X
0 ° 4 (X*‘Sj _ @ 2p
4 4
W|7=V27| | |37
\7+\/7\ \3+\/7\

BAREM DE EVALUARE S| DE NOTARE
Varianta 3

Prof: San Adrian

¢ _Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul corespunzitor.

¢ Nuseacorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctgje intermediare pentru rezolviri partiale, Tn limitele
punctgjului indicat Th barem.

¢ Seacorda 10 puncte din oficiu. Notafinala se calculeaza prin impartirea punctajului obtinut la 10.

SUBIECTUL | (30 de puncte)

l. n n 1
FQ+ 2+t f(N)=Y k2+3> k-2n P
k= k=1

2p
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z”:kz n(n+1)(2n+1 Z": n(n+1)
k=1 k=1 2p
S:W-Zn
2. | a,—a =(m-n)t A —8,=(26-18) 1 < 178-122=8r=r =7 1p
az—a =(018-1) - 122-a =177 = a =3. 2p
g, =@t a) M _GBHITO20 o) q3_ 5353, 2
2 2
3. 3
Ecuatia data este echivalenta cu 3 (9+1+éj =273= 3 E[(;—l =273= P
2p
=3 = x=3.
4 | X+y?=(x+y)?-2xy= 39=9-3xy= xy = -10. 2p
_ X+y=3
Sistemul dat devine y=o (X, y)D{(—2;5),(5; —2)}. 3p
xy =-10
5| Mijlocul Iui[BC] este M (;-5) iar pantadreptei AB este 3. 2p
Ecuatiadreptel AM este y-y,, =m(x-x%,,) , 3x=y=8=0. 3p
6. 2 2 _ .2 2p
Se calculeaza cosA:b+C—a:E.
2bc 8
1]
sin A=+/1-cos’ :¥. P
2p
a 167
Din teoremasinusurilor se obtine —— = 2R= R——.
sinA 7
SUBIECTUL al I1-lea (30 de puncte)
1 01 2 2p
AT A+l =1 0 -2
12 0
3p
det(A+1,)=2
b) | A+ml;esteinversabila ~ det(A+mi,)#0 3p
Calculul determinantului matricei A+ml, s rezolvareaecuatieli det(A+ml,) =0 2p
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Concluzia, det(A+ml,;) #0 = mOR-{0}
©) 0 1 1 1p
(A+1,)"=|1 0 2
2 20 .
4 4 =2 P
(A+1,) =| 2 -2 2 1p
2 1 -1
X=(A+1) =— T [A+L)
¥ det(A+1,) ’
2.1 f()=2a+1 2p
a | 2a+l=2=a=3 3p
b) | a=3= f(x)=x2+x 1p
f(X)=2 o X2 +x=2 2p
W »
©) | fi(x+]) = f(-)=0<- f(4=0 2p
a=1= f(x)=x2+4x+3 2p
f(4)=1+1+3=0 1p
SUBIECTUL al LI1-lea (30 de puncte)
1 —2 - 3p
f(x) = X+ 3X 1;
a) e 2p
f'(0)=-1.
b - 3
) im0 =lim2 2 =im2 =0 P
X— 0 X— 0 e Xaooe 2p
y = Oecuatia asmptotel catre o .
0 2 _ 2p
f”(x)=X 5Xx+4
(S}
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X’ =5x+4=0= x =1 X, =4.Atunci, f"(x) ) 0,0x0(~c0;1] O[4; o) 3p
2. | f admite primitivepeR < f estecontinua peR  Sestudiaza continuitateain 1. 2p
2 leggf(x):IXI{Qf(x):f(1):O:>festecont|nué|n1,deC|S|peR. 3p
b) | 2 5 1 2p
[ 09dx=1, +1, unde 1, = [(€* ~Dax= (- =~ si
0 0 0 € 2p
2 4
X 2 11
L=[0¢-Ddx=(=-x)| ==.
. {( Joe=(- =X =
2 1p
[ foom=2-2
0 4 e
c) X=1D(x* +x+1 2p
g = XX
X“+Xx+1 1p
2 2
Vol = ITI g% (x)dx =ﬂj(x—1)2dx=
1 1
—132
V0|Cg=7T(X Ve 2p
3 1 3




Bacalaureat Matematica M1 - 2014 www.mateinfo.ro

BAREM DE EVALUARE S| DE NOTARE
Variantal

Prof: Soica Alina Codrusa

¢ Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctgjul corespunzitor.

¢ Nuseacorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctgje intermediare pentru rezolvari partiale, in limitele
punctgjului indicat Tn barem.

¢ Seacorda 10 puncte din oficiu. Notafinala se calculeaza prin impartirea punctajului obtinut la 10.

SUBIECTUL | (30 de puncte)

1. 2x2+5 =4x+2 - 2x2+5 =(22)X+2 - 2x2+5 =22x+4 2p
2p
X*+5=2x+4= x*-2x+1=0
1p
x=1
2. {Xl"'xz =m+1 3p
XX, =2m 2p
XX, —=2% —2X,+2=0
3| conii de existenta : X ~o0; =3 | B[ /3 e0) 51 XDI[1; +00) = XD ¥3; +c0)
2p
2 2
—3=(x— 2=y 4
x*=3=(x-1)" = -3=2x+1 20
X:2|]|:\/§,+oo) 1p
4. | 2x-10{1,3 5,15} 2p
x{12,3 8} 2p
1
= — 1p
P 4
3) 2 . , . ) 3 2p
My =—— si pantamediatoarei segmentului MN este —
3 2 1
p
Panta paralelei prin Pesteg 2p
Ecuatia paralelei prin Peste 3x—2y+3=0
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6. 2 3p
sin® x+ cos” x=1=sin? x+(—2‘@J =1=sn? x=—=
5 25
Deoarece sin x <0pentru xm(n,?’;j avem sinx:—% 2p
SUBIECTUL al I1-lea (30 de puncte)
L 1 1 2 2p
9 | a=|2 -1 -2 3
1 4 m
det A=-3m+24
b) | Pentrum=6 avemdet A=0 1p
Studierea compatibilitatii sistemului: sistem compatibil simplu nedeterminat 2p
_ 2p
Gasirea solutiel sistemului: x:%,y: 6 34a,z=a' cu a R
C) | Pentru m# 6 avemdet A% 0 2p
Aplicarearegulii lui Cramer si aflareasolutiel x=0, y=2, z=0. 2p
Pentru m=6 avemdet A= 0 si sistemul este compatibil conform punctului b. 1p
2. | Xoy=2xy—6x-6y+21=2x(y~3)-6y+18+3 2p
8 | =2x(y-3)-6(y=8)+8= 2p
2(x-3)(y-3)+3 1p
b) | xox=2x2-12x+21 1p
2x% —12x+21=11 2
2 . - 2p
X“=6x+5=0 cusolutiile x, =1si X, =5
C) | Aratica xo3=3,0x0OR 2p
Avem x=10+/20+3¢...07Boy/e...01/2014 1p
2p
Operatia fiind asociativa avem ci 1ov/20+/30...04/804/90...04/2014 = x0/9 = x03=3
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SUBIECTUL al I11-lea (30 de puncte)

1. 2
a) lim f (x) :Iimm—xilimlzo rezulta y =0 asimptota orizontala spre oo P
- —o X ~o X 2
|imf(x)=|im'r‘_)‘=2=(—oo)gi=(_o<,)[q+oo):_oo 1p
5 w X 0 0,
rezultd x =0 asimptoti verticala la dreapta
b) , ) ;o1 2p
o (nx) _(inx) x-Inxfx) _ x> X inx
f'¥)=|—] = 2 - 2 - 2
X X X X
f'(x)=0=1-Inx=0=Inx=1=x=e p
X 0 € + 00
2p
f'(x) ++++++++++++ e ————————————
f(x) M 1
€  -}
X =€ punct de maxim
C) | e<n, deoarece f este descrescitoare pe (g+) avem f(e)> f(n) 2p
3p
In—e>In—n:>71Ine>e|n71:>In(e”)>ln(77’e):>e”>77e
€ T
2. Ixsinx dx = —XCoSX +Icosx dx 3p
@ | =-xcosx +sinx+c 2p
b) jx“sinx dx ==x" cosx +njx"‘1msx dx 2p
2p
jx“‘%:osx dx = x"tsinx +(n—1).|'x”‘zsinx dx
1p
Finaizare |, = -x"cosx+nx"*sinx+n(n-1)1
c) . 1p
XD(O;I—TJ:OSSInxsl
4 2
0<x"sinx< x" 2p
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. X
Oij“smx dx <
n+

n+l

aunci liml, =0
1

n- o
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BAREM DE EVALUARE S| DE NOTARE
Varianta 2

Prof: Soica Alina Codruza

¢ Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctgjul corespunzitor.

¢ Nuseacorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari partiae, in limitele
punctgjului indicat Tn barem.

¢ Seacorda 10 puncte din oficiu. Notafinala se calculeaza prin Tmpartirea punctgjului obtinut la 10.

SUBIECTUL | (30 de puncte)

L I0925—Iogz3zlogzg
2p
5 12
Iog2§+logzgzlog24 2p
2 1p
log,4=1log,2° =2log,2=21=2
2. " k 2p
T,., =CiJ2 =ck2z
2p
EDN: k0{0,2,4,6,8 avem 5 termeni ragiondi 1p
Dezvoltareaare 9 termeni, deci 4 termeni vor fi irationali
3. | z=za+hi, abOR= z=a-bi 1p
3a—-bi =6+i 2p
a=2b=-1
2p
4 AB=\/(XB—XA)2+(yB—yA)2=\/(—1—4+m)2+(2—4—m)2 2p
2p
(=) +(m+2)} =5 "
m? —=3m+2=0 cusoluiile m =1si m, = 2.
5. 2
AB:\/(XB_XA)2+(yB_yA)2 P
1p
J(5-m)" +(2+m)" =5 -
m’ -=3m+2=0 cusolutiile m =1si m =2
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6. | a®=b? +c® -2bccosA=6% + 4% - 2B [4[€0s60° 2p
1
a2:36+16—48%:283a:2\/7 P
2p
p=10+27
SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
L 2014° 0 O
¥ | Daci x=0 avem A(0)=| 0 1 0 2
0 01
3p
A(0)=1,=1,0G
b) 2014 0 0)(2014* 0 0
Pentru x, yOR avemA(x)A(y)=| 0 1 x||-0 1.y 3p
0 01/l 0 01
2014 0 O
A(X)A(y)=| 0 1 x+y|OG,x+yOR 2
0o o0 1
©) 2014% 0 0 2p
A (x)=A(X)A(x)=A(2x)=] 0 1 2x
0 0 1
20140 O 2p
det A’(x)=| 0 1 2x=
0 0 1
2014% = 2014 = 2x =1=> X =% 1p
2. | x,yO(3+0)=x-3>0,y-3>0 2p
) | xoy=xy—3x-3y+12=(x-3)y-3)+3>3= xo y(3+x) 3p
b) | xox=x= x*-3x-3x+12=x 3p
2p
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= x> —7x+12=0 cusolugiile x, =3 si X, =4

©) | Verificimdaca f (x+y)=f(x)o f(y) f(x+y)=€"+3

2p
f(x)o f(y)=(f(x)=3)(f(y)-3)+3=(e +3-3)(e’ +3-3)+3=¢"[& +3=€" +3
Fie x,% OR, din f(x)=f(x,)=>e*+3=€*+3=e*=e* = x =x, deci f injectiva 1p
Din f(x)=y=>e+3=y=e =y-3=x=In(y-3)JR pentru y(3, +) deci f surjectiva | 1p
Asadar f bijectiva
1
Cum f estemorfism bijectiv rezulta ca f esteizomorfism de grupuri. P
SUBIECTUL al Il1-lea (30 de puncte)
1 1 . 1 2p
3) cos— este functie marginita —1<cos—<1
X X
. 2 1 — 2
limx“cos—=0 p
x-0 X
1p
f este continua
b) f(x)-f(0 2p
ERENICRIC
X-0 X 3
P
f'(0)=0
g =L cosn? +£cosn—3 +icosn—3+ +£cosn—3 o
ST n 2 n 3 7 n n
| |< n+1
son? 2p
2p
. n+1 .
[im =0=lima, =0
noo 2n2 naooan
2. | Daci F:(0+®) R este o primitivi alui f :(0+o) - R atunci F este derivabil3 pe (0,+c) si 1p
2 F'(x)= f(x), ox0(0+e) 1p
F'(x)= f(x)=Inx—x
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F”(X)= f'(X):(lnX—x)’ =(|nx)'—x':1_1=ﬂ 2p
X X .
1_7X<o pentru XD(].,+00), deci F concavi pe (1,+oo)
X
b) _[(x—f(x)+Inx)2dx:J'(x—lnx+x+|nx)2dxz 2p
=f(2x)2dx=f4x2dx= 2p
=4X—3+C 1p
3
O | gog=tMnx=x 1,1 1p
X X
2p
G(X)z"'g(x)dX:J-[llnX—ljdxzj.1|nxdx—"'d)(:J.(|nx)’(|nx)dx_J.dX=M_x+C
X X 2
2 lp
G = '“21—1+c:—1+c
_1+C:1:>C:§ deci G(X):Inzx—x+§ 1p
2 2 2
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BAREM DE EVALUARE S| DE NOTARE
Varianta 3

Prof: Soica Alina Codruza

¢ Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctgjul corespunzitor.

¢ Nuseacorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari partiae, in limitele
punctgjului indicat Tn barem.

¢ Seacorda 10 puncte din oficiu. Notafinala se calculeaza prin Tmpartirea punctgjului obtinut la 10.

SUBIECTUL | (30 de puncte)

1| 22+z+1=0=>27"=1 2p
3p

2 4 _

deci 24 +i4 = Z+1:Z_1:_Z =-1

Z Z Z Z
2. | Avemintre radacini relatia X, — X, = 3 si din relagiilelui Viete pentru ecuatia f(x)=0 mai avem 1p
X, + X =-—a dedi X, :3;261 care verifici ecuagia f (x) =0 2p
2p

Din ecuatia a® +8a—9=0seobtin solutiile a=1si a=-9 .

3. o x+1>0
Conditii de existenti adica X[((0; +o0)
X> 1p
Folosind proprietatile logaritmilor avem 1g(x +1) x =1g90 2p
. 4 . : 2p
rezolvand ecuatia X= + X =90 =0 obtinem solutiax =9 .
A TR S P S 2P
2 22 22014 22014 2p
1 1 1 |
L# et ot o | =1 1p
{1+%+2_]-2+"'+22](;14}:1_ 22](;14
5. 2p
Daca notim AB =us BC = v obtinem prin calcul vectorid AC+ BD = 3v
3p

adici v|=310=30

AC+Bby:3
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6. X% *+ VY -2 I
cosa = = <0
\/)(12 +x22\/yl2 +y,° V4113 2
deci unghiul este obtuz
SUBIECTUL al I1-lea (30 de puncte)
1. | Princalcul direct obtinem
a)
o2 = 1 2 3 2p
2 31
s (1 2 3
g = 12 3 =e 3p
b) | b) Vom aveaecuatia 0®% X =e= ok =e. 3p
. 4 (1 2 3 2p
cusolutiax=0 " =
2 31
©) | ¢ Notim a =g, [, [, [, (I, (&, cu o ordonare oarecare a factorilor si avem 1p
2
£(a) = £(0,) [B(0,) [B(0,) [(2(0,) (2(04) E(0) = (- el mmieamienmmienien) = -y P
2p
adica o este permutare impara.
2 r(O)=r()=m N
V1 1(2)=m+i »
~ A Ak A 2p
£(0)+f (1) f(2) =i+am=1
RECRTE §
f (é) =0= X = 2 1p
A A A A 2
f :(x—Z)(x2+x+2):(x+1)(x2+x+2) P
Verificimsi ci 2 nu este radicina dubla
©) Daci m=2 aunci f este reductibil cum am vazut la punctul a)
2p
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Daci m=0 atunci f este reductibil deoarece f = xz(x+§) 1p
2p
A £(0)=1(i)=1
Daci m=1aunci , . , ' _ adica f ireductibil peste Z,[X].
f(2)=1+i=2
SUBIECTUL al Il1-lea (30 de puncte)
L[ i f00=1@ 1p
a) x-1 x-1
F(x)=(e +x°) =e* +2x 20
f'()=¢ +20=e+2 1p
mt=TD _ s 1p
-1 x-1
. 2p
f"(x)=e*+2>0, OxOR deci f este convexd pe R
©) | lim f(x) =lim(e* +x?)=co + 0 = o rezulta ca f nuareasimptota orizontala spre oo 2p
. . 1p
Cautam asimptota oblici y=mx+n  Spre o
FO)_ s e“+x* [o e +2x
m=lim——==lim———=|—| = lim =00 + 00 =00 5
X—o X xqoo X 00 |L'Hx-0 1 p
rezultd ca f nuareasimptota oblica spre «
2. 1 2p
e X——I
a) ol 1+x° 3p
1
—In(1+x) In2
2 2
b) X" n 2p
Pentru xJ[0,]] = 0< 5 S X
1+x
Seintegreaza inegalititilesi seobtineca | s—ilpentru orice n natura nenul. 3p
n
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c)

n

X

dx <

n+l

a

n
X
2n

<x"=0<
n 1+x

O —y

1 n
liml, (@) =lim [-——_dx= 0<——
n-e n-ed 1+x 1+x
pentru o 0[0;1] folosind criteriul clestelui avem lim 1, (@) =0

n a n

dx

1

X

Daci a >1 avem | (a) = ~dx + -
-([1+x2 -[1+x2

n

. < Xn Cc
Fiecl(1, a) avem -[de: F(a)—F(l) :(ar_l)m
lim(@-1)—C=lim(@-1)—*— =0

n- o 1+C2n_n”°° in_l_cn =

c

n+1

2p

1p

2p
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BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE
Varianta 1
Prof: Szép Gyuszi

Pentru orice solutie corectd, chiar daca este diferita de cea din barem, se acordd punctajul corespunzator.

Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvdri partiale, in limitele punctajului
indicat Tn barem.

Se acorda 10 puncte din oficiu. Nota finala se calculeaza prin impartirea punctajului obtinut la 10.

SUBIECTUL | (30 de puncte)

L1 2+3 _(2+3)(@A-i) _2-2+3 -3 _5+i 3p
1+i (A+i)@A-i) 1-i? 2
2+:_)>| :§+£i = Re 2+3| :§_ 2p
1+ 2 2 1+i 2
2. o . 2 , 4 A
Stim cd, in ipoteza @< 0, functia f(X) =ax“+bx+cC are valoarea maxima f_ = —4—. 1p
a
in cazul nostru, A =3 —4[{-1) 1=13. Atunci _A o 13, =1—3. 2p
4da 40-1) 4
Prinurmare, f__, =1—3. 2p
4
3. | Incercdm s incadrdm numarul 10g, 534intre doud numere naturale consecutive. 1p

Avem 3* <534 < 3’ si, tinand cont de faptul c& functia f :(0,+0) » R, f(x)=log, X este strict 2

crescitoare, putem afirma ci 1og, 3° <log; 534 <log, 3, adicd 5<10g,534<6.
Atunci [Iog3 534] =5. 2p

4. | Existd 90 numere naturale cu doud cifre, si anume cele de la 10 pénala 99. Prin urmare, avem 90 | 2p
cazuri posibile.
Cazurile favorabile sunt numerele naturale pentru care cifra zecilor este cu 2 mai mare decét cifra

unitatilor, adicd numerele 20, 31, 42,53, 64, 75, 86, 97 . Prin urmare, avem 8 cazuri posibile. 2p
Probabilitatea este P _ 4 _ 4 . 1p
90 45

5. | Punctul A(—l, 2) apartine dreptei dacd 2 =—a+b (aminlocuit X =—1si y =2in relatia

y=ax+h). 2p
Punctul B(O,S) apartine dreptei dacd 3=Db (am inlocuit X =0si y =3inrelatia y =ax+b). 2p

Din 2=-a+b si 3=bobtinem a=1. Asadar, a=1si b=3. 1p

6. | Stimcd Sin(2kr+ x) =sinXx si cos(2kr+ X) = cosX, pentru orice KOZ, xOR. 1p
Avem sin(201477) =sin0=0 si cos(201377) = cos(201277+ 77) = cosr= —1. fip

p

Deci cos?(201377) +sin(201477) = (-1)2 +0 =1.

SUBIECTUL al ll-lea (30 de puncte)

1. | Elementul 1 din a doua linie a permutarii 0 are la stanga lui un singur element mai mare decét el (pe
a) | 2).Elementul 2 nu are la stinga lui elemente mai mari decat el. Elementul 3 are la stdnga lui un 3p
singur element mai mare decat el (pe 4). Elementul 4 nu are la stanga lui elemente mai mari decét

el. Deci numarul de inversiuni este m(g) =1+0+1+0=2.
2p

Signatura permutsrii este €(0) = (-1)™? = (-1)® =1, de unde rezult3 ci permutarea O este pari.
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b)1_2_1234 1234_1234 1p
2 34 1){2 3 41) 1341 2)
. 1 2 3 4\(1 2 3 4 1 2 3 4 1p
3412)(2341) (412 3)
4 1 2 3 4\(1 2 3 4 12 3 4
7' = = =e. 1p
4 1 2 3)\2 3 41 12 3 4
Avem A:{T, TZ, T3, e} . Prin urmare, multimea A are patru elemente. 2p
c) 1 2 3 4 4 (1 2 3 4 2p
Din 0 = rezultdcd o ~ = .
2 1 4 3 2 1 4 3
a0 1 2 3 4\(1 2 3 4 2p
Avem X =70 ~, adica X= .
2 3 4 1){2 1 4 3
1 2 3 4
Prin urmare, X = ) 1p
3214
2. | Evident, 1si 2 sunt numere rationale. 1p
a) | Avemcs 22 -31=4-3=1. 2p
2 3
Asadar, A= OH. 2p
1 2
b) _ _ a 3)(c ad
Trebuie sad aratam ca pentru orice elemente | LH , avem c3 1p
b a)ld c
a 3db)(c
UH .
b a)ld c¢
a 3db)(c
Din , OH rezulti ca a,b,c,d 0Q, iar a*>—3b?=1si ¢*—3d? =1. 1p
b a)\ld c
a b)(c ac+3bd 3(ad+ bc)
Avem = .
b a)ld c ad+bc ac+3bd 1p
Cum a,b,c,d 0@, rezultd cd ac+3bd,ad +bcQ .
in plus, (ac+3bd)” - 3Mfad +bc)’ = a*c? +6abed +9b*d? - 3a%d® - 6abed — 3p%c? = )
p
a’c’® —3a°d® - 3b’c® + 9b*d? = a*(c* -3d?) — 3v*(c* —-3d?) = (a°—3b?)(c*-3d*) =11 =1.
a 3db)(c M R
Am aratat astfel ca b a d c [OH . Tn concluzie, multimea H este parte stabild a multimii
1
M,(Q) in raport cu inmultirea matricelor. P
o | (a 3b)(c 3d a 3b)(c 3d ac+3bd 3(ad+bc))
Fie , UOH . Avem = si
b a)ld c b a)ld c ad+bc ac+3od
c 3d)fa b ca+3db 3(da+ch) ) _
= . Cum inmultirea numerelor rationale este
d c)lb a ad+cb ca+3db 1p
] a 3)(c d c 3d)(a 3 . ] .
comutativa, rezulta ca = , adica Tnmultirea este comutativa
b a)ld c d c b a
pe H.
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Stim cd inmultirea matricelor din M, (Q) este asociativd. Cum multimea H este parte stabilé a

- . N . . y - 1
multimii M, (Q) 7n raport cu inmultirea matricelor, va rezulta cd ,, L” este asociativa pe H . P

3b
OH, avem
a

[ R N = (| ’

1 a
Matricea (O 1 OH este element neutru, adica pentru orice element b

a 3b a 3p , ., . a 3b 1p
Fie OH . Avem =a”~—-3b° =1#0, de unde rezultd c3 matricea este
b a b a b a
1p
inversabila.
Prin urmare, (H,[)] este grup abelian.
SUBIECTUL al lll-lea (30 de puncte)
1. ' 2p
a) X "X i/x2+x+2—x[éx/x2+x+2)
f '()() = = =
,X2+X+2 ( ,X2+X+2_)2
N X2 +X+2 - XE|2X7+1
_ 2 +x+2 _ 20¢ +x+2) -x(2x+1) X+4 OR
X*+X+2 20 +x+ VR +x+2 20 + X+ 20X +x+2 B
Avem X° + X+2:(X+§j +Z >0 pentruorice X[OR . Atunci 2(X2 + X+ 2)\/X2 +x+2>0,
pentru orice X[IR.
Semnul functiei f ' este dat de semnul functiei g:R - R, g(X) =x+4. 1p
Asadar, functia f este descrescdtoare pe intervalul (—oo,—4] si crescitoare pe intervalul [—4,+00). | 2p
c) | Functia f este continud pe R, deoarece se obtine din operatii cu functii continue. 1p
. . X . X
Avem Iim f(X) = M ———=liIM ————=-1 1
X Koo P+ X+2 T 1 2 P
=X+ =+
X X
. . X . X
si IImf(X):IImZ—ZIImﬁZL 1p
X -0 X - 00 X - 00
X+ X+2 X /1+7+72
X X
2\14
Conform subpunctului b), functia f are un punct de minim X =-4. Obtinem f_, = —T. 5
p
214
Atunci Im(f) = —£,1 .
7
2. Cyi3-X _(=x+3)(x*+9)  x _ 2p
3 x*+9 x*+9 x*+9
3 2
_~X —9x+3X +27—x: 2p
x*+9
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—x3 +3x* —-10x+27

= f(X), pentru orice XxOR.

x> +9 1p
b) | 9 9 X 2 9
+f —3—-—x+3- = — =
.[x 3 (x)) I(x 3-x+3 x2+9j dx Jl.(x2+9)2 dx 2p
_ j[é ] x [Po1% 1 2p
-_= = +_j
X2 +9 2x+9| 21x2+9
1 1 X 1
-—| —=—-—|tzactg-| =—=| actg3—-arctg— |.
2(90 1oj 60 93 6( g g3] 1p
c) | Facem schimbarea de variabild X = f (t) . Atunci dx = f '(t)dt. 1p
3 0 1
Atunci jf-l(x)dx=jt[r'(t) dt=—jttr'(t) dt = 1p
19 1 0
10
:—tD‘(t)|1+.|l'f(t)dt:—f(1)+j ~t+3- dt:—g—ﬁl+3t|l —5|n(t2+9)1:
0 t2+9 10 ‘2, P 2 . 2p
__1B1 3_l| 10_31,10 1p
0 2 2 9 52 9
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BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE
Varianta 2
Prof: Szép Gyuszi

Pentru orice solutie corectd, chiar daca este diferita de cea din barem, se acordd punctajul corespunzator.

Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari partiale, in limitele punctajului
indicat Tn barem.

Se acorda 10 puncte din oficiu. Nota finala se calculeaza prin impartirea punctajului obtinut la 10.

SUBIECTUL | (30 de puncte)

1. | Avemcd 2Xx—3=3 sau 2x-3=-3i, 3p
. . N 3.3 .. _3 3.
iar de aici obtinem solutiile X, =—+—1I si X, =———I. )

2 2 2 2 P

2. b A 1p

Varful unei parabole y=ax’ +bx+c este V| ——,—— |.
2a 4da
n cazul nostru,
, , , 5 1 5V 11
A=4Em+1D) -4m=4(9m"+5m+1) =36 m“+—m+—= [=36|| m+— | +—— | >0, pentru
9 9 18 324 2p
orice mR.
A 5 11 . A ‘s

Atunci —— =-9|| m+— | +—— | <0, pentru orice MR, ceea ce inseamna c& varful

da 18 324 2p
parabolei se afld sub axa OX pentru orice mOR .

3. | Pentru existenta expresiei 109, v X+3 impunem conditia X+3>0, adicd X[ (-3, +0). 1p
Ecuatia datd, pentru X[1(=3,+), este echivalenta cu ecuatia VX+3 =2. 2p
Ridicand la patrat, obtinem x+3=4, 1p
de unde rezultd cd X =1[1(—3,+o) este solutia ecuatiei date. 1p

4. 2\ 3p
Termenul general este T,,, = Cs XK (—j = Cs 2 X" unde k 0{0,42,...,7}.

X
Trebuie sd avem 7 =2k =3, de unde se obtine k=2. 1p
Termenul care contine pe X° este T,=T,,= C§ 22 x3 =84x°. 1p
50| — . . . 1 — 3p
AD=AB+BC+CD = AB+EAD+AF ,
e 2
iar de-aici rezulta cd AD =2AB+2AF . P
6. | Aplicim formula fundamentali a trigonometriei: Sin® a+cos? a =1, pentru orice alJR . 1p
. 3 9
Stiindca Sina=—, avem cos’a=1-—. 1p
5 25
A . . - . 5 16
In cadranul Il, functia cosinus este negativa. De aceea, din COS” a :£ va rezulta cosa = —g. 2p
sna_3{ 5 3 1
Avem tga=——==[-= |=-=. P
cosa 5\ 4 4
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SUBIECTUL al ll-lea (30 de puncte)

1. | Matricea M este inversabild daca si numai daca det(M) #0. 1p
a) | Avem
m 2
det(M)=m-1 3 =3m+4+2m-m’ +m+2m-2-6-3m+m’ -2m-2m+2=m=2 | 3,
2+m 2-m

Din det(M) # Odeducem ca mORN\{2}. 1p
b) m 2

Avem [Im-1 3 =3m+4m+2m-n’ -2+ m-6m-2m+nm’ -2m+2=0. 3

2m  2-m
m 2
Cumm-1 3 =0, rezultd cd punctele A, B si C sunt coliniare. 2p
2m  2-m

c) | Am vazut la punctul a) cd det(M) =m-—2. 1p

Dacd m# 2, atunci rang(M) = 3. 1p

in cazulin care m=2, avem det(M) =0. Cum 2 j‘ =2-3=-1#0,varezultacd rang(M)=2. |2p

Asadar, rang(M) = 2, pentru orice mOR. 1p
2. | avem 0+1+---+14=0+(1+14) + (2+13) ++--+(7+8) = 3p
| 64+0+0+0+0+0+0+0=0. .
b) | 2k #6, pentru oriceIED{E),ié,...,]/.zl} \{é} si 2[3=6. 3p

Prin urmare, ecuatia QD( :é arefin le solutia X = é 2p
¢) | Un element IEDZB este inversabil daca si numai dacd numerele naturale K si 15 sunt prime intre 3p

ele.

Elementele neinversabile sunt acele elemente I2DZ15 pentru care K are un divizor comun netrivial 2p

cu 15, adica 6, é, é, é, é,]/.b,]/.\Z. Astfel am demonstrat ca sunt 7 elemente neinversabile ale inelului

L.
SUBIECTUL al lll-lea (30 de puncte)
:i im I((—Xi i I —7)>(<:11x—5 _ .

X<l x<l
3p

— 2 — —
= lim o XD XD i X5
A -

b) | Calculdnd formal, obtinem:

3p
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(x3—7x2+11x—5)' _ 3x-11
33/(x3—7x2+11x—5)2 37 (x-1)(x-5)?

, pentru orice

f1) :(%/x3—7x2 +11x—5)' -

XORNA{L5.

Functia f este derivabild pe R\ {15} . 2p

Pe de alt3 parte, I)!nl1 f '(X) = +oo si lerr51 f '(X) = +oo. Conform teoremei reciproce a teoremei lui
X<l

Lagrange, rezultd ca functia f nu este derivabildin X =1sith X=5.

Prin urmare, domeniul de derivabilitate este R\ {15} .

) | Avem c 3 (x-1)*(x—5)* >0, pentru orice XOR\ {15} . Semnul derivatei f' este dat de functia

g:R \{L5 - R, g(x) =3x*-14x+11. Putem astfel si intocmim urmatorul tabel de 2P
monotonie:
11
X —00 1 E 5 +00 2p
f'(x) ++++++‘ -------- O++++++ |++++++

() | _—" 0" /'0/' o

11
Punctul X :E este punct de minim local. Punctul X =1 este punct de maxim local.

2. . 1 - e . . 1 -
a) | Functia X — €* este continud pe intervalul [1,2] . Prin urmare, exista |, = J.—zex dx. 2p
X X

2 1Y 1
Avem IZZJ.[_eXJ dx =-ex

1

2

:e—x/é. 3p
1

b) | Vom aplica metoda integrérii prin parti. Fie NN 1p

a2 el o :

1/? 1
S 21 - __\/E
€ —(n—1).[lge dx = T

Je

Deci |n+l:e—F+(1—n)|n,pentru orice nON, n>2.

n

i,

1p

[y

c) 1

Folosind monotonia integralei, din relatia O<ieX E , ()x0O[L2], (O)nON, n=2rezultd
X" X"

2p

2 2 1 2 e

IOdXSI—eX dXSI—dX pentru orice NLON, n>2.
X"

1 1 1

2p
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24 1
Avem IOdX .[X—e"
1

| X n-1_ 2

_1 n- o

e .
Am obtinut cd 0< |, <——, (0)nON, n=>2. Trecand la limita, avem lim1

2
e e 1 e
=l si |—dx= 1- < , (nON, n=2.
n.S|J‘ n ( j n-1 ( ) lp

=0.
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BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE
Varianta 3
Prof: Szép Gyuszi

Pentru orice solutie corectd, chiar daca este diferita de cea din barem, se acordd punctajul corespunzator.

Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari partiale, in limitele punctajului
indicat Tn barem.

Se acorda 10 puncte din oficiu. Nota finala se calculeaza prin impartirea punctajului obtinut la 10.

SUBIECTUL | (30 de puncte)

1. 3p
Avem b, =b, [@°, de unde rezultd c& q° = 243 =3.
b2 27
Acum putem scrie ca by, =b, [6° =/243(3° = 243\/3. 2p
2. | f (x) = 2443 = 20D pantry orice XOR . ip
Atunci f (1) = 20969 =20 =1 i f(3)=20VED =0 =1 "
Am gasitcd f (1) = f (3), ceea ce ne demonstreaza ca functia f nueste injectiva.
3. | Ecuatia dat3 se mai poate scrie sub forma 3* —3* [3' + 2[B3*[3* =32. 1p
Dand factor comun se obtine 3" (1—3l + 2[32) =32, adica 316 =32. 3p
Din 3" = 2 se obtine solutia X =109, 2. 1p
4. | Putem avea trei situatii: f(1) =f(2) =4, (1) =f(2) =5, respectiv (1) =4 si f(2)=5. 4p
Asadar, existd trei functii cu proprietateacd f(1) < f(2). 1p
5. | Determinsm mai intai coordonatele vectorului AB. Avem AB = (-1-2)i +(4-3)], de unde
- 2
rezults cs AB(-3,1). P
Ecuatia dreptei care trece prin punctul C(1,—=2) si are directia vectorului AB este:
- +
d:X—lzy 2,adicéd:x+3y+5=0. 3p
-3
6. + 1
Folosim formulele '[9(7—-[—Xj:i si tg(a+ b):M. i’
2 tg X 1-tgaligb
+
Atunci ecuatia data se poate rescrie tgx+ig7n = , adica thX =1. 2p
1-tgxigm tgx
Obtinem astfel cd tgx =1 sau tgx =-1. 1p
Tindnd cont de faptul ca x[J[0,377] , obtinem x[J ]—T 3—” 5—” 7—” 9—” 11” 1p
4'4°4° 44" 4

SUBIECTUL al ll-lea (30 de puncte)

1. 111 1 0 o0
) det(A)=la 1 1 = |a 1-a 1-al= 3p
G -GG
11 pScSallt 0 b-
l1-a 1
= (1-3)(b-1). 2
‘0 b?l (1-a(b-1) p
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b) X+y+z=0
1
Dacd a=0 si b=2, atunci sistemul devine { y+z=-1 P
X+y+2z=-1
Din prima ecuatie si a doua ecuatie ale sistemului obtinem X—1=0, adicd x=1. 2p
o . . . - Jy+z=-1 .
Cu a doua ecuatie si a treia ecuatie ale sistemului se obtine . Folosind metoda
y+2z=-2 2p
elimindrii, rezultd ca y=0si z=-1.
c) X+y+z=0
2p

Dacd b =1, sistemul de ecuatii devine {ax+y+z=a-1.
X+y+z=-1

Observam ca prima ecuatie si a treia ecuatie ale sistemului duc la egalitatea 0= -1, de unde rezultd 3p
ca sistemul este incompatibil.

2. 8X* +2X® -13X? 47X -1| X* +X -1
a) _8x‘ -8X? +8X’ 8X? —6X +1
/| —-6X® -5X? 47X -1
6X° +6X?* -6X 4p
/ X?  +X -1
-X* =X +1
/ L]
Deoarece am obtinut restul r =0, rezultd ca f E(X2 + X —1) . 1p
b + + + 2
D e Lo LT XXX+ XK+ XX, + XXX, P
XX XX X KX,
7 1
DmmbWeMVMewmmn&&&+&&&+&@&+&@&:—§$&&&&Z—é. 2p
1 1 1 1 7 8
Atunci —+—+—+—=—-—[I-— |=7. 1
X X% X X% 8U1 P
c) | Conform subpunctului a), avem ca f :(XZ + X —1) (8)(2 -6X +1) . 1p
Ecuatia f(X) =0 se reduce la rezolvarea a dou3 ecuatii de gradul doi: X° + X—1= 0, respectiv 1p
8x* —6x+1=0.
Ecuatia x*+x—-1=0 are discriminantul negativ si va avea ca solutii douda numere complexe
conjugate. 1p
1 1
Discriminantul ecuatiei 8x* —6x+1=0 este A = 4. Obtinem solutiile X ZE UZ si X, :Z UZ. 1p
n concluzie, polinomul f nu are nicio radicing intreag. 1p
SUBIECTUL al lll-lea (30 de puncte)
1 . : - : 1 : - .
a) Vom folosi metoda inductiei matematice. Avem a, =§ 1J(0,2) si etapa de verificare este parcursa. 1p

Presupunem c a, [1(0,1), unde K(ON". S3ardtam c3 a,,, 1(0,2).
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a (a+1) p
a, 0(01) = a2 0(0,1) = a2+10(0,2) = a (a¢+1) 0 (0, 2= —00)=2.,001.
2p
Deci &, [1(0,1), pentru orice n ON".
1p
b) | cum a, (0,1, pentru orice NONY, rezults c3 sirul (an) o este marginit. 1p
2+1 1
Pentru studiul monotoniei, din a = M rezulta ca a“+1 = a“T, pentru orice N N 2p
a,
Tnsa @2+10(0,2), pentru orice N[N, va rezulta c3 B <1, pentru orice NOJN", Prin urmare,
2p
sirul ( ) o este strict descrescator. Fiind monoton si marginit, sirul (an)nmND este convergent.
[ . . . . . a a . o . v 1
) | Fie L [0,]] limita sirului (an)nDND' Avand in vedere relatia de recurenta, putem afirma ca p
L(L? +1
L ZQ, adica L(L?~1) =0. Cum sirul este descrescitor, va rezultaca L =0.
1p
2
. : +1 1
Atunci lim 2wt = im& 2= 2 2p
n-o an noo 2 2
1 1
Asadar, |Ima“+2 —|Im(a“+2 1J B]i 1
ea, ela g,
2. | limf(x)=lim(x+1)e*=1=f(0) si lim f(X) =limcosx=1. 2p
a) | o X0 0 >0
Cum Iing f(x)= Iing f (X) =f(0), rezultd cd functia f este continud in punctul X, =0. 1p
x<0 0
Functia f este continud pe (—co,0)deoarece este egala cu produsul a doud functii continue (functia
de gradul intdi si functia exponentiald). Functia f este continua pe (0O, +o) deoarece este restrictie a 1p
functiei cosinus.
Am aratat c3 functia f este continud pe R . Prin urmare, functia f admite primitive pe R . 1p
b) X
Din teorema de existentd a primitivelor, functia F: R - R, F(X) ZI f (t)dt este o primitiva a 1p
0
functiei f .
X X X
A I(t+1)e‘ dt = (t+1)e“x —Ie‘ dt = xe” si Icost dt =sint|’ =sinx
vem = . = si = 0= . 3p
0 0 0
xe*, x<0 1
O primitiva a functiei f este F:R - R, F(X) =1 . . P
sinx, x>0
C) 7l 2 7l 2 Zp
\Y} =7TI f (x) dx =ﬂj cos® xdx =
73 3
2 ” 2
. , . 7l .
= nJ' cosx(sinx)' dx = 7zcosxsin x|~ + nJ' sin? xdx =
73 73
\/_ 72 \/é 2 2p
T3 TT
ey i -IT.[ cos’ xdx = -—+——7TI cos® xdx
4 /3

3 3
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m(2r-3J3) 1p
24 '

Atunci V =




Bacalaureat Matematica M1 - 2014 www.mateinfo.ro

BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE
Varianta 4
Prof: Szép Gyuszi

Pentru orice solutie corectd, chiar daca este diferita de cea din barem, se acordd punctajul corespunzator.

Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvdri partiale, in limitele punctajului
indicat Tn barem.

Se acorda 10 puncte din oficiu. Nota finala se calculeaza prin impartirea punctajului obtinut la 10.

SUBIECTUL | (30 de puncte)

1. | @OC este solutie a ecuatiei Mz® +nz+ p=0,unde m, n, pOC, dac ma? +na + p=0. 1p
2
avem (2-i3) =4-4i3+37 =1-4i/3. 2p
2
atunci (2-i/3) -4(2-iv/3)+7=1-4\3-8+4i\3+7=0. 1p
Prin urmare, 2—i+/3 este solutie a ecuatiei z°—4z+7=0. 1p
2. | Deoarece X[1[3;9], rezultd cd | Xx—3|=x-3. 1p
X=95 x5
Avem |X=5|= . 1p
5-X, X<5

2, 3<x<5
2x-8, 5<x<9’ 1p
Functia g:[5;9] —» R, g(X) = 2x—8 este strict crescitoare. Prin urmare, f_, =2[9-8=10. Cum
fin =2, rezultdca f__ +f , =10+2=12.

Atunci f:[39] - R, f(x) :{

2p

3. 2
1 31
Avem 2X° +xX+4= 2{(X+Zj +E:| >0, pentru orice X[1IR, ceea ce inseamn3 c3 expresia
\V2X? + X+ 4 are sens pentruorice X OR". 2p
Impunem conditia ca 8— x>0, adicd x[1(—0,8].
Prin ridicare la patrat, din v/2x* # X+ 4 =8— X obtinem ecuatia X* +17x-60=0. 1p
Discriminantul ecuatiei este A =529 . Solutiile ecuatiei X° +17x—60=0 sunt X =3si X, =-20. 1p
Cum —200 (=0, 8], rezulta ca ecuatia v/2X* + X+4 =8—X are solutia X =3. 1p
4. | Numdrul functiilor f : A - B este egal cu 3* =81. 2p
2
Existd 3 —C.2* + C21* =36 functii surjective. P
36
Probabilitatea cerutd este P =—. 1p
81
5.

Distanta dintre punctele A(2m+1, 2) si B(Z, 2m) este AB:\/(2m+1—2)2 +(2-2m)* =

=4/8m?-12m+5.

2p
Avem de rezolvat ecuatia irationald v8m? —12m+5 =5.
Expresia /8N —12m+5 are sens pentru orice MR , deoarece

2
8m? —12m+5:8|:(m—§j +%:|>O,pentru orice mOR. 1p
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Prin ridicare la patrat, ecuatia v8m”> =12m+5 =5 devine 2m* —3m—5=0. Solutiile acestei 2
ecuatii sunt m =-1si m, :g.
6. 1
Notdm cu R raza cercului circumscris triunghiului ABC si vom folosi formula R:M. P
4D4ABC
Semiperimetrul triunghiului ABC este p=w=l3. 1p
2
Folosind formula lui Heron, A,z = \/p(p— AB)(p— AC)(p—BC), obtinem A,;. =5V39. 2p
Atunci R= 8810 =32@. 1p
4539 39
SUBIECTUL al ll-lea (30 de puncte)
1 100
a) . 3p
Pentru m=0R se obtine A(0) = 1 0.
03
Avem |, = A(Q)OM . 2p
b) 1 m 0)(1'n O 1 m+n O
Fie m, nOR.Avem AMMm[A(n)=|{0 1 0|10 1 O |=0 1 0 |=A(m+n) 5p
0 0 3"/{0 0 3 0 0 3m"
<) 110 1 2 0 1 2014 O
AD+A(2+---+A014)=|0 1 -0|+/0 1 O |+---+|0 1 0 |= 1
p
00 3 0 0 % o o 3™
1+2+---+2014 1+2+.--+2014 0
= 0 1+2+..-+2014 0 . 2p
0 0 31+32+”.+32014
32015 _
Cum 1+ 2+---+2014 =1007 (2015 si 3' +3 +...+ 3 == rezultd c3
10072015 10072015 0 2p
AQ) +A(2)+---+ A(2014) == 0 1007 2015 0
2015 _
0 0 3 3
2
2. | ellZ este element neutru pentru legea de compozitie ,, o’ dacd Xoe=@€o X = X, pentru orice 1p
a) | xOZ.
Avem Xoe=X,OXOZ = xe—-2x-2e+6=x,00x0Z = (x-2)(e-3)=0,0x07Z. 2p
De aici deducem cd €=3.Cum 3o X=3X—-6-2X+6=X,0X0Z, rezultd ca e =3 este element
neutru. 2p
b) | X*x(x-1)=0 e xX*+x-1-1=0 = x*+x-2=0. 3p
Discriminantul ecuatiei X° +X—2=0 este A =9. Solutiile sunt X, =—20%Z si x, =10Z%Z. )
p
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c) | Elementul neutru al legii de compozitie ,, x” este 2. Intr-adevir, X« 2=X+2-2=X si
2% X=2+X—-2=X, pentruorice X(Z. 1p
Fie @, b(OZ pentrucare f :Z - 7Z, f(X) =ax+Db este unizomorfism de inele. Atunci f trimite

elementele neutre ale inelului (Z,*,O) in elementele neutre ale inelului (Z,+,[)], adica

{f(2)=0 {2a+b:0 . o . ) 2p
= . Obtinem a=1si b=-2.I1zomorfismul este in mod necesar de forma

f(3) =1 3a+b=1

.7 -7, f(X)=x-2.

Aratam ca functia f :Z - Z, f(X) =X—2 este izomorfism de inele.

Avem f(Xxy)=X+y—-2-2=x-2+y-2=f(x)+f(y),0x,yOZ si 1p

f(Xoy) =XxXy—2x-2y+4=x(y—2) - 2(y—2) = (Xx—2)(y—2) =f(X) (T (y), Ox,y OZ . Prin

urmare, f este un morfism de inele.

Ardtam acum ca functia f :Z - Z, f(X)=X—2este bijectiva. 1p

Fie YOZ.Avem f(X)=y « X-2=Yy « X=y+20Z, adicd ecuatia f (X) =y are solutie unica.

Prin urmare, functia f :Z — Z, f(X) =X~ 2este bijectiva.

SUBIECTUL al lll-lea (30 de puncte)

1. | Fie XxOR.Cum €*>0,0x0OR, avem in particular cd € +1# O,0XOR . Prin urmare, functia f
a) este bine definita. 1p
. . . 1
Stimcd lime* =0. Atunci lim f(x) = Ilm( - +x+2j =—00. 2p
X = —00 X —00 X- -\ @ +1
T . : 1
Stimca lim € =+ Atunci lim f(x) = lim| ——+Xx+2|=+o.
X > +00 X = +00 X-+o| o +1 2p
b
) Avem € +1# 0,0x0R . Functia X > < este derivabila pe R fiind egala cu raportul a doua
e* +
1
functii derivabile (functiile X+ 1 si X €* +1). P
Functia f este derivabild pe R ca sum3 de doua functii derivabile, anume functiile X+ 1 Si
e + 1p
X X+2.
1 | 1e +1)-100e +1) e +e+1
Avem fI(X)z " +X+2| = m ))( |1; ) +1+O:ﬁ'|:| OR. 2p
e +1 (e"+1 (e +1
Cum-€>0,0x0OR, rezultd c& f '(X) >0,0xR, de unde deducem c3 functia f este strict
crescatoare pe R. 1p
¢) 4 Punctul P(a, b) este centru de simetrie al graficului functiei f dacd si numai daca
1
f(x) +f(2a—x) = 2b, pentru orice element X din domeniul de definitie al functiei f . P
Tn cazul acestei probleme, trebuie s& ardtdm c3 f (x) +f(=x) =5, pentru orice x(OR. 2p
- 1 e
intr-adevar, f(x)+f(-x)= +X+2+— -X+2= + +4 =15, pentru orice
e +1 e +1 e+l e +1
xOR. 2p
2. | Functia f este continud pe [0,+) ca produs de functii continue. Atunci functia F este derivabil3
a) | pe [0,+0) si F'(x) =f(X), pentru orice x [0, +0) . 2p
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X

X -_—
Pentru orice X [J[0, +), avem s >20sie®*>0. 2p
X -
Deducem astfel cd F'(X) = 5 (& * >0, pentru orice X [J[0, +o0) , egalitatea avand loc doar pentru
1p
X =0. Prin urmare, functia F este strict crescitoare pe [0, +o0) .
b) | Fie x [0, +).

X X t _£ 1 X _£ ! 3
F(9) = [f(tyat=[-e3dt=-=[t| e |dt= P

0 26 29

t=x t=x

1 - 3 -t 1 X X
-~te?¥ -Ze? ==[3-xe%-3e3| 2p
2 o 2 o 2
c 3
) N X(wj 1 .3 - 2
Avem limxe® = lim— = lim——=1lim—=0si lime *=0. P
X — +00 X—+00 = X — +00 - X — 00 - X — too
g3 L3 g3
3
1 - ~1_3

Atunci lim F(x) = lim —LS—Xe 3-3e 3J =—.1nplus, F(0) =0. 1p

X — +00 X — +00 2 2
Am vazut la subpunctele anterioare ca functia F este continua si strict crescatoare pe [0, +o0) .
Asadar, ecuatia F(X) =k are solutie unica in intervalul [0, +o) , pentru orice

. . 3
k D[F(O), lim F(X)) . Tinand cont de faptuled F(0)=0 si lim F(x) :E, am demonstrat c& 2p
X — +00 X — +0o

ecuatia F(X) =K are solutie unica in intervalul [0, +c0) , pentru orice k[J O,E .
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BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE
Varianta 5
Prof: Szép Gyuszi

Pentru orice solutie corectd, chiar daca este diferita de cea din barem, se acordd punctajul corespunzator.

Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvdri partiale, in limitele punctajului
indicat Tn barem.

Se acorda 10 puncte din oficiu. Nota finala se calculeaza prin impartirea punctajului obtinut la 10.

SUBIECTUL | (30 de puncte)

1. 2
«/§>«/1=1>% P

2
Cum 8:\/§<\3/§:9,rezultécé x/§<«3/§ P
Prin urmare, \/E D(%,%j . 1

2. | Determindm mai intai coordonatele punctelor de intersectie ale parabolei cuaxa OX. Pentru 1p
aceasta, rezolvdm ecuatia f(x) =0.

in cazul nostru, discriminantul este A =7? =410 =9. Obtinem solutiile X =-5si X, =-2.

3p
Punctele de intersectie ale parabolei cu axa OX sunt A(-5;0) si B(=2;0).
Distanta cerutd este AB=|-2—(-5)|=|3|=3. 1p
3. | Impunem conditia de existent4 a logaritmului: 4*—6>0, adicd x[1(log, 6,+) . 1p
Ecuatia data, pentru X[J(log, 6, +), este echivalenta cu ecuatia 4" —6 = 2%, adicd
2
(2) -2*-6=0. 1p
Notim 2 =y, y >0, si obtinem ecuatia y* —y=6=0, care are solutiile y,=—2siy,=3. 1p
Tinand cont de faptul cd y >0, deducem ca putem pdstra doar solutia y =3.
Din 2" =3 se obtine X =1log, 3. tp
1
Cum log, 6=1log., 6 =Elog2 6= |Og2\/6 < |Og2\/§ =log, 3, rezultd ca log, 30 (log, 6, +) . .
p

Asadar, ecuatia l0g, (4X —6) = X are solutia X =10g, 3.

4. | Cardinalul multimii {1,3,6,8} este egal 4. Atunci numarul cazurilor posibile este egal cu 4[4 =16. 2p

Produsul adoud numere naturale pare este par. Produsul dintre un numar natural impar si un numar | 2P
natural par este par. Cazurile favorabile vor fi:

(a b)0{(16),(1.9),(3,6),(3,8).(6,1),(6,3).(6,6),(6,8),(8,1),(8,3).(8,6),(8,8)} 1p
Probabilitatea ceruta este P = E = E
16 4
5. 2
Cei doi vectori sunt coliniari daca si numai daca 2 = 33a+1. Dacd alUR\ {0;3}, atunci obtinem cé P
a —a
2(3—a) =a(3a+1), adicd ecuatia de gradul al doilea a*+a-2=0.
Discriminantul ecuatiei este A =9. Obtinem solutiile &, = -2 si a, =1. 3p
6. \/E o 2p

Avem arccoOsS— =—
2 4
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. 2 Vs
Atunci COS 2arccos7 = cosz =0. 3p

SUBIECTUL al ll-lea (30 de puncte)

1 1 1 2
a) 3p
Avem |1 -2 1|=2+m-2+4m+1+1=5m+2.
m -1 -
R . . 2
Rezolvand ecuatia 5Bm+2 =0, obtinem m= —g . 2p
b) . 2 o o .
Daca m# —g , atunci sistemul este compatibil determinat. 1p
2 . . Vo, .
Pentru m= —g, conform subpunctului a), determinantul matricei sistemului este nul. 1p
2
Matricea sistemului are rangul egal cu 2, deoarece 1‘ =1+4=5#£0. 1p
1 2 -
Considerdm determinantul caracteristic d, =|-2 1 n|=-n+2. 1p
-1 -1 1
. . - 2
Sistemul este incompatibil pentru-m= —g sinORN{2. 1p
c) | Deoarece X,, Y, Si Z, suntin progresie aritmetica, deducem ca 2y, = X, + Z,, adic3
2p

X% ~2Y,+2,=0.
Daca sistemul admite solutia (XO, Yo ZO), atunci din a doua ecuatie a sistemului obtinem ca
X, =2y, + 2, =N, 2p

n concluzie, N=0.

1p

2. | Ecuatia g(X) =0, adicd X+3=0, arein Zg solutia X=2. 2p
i Cum polinomul g divide polinomul f , trebuieca f (é) =6, adica 2a+3=0. 1p
Ecuatia §a+é=6 este echivalenta cu ﬁa = é Obtinem astfel solutiile a =i sia= é 2p

b) | pentru azi, obtinem f = X3+ X2+ X +1. 1p
Pe de altd parte, avem (X +i)(X2+i)=X3+X2+X+i. 3p

Prin urmare, f :(X +i)(X2+i). 1p

) | cum f :X3+X2+X+i,avemf(6)=63+62+6+1=1¢6, 2p

f(i):i3+iz+i+1:2,¢(), f(é):§3+§2+§+1:6, 1p
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((3)=F+F+3+1=0, (3)=#+&+4+1=0, z

Tn concluzie, ecuatia f(X) =0 arein Z solutile Xx=2, x=3si x=4. 1p

SUBIECTUL al lll-lea (30 de puncte)

1. (E]
fx)_ . e-xe’\ g€
a) | Avem I|m£= lim——— = lim =—e? JR"si 2p
X--w ¥ X - —00 X X - —00
; 2\ — 1; X 2p
lim{f(x)+ex)=Ilime*=0.
X— —00 X — —00
Atunci Yy = —-e’X este ecuatia asimptotei oblice la graficul functiei f spre —oo. 1p
b) | Functia f este derivabild pe R pentru ci se obtine prin operatii cu functii derivabile.
f '(X) =€* — €%, pentru orice XxOR. tp
Fie A(a, e’ —aez) un punct oarecare al graficului functiei f . Tangenta in punctul A(a, e’ —aez)
la graficul functiei f are pantaegalicu f'(d) =e*—¢€’. 2p
Cum tangentala graficul functiel f trebuie sa fie paralela cu dreaptade ecuatie y =1, rezulta
ci areloc egalitatea €* —e® = 0 (dreptele paralele au pante egale). De aici obtinem ci a=2. 2p
Punctul cdutat este A(Z, —ez).
c) 1 1.
, fro0 V2 (- y2l®)
|||T2][—()2 :|||T2] — = 2p
v \(x—2)e wr\(x=2)e
. ) ) ) 1 limex—xez+e2 1
. e —e" —xe +2e° |¥2 _ 22 P
:||n2](1+ > j = g2 X =\/6'
i;z (x—2)e
X 2 2 (QJ 2 (X2
L € -xet+e”\ VL ef(e =) 1 2p
pentru cd Im;ﬁ = m;z———.
b (x-2)%e oo 2e°(x-2) 2
2.

a) Din 1D(O,gj va rezulta ca t(J[0,1] O {O,gj . Atunci cost >0, pentru orice t[1[0,]] . 2p

Cum t" =0, pentru orice t 0[0,1] si NnON", deducem c3 t" cost >0, (D) t0[0,1, (D) nON". 2p

1
Prin urmare, Iotn costdt =0, (D) NN, cee ce inseamn3 ¢ X, 20, pentru orice n ON".

1p
b) | Vom aplica metoda integrarii prin parti. Fie NJN". Pentru t J[0,1] consideram c3 u(t) =t™* si
. 2
v(t) =sint. Functiile U si V sunt derivabile pe [0,1], iar u'(t) = (n+2)t" si v'(t) = cost . P
Functiile U" si V' sunt continue pe [0,]] . Atunci:
14 1 ! 1n. . .
- :J.()tn Ycostdt =t"™ sint i —(n+1)j0t”sntdt =sinl-(n+1)y,, pentru orice NON". 3p

Asadar, X ,, =—(n+1)y_ +sinl, pentruorice NJN".

cum 0<t"cost<t", (O) t0[0,4], (O) nON", rezults c3 0sxnsj:t“dt:ni+1, (0) nON".

2p
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Aplicand criteriul clestelui, obtinem ca limx, =0.

n- o 1p
Conform punctului anterior, X ,, ==(n+1)y, +sinl, pentru orice NON". Atunci limy_=0.
n- o
- : O s _ .
Avem Y, ,, =(n+1) X, —cosl, pentruorice NLON", adicd NX, =Y, ,,— X, + COSL, pentru orice 2p

NONY. Trecand la limité in aceast egalitate, obtinem limnx, =1.

n- o
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BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE
Varianta 6
Prof: Szép Gyuszi

Pentru orice solutie corectd, chiar daca este diferita de cea din barem, se acordd punctajul corespunzator.

Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari partiale, in limitele punctajului
indicat Tn barem.

Se acorda 10 puncte din oficiu. Nota finala se calculeaza prin impartirea punctajului obtinut la 10.

SUBIECTUL | (30 de puncte)

1| Avem log, (\/E —1) +log, (\/1_0 +1) =log, (\/E —1)(\/@ +1) = 3p
log, (10-1) =log,9=2. 2p
2. + =2
Scriem relatiile lui Viéte: {Xl % . 2p
XX, =m
Atunci X7+ X2 = (X +X,)> —2% X, =4-2m. 2p
Cum )(12 + X22 =10, obtinem ecuatia 4—2m=10. Rezultd c& m=-3. 1p
3. | Rezolvand ecuatia 5 +1= 26, obtinem X =2. 2p
Atunci g(26) =g( f(2))=2. 3p
4. | Multimea A={1;2,3,4;5} are 2° =32 submultimi. 2p
Numarul de submultimi cu doua elemente ale multimii A este egal cu CZ =10. 2p
Atunci probabilitatea ceruta este P = 10€ A .
32 16 1p
5. , ]
MQ [MN :‘MQ‘[I]\/IN‘E:OSSO :8[3@/2—5:12\/5. 2
MG+ MN‘Z :‘MQ‘2+‘MN‘Z+2MQ[MN =8 + 32 + 243 = 73+ 24/3. 3p
6. 17m  18m-71 (IT nj_ T 3p
Avem COS =Cos =cos| ——— |=sin—.
36 2 36 36
2p
T 17m . m . 7
Atunci Sh—~-Cc0S—— =sin—-sin— =0.
36 36 36 36
SUBIECTUL al ll-lea (30 de puncte)
1. -
a) | Avem ) o =3[-2)-(-2)[{-2) =—-6-4=-10%0. 3p
Atunci matricea A are rangul egal cu 2. 2p
i 3 2 2\ > % (17 -8
ADA= 2 —2|= . 2P
-2 -2 3 -8 17
-2 3
17 - 2p
det(ADIA) = =172 -8.
-8 17
172 -8 = (17-8)(17+8) =925 =15 si deci det(ALIA) este pitrat perfect. 1p




Bacalaureat Matematica M1 - 2014

www.mateinfo.ro

c) 3 2 13 -2 -12
¢ 3 2 2 2p
ACA=| -2 -2 = -2 8 -2
-2 -2 3
-2 3 -12 -2 13
13 -2 -12
Atunci det(‘ACA)=| -2 8 -2|=169[B-48-48-144[8-52-52=200-96-104=0. |3,
-12 -2 13
2. | Ecuatia g(x) =0 are solutiile Y, =—i si Y, =i. 1p
a) Vom aplica schema lui Horner pentru determinarea restului impartirii polinomului f la polinomul
g.
X® X2 Xt X
1 1 2 2
T T R g e} 3
i 1 1 1 1
Xt x° xt X° 1p
Restul cautat este r = X +1.
b) | Avem f = X3+ X2+2X +2=X3(X +1)+2(X +1) = (X +1)(X?*+2). 2p
Una dintre radacinile polinomului f este egald cu —1, ceea ce conduce la anularea unuia dintre
factorii produsului (1+ Xl) (1+x,)(@+X,) . De aici se deduce imediat ca (1+ Xl) (1+x,)@d+x;)=0. 3p
c) | Radacinile polinomului f sunt X ==1, X, ==iV2 si X =iv/2 . Atunci 2p
2 2
g(x)=(-1)*+1=2, g(x2)=(—ix/§) +1=1-2i si g(x3)=(i\/§) +1=1-2i. 2p
Avem g (%) (x%,) B (%) =20L=2i)> =2(-3-4i) = -6-8i. 1p
SUBIECTUL al lll-lea (30 de puncte)
L _3 N . . . - 3
a) f (0) =—. Asadar, trebuie s3 scriem ecuatia tangentei la graficul functiei in punctul A O,E .
Functia f este derivabild pe R\{—%}, fiind egala cu raportul a doua functii derivabile. 1p
fix) = (4X+3j = ABx+2) _3(§X+3) =- >, pentru orice XDR\{—E} ,iardeaici | 2P
3X+2 (3x+2) (3x+2) 3
deducemca f'(0) = —%.
. . 3 . L 3__1 -
Ecuatia tangentei in punctul A| 0,— | la graficul functiei f este: y—— =—=(x—0), adica
2 2 4 2p
W
4 2
b) X +3y (1)
Iim( F(x) - —2 ] :Iim(sx 3) = 2
Xoo 3X+2) x-=\3x+2
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X . X 1
) lim = 3
:Ilm(1+ ] z—e32 —ed =Je.
X0 3X+2 3p
c) 1p
n 1 . 2
f'"x)=|- S| = 5, pentruorice XORN\ {——¢.
(3x+2) (3x+2) 3 1p
Avem gi(x) =(5) '(5*)=5In50F *(5*) si g'(x) =5*In?50F *(5*) + 5 In5LCF *(5).
5In®5(35* - 2)
Deci g"(X) = ——, pentru orice XOR. 2p
(3 +2)
2 . .
Punctul X= |Og5§ este punct de inflexiune. 1p
2. | Dacafunctia f este o primitiva a unei functii pe R, atunci functia f trebuie sa fie continua si
a) | derivabils pe R . Functia f este continua pe (—,0) si pe (0,+o).
Din conditia de continuitate a functiei f in punctul X, =0, deducem ca 2p
Iim(2x + m) = Iim(2nX+Sin X), adicd m+1=0. Prin urmare, m=-1.
X-0 Xx-0
x<0 x>0
Din conditia de derivabilitate a functiei f n punctul X, =0, deducem cd
. fx)-f(0) _,.  f(x)—f(0 . 2=1_ . 2nx+sinXx
lim () =1( ):Ilm (x) ~1(0) = lim =lim ,adica 2n+1=In2. Asadar, 2p
x-0 X—0 x-0 X—0 x-0 X X0 X
x<0 x>0 x<0 x>0
2
n=In,/—.
e
Functia f este o primitiva a unei functii pe R pentru m=-1si n=In,[—. 1p
e
b) 2* -1, x<0
Pentru m=-1si n=1 obtinem functia f(X) = ] . Conform subpunctului a),
2x+sinx, x>0
pentru m=—1, functia f este continud pe R . 1n particular, functia f este continu3 pe [—l]—;}. 2p
. . . - T
Prin urmare, functia f este integrabila pe {—1,—]
jgf(x)dx:j°(2x—1)dx+j§(2x+s'nx)dx: 2P
-1 -1 0
0 z
2" ol 8 1 71 1 1 7
=| S=-x | +xXP-cosn =l =S
In2 o 0 0 2In2 9 2 2In2 2 9 1p
| A =J.;(an+sinx)dx= 1p
3
, 7 " 3 8mn
=X n‘,,—cosx ==+ )
3 ~ 2 9
3 3p
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A:5@§+
2

87°n _
9

5 n=

_ 63
16777

1p
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BAREM DE EVALUARE S| DE NOTARE
Variantal

Prof: Teler Marian

¢ Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctgjul corespunzitor.

¢ Nuseacorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctgje intermediare pentru rezolvari partiale, in limitele
punctgjului indicat Tn barem.

¢ Seacorda 10 puncte din oficiu. Notafinala se calculeaza prin impartirea punctajului obtinut la 10.

SUBIECTUL | (30 de puncte)

1. 2
Iogzé =log,2°%=-3 P
8
1 _ -3 __3_ 2
Iog;E—logs_l(S )—_——3 p
1 1
log,=+log,— =0 1
928 g% >7 p
2. 1
= p
2a 4a
2 2
V, (La-1), Vv, (9,1+%J p
. b _ O i L
Seobtinesistemul: —=1,a-1=1+—, a=b=4
4 8
2p
3. 2
Iogg(x+1):logsz(x+1):%Iogs(x+1) P
Se obtine §I0gg(x+1):§ 2p
2 2
log,(x+1)=1,x=2
4. | Numarul cazurilorposibile este 70— 6 = 64 2p
Multimea cazurilor favorabileeste{32,42,...,82} D{23,33,43} , 8 cazuri 2p
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p:izl 1p
64 8
5 X, + + 2p
=By Yt
M (5,2) 3p
6. | Severifica relatia AB> + AC* = BC? , triunghiul este dreptunghic, m(£A) = 90° 3p
AB[AC
Avec = =120 2
SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
1 000 2p
9| a=lo 2 2
0 2 2
000 2
2A=10 2 2
0 2 2
1p
AZ-2A=0,
b) | X(p)X () = (I, +PA)(15+0A) = I, + pA+gA+ pgA’ 3p
2p
X(p)X(q) =X (p+q+2pa)
c) 2 2 8 3p
Conformb), X(2)X| —= [=X| 2—-=—-=|=X(0) =1
) X(@x(-2)=x(2-2-2]=x0=1,
- 5 -1 _ 2 2p
Dini), rezulta (X(2)) " = X T
2. | Seaplici teoremalui Bézout, (1) =0. 3p
a) a=-3 2p
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b) X1+1+X2+1+X3+1:1+i+1+i+1+i=3+X2X3+X3X1+X1X2 3p
X % %3 X X, %3 XXX
Se aplica rlatiile lui Viéte, seobtine 0 2p
O | f=(X=x)(X=%)(X=x) 3
2p
(1-%)(1=%)(1-%)=f(@D) =3
SUBIECTUL al I11-lea (30 de puncte)
1 . f(x) 2p
a) m—leT—l
n=lim(f(x)-mx)=-2 20
Dreapta y = X—2 este asmptota oblica citre +oo 1p
b - - 3
) i T @0 T o T@I=T0) _ g p
x-0 X Xx-0 2x-0
2_
fi) =X "2X*2 o) =2 finalizare 2p
(x-1)
) | Ecuatiatangentei lagrafic este: y— f(0) = f '(0)(x—0) 3p
Seobtine: y+1=2X, sau 2x-y-1=0 2p
2. 3
l, = 1de=.|'1(1—ijdx=(x—ln(x+1))‘§)=1—ln2 P
) 0 x+1 0 x+1
Lt X axXP X=Xt _ 1 2p
|2 —Jom —Io?dX—Ionx_ll—lnz_E
b) n+l 1 2p

1 n 1
X "+X
(I :Igdxzfx"dx:—
y X+1 0 n+1

Pentru x[0,1] avem X™ < X", rezulta I, <1, ,sirul (1) este descrescator si marginit, deci

n+l —

convergent

2p
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Trecand lalimita in relatia de recurenta, obtinem liml_ =0 1p
C 2
P Ip P
n+1 2(n+1)

1 1 1 2
=l 2 =2l =< J <=, nl < P
n+1 n+l n n+l 1 1 1 2(n+1) 2n n

. n 1 . L 1
Din <nl, <=, cuteoremaclestelui seobtine limnl , == 1p

2(n+1) 2 oo 2

BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE

Varianta 2

Prof: Teler Marian

¢ Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul corespunzator.
¢ Nuseacorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari partiae, in limitele

punctajului indicat in barem.

¢ Seacorda 10 puncte din oficiu. Notafinald se calculeaza prin impartirea punctgjului obtinut la 10.

SUBIECTUL | (30 de puncte)

L | A={2,4,6,..,100} , card(A) =50 1p
B ={5,10,15,...,100} , card(B) = 20
1p
AnB={10,20,30,..,100} , card(An B) =10 1p
card(A0 B) =card(A) +card(B) —card(An B) =60 2p
2| M5 ™a_5(2-i)+a(2+i) _ 2p
2+ 2-i 22 -j?
10+2a+(a-5)i 2p
5
1p
Finadizare, a=5
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3. | Cunotatia 2“ =y, ecuatiadevine: y> -5y+6=0 1p
Obtinem: y, =2,y, =3 2
2°=2,x =1, 2*=3x,=log,3
2p
4| A =x(x-1) 1p
1
CX—2 - CZ - X(X_l) p
_ 2
obtinem: XY 18 w(x-1) =12 P
2 1p
Findizare, x=4
5. X Y 1 -2 3p
A,B,Ccoliniare = (X, Y, =0,3 m =0
X Ys 2 6
Finalizare, m=14 2p
6 2
cos,2a=1—sin2a=§ P
9
ch(l—T,ﬂj:moscr=—2—\/E 1p
2 3
sin2a:Zsinacoscr:—él—\/E 2p
SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
L + X + ——9—6 ——9—6 (Relatiile lui Viéte) ®
g | ATXTX= a » XXX = g o a
F g +%+%) = f(xxx)=0 2p
b) | Adunand x, inrelatia X, + X, = 2x,, obtinem 3x, =X, + X, + X, =6, X, =2 3p
e . 2p
X, = 2 verifica ecuatia, m=11
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C) X1:11X2:2’X3:3 3p
H 3 1 2 2p
Seobtine C; +C, +C; =12
2 A2 203 5p
a)
b) | BC=(l,+A)(1,-A)=1,-A" =1, 2p
2p
CB=(1,=A)(I,+A)=1,-A =1,
1p
BC =CB
¢) | BC=CB=lI, 3p
2
B1=C P
SUBIECTUL al I11-lea (30 de puncte)
1. ex_e_x 2p
3 | f="—
1p
f'(x)=0=x=0
X —00 0 +00
f'(X) |~------7------- O++++++++++++ 1p
X =0 este punct de minim. 1p
b) et +e* 3p
f'(x) =
() b
f "(x) >0,00x0R , graficul functiel f nu are puncte de inflexiune 2p
) | g(¥) = F(x+f(x-e =0 2p
. 1p
SGObtl ne gn+1(x) = gn(x) ’
2p
Seobtine g,(x) =0,nON
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2. | FieF o primitiva afunctiei f = F'(x) = f (x), 0x0(-2,) 2p
a) 1 2p
F ()= f'(x) =———,0x0(-2,)
(x+
1p
F"(x) >0,0x0(=2,0) , F este convexa
b) jf( j 2x+3 :j 2x+3 2p
. X+ O(x+1)(x+2) o X° +3X+2
1 2p
jf( Im |n(X2+3x+2)‘:(l)
o X . X +3X+2
1
jf(x =In3
) X+ 1p
C) | Solutia 2
3x 3x 3x 2p
[ f®dt= [dt=2x=lim [ f(t)dt =0
Se aplica regulalui L' Hospital,
X 3x '
[ f @t ( | f(t)dtJ .
F(3X)-F
imi mfimie )Ly, (FE)=F() = lim(3f (3%) - f (¥))... 2
X - 00 X X 00 X X - 00 1 X -0
_ im(SGﬁ—X+3—2X+3j: 1p
xoo - 3X+2. X+2
Solutuia 2
2p
jf(t)dt_j dt j( j
2
f(t)dt = —dt ~In(t+2))| > = 4x+In2* 2p
.[ © j (2t=Int+2)[5 3x+2
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T f ()t

|imx—:|im(4+1|n X+2j:4 1p
Xoo X X X 3x+2

BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE

Varianta 3

Prof: Teler Marian

¢ Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctsjul corespunzator.

¢ Nuseacorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari partiae, in limitele
punctgjului indicat Tn barem.

¢ Seacorda 10 puncte din oficiu. Notafinala se calculeaza prin impartirea punctajului obtinut la 10.

SUBIECTUL | (30 de puncte)

L 7<JB0<7,1 3
Produsul este egal cu 0 2p
2. 23:42x—1:>23:(22)2’<‘1 2p
1p
23:24><—2
4x—2=3,x:§ 2p
3. 3
V2= (V2) +7 =3 P
4=(v3) =27 2p
4. . 2-X 1 3p
Se - log, —— =log,— , ditiile 2—x>0,2+ x>
obtine 0g22+x 0922 cu conditiile 2—x>0,2+x>0
2_X=1, 2+x=2(2—x),x=g 2p
2+x 2 3
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5. . X Y 1 2 2p
A ec :§|A| ,unde A=[x, y, 1=-1 3 1=-3
A 0 4
2 2
BC=y(%, %) +(y,-v.)’ =v2 2p
AhABC:%BCDhA’ \/EDhAZB’ hA:¥ 1p
6. | Solutial
2
Ariatriunghiului este S=£¥ =30 P
+b+
Lungimeaipotenuzei este egala cu 13, semiperimetrul este p = 3+ g =15 2p
S
r=—=2 1
p p
Solutia 2 / |
Fie O centrul cercului si M, N, P punctele de K
tangenta ale cercului Tnscris cu laturile — o
BC, CA, AB detriunghiului ABC.
Patrulaterul ANOP este patrat cu laturar, iar BM = BP = x,CM =CN =y. (Tangente dintr-un 3p
punct exterior la cerc).
r+x=12
Lungimeaipotenuzei este 13. Obtinem sistemul: <r+y=5 ,r =2
X+y=13 2p
SUBIECTUL al I1-lea (30 de puncte)
1 2 1 3 2p
9| a=3 2 5
1 3
A:m_4 3p
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b) | Sistemul are solugie unica daci si numai daci A # 0 3p
mOR-{4} 2p
c) 21 3 2p
Pentru m=4 ,rang|3 2 5|=2
1 3 4
— . 2x+y=-3a 1p
Notim z=a [0 Z si obtinem sistemul:
3x+2y=-5a
X=-a
Sistemul aresolutiac s y=—-a , allZ
zZ=qa 1
X +ye+z <3< a*<la0{-101 .
p
2. | (xOy=7 x+y=10 2p
a) Xoy=7 xy—3(x+y)+5=0
Xx+y=10 1p
Xy =25
Serezolva sistemul, Xx=y =5 2p
b) | =3 2p
, iy " . 1p
€ este elementul neutru al legii de compozitie ,,[1" , rezultd g [1e, =¢e,
1p
€, este elementul neutru al legii de compozitie ,,o" , rezultd €,0€ =€
(6 0g)-6=¢=3 1p
) | 'xoy=(x-3)(y-3)+3 1p
2 1p
Xoxoy=11« (x-3)"(y-3)=8
1p
(x-3)° =1 1p
. (xy)0{(211),(4.11)}
y—-3=8
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- 1p
x-3)° =4
(x=3) . (xy)0{(1.5).(5.5)}
y-3=2
SUBIECTUL al I11-lea (30 de puncte)
1. | Tangentele lagrafice sunt perpendicularedaca f '(a)g'(a) =-1 2p
a)
f1(x) = 2ax-3x% , g'(x) = 4 —3ax , 2p
1p
Obtinem -a°> =-l,a=1
b) | f"(X)=2a-6x 2p
X a
—00 — +00
3 2p
f'"x) |[++++++++++ 0 -----mmmmm oo
a o 1p
X =— este punct de inflexiune
0 | g'(x) =12% - 6ax »
a 2
9"09=0%=0% ==
Graficul functiei g nuare puncte deinflexiunedaca x, = X,,a=0 1
2. | FieF o primitiva afunctiei f, avem F'(x) = f(X) 2p
a) 2 _ 2p
Frx=f()="_3
X
Xx=+/3 este punct deinflexiune 1p
b 2
) f(x)=x+2+§,f(1j=1+2+3x P
X X) X
2
J'f(x)dx=XE+2x+3lnx+c 2
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2 1p
If(ljdlenx+2x+3i+c
X 2
c) | Solutial
X X 2 _ X 2p
jf(t)dtzjtdt=x—1:>|im f (t)dt = oo
1 1 2 oo
[ f@at ( | f(t)dt] f
Se aplica regulalui L' Hospital, limi—— =lim~* — =lim (X):...
X =00 X X =00 (Xz) X0 X 2p
(12 3).1
=lim| =+—+— |==
x-o\ 2 X 2X°) 2 1p
Solutia 2
X X 2 2 2p
If(t)dtzj(t+2+§jdt= Y 2t+3int f:X—+2x+3Inx—§
! ! t 2 2 2
f ()t x 5
| l() L ST 1 2 3inx 5 )
Xoo X X 00 X x-o\2 X X 2X
2p
Finalizare,1
2

1p
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BAREM DE EVALUARE S| DE NOTARE
Varianta 1

Prof: Tomita Liliana

¢ Pentru orice solutie corecta, chiar daci este diferita de cea din barem, se acorda punctajul corespunzator.

¢ Nuseacorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolviri partiale, in limitele
punctajului indicat Tn barem.

¢ Seacorda 10 puncte din oficiu. Notafinala se calculeaza prin impartirea punctajului obtinut la 10.

SUBIECTUL | (30 de puncte)

1 1 %
[X=v: yDz; 2y*-3y+1=0 y,=1 y, =3
yOZ=y=1=[x]=1=x0[12) -
2. | z=r(cosa +isna) T
5
r=|z=2, a=— 3
3=2 =" :
z:2(0035—77+isin5—”j 1p
3 3
3. 100-k K i
Tk+l = Cill.(OO (é/;) [@\/a)
100-K _ ¢\ _ge .
T, =C> x’a®a 2
4. | dna 1 , %
——=—=cosa=3siha
cosa
sn’a+cos’a=1, all 0;7—7 : cosa:3\/E 3p
2 10
5 | uy=-8 %
-8< 0= concluzia 3p
6. My =2 20
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y_yA:ch(X_XA) 1p
y=-2x+11 2p
SUBIECTUL al I1-lea (30 de puncte)
1-Cw_12345 2p
3 35241
12345 2p
Ba =
24351
ap# pa 1p
b) 12345 3p
x=pa™; at=
41532
12345 2p
35412
c) ﬁ2=12345 2p
42513
(1 2 3 4 5](1 2 38 4 5] (1 2 3 4 5) .
= p
X% X X X)X X XK XX 4 2 513
0 1 23 45)(12345
3245 1)(5 21 34 2
2 | a=1l= f(X)=x* x> +x-1 1p
a) 3 2
f(=1)=(-1)"-(-1)" +(-1)-1=-1-1-1-1 3p
f(-1)=-4 1p
b) a=1:>x3—x2+x—1:O:(x—l)(x2+1):O 3p
2p
X =1 X, =-, X; =i
C) Xl+X2+x3=1; )(1)(2+X1X3+)(2)(3:a; Xf+X22+x§=1—2a 2p
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X+ 438 = (X2 4+ +3¢) —a(x + %, +%,)+3 2p
10=1-2a-all1+3
a=-2 1p
SUBIECTUL al I11-lea (30 de puncte)
L | f(x)=3x"+15x" —10x* —90x* + x+1 2p
a)
f'(x) =3Bx* +15@x° ~10Bx* ~90[2x +1 2p
f'(x) =15x" +60x° —30x* ~180x +1 1p
b) | f'(x)=15x"+60x> —30x* —~180x+m Ip
f(x) = 60x° +180x* — 60x ~180 1p
f'(x)=0=x =1L x, =-1 X, =-3 3p
c) | f continua
f'(x)>0, (0)xO(-3,-1)U(Lw); f'(x)<0, (O)xO(-,-3)U(-11) 1p
Punctele deinflexiune: A(-3,-54-3m+n); B(~1-68-m+n); C(1;,-82+m+n) 2p
-3 -54-3m+n 1
2p
-1 -68-m+n =0
1 -8+m+n 1
2. L XL L o 3
Il:'|'(1+x)2xdx:(1+x)2 . P
a) A In2|0 ¢In2
-3 _1 2p
In2 In*2
b 1 3
) .07, = [(1+x)" x2*dx P
0
(1+x)" X2 =0, (O)x0[0,4]=(Z,), sircrescitor 2
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<)

n 21 7
In2|0

0

7, =(1+x)

In:2 2 1 n g
In2 In2 In2

7, 0n2=2""-1-nZ_,

+x)

i 2—dx
In2

2p

2p

1p

¢
¢

¢

BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE

Varianta 2

Prof: Tomita Liliana

Pentru orice soluie corecta, chiar daci este diferita de cea din barem, se acorda punctajul corespunzitor.

Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolviri partiale, in limitele
punctajului indicat Tn barem.
Se acorda 10 puncte din oficiu. Notafinala se calculeaza prin impartirea punctajului obtinut la 10.

SUBIECTUL | (30 de puncte)

L la=a+(n-)r=a,=a+49r 3p
a5, =144 2p
2. T, = C: @ B~ 1p
T, =CL (2x)" (-y)’ 2p
T8 ~ _C270 |1D14 D(l4 y7 2p
3| Y4 =%256 2p
6 =4216 2p
46 <4 <¥280 1p
4| sin105° =sin(60° +45°) 2p
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3p
Sin105° = sin60° cos45° +sin 45° cos60° = */6;*/5
S cosgr = alb _  m+l 2p
HE‘B‘ Jm2 +103/2
\/E m+1 3
. - —m=0 P
2 JmP+10/2
6. +b+ 2
s={p(p-2)(p-B)(p=c) ,p=22" i
p=7 ®
S=2J14 2p
SUBIECTUL al I1-lea (30 de puncte)
1 mi1l 1 3p
¥ | det A=[l 2m 1|=2m’ -4m+2
1 1 m
det A=2(m’ -2m+1);, ,(0)mOZ 2p
b) | m=1=det A=0 1p
Sistemul este compatibil simplu nedeterminat 2p
s={(4-u;0;u)/ubc} 2p
C) 1 _ 2p
det A% 0 o mDR\{l; 1-+5. 1+*/§}
2 2
X:2(2m—1) = 2(m-1) ’Z:2(2m—1) 3p
m?+m-1 m?+m-1 m?+m-1
2| (O0)x,yOG = xOyOG 1p
a)
xOy=(x+2)(y+2)-2 2p
(x+2)(y+2)>0=x0y>-2 2
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b) | (xOy)Oz=x0O(yOz), (O)x,y,z0G 1p
xOy=yOx, (0)x,yOG 1p
e=-1 1p
1
Xz C 1p
(G.0 grup 1p

©) | f:G =R, f(x)=In(x+2) -izomorfism 1p
f(xOy)=f(x)+f(y), (O)xyOG 2p
f - bijectiva 2

SUBIECTUL al Il1-lea (30 de puncte)

Lly-f(1)=1(1)(x-1 1p

a)

1-2Inx 2
F (=12 :
y=x-1 2

b) lim f (x) = - = x=0 asimptota verticala ladreapta 2p
x >0
Ixirgf(x):0:> y =0 asimptota orizontald spre oo 3p

0) 1 11 1p
g(x)zy, x0(0,1), g continud pe [55}

g'(x):—%, x0(0,1), g derivabila pe (%%} 1p
1.1) 20 oD og()eg
(D)CD(E.’ZJ a.l. g(zj g(3j g (C)G136 2
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1 1p
c=
J15
2. 1 3p
4T, +T,, = [ x"dx
a) 0
1 2
1 p
j X'dx =——
0 n+1l
b) G 1p
Z,= I dx
o X+4
. 16 2
IZ=I(X—4+ jdx P
0 X+4
7 5
7,=-—-+16In- 2p
4
9 | 7,,-7,<0, (O)n=1=(Z,) , monoton descrescator 2p
7,20, (O)n=1 1p
imZ, =0 2p
BAREM DE EVALUARE S| DE NOTARE
Varianta 3
Prof: Tomita Liliana
¢ Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul corespunzator.
¢ Nuseacorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolviri partiale, in limitele

punctajului indicat Tn barem.
Se acorda 10 puncte din oficiu. Nota finala se calculeaza prin impartirea punctajului obtinut la 10.

¢

SUBIECTUL | (30 de puncte)

1

Iog@9x/§=log@x/§

3p
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log , 9V3=5 2p
2. | =81 1p
Z*=9; 72 =9 2
=3 2,=-3 2,=3i; z,=-3i
2p
3. | A=4 1p
G, NOx={A(L0);B(30)} 2
f (0)=3=G, Noy={C(0,3)} ,
p
4. 2 3p
A:I V3
4
2
Az 93 p
4
5 | £:{123..10} - {123,..,10}, f surjectivdi = f bijectiva 2p
_ nr. cazuri favorabile _ 1 3p
nr. cazuri posibile
6. | AB+AC+BC=2[AC 2p
[20AC| = 2tAC 1p
AC:«/2_9:>‘KI§+K5+§5‘:2\/2_9 2p
SUBIECTUL al |l-lea (30 de puncte)
1 | detA=0 2p
a)
rang A=1 3p
b) | A% =10A 2p
P(n):A"=10""A,(0)n= 2 (demonstratia) 2p
A4 = 10213 A 1p
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c) | detB=11 2p
1 8 -2 -1
Bl=—0-6 7 -2 3p
9 -6 8
2.1 f(X)=X*+4x® 1p
a) 4 3 3
X' +4x3=0=x*(x+4)=0 2p
X1:X2:X3:O’X4:_4 2p
b) | x =x,=m+m/3, x, =%, =m-n3 radacinilelui f 1p
X X+ X+ X, =—4=m=-1 X, = XX, =m*=3n* =1-3n’ 1p
(% +%) (% +%,)+ %%+ %X, =0=>n=1saun=-1 1p
a=2 b=1 2
©) | f'(x)=4x’+12x’-4a 2p
x =1 radacinidubla = f (1)=0si f'(1)=0 2p
a=4, b=1—l 1p
4
SUBIECTUL al I11-lea (30 de puncte)
1. | f continua 2p
a)
1-x
£ (x)= = 2p
f derivabila pe (0,2) 1p
b) | £'(x)=0=x=10[0,2] 1p
f'(x)>0, (O0)xd(0,1) 1p
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f'(x)<0, (0)x0(12) 1p

A(L1) punct de maxim 2

B(0,0); C(2,0) puncte de minim
c) . 1 2p

f(x)= , xt(0,2

) (x2—2x)\/2x—x2 (02)
. 2p

f'(x)<0, (O0)x0(0,2)

f concava 1p
2. | T,=-cosx+C 1p
a) .

2X—sin2x
IZ :T+C 2p
3

7, = —cosx+2 X4 2p
b) | 7. :jsin”‘lx(—cosx)' dx 1p

Z,=-sin"*xcosx+(n-1)(Z,_,~ 7,) 2p

nZ, =-sin"*xcosx+(n-1)Z,_, 2p
C) | 247, = -4sin® xcosx +20Z,; 20Z, = -5sin® xcosx+15Z, 2p

157, :1—45(2x—sin2x)+C 1p

247, =-4€n® xcosx—53in3xcosx+1—;x—1—253in Xcosx+C 2p
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BAREM DE EVALUARE S| DE NOTARE
Varianta 1l

Prof: VioricaLungana

¢ Pentru orice solutie corecti, chiar daca este diferitia de cea din barem, se acorda punctajul
corespunzator.

¢ Nuseacorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje inter mediar e pentru rezolviri
partiale, in limitele punctajului indicat Tn barem.

¢ Seacordi 10 punctedin oficiu. Nota finala se calculeazi prin Tmpar tirea punctajului obtinut la
10.

SUBIECTUL | (30 de puncte)

i - 3
2x+3_2x-2+5_, 5 . 5 p
x-1 x-1 x-1 x-1 2
- x-10{-5-115 - x0O{-4,0,2,6}

2 1
Snz(aﬁan)ﬂhlnZl p

2
n:l:;aizﬂ-zl; n:4:>a4:§:£‘ 2p
6 3 6 6
+
= (31281 1) ,d3. 1 2
2 3 6 6 3
3 | x2-2(m-2)x+m>0,(0)x0R = A<0 1p

A=b? - dac = 4m=2)° - 4m= 4(m* —5m+ 4)

2p
=1
m2 —5m+4=0=
m, =4
m - 00 1 4 (o)
2p
m? -5m+ 4 ++++ 0----- S0+ +++++
m’> —=5m+4<0 - m0(L4)
4, n 2p

A :(n_k)!,OSksn

|
Nz:%:esntatmommz 3p
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5. - -
m, =Ye ¥e _=3__1
Xe—X3 6 3 2
. 1
DlnAA'DBC:>mAA,=— =3
mBC
Ecuatia dreptei determinata de un punct si o directie: y— Yy, = m(x - xo) 3p
AA y-5=3(x-2) = AA :3x-y-1=0
6. - 1
cosa+cos,[>’=ZCosa+'Bcosa B b
2 2
5(2” j ,{ZIT j
cosa+co§ — —a|+co§ — +a|=cosa+
3 3
1p
2ir 2r 2ir
—-a+—+a —-a-—-a
= 2c0s-3 cos—3 3 =
2 2
3
=cosa+ ZCOS%TCOS(— a) =cosa+ 2 [é—%) cosa=cosa—-cosa=0 P
SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
1 1 -1) (11 1-1 1-1 00 2p
a) AlB = = = :C)2
-1 1)1 1 -1+1 -1+1 00
1 11 =1) (1-1 -1+1 00 2p
B[A= = = :O2
11)(-1 1 1-1 -1+1 00
Deci AIB=B[A=0, 1p
b) | (A+B)" =COA" +CIA™ [B+C2A"2 [B% +...+ C"*AB" +CB" 3p
=A"+C A"’ [AB+..+C"AB[B"*+B" = A" +B"
2p
Deoarece A[B = B[LA=0,, conform punctului &).
S 2012 2012 1
) A2012+82012:(A+ B)2012: 1 _1 + 1 1 - 2 O _ p
-1 1 11 0 2
2p
22012 O
- 2012 _ no012 1 _
_(2D2) =2 Dz_( 0 22012
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2 2012 O
O 2 2012

- 22012 mZOlZ - 24024

det(Azolz + Bzolz) —

2p

Xy? =x*—y? +2= (x2 —1)(y2 —1)+1>1,(D)x.yD( )

X*y =y X°y* =% —y? +2 =(x* =1y’ -1)+10M, (O)x, y O (L o)
(e vy z=loer v -l -1+ 1= [ -y )11l )=
=i -2fy* -2z -1+ 1. (O)x . 20 (L): @

xr(y*2) = -1f(y* 2 -1+ 1= (- 1ly? - -+ -]+ =

=0 -1)y? -1)2 -1)+1,[O)x v, 20(L »); (2)

Din relatiile (1) si (2) rezulta ca legea este asociativa pe M.

1p

2p

2p

b)

Sa aratam ca exista elJ M astfel incét x* e=e* x = x,(D)xDM .

x*e=x,([0xOM = [ -1fe* -1)+1=x([O)xOM -
(2 -1)e? -1)+1=,(OxOM = (x*-1)fe?-2)=0,[O)xOM -

- e=+20(L)([O)xOM

Si aratamci oricarear fi XU M existda x' [I'M astfel incat X* X' = x' * x:\/E.

x*x =4/2,(0xOM < /(x =1fx? -1)+1=v2,(0xOM «

1

x? -1

o (x*-1)x? -1)+1=2 (O)xOM = x?-1=—>— (OxOM =

>1(Ox0@e)= x === D), ([Ox0 L)

Vx?-1

Deci orice element din M este inversabil Th raport cu aceasta lege.

RS X'2 :1+

x? -1

3p

2p

Searati prininductie ci X* X* X*..* X = (x2 —1)n +1
-

de n ori

X*X*X* LK X=A2 o \/(x2—1)2°12+1:\/§ - (x2—1)2°12 1o x2-1=1 <

de 2012 ori

o x2=2=x=+20M

2p

2p

1p
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SUBIECTUL al Il1-lea (30 de puncte)

1. nx —00 2
o | Daci xO(-,0) = lim X2 - 1¥ X8y P
n-e 1+e™ 1+e
® nx 1
1+ x[@™ = © (e”x+xj
Daci x[(0,00) = lim =lim——Z2 =x 2p
nee 1+e™  nee (1
e (nx+1j
e
1
Pentru x=0= f(0) = 1o=l P
1+e” 2
1, xO(-w,0)
f(x)= 1+xle 1 x=0
nee 1+e™ 2
x, x0(0,)

5 | (= (g 1= o(1 () = 0 = i
1p
1p
2p

©) | Functia h(x) = e*** este continui si derivabila pe domeniul de definitie (0,), atunci h 1p

este continua pe [:L 2] si derivabila pe (L 2) , deci se poate aplicateorema lui Lagrange: 1p
adica exista ¢[1(1,2) astfel incat h(2)-h(1) = (2-1)h (c) = e -€* =e** -

- et =e?le-1)=c+1=Ine’(e-1)=c=Ine*(e-1)-1 1p
Din 2<e<8=1<e-1<2= e’ <e’(e-1)<2e’ = 2<Ine’(e-1)<2+In2=

= 1<Ine?(e=1)-1<1+In2<2; deci cO(12). ®

2. |4 4 2p

jfz(x)dx:J'(16—x2)dx:

a | o 0

3\[* 2p
:(16x—X—J =
3
0
1p
:64—%:@
3 3
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b & N
——OX= | ———=dx=0
ig f(x) L J16- 2 3p
Deoarece functia g(- x) = ————— = —g(x),(0)x0 [—\/5\/3] deci h este functie
16— x° 2p
impara.
c) f (X) - - 2X —_ X
216-x7  16-x2 2
X -4 0 4
+++++++0------------
) ,
f)) [0 _» 4 — 0
4
Observameci 0< f(x)<4=0< I f(x)dx<4x’, =
-4
4 2p
- 0< [ f(x)dx<16-(~16)=32
-4
4
Deci 0< [ f(x)dx <32
-4

BAREM DE EVALUARE S| DE NOTARE

Varianta 2

Prof: VioricaLungana

¢ Pentru orice solutie corecti, chiar daca este diferitia de cea din barem, se acorda punctajul

corespunzator.

¢ Nuseacorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje inter mediar e pentru rezolviri

partiale, in limitele punctajului indicat Tn barem.

¢ Seacordi 10 punctedin oficiu. Nota finala se calculeazi prin Tmpar tirea punctajului obtinut la

10.

SUBIECTUL | (30 de puncte)
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L1 2 -3x% +4x+9 _ 2x° +x* —4x* = 2X+6x+3+6 _
2x+1 2x+1
_ x*(2x+1)-2x(2x+1)+3(2x+1)+6 _ (2x+1)(x* - 2x+3)+6 _ 3p
2x+1 2x+1
:(x2—2x+3+ 6 jDZ -2 pz
2x+1 2x+1
2x+16 = 2x+10{-6,-3-2,-11,2,36}
7 3
2X+1=-6 « x=--0Z; 2x+1=-8 « x=-20Z; 2Xx+1=-2 « x=--02Z;
2 2 2p
2x+1=-1 x=-10Z; 2x+1=1 x=00Z; 2x+1=2 = x:%[!z;
2X+1=3 = x=102Z; 2x+1=6 = x:gDZ
A={-2-101}.
2| y=5+x-1 = |[x-1=y-5>0=|y-§=y-5 2p
e i . X=4=y=8
2Ax-1=6 = [x-1=3 = x 1—13:>X:_2:>y:8 2
solutia S ={(4,8); (- 28)}. 1p
3| T, =Cka"™ b*0<k<n;CE n=4n0N 1p
Ch_7 _ n(n—l)(n—2)(n—3)£zz _
cz 2 n(n-1) 4 2 2p
— 2p
(n—2)(n—3)l]2:Z - n°-5n+6=42 « n°-5n-36=0= m =9 = n=90N
40302 2 n, =—4
4 | Fie x,,%, O(L) astfel incat f(x,)=f(x,) = f(x,)-f(x)=0 <
(Xz _X1)(X§ XX, +X12 _3):0 = (Xz _Xl)l.(x22 _1)+(X1X2 _1)+(X12 _1)]=0:> 2P
=X, =% =0 = X, =X = f functieinjectiva.
Din f(1) = -2, f continua si lemw f(x)=o00= f((1,00))=(~200)= f surjectiva. 3

f functie injectiva si surjectiva, atunci f bijectiva.
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5] - - - - 1p
GA+GB+GC =0
GA=(3-3)i+(2-4)j=-2]; GB=(5-3)i +(4-4)j =2i "
—2j+2i+GC=0 - GC=-2i+2] Ip
> ~ > X —3=-2 X, =1
X =3)i+(y. —4)j=-2i+2j = {° =4 ¢~ =Cl16
b -islbe-a)i=-2iv2 - £ 57w [ 2Ll "
6 E:Z[(sinzx)3+(cos2 x)gl—sl(sinzx)z+(cos2 x)zlz 2
:2(sin2x+coszx)3—33in2xcoszx(sin2x+coszx)]—
1p
—3(sin2 X + cos’ x)2 —2sin® xcos® x|=
= 2(1-3sin? xcos® x) - 3(1 - 2sin? xcos? X) = 2 - 6sin? xcos? X — 3+6sin> XCOS” X = 2
SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
1 -x -1 x 1|_,J0 0 x 1
a)
1 x 1 -xez42 01 -
det A, = = = 2p
x 1 x 1 2x 2 x 1
1 -x -1 x 0 0 -1 x
0 1 A
X
=-2 1 - :4[~] x‘: 2p
-1
0 -1 x
:4(x2+1) 1p
b) | det A, =0 = x*+1=0 « x==i[C. 1p
Pentru x JC—{~i,i} rangA =4
-1 -1 )
x=i=detA =0;existi |1 i L=—-i®-i+i-i®+i+i=4iz0 P
1
-1 i
x=-i=>detA =0;exista |1 -i 1|=i*+i-i+i®-i-i=-4i#0 2p

-1 -i
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Deci rangA, =3 pentru X = i .

I ==y ey? 1p
2p
li| =|o+10] =1; ~fi|=|0-10] =1
S=li|+|-i|=1+1=2 2
2. (Z—a a—lJ (z—a —1+aJ 1p
M(a): = =
a) 2-2a 2a-1 2-2a -1+2a
[2 —1J (—a aj (2 —1} a(—l 1} 3p
= + = + = A+aB
2 -1 —2a 2a 2 -1 -2 2
(2 —j , (—1 1] 1p
cu A= si B=
2 -1 -2 2
b) | Aratam ci G este parte stabila alui a7,(R) n raport cu inmultirea. Fie M (x),M (y) O G,
(2-x x-1 2-y y-1)-
M(X)M(y)_[z—zx 2x—1J[€2—2y 2y—1J_ 1p
[ 4=2X-2y+ Xy +2X—2-2Xy + 2y 2y =Xy =2+ X+2xy-2y—-x+1 | _
T 4-4x—2y+2xy+ AX—2—Axy + 2y | 2y=2xy—2+2X+4xy -2y —2x+1)
_(2=xy xy-1)_
_(2—2xy 2Xy_lj—M(xy)DG.
Verificam axiomele grupul ui:
G, Sestieca Inmultireamatricelor este asociativa. 1p
G, M(x)tM(y) = M (xy) = M (yx) = M (y) M (x),(0)M (x), M (y) O G, deci inmulirea
este comutativa. 1p
GS
M(x)M (€) = M (x), (O)M (x)OG = M(xe)=M(x);(O)M (x)TG = xe=x,(0)xO 1p
\ . . 10
R" » x(e-1)=0,(0)xOR = e=10R", (0)x OR= M(lz(o lezme
element neutru.
G,
M) (x )=M(e:([OM (X)0G = M{xc¢)=M (W ([OM(X)DG = xx =1,(0)xD 1

R =x =2t OR’, (O)xOR’, deci inversaoricirei matrice M (x) este matricea M(
X

X | =

)
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(G.) grup abelian.

¢) | Fiefunciaf :R" - G, f(x)=M(x). 2p
1)Functia este functie bijectiva prin constructie.
2) f(x0/)=M(xy)=M(x)M(y) = f (X TF (y).[O)x yOR', adici f ete morfismde | 1P
grupuri. 2p
Deci functiaf este izomorfism de grupuri.
SUBIECTUL al Il1-lea (30 de puncte)
1 _ - ) 3
5 | 1 =IX|[rgf(x)=_—E= p: 1, =limf(x)=In1=0; f(0)=In1=0 P
x<0 x>0
Deci I =1, = f(O)::>0f continua in X = 0, adica, pentru p = 0, f este continua pe
[-14]. 2P
b —1)=3x2 - —Bx —
) (6x+r)(x 1)23x2 X <o 3x’ 6x2 <0
F(x)= (x-1) _] (x-1) 2
EQX—3 , x>0 ECIX—-?) . x>0
gx° —3x+1 ogx- —3x+1
2p
f,(0)=limf (x)=-r; £;(0)=limf(x)=-3
x<0 x>0
Daci f/(0)= f;(0) = r =3= f estederivabilain x=0. 1o
C) | Functia f verifici teoremalui Rolle, adica: f este continua pe intervalul [—ILl], f este 1p
derivabild pe (-11) si f(-1)= f (1)
f(-1)=0; f(1)=1In(q-2) 1p
In(@-2)=0 - q=3 1p
2p
S=p*+q°+r?=0+3*+3*=18
2. 1
2 1
g | lo= [ox=x? =1 2p

N
N~
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1 3p
2
I, = Iarcsin xdx = 0, deoarece arcsin(— x) = —arcsinx, (0)x [—%%} deci functia
:
g(x) =arcsinx este functie impara.
b) | Daca n este impar, atunci functia g(x) = (arcsin x)n este functie impara, deci
1 1
2 2 1p
| = [ arcsinx)™dx = [ g(x)dx = 0.
: :
Calculam relatia de recurenta pentru n par
1 1
|, = Jz'(arcsin x)*" dx = x(arcsin x)*" i 2n JZ' (arcsinx)?™ B2 _dx = ®
2n o _% °) /—1_ X2
2 2
1
2n 2
= (%Tj +2n J' (ﬁ ) (arcsinx)®"*dx = 1p
:
1 E'
2n = 2
= (%Tj +2mV1- x? (arcsin x)™"|?, 2nj 1-x?(2n-1)(arcsin x)™"? [—l%dx = 2p
- 1 1-x
2
2n \/é 2n-1 2n 2n-1
= (%Tj +2n G?(%Tj -2n(2n-1)1,, , = (%Tj +n 3[7—9 -2n(2n-1)1,,,
T 2n T 2n-1
Deci |, = (—j + nﬁ(—j -2n(2n-2)1,,,
6 6
C) n n
e arcsinx < E:> (—I—Tj < (arcsin x)” < [l—Tj de unde, prin integrare obtinem:
6 6 6 6
n 1 n 1 2p
T 2 | T 2
<5) Myl <(3) pE
(%) =n<(3) ’
s |-——=| £l _<|—
6 "6
2p
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BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE
Varianta 3

Prof: VioricaLungana

¢ Pentru orice solutie corecti, chiar daca este diferitia de cea din barem, se acordi punctaj ul
corespunzator.

¢ Nuseacorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje inter mediar e pentru rezolvir i
partiale, in limitele punctajului indicat Th barem.

¢ Seacordi 10 punctedin oficiu. Nota finala se calculeazi prin Tmpar tirea punctajului obginut la
10.
SUBIECTUL | (30 de puncte)

1. | Fie ¢ 0Z oradacina aecuatiel x> —mx+6=0 atunci a’-ma +6=0=

—ma=a’+6= m:a+§DZ daci gmz o a 0{+1+2,+3+6} »
a=-6=>m=-6-1=-7
a=-3=>m=-3-2=-5
a=-2=>m=-2-3=-5
a=-1->m=-1-6=-7
a=1=>m=1+6=7 2

a=2=m=2+3=5
a=3=>m=3+2=5
a=6=>m=6+1=7

Deci, pentru m1{-7,-5,5,7} ecuatia admite radacini intregi.

2. | Daci x+y+z=1inegalitatea x? + y? + z2 > 4(xy + yz + 2x) —1devine:

1
oy e 22 dly e yze 2)-(x oy 2 - :
X2+ Y2+ 722 24Xy +Ayz+AzX - x> —y? — 27 = 2Xy - 2yz - 2ZX < )

p
o 2X2+2y?+272 - 2xy - 2yz-22x20 & (x—y) +(y-2)° +(z-x)* 20 2

evident adevarata.
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Observam ca pentru x =y = z relatia devine egalitate.

3. | Functia f(x) = 3" + 4 este strict crescatoare, ca suma de functii strict crescitoare, 1p
Functia g(x) = 8- X estefunctie strict descrescitoare (este o functie de gradul | cu 2p
coeficientul lui x este negativ).

Deci ecuatiadata admite solutie unica. 2p
Observaimca x =1 estesolutie: 3' +4' =8-1 7=7

4. | 8+15=23 jucatori. Observam ca antrenorul vaface grupe (echipe) care nu depindde | 2p

ordine, deci
s - 23(22[21(20[19 _ 230107 (19 moduri 3p
5M43BRA

5. i - - - 2p
FieM(a,8)=OM =ai+f]j
QBDT\A=3«=»(3?+2])(af+,8]j:3©3a+2,8:3 3p
Coordonatele punctului M (x, y) verifica ecuatiadreptei 3x+2y-3=0

6.1 (sina+snp=1 sn’a+2singsing+sn® f=1 2p

cosa +cosf = % ~ ) cos? a + 2cosa cos +cos’ B = %, = prin adunare:
1p
1+ 2(cosacos,[>’+sinasin,8)+1:§ -
3 3 o
- 2cos(a - ) = )& cosla - B) = >

SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)

1 2 -1 1 -1

3 FlieA=|1 1 m 1 | matriceasistemului.

1 -1 1 n
rangA = 2 daca toti minorii de ordinul 3 sunt nuli.

2
Deoarece

11‘ =3# 0, atunci rangul matricel poate fi 2 sau 3.
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2 -1 1 2p
A=1 1 =2-1-m-1+2m+1=m+1
1 -1 1
A =0 m+1=0- m=-1
2 -1 - 1p
A,=1 1 1(=2n-1-1+1+2+n=3n+1
1 -1 n
1
A,=0« 3n+1=0 n=—-—
3
. , 1
Deci, pentru m= -1 sl n=—§:> rangA=2.
b) L 2 - L N : N
Consideram A | = 11 =3# 0, ecuatii principale: ecuatiile 1 si a 2-a, ecuatii
3p
secundare: ecuatiaa 3-a.
Sistemul este compatibil daca A, =0.
2 -1 1 2p
1 1 -1=0e 2p-1+1-1-2+p=0-3p-3=0- p=1.
1 -1 p
Deci pentru p =1 sistemul este compatibil nedeterminat.
¢) | Necunoscute principale: X si y, necunoscute secundare z si t. 1p
Fiez=aURsi t = SUR; rezolvam sistemul:
2x-y=1l-a+p 2
x+y=-1+a-p
_ - 2p
y=-x-1+a-p3 x=0
s =
x=0 y=a-£-1
Solutiasistemului S={(0,a - B-1a,B8)a, B0OR}
2| x*-1=0 & (x-1)x®+x+1)=0 1p
a)

3p
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Xx-1=0=x=1 1p
= —1+2|\/§ _c
TIX+x+1=0=> :
x:—_l_lx/§ =g?
2
Deci £ =1, £2+£+1=0
b) | g=X3+(a+p)X?+(b+p)X+c+p=X3+axX?+pX?+bX + pX +c+p=
3
g:f+p(X2+X+1)<:>g—f:p(x2+x+1) p
Pentru £ = g(E)— f(e‘) = p(é‘2 +£+1)= 0= £ radacina comuna.
2p
Pentru £% = g(gz)— f(£2)= p(£4 +& +1): 0= £? radacina comuna.
Deci, radacinile comune celor doua polinoame sunt: £ si g2,
c) | Fie & radacinacomuna a celor doua polinoame. 2p
g(e)=¢€®+ag? +be+c+ple? +e+1)= 0=
2 2p
=l+ac”+be+c+p0d=0 =
1p
- ag’+be+c+1=0si pOR.
SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)
1 | Functiaf estecontinuain x =0 < lim f(x)=1lim f(x)= f(0). 2p
X-0 X-0
a) x<0 x>0 2p
: XA -p L A
lepgf(x)—lxlmT— p; lep(")lf(x)—IX|[r01In(rx2 ~3x+1)=In1=0; 1p
x<0 x<0 x>0 x>0
f(0)=In1=0.

Deci f estecontinuan X =0 daca p=0.

f derivabilain x =0 daca f estecontinuasi f;(0)= f;(0).

p:oj(&‘2 +“X]' _ (6x+n)(x-1)-3x* —nx _3x* ~6x-n

x—-1 (x-12)? © (x-2)°
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3x*-6x-n

x<0
f(x)= (x-1)?
2rx—3
=22 x>0
rxc—-3x+1
. 3x> -6x-n
fo(0)=limf (x)=I
:(0)=1im f(x)=1im =
x<0 x<0
A 1 YT 2rx—3 _
fd(O)—lJ[E;lf (X)—L|[?m— 3

Deci f estederivabilain x =0 daca n=3.

b) | Conditiile teoremei lui Rolle sunt: f este continua pe [— ILl];f este derivabila pe (— ll); 1p
f(-1)= (1), atunci exista c(-11) astfel incat f(c)=0. 1p
Pentru p =0, f este continua pe [—ZLl] si pentru p=0 si n= 3 festederivabiliin x=0. | 1p
f(-1)=0; f()=In(r -2). 2p
f(c10)= (1) = Infr-2)=0 = r-2=1=5r :35@,«))
3x* —=3x+1>0, deci are senslogaritmul.

¢) | Observaimei f'(0)=-3=>m=-3 1p

1
y=yo = £ (Ox-x,) i

1p
Dar X, =0y, =0=

2p
Ecuatiatangentel este y = —3X

2. | Pentru aexplicitafunctia f (X) , studiem monotonia functiel g(t) =t> -2t 2p

V4 srol)=1 ®

1p

ot)=t*-24 | — 1t

Pentru X[ (—00,1):> g(t) este strict descrescitoare, adica t < X = g(x) < g(t), atunci
inf g(t) = g(x) = x* - 2x.
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Pentru xD[l, 00):> g(t) este strict crescitoare, adica 1<st<t— g(l)s g(t)s g(x)
atunci inf g(t) = g(1) = -1.

Deoarece h(t) =8 -3t estestrict descrescatoare pe R, atunci t < X = g(x)s g(t), deci
inf g(t) = g(x) =8-3x.

x? =2x, xO(-o,1)

Asadar f(x)={ -1, xO[13
8-3x, x0(3 )
b) 4 3 1 3 4 1p
.([f j(x —2x)dx+J- dx+.[8 \?.xdx—(3 —xzjo—x|f+(8x—§x2j3 "
1p
=E—l 3+1+32-24- 24+z——19 gg——g 2p
3 2 6 6

¢) | Observam ci functiaf este continua pe intervalul [0,4] si f (x) < 0,(0)x0[0,4], atunci 2p

h 31 1
aria(rf):—.[f(x)dng. P
0 2p

vol(C, ) = ﬂjl f2(x)dx = rlﬁ(x2 ~ 2x)2dx+f(—1)2dx+j4'(8—3x)2dx} =

0 0 1 3

= ﬂ_Jl- (x“ -4 + 4x2)dx + x]f + jf(64— 48x + 9x2)dx} =
0 3

x° 4x3 '
=7 = -x*+=—

5

+3-1+ (pax - 24x° +3x3}:]

0

= rl(%—1+g+2+64(4—3)—24(16—9)+3(64—27)) =

n(—+1+64 168+111j n(§+8j 14371
15 15
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BAREM DE EVALUARE S| DE NOTARE
Varianta 4

Prof: VioricaLungana

¢ Pentru orice solutie corecti, chiar daca este diferitia de cea din barem, se acorda punctajul
corespunzator.

¢ Nuseacorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje inter mediar e pentru rezolviri
partiale, in limitele punctajului indicat Tn barem.

¢ Seacordi 10 punctedin oficiu. Nota finala se calculeazi prin Tmpar tirea punctajului obtinut la
10.

SUBIECTUL | (30 de puncte)

L | Relatiilelui Viéte pentru ecuatia x*> —2(a—1)x—2a+1=0 sunt: x, +x, =2(a-1),
XX, =1-2a

X ﬁ>i+i Xf+X§>X2+X1 - (X1+X2)3_3X1X2(X1+X2)_X1+X2 >0

X X X X (X1X2)2 - X, X, (X1X2)2 X, X, -

3p
8(a—1)3—6(a—1)(1—2a)_2(a—1)20 _ 4a-1-3@-1)t-2a) a-1 S0
(1-2a)? 1-2a (1-2a)’ 1-2a
4a-1)° -4(a-1)1-2a) B (a1 99> 2P
= (2] >0= (a=1)’-(a-2)1-2a)20=
:>(a—1)(a2 —-2a+1-1+ 2a)20 = az(a—l)ZO:a;iiO::icl):
= a0[1,)U{0}.

2 | (fo0)x)=1(a(x) = 9°(x)+2g(x)+ 2= g°(x)+ 20(x) +1+1=(g(x) +2f +1= | 2P
:(x2 +2x+1)2 +1= X" +4x7 +1+4X7 +2x% +4x+1= x* +4x° + 6x° +4x+ 2

(g f)(x)=g(f(x)= fz(x)+2f(x):(x2 +2x+2)2 +2(x2 +2x+2)= 2p

=X HAXP + 4+ A3 +4X% +8X + 2X% +4x+ 4 = x* +4x° +10x* +12x+8

(fog)x)=(go f)(X) & x* +4x% +6x2 +4x+2=x* +4x% +10x% +12X+8 -

1p
e 4X*+8Xx+6=0 = 2x*+4x+3=0
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A =b*-4ac=16-24=-8< 0= ecuatianu are solutii reale.

3. | Fie A={12...10} si B={23,...10} 1p
Multimea A are 2*° submultimi, iar multimeaB are 2° submultimi. 2
2ps
Numarul submultimilor carel contin pe 1 este 2%° - 2° = 2°(2-1) = 2° =512
4. Iog7(4D'2X —2X‘1):1+Iog7 4 Iog7(4E,1'2X —2“): log, 7+log, 4 = 2p
- log, (42" -2*)=log, 28= 42" -2°* =28 -
3p
- 8@ -2=56 7[2*=56=2"=8 2*=2°=x=3
5. | E(x)=sin? x+2cosxcosacos(a + x) - cos?(a+ x) = 2p
=sin?x+cos(a+ x)[2cosxcosa— cosacosx+sinasin x] =
=sin? x + (cosacosx - sinasin x)(cosxcosa + sinasin x) =
3p
=sin® x+cos® xcos® a—sin? xsin?a =sin® x + (1-sin? x1-sin? a)-sin® xsin> a 5
=sin’ x+1-sin’ x-sina+sin’ xsin’a-sin®xsina=1-sin’ a=cos” a
6. | Imaginea punctului P(2,3) prin simetrie de centru P,(x,, y, ) este punctul 3p
P'(4,-5), adica punctul P, este mijlocul segmentului PP, rezulta:
X =2 Ko _2%4 g o Ye™Ve 375 1 p(3-1) ®
0 2 2 ] 2 0\~ .
SUBIECTUL al Il-lea (30.de puncte)
1. | Matricea A este inversabila daca det Az 0.
a)
a 1 1 2p
detA=]1 -1 a=-3a+2a+1+2-a’-3=-a°-a
2 1 3
a=0
-a*-a=0-« 2p
a=-1
1p

Deci pentru alJR-{-10} = det A% 0 - exista A™.




Bacalaureat Matematica M1 - 2012

www.mateinfo.ro

b) 1 1 1
Pentru a=1= A=|1 -1 1|; dstA=-1-1=-2%0 1p
2 1 3
1 1 1)(1 1 1) (41 5 2
A2=1 -1 1|01 -1 1|=|2 3 3
2 1 32 1 3 |9 4 12
. 1415—3—3—3 -5 0 0
:EA(AZ—:«;A—SH):—E 2 3 3[+/-3 3 -3|+|0 -5 0=
9 4 12) (-6 -3 -9/ (0 0 -5 2p
. -4 -2 2
=-=[-1 1 O
2
3 1 -2
¢) | Folosim formula Hamilton — Cayley pentru matricea de ordinul 3: 1p
A% -TrACA? +TrA' [A-det All, =0 2p
2p
TrA=1-1+3=3
TrA =, +, +[,=-4+1-2=-5
3 2 —_ 2 — 1 2 —
A*-3A2 -5A+21,=0 = A(A?-3A=5l,)=-2I, - AEE—E(A —3A—5I3)}—I3
. -4 -2 2
:>A‘1=B=—§ -1 1 "0 |caculatilapunctul b).
3 1 -2
2| xxy =14 (x = 2)"0Y =140V = 14 @00 () yOG, (1) 2
a) In(x-1, 2p
y* x=1+(y-1)"0Y =14+ "0V =14 g (O)x yOG, (2)
1p
Dinrelatiile (1) si (2), rezulta ca legea este comutativa.
D)1 (x* y)* z=1+(x* y-1)"Y =1+ [1+ (x—1)"0 —1]In(z_l) =1+ (x—1)"bnlz) 2p
(O)x,y,z0G, (1)
2p

X * (y* Z) =1+ (X _1)In()’*z—l) =1+ (X _1)In[1+(y_l)|n(z—1)_1] -1+ (X _1)|n(y_l)ln(z—1) _

=1+ (x- 1)'”[“]'”("_1) ([O)xy,zOG, (2

1p
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Din relatiile (1) si (2), rezulta ca legea este asociativa.

©) Daca X =y = z, atunci din asociativitatea legii obtinem xX* Xx* x =1+ (x—l)'”z(x'l). 2p
x*x*x=e” +1 o 1+ (x-1)" Y =e? +1 = (x-1)" 0V =7 o

2p
= In(x-2)""Y =1ne” = [In(x-1)] =27 = In(x-1)=3= x-1=¢€*=

= x=1+¢€°

1p

SUBIECTUL al I1l-lea (30 de puncte)

1. | Studiem monotoniasirului.

B _ %0600 B, _8N+5
a, x, O, 00X, "™ 8n+9

2
<l= P

= a,,, <a,,([0)n0ON"= (a,) , estestrict descrescitor.

1p

b) | Folosm metodainductiel matematice.

Fie P(n): 2, < \/%,(D)nzl

1p
P1):a, = %_g \/*C 513 < 9y/5 = /513 < 9 = 65 < 81 adevarat,

rezulta P(l): a <£ adevarata.

V13

Presupunem relatia adevarata pentru n = K si demonstram ca este adevarata pentru
n=k+1(0k=1

1p
V5
Plk):a, =x, [k, 0.k, <
() k 1 2 k \/ﬁ

J5
Pk +1): 8., = % 0 00K Doy = (% B CL1X )D(k+1<m

D(k+1 =

J5(8k +5)
«/sﬁ Egll:g 8k +9 «/sfrl:s:M/Skwﬂ/{akﬂg<8k+9:>

2p
— 64k? +104k + 40k + 65 < 64k? +144k + 81 — 65 < 81 adevarat, rezulta P(k +1)
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adevirata, ()k >1. 1p
. V5
Deci P(n):a_ < AU =1,
eci P(n):a, <—2==.(0)n
¢) | Observamci a, > 0,(0)nON". 1p
Deci 0<a, < V5 ,(D)n21:>sirul (a) este strict descrescitor, rezulta sirul
" Ven+s e S FT
(a,).., este convergent.
Folosim criteriul majorarii si obtinem: 0< lima,, <lim V5 =0= 2P
= lima, =0 1p
20 X432 +8x+6 =X+ X2 +2X7 +2X+6X+6 = 2p
3 = x?(x+1)+ 2x(x+1)+6(x +1) = 2p
1p
= (x+1)(x? +2x+6)
b | X +3x2+8x+6 (2x+ 2)(x? + 2x +6) 1p
! —J'fl(x)dx—J' X2 +2x+4 > __j X2 +2x+4 o
—jﬂdt——j[1+gjdt:£+lnt+03 1p
t 2
:>Il:%(x2+2x+4)+ln(x2+2x+4)+C
1p
=]t (x)dx-jx + 32 FBXHE ——I (2x+2)(x? +2x+6)OI
(x +2x+4) (x +2x+4)
1 t+2 1
H2—2 +.[ dt——Int——+C:> 2p
1 1
:>|2:§|n(xz+zx+4)_m+c
2
©) <[ (x)dx-jx +3x2 FBXHE ——I (2x+2) +2x+6) p
(x2 +2x+4) (x2 +2x+4) 1p
Facem substitutia 2p

t=x%+2x+4= dt = (2x+ 2)dx
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1ct+2 1.1 1, 1 oa e
Hn_zjﬂ]m_zjﬂﬂm+jﬁm_§jt dt+ [tdt =
-n+2 -n+l
S 5L R SNV SO S P
2 -n+2 -n+l 2(n-2) t"? n-11t"

__ 1 1 1 1
" 2n-2) D(x2 +2X + 4)'1_2 n-1 D(x2 +2X+ 4)'1_l

+C,(0)n=3




