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ALGEBRA .- CLASELE V-VIII

Multimi. Multimile de numere

Notatii, apartenentsd, incluziune, multimile N, Z, Q, R Fisa 1

Notiunea de multime

O multime este o colectie de obiecte distincte, numite elemente. Se noteaza cu litere mari: A, B, M; elementele
cu litere mici.

» z € A— z apartine multimii 4; nalul);
b x ¢ A— xnuapartine lui 4; » A C B — Aesteinclusain B: orice element al lui A
» () — multimea vida (fara niciun element); este si element al lui B;

» card(A) sau |A| — numarul de elemente (cardi- » A=B < ACBsiBCA.

MODURI DE A DESCRIE O MULTIME
A={1,3,51}

Prin enumerare

A={zeN|zimpar, z <8}
Prin proprietate

elementele se scriu in interiorul unei curbe inchise
Cu diagrama Venn--Euler

Multimile de numere

Multime Denumire Descriere
N numere naturale N=1{0,1,2,3,...};, N*=N\{0}
z numere intregi zZ=A{.,-2,-1,0,1,2,...}; Z*=27Z\{0}
Z,={x€Z|x>0} Z_={xeZ|z<0}
Q numere rationale Q= {% ‘ a€”Z,be Z*}
sunt numerele care se pot scrie ca fractie
R numere reale R=QU(R\Q); R\Q=numereirationale
NCZCQCR
Numere care nu se pot scrie sub forma de fractie. Fiecérui numar real ii corespunde un punct pe axa
Scrierea lor zecimala este infinita si neperiodica. $1 reéciproc.
V2, V3, 5, m 01234 ——
-3 -2 -1 0 1 2 3

u = unitatea de masura; O = originea.

ATenTIE  Orice numar natural este intreg, orice intreg este rational, orice rational este real — dar nu si invers.
De exemplu —3 € Z, dar —3 ¢ N; v/2 € R, dar v/2 ¢ Q.

Exemple rezolvate

Teorie si exemple — Matematica Evaluare Nationald « multimi. multimile de numere
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Scrieti prin enumerarea elementelor multimea A = {z € N | x este divizor al lui 12} si precizati card(A).
REZOLVARE
Divizorii lui 12 se obtin din descompunerea 12 = 22 . 3:

A={1,2, 34,6, 12}, card(4) = 6.

Verificare cu formula numarului de divizori: (24 1)(1+ 1) = 6. v

- o -~ 6
Stabiliti valoarea de adevar a propozitiilor: a) —5 € N; b) v/9 € Z; ¢) 3 eN; d)v2eQ
REZOLVARE

a) Fals — N contine doar numere nenegative, iar —5 < 0.
b) Adevarat — /9 =3 € Z.

c) Adevarat — g =2cN.
d) Fals — /2 este irational, deci v2 € R\ Q.

Aratati cad numarul ¢ = 0,(6) este rational.
REZOLVARE
Este o fractie periodica simpld, cu perioada formata dintr-o cifra:

Cum2e Zsi3 e Zrezultda € Q.

Exemplul 1.4

12
Z.
5 S

Determinati numerele intregi « pentru care
x

REZOLVARE
Trebuie ca z + 2 sa fie divizor intreg al lui 12:
x+2€{+1,42,43,+4,4+6, +12}.

Scazand 2 din fiecare valoare:

z € {—14, -8, —6, —5, —4, —3, —1, 0, 1, 2, 4, 10}.

Scrieti multimea B = {z € Z | —3 < z < 4} prin enumerarea elementelor si calculati suma acestora.
REZOLVARE

B={-3,-2,-1,0,1,2,3}, card(B) =7

Suma: —=3—2—-1+0+1+ 2+ 3 =0, deoarece termenii opusi se reduc.

Teorie si exemple — Matematica Evaluare Nationald « multimi. multimile de numere
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ALGEBRA - CLASELE V-VIII
Operatii cu multimi

Reuniune, intersectie, diferentd, produs cartezian Fisa 2
3

Definitii

Operatie Notatie si definitie Se citeste

AUB={z |z € Asauz € elementele din A saudin B

Reuniunea B}

ANB={xz |z € Asixz € B} elementele comune
Intersectia

A\B={x|x € Asixz ¢ B} elementele din A care nusuntin B
Diferenta

Ax B={(z,y) | x € A, y € multimea perechilor ordonate
Produsul cartezian B}

» AUB=BUA, ANB=BnNA (comutativitate) Multimile A si B sunt disjuncte dacd AN B = 0.
» (AUB)UC =AU (BUC) (asociativitate)
> AUD=A AN0=0 card(A U B) = card(A) + card(B) — card(A N B)

b AUA=A, ANnA=A
» AN(BUC)=(ANnB)U(ANC)
» ACB < AUB=B < ANB=A Dacé card(A) = n, multimea A are 2™ submultimi.

card(A x B) = card(A) - card(B)

Intervale de numere reale

Interval Multime Interval Multime

[a; ] {reR|a<z<b} (a;b) {reR|a<z<b}
[a; ) {r eR|a<z<b} (a;b) {zr eR|a<z <}
la; +00) {r e R|z > a} (a;+00) {r € R| 2z > a}
(—o0; a) {r € R|z < a} (—o0;a) {r e R |z < a}

Capatul inclus se marcheazé cu paranteza dreapta [ sau |, capatul exclus cu paranteza rotunda. Simbolurile
—o0 §i +00 nu sunt numere, deci sunt intotdeauna excluse.

DERETINUT {z €R||z| <a}=[—a;a] si {ze€R]||z|>a} = (—o0;—a]U [a;+00), pentrua > 0.

Exemple rezolvate

Fie A=1{1,2,3,4,5} si B= {4,5,6,7}. Determinati AUB, AN B, A\ Bsi B\ A.

REZOLVARE
AUB={1,2,3,4,5,6,7} A\ B ={1,2,3}
ANB={4,5} B\A={6,7}

Verificare cu formula cardinalului: card(AUB) =5+4—2=T1. v

Teorie si exemple — Matematicd Evaluare Nationald « operatii cu multimi
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Determinati AN Bsi AU B,unde A = [-2; 3) si B= (1; 5].
REZOLVARE
Reprezentam intervalele pe axa si citim portiunile comune, respectiv reunite:

ANB=(1;3), AUB =1[-2; 5].

La intersectie se ia capatul mai restrictiv: in 3 ambele intervale nu il contin pe 3 (din A), iar in 1 capatul este
exclus (din B).

Multimea A are 4 elemente. Cate submultimi are A?
REZOLVARE
Numarul submultimilor unei multimi cu n elemente este 2™

24 = 16 submultimi,

dintre care ) si A inséasi.

Exemplul 2.4

Intr-o clasa de 30 de elevi, 18 joaca fotbal, 15 joaca baschet, iar 7 practicd ambele sporturi. Cati elevi nu practica
niciunul dintre cele doua sporturi?

REZOLVARE
Fie ' si B multimile respective:

card(F U B) = card(F) + card(B) —card(FNB) =18 4+ 15 — 7 = 26.

Deci 30 — 26 = 4 elevi nu practica niciunul dintre sporturi.

Determinati A\ B si B\ A, unde A = (—o0; 2] si B = (0; 5).
REZOLVARE

AN\ B = (—o0; 0], B\ A=(2;5).

La A\ B se pastreaza din A tot ce nu este in B: capatul 0 ramane inclus, fiindca 0 ¢ B.

Teorie si exemple — Matematicd Evaluare Nationald « operatii cu multimi
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ARITMETICA - CLASELE V-VI
Divizibilitatein N

Divizori, multipli, criterii de divizibilitate Fisa 3

Definitie

Fie a,b € N, b # 0. Spunem ca b divide a (notdm b | a) daca exista ¢ € N astfelincata =b-c.

» b | a se citeste: b divide a”; » a se numeste multiplu al lui b;
» a : bse citeste: ,a se divide cu b"; » D, = multimea divizorilor lui a;
» b se numeste divizor al lui a; » M, = multimea multiplilor lui b.

Proprietati ale relatiei de divizibilitate

1L 1l|nsin|n VneN; 5. dacdd| g atuncid|a-n, YneN;
2. n|0, Vne N 6. dacda|bsib]|a atuncia =b;
3. dacda|bsib|c¢atuncia| ¢ 7. dacada|bsib+0,atuncia <b.

4. dacad|asid]|b atuncid | (a+b);

Criterii de divizibilitate

Divizor Criteriu — numarul » se divide cu ...

2 ultima cifra este para: u(n) € {0,2,4,6,8}

3 suma cifrelor S(n) se divide cu 3

4 numarul format din ultimele doua cifre se divide cu 4

5 ultima cifra este 0 sau 5

9 suma cifrelor S(n) se divide cu 9

10 ultima cifrad este 0 (10%: ultimele k cifre sunt 0)

25 numarul format din ultimele doua cifre este 00, 25, 50 sau 75
6 se divide simultan cu 2 sicu 3

15 se divide simultan cu 3 sicu 5

ATENTIE  Criteriul ,se divide cu a - b daca se divide cu a si cu b” este valabil numai daca a si b sunt prime intre
ele. De exemplu 36 : 4 si36 : 6, dar 36 nu se divide cu 4 - 6 = 24, pentru c& (4,6) = 2 # 1. In schimb 36 : 4 si
36 : 9 garanteaza 36 : 36, fiindca (4,9) = 1.

Exemple rezolvate

Determinati cifra a astfel incat numérul 3a4 s se divida cu 3.
REZOLVARE
Aplicam criteriul de divizibilitate cu 3: suma cifrelor trebuie sa fie multiplu de 3.

S=3+a+4=74a:3
Cuma €{0,1,...,9}, avem 7+ a € {7,8, ..., 16}; multiplii de 3 din acest interval sunt 9, 12 si 15, deci

a €42, 5, 8}.

Teorie si exemple — Matematica Evaluare Nationalad « divizibilitate in N
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Determinati cifrele a si b astfel incat numarul a45b sa se divida cu 10 si cu 9.

REZOLVARE

Din divizibilitatea cu 10: ultima cifra este 0, deci b = 0.

Din divizibilitateacu 9:a+4+5+0=a+9 : 9 ,decia € {0,9}. Cum a este prima cifrd, a # 0, prin urmare

a=9, b=0 = a4bb=9450.

Aratati cd numérul n = 23 - 5+ 23 . 7 se divide cu 8.
REZOLVARE
Dam factor comun:
n=23(5+7)=8-12.

Cum n se scrie ca produs dintre 8 si un numar natural, rezulta 8 | n.

Exemplul 3.4

Determinati cifrele a si b astfel incat numarul 2a3b sa se divida cu 5 sicu 9.
REZOLVARE

Divizibilitate cu 5: b € {0, 5}.

Divizibilitatecu9:2+a+3+b=5+a+b : 9.

p dacdb=0:5+a : 9=>a=4;

p dacdb=510+a : 9=>a=38.

Numerele sunt 2430 si 2835.

Aratati ca suma a trei numere naturale consecutive se divide cu 3.
REZOLVARE
Fie numerelen,n+1,n+2,cun € N:

S=n+Mmn+1)+n+2)=3n+3=3(n+1).

Cumn+1eN,rezultd 3| S.

Teorie si exemple — Matematica Evaluare Nationalad « divizibilitate in N
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ARITMETICA - CLASELE V-VI

Numere prime. C.m.m.d.c. si c.m.m.m.c.

Descompunere n factori primi, algoritmi de calcul Fisa 4

Numere prime

Numere prime intre ele

Un numar natural p > 2 este prim daca are exact doi a si b sunt prime intre ele (relativ prime) daca
divizori: 1 si p. a,b) = 1, adica singurul divizor comun este 1.
2, 3,5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, ... (8,15) = 1 = 8 si 15 prime intre ele
» 2 este singurul numar prim par; Doud numere prime distincte sunt intotdeauna
» 0 si 1 nu sunt nici prime, nici compuse; prime intre ele.
» numerele > 2 care nu sunt prime se numesc
compuse.

Descompunerea in factori primi
Orice numar natural n > 2 se scrie in mod unic (pana la ordinea factorilor) sub forma
n=ptopy? .. -p;:’“, p; prime distincte, a,; € N*
NUMARUL DIVIZORILOR
card(D,) = (a; + D)(ag+1) - ... - (g +1)

Cel mai mare divizor comun i cel mai mic multiplu comun

C.m.m.d.c.— (a,b) C.m.m.m.c.— [a, b]
d = (a,b)dacdd | a,d | bsi m = [a,b]dacda | mb | m
Definitie orice divizor comun d’ verifica d’ | d si m divide orice multiplu comun
se descompun a si b in factori primi; se iau factorii comuni si necomuni, o
Algoritm se iau factorii comuni, o singura singura dat3, la exponentul cel mai mare

datg, la exponentul cel mai mic
(a,b)-la,bl=a-b (a,b) =1=[a,b]=a-b

PROPRIETATIUTILE Daca d = (a,b), atuncia=d -z, b=d-ycu (z,y) = 1.
Dacda | nsib|n, atuncia,b] |n. Dacda|b-csi(a,b) =1, atuncia | c.

Exemple rezolvate

Exemplul 4.1

Determinati (180, 240) si [180, 240].
REZOLVARE

Descompunem in factori primi:
180 =22 -32%.5, 240 =2*-3-5.

C.m.m.d.c. — factori comuni la exponentul mic: (180, 240) = 22 -3 -5 = 60.
C.m.m.m.c. — factori comuni si necomuni la exponentul mare: [180, 240] = 2% - 32 - 5 = 720.

Verificare: (a,b) - [a,b] = 60 - 720 = 43200 = 180 - 240.

Teorie si exemple — Matematica Evaluare Nationald « numere prime. cm.m.d.c. sic.m.m.m.c.
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Exemplul 4.2

Un florar are 84 de trandafiri si 126 de lalele. Vrea sa faca buchete identice, folosind toate florile. Care este
numarul maxim de buchete?

REZOLVARE
Numarul de buchete trebuie sa divida simultan 84 si 126, iar cel maxim este cm.m.d.c.:

84=122.3.7, 126=2-32.7 = (84,126) =2-3-7 = 42.

Se pot face 42 de buchete, fiecare cu 2 trandafiri si 3 lalele.

Exemplul 4.3

Cati divizori naturali are numarul 360?
REZOLVARE

360 =23.32.5 = card(Dyg) = 3+ 1)(2+1)(14+1)=4-3-2=24.

Exemplul 4.4

Aflati cel mai mic numar natural nenul care se divide simultan cu 12, 18 si 30.
REZOLVARE
Numarul cautat este cmm.m.c.:

12=22.3, 18=2-32, 30=2-3.5

[12,18,30] = 22 - 3% - 5 = 180.

Exemplul 4.5

Doua becuri se aprind la fiecare 12 secunde, respectiv 20 de secunde. Daca s-au aprins simultan la ora 9:00,
peste cat timp se aprind din nou simultan?

REZOLVARE

[12,20] = 22 -3 -5 = 60 secunde = 1 minut.

Se aprind simultan la ora 9:01.

Teorie si exemple — Matematica Evaluare Nationald « numere prime. cm.m.d.c. sic.m.m.m.c.
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ARITMETICA - CLASELE V-VI

Operatii cu numere naturale

Teorema Impartirii cu rest, ordinea operatiilor, sisteme de numeratie Fisa 5
El

Teorema impartirii cu rest
Pentru orice a,b € N, b # 0, exista si sunt unice ¢,r € N astfel incat
a=b-c+r, 0<r<b

unde a = deimpartit, b = Impartitor, ¢ = cat, r = rest.

b bla = r=0; p la impartirea cu b se obtin b resturi posibile:
p restul este intotdeauna mai mic decat imparti- 0,1,....,6—1;
torul; b INZa=b-c+rculd<r<|b.
Adunare Tnmultire
a+b = b+a a-b = b-a
Comutativitate
(a+b)+c =a+ (b+c) (a-b)-¢c = a-(b-c
Asociativitate
a+0 = a a-1 = a

Element neutru

a-(b+c)=a-bta-c (factorcomun:ia-b+a-c=a(b+c))
Distributivitate

Ordinea efectuarii operatiilor Sume remarcabile

1. paranteze: rotunde ( ), drepte [ ], acolade { }; 1424080 tn— n(n+1)
2. ridicari la putere si radicali; 2

3. Inmultiri si impartiri, in ordinea scrierii; 143454+ (2n—1)=n2
4. adunari si scaderi, in ordinea scrierii.

24+4+6+--+2n=n(n+1)

ultimul — primul

Numarul termenilor: -
ratia

+ 1.

Scrierea numerelor

a,a, | aay=a, 10" +a, 1 10"+ +ay 10+ a,
Forma zecimala

cifrele sunt 0 si 1; @ .. a, @ —q, 264 da, -2+ ay
Baza 2

u(n) — se determina din periodicitatea puterilor: «(2"): 2,4,8,6; u(3"):3,9,7,1;
Ultima cifr w(7™):7,9,3,1; u(5") =5, u(6") =6

Exemple rezolvate

Teorie si exemple — Matematicd Evaluare Nationald « operatii cu numere naturale
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La impartirea unui numar natural la 7 se obtine céatul 12 si restul 5. Aflati numarul.
REZOLVARE
Din teorema impartiricurest,a =b-c+rcu0 <r <b:

a="7-124+5=284+5 = 89.

Conditia r < b este verificata: 5 < 7. 4

Calculati S =1+2+ 3+ -+ 100.
REZOLVARE
Aplicam formula sumei primelor n numere naturale nenule:

n(n+1) _ 100-101

§=7 2

=50 -101 = 5050.

Determinati ultima cifrd a numarului 32026,
REZOLVARE

pltimele cifre ale puterilor lui 3 se repeta din4in4:3, 9, 7, 1, 3, 9, ...
Impartim exponentul la 4: 2026 = 4 - 506 + 2, deci restul este 2. Ultima cifra este a doua din grup:

u (32026) = 9,

Exemplul 5.4

Determinati numerele naturale care impartite la 6 dau catul egal cu restul.
REZOLVARE
Dina=6c+rcuc=rsi0<r<G6:

a=6r+r="Tr, re€{0,1,2,3,4,5}.

Numerele sunt 0, 7, 14, 21, 28, 35.

Calculati S =2 +4+6 + - + 100.
REZOLVARE
Dam factor comun 2 si folosim suma primelor 50 de numere naturale nenule:

50 - 51
S=2(1+2+~-~+50):2-T=2550.

Aflati ultima cifr a numarului N = 2% + 722,
REZOLVARE

u(2") are perioada 2,4,8,6; 15 = 4 - 3 + 3, deci u(2'®)
u(7") are perioada 7,9,3,1; 22 = 4 - 5 + 2, deci u(7??)
Rezultd u(N) = u(849) = u(17) =T.

8.
9.

Teorie si exemple — Matematicd Evaluare Nationald « operatii cu numere naturale
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ARITMETICA - CLASELE V-VI

Fractii ordinare si fractii zecimale

Operatii, transformari, comparare Fisa 6
k]

Fractii ordinare

g, CU a = numarator, b = numitor, b # 0
Notatie b
a
a<b (-<1)
Subunitara b

a=b (2=1)
Echiunitara b

a>b (%>1)

Supraunitara

(a,b) =1
Ireductibild
a ¢
—=- << a-d=b-c
Echivalente b d
a_a-k k+0 a:k k divizor comun
b bk b:k'

Amplificare / simplificare

Operatii cu fractii

a c_ac
a ¢ az+c bd b-d
bEE T h
a,¢c_adtbe e, c_ad_ad
b—d  bd b'd b ¢ b-c

COMPARARE

Cu acelasi numitor: mai mare este cea cu numaratorul mai mare. Cu acelasi numarator: mai mare este cea cu
numitorul mai mic. In general: se aduc la acelasi numitor sau se compara produsele incrucisate.

Transformarea fractiilor zecimale in fractii ordinare

Tipul fractiei Formula de transformare
— abby ...,
a,byby . by = —2 ok

. ¥oes sy 10

Zecimala finita

— b, .. b
a,(by ... by) = a+ =%

Periodica simpla 99...9

k

cy ... cpb1 by —e [N

Periodics mixt3 99...900...0
k p

. Sy @ . . N : -
DERETINUT O fractie ireductibild — se scrie ca fractie zecimala finita <= numitorul b are Tn descompunere
doar factorii primi 2 si 5. Altfel, scrierea este periodica.

Exemple rezolvate

Teorie si exemple — Matematicd Evaluare Nationald « fractii ordinare si fractii zecimale
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T

35
Ordonati crescator fractiile —, =, —.
’ ’ 4 6 12

REZOLVARE
Aducem la acelasi numitor; [4,6,12] = 12:

. 7 3 5
Cum 7 < 9 < 10, obtinem 13 < 1 < r

Transformati 2,(45) in fractie ordinara ireductibila.
REZOLVARE
Este o fractie periodica simpld, cu perioada de doua cifre:

45 5 22+5 27
2,(45) =2+ 5 =2+ 5 = T = 7

Cum (27,11) = 1, fractia este ireductibila.

2 1>.11
=

Calculati E = | = 4+ —
ulati (3+4

REZOLVARE

Exemplul 6.4

NP . o144 L D
Simplificati fractia 180 pana devine ireductibila.
REZOLVARE

144 144:36 4

144,180) = 44 _%
(144,180) =36 = 25 = 18036 ~ 5

|

X
Aflati z din egalitatea — = —.
v dineg 155
REZOLVARE

Fractiile sunt echivalente, deci produsele incrucisate sunt egale:

br =30 = z =6.

Teorie si exemple — Matematicd Evaluare Nationald « fractii ordinare si fractii zecimale
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ARITMETICA - CLASA A VI-A
Rapoarte si proportii

Proportii derivate, sir de rapoarte egale Fisa 7

] atul & Egalitatea a doua rapoarte:
Raportul numerelor a si b (b # 0) este catul e 8 P :
a .
> o= k — k se numeste valoarea raportului; % = 2

» rapoartele se pot amplifica si simplifica.
a, d — extremii; b, c — mezii.

Proprietatea fundamentala a proportiilor

% = S <~ a-d=b-c (produsul mezilor = produsul extremilor)

AFLAREA UNUI TERMEN NECUNOSCUT

b a-d . a-d

b-c b-c = -~y
= — d:— c
“ d’ a

b B d a B b

a - c c - d
a+b c+d a—b  c—d

b o d b B d

a _ c a+b _ c+d
a+7€) B c;ll—d a—b  c—d

a c a-m c

T e L

Sir de rapoarte egale
41 _ G2 )

ay+as+--+a
= _--~:—:k:> 1 2 n:k
by b by, by +by + -+ b,

Mai general, pentru my, ms, ..., m,, NuU toate nule:

myay; +MoQy + - +mya,
myby + myby + -+ m,b,

PROCEDEU
. a c o N . - aas P o
Din A k rezultd a = bk, c = dk — se inlocuieste In conditia problemei si se afla k.

Exemple rezolvate

Aflati = din proportia r_
¢ CINProporia G = 7g:

REZOLVARE
Produsul mezilor este egal cu produsul extremilor:

182 =6-15 = 182 =90 = z =5.

Teorie si exemple — Matematica Evaluare Nationald « rapoarte si proportii
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. .a b . L
Stiind ca 3= sia + b =32, aflati a si b.
REZOLVARE

Folosim proprietatea sirului de rapoarte egale:

a+b_32_
3+5 8

4.

a b
3 5

Decia:3-4:12$ib:5-4:20.Veriﬁcare:12—1—20:32.\/

Exemplul 7.3

|

a

b

Stiind c& axrh

REZOLVARE

= —, calculati
7 !

a+b_ c+d

Aplicam proportia derivata 2 p

Exemplul 7.4

e s b . .
Numerele q, b, ¢ verifica - = 3= g si a4+ b+ ¢ = 60. Aflati numerele.

a
2
REZOLVARE

b ¢ a+btc 60

a
2 3 5 2+43+5 10
a=12, b=18, =230

Exemplul 7.5

a 5 a—2>b
Stiind ca - = -, calculati ——.
’ b 3 Ta+b
REZOLVARE

Notam a = 5k sib =3k, cu k # O:
a—b _5k—3k 2k 1

atb b5k+3k 8k 4

Teorie si exemple — Matematica Evaluare Nationald « rapoarte si proportii
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ARITMETICA - CLASA A VI-A
Marimi proportionale

Direct proportionale, invers proportionale, regula de trei simpla Fisa 8

Marimi direct proportionale

Numerele a,, ay, ..., a,, sunt direct proportionale cu b,,b,, ... , b, daca

%2 _ = (k = coeficient de proportionalitate)
bl b2 bn ,

Cand una dintre marimi creste de n ori, cealalta creste tot de n ori. Graficul dependentei este o semidreapta
cu origineain O.

Marimi invers proportionale

Numerele a;, a,, ..., a,, sunt invers proportionale cu b,,b,, ..., b, daca

a,-by=ay-by=-=aqa,-b,=k sau, echivalent, T =T ==k

Cand una dintre marimi creste de n ori, cealaltd scade de n ori.

Regula de trei simpla

Direct proportionale Invers proportionale
a ..b a ..b
Schema c ..T c ... T
a
- = = a-b = c-x
Relatia ¢
b-c a-b
X - E— x = _—
Necunoscuta a c
Tmpé&rtirea unui numar in parti proportionale
Direct proportionalcua, b, ¢ Invers proportionalcu a, b, c
y z T+y+z S T Y z S
- =7 = - = = I — I — I T T, 1,1
a b C a—l—b—l—c a+b+c o b < E+E+E
. e . . 111, N . o
ATENTIE ,Invers proportional cu q, b, ¢” Inseamna ,direct proportional cu —, 7o nu cu a, b, cin ordine inversa.
a @

Exemple rezolvate

Exemplul 8.1

Impartiti numarul 180 in parti direct proportionale cu 2, 3 si 4.
REZOLVARE

E_Q_E_‘”y“_@_go
2 3 4 24344 9

Deci 2 = 40, y = 60, = = 80. Verificare: 40 + 60 + 80 = 180,V

Teorie si exemple — Matematica Evaluare Nationald « marimi proportionale 7
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Exemplul 8.2

Impaértiti numarul 78 in parti invers proportionale cu 2 si 3.

REZOLVARE
. s < . 1 .1
Invers proportional cu 2 si 3 inseamna direct proportional cu 3 Si 5:
78 78 6
%:%:1 T =5 = /8 =936
= = = _|_ = 2
2 3 2 3 6

1 . 1
Rezultd z = 93.6- 5 = 46.8 31y = 93,6 5 =312,

Exemplul 8.3

5 muncitori termina o lucrare in 12 zile. In cate zile termin& aceeasi lucrare 6 muncitori, lucrand in acelasi ritm?
REZOLVARE
Numarul de muncitori si numarul de zile sunt marimi invers proportionale:

5.-12=6-z = x:%:mzile.

Exemplul 8.4

Trei frati impart 270 de lei in parti direct proportionale cu varstele lor: 6, 9 si 12 ani. Ce suma primeste fiecare?
REZOLVARE

270
[

6 9 12 27
Sumele sunt 60, 90 si 120 de lei. Verificare: 60 + 90 + 120 = 270. v

Exemplul 8.5

4 robinete umplu un bazin in 9 ore. In cat timp il umplu 6 robinete identice?
REZOLVARE
Numarul de robinete si timpul sunt invers proportionale:

4-9=6-2 = x:%:fiore.

Teorie si exemple — Matematica Evaluare Nationald « marimi proportionale
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ARITMETICA - CLASELE VI-VIII

Procente. Probleme practice

Aflarea procentului, dobanda, scumpiri si ieftiniri Fisa 9
Definitie si tipuri de probleme
p% dintr-un numar N = Y p% = .
100 100
Se cere Formula
p-N
T =—
p% din N 100
100 - z
N =
Numérul, cunoscand p% din el p
z - 100
p=——"%

Ce procent reprezintd « din N

Scumpiri i ieftiniri

Marire cu p% Micsorare cu p%
p p
Moo = N (1+155) Moo = N (1-15)
Doud modificdri succesive de p% si ¢%: N = IV (1 + lpﬁ) (1 + 1;50)
S — suma depusd, p% — dobanda anualg, ¢ — timpul Msubstants
- . c=———"-100%
in ani. Sopt Msolutie
- 100 Msolutie = Msubstanta + Msolvent
B B p-t La amestecarea a doua solutii, masa de substanta
Stinals = 5+ D =5 (1 + 100) se aduna.
. S-p-t
Pentru ¢ luni: D = .
100 - 12

ATENTIE O scumpire cu 20% urmata de o ieftinire cu 20% nu readuce pretul initial: 1,2 - 0,8 = 0,96, deci pretul
final este cu 4% mai mic. Procentele se aplica de fiecare data la valoarea curenta, nu la cea initiala.

Exemple rezolvate

Calculati 15% din 240.
REZOLVARE
15 15-240

15% - 240 = — - 240 = = 36.
5% 240 100 0 100 36

Teorie si exemple — Matematica Evaluare Nationald + procente. probleme practice m
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Pretul unui produs este de 500 lei. Se scumpeste cu 20%, apoi noul pret se ieftineste cu 20%. Care este pretul
final?
REZOLVARE

20 .
P, =500 <1 + 1—00> =500-1,2 =600 lei

20 .
P, =600 (1 — 1_00> =600 - 0,8 = 480 lei

Pretul final este 480 lei, deci cu 4% mai mic decéat cel initial — procentele se aplica de fiecare data la valoarea
curenta.

O suma de 2000 de lei este depusa la banca cu o dobanda de 5% pe an. Ce dobanda se obtine dupa 2 ani?
REZOLVARE

S-p-t 200052

P==00" = 100

= 200 lei.

Suma finala este 2000 + 200 = 2200 de lei.

Exemplul 9.4

Un elev a rezolvat corect 18 din cele 24 de probleme ale unui test. Ce procent reprezinta problemele rezolvate
corect?

REZOLVARE

18-100
p:

= 75%.
24 %

Dupa o reducere de 30%, un produs costa 210 lei. Care era pretul initial?
REZOLVARE
Pretul redus reprezinta 70% din cel initial:

70 ~ 210100

P=210 = P

Exemplul 9.6

Se amesteca 200 g de solutie cu concentratia 10% cu 300 g de solutie cu concentratia 20%. Ce concentratie
are amestecul?

REZOLVARE

Masa de substanta: 0,1 - 200 + 0,2 - 300 = 20 + 60 = 80 g.

Masa solutiei: 200 4+ 300 = 500 g.
80

= —— 100 = 16%.
500 00 6%

c

Teorie si exemple — Matematica Evaluare Nationald + procente. probleme practice
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ALGEBRA - CLASELE VI-VII

Numere intregi si rationale

Opus, modul, reguli de semne, operatii Fisa10

Numere intregi

—a; a+(—a)=0;, —(—a)=a

Opusullui a

a a>0 . <
la| = { ’ - — distanta de la a la 0 pe axa

Modulul lui @ —a, a<0

orice numar negativ < 0 < orice numar pozitiv;
Comparare dintre doud numere negative, mai mare este cel cu modulul mai mic

Reguli de calcul cu semne

Adunare Tnmuitire si impértire
acelasi semn: se adund mod- +) -+ =+ (=) (=) = (+)
ulele si se pastreaza semnul
semne diferite: se scad modulele si se ia (+) - (=) = (=) (=) - (+) = (=)

semnul termenului cu modul mai mare
Scéderea:a — b =a+ (—b). Desfacerea parantezelor: +(a —b) =a—b, —(a—b) =—a+0.

Proprietatile modulului

1. la| >0, VaeR; |a| =0 < a=0; 5. la+0b| < |a|+ |b];
2. | —a| =lal; 6. |a| = |b] <= a=bsaua=—b;
3. |a-bl =|a|-|b; 7. la] <r <= —r<a<r (r>0)
aj |a 8. laj=a <= a>0.
a. |4 =19y Lo
-l o

Numere rationale

a . o . . . . P . . o
Q= {5 ‘ a€”Z,be Z*}. Orice numar rational admite o scriere zecimala finita sau periodica.

I lui a t a  —a, a b
> Opusu wgese—g_T, ,5.521;
» inversul lui a £ 0 este 9; p intre doud numere rationale distincte exista o in-
b a finitate de numere rationale.

Exemple rezolvate

Calculati E = —3 + (—5) — (—8) + 2 (—4).
REZOLVARE

EFE=-3-5+8—-8=-8+8-8=-8

Atentie la desfacerea parantezei: —(—8) = +8.

Teorie si exemple — Matematica Evaluare Nationald « numere intregi si rationale
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Rezolvati in R ecuatia |z — 3| = 5.
REZOLVARE
Din|E|=acua>0rezultd E =asau F = —a:

r—3=5 = x=2§; r—3=-5 = x=-2.

S ={-2, 8}

2 5

w
|
|
|
|

Ordonati descrescator numerele —

43 6
REZOLVARE
. 9 8 10
Aducem la numitorul comun 12: TS ETE
Dintre numere negative, mai mare este cel cu modulul mai mic:
2 - 3 - 5
3 4 6
Calculati E = (—2)3 + (—3)? — | — 5|
REZOLVARE
(_2)3 = _87 (_3)2 - 97 | - 5| =9

Rezolvati in Z inecuatia |z| < 3.
REZOLVARE
Din |z| < arezultd —a <z < a:
—3<z<3 = ze{-3-2-1,0,1,23}.

Exemplul 10.6

Aratati cd numarul n = |a — 3| 4 |3 — a| este par, pentru orice a € R.
REZOLVARE
Cum |3 —a| =|—(a—3)| = |a— 3|, obtinem

n=2la—3|,

deci n este dublul unui numar, adica par (si, in plus, n > 0).

Teorie si exemple — Matematica Evaluare Nationald « numere intregi si rationale
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ALGEBRA - CLASELE VI-VII

Puteri

Reguli de calcul, exponent intreg, comparare Fisa 11

a*=a-a- ..-a, a€R nelN: a’ =1 (a #0); a'=a
n factori
1 a\™" b\"
a"=—, ac€R", nelN; (—) = <—>
am b a

a = baza, n = exponentul. 0° nu are sens.

Reguli de calcul

1. a™-a™=a™™" 5. a\" _o® b+0
2.am:a"=a"™", a0 (b) br

min m-n 1
3. ((1, ) = 6. (_1)71 — ’ nPar
4. (a-b)" =a™-b" —1, mnimpar

Semnul unei puteri Compararea puterilor

p aceeasibazda > 1:a™ <a” <= m<n;

n par nimpar p aceeasibazd 0 <a<l:a™ <da” < m>mn;
a >0 a > 0 a® > 0 p acelasi exponent n par: se compard modulele
a <0 a” > 0 a” < 0 bazelor;

p exponenti diferiti: se aduc la aceeasi baza sau la

Deci a?* > 0 pentru orice « € R — proprietate ;
acelasi exponent.

folosita la demonstrarea inegalitatilor.

ATENTIE @™ + a™ nu se poate simplifica direct — se da factor comun: ™ + a™ = a™(1 + a™ ™) pentru m < n.
(@+0b)" #a™+b". —a®+# (—a)? primul este negativ, al doilea este pozitiv.

Exemple rezolvate

25 .23
Calculati £ =

REZOLVARE

26

25+3 28
T 26 T 26

Comparati numerele a = 230 si b = 320,
REZOLVARE
Aducem la acelasi exponent, scoténd factorul comun 10:

o =930 — (23>10 — 810, b — 320 — (32)10 — 910

Cum 8 < 9 si exponentul este acelasi, rezultd a < b.

Teorie si exemple — Matematicd Evaluare Nationald « puteri
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Aratati ca numarul n = 219 + 211 4 212 se divide cu 7.
REZOLVARE
Dam factor comun puterea cea mai mica:

n=29(1+2+22)=210.7

Cum 7 este factor, rezultd 7 | n.

Exemplul 11.4

- , . 9. 272
Scrieti ca putere a lui 3 numarul £ = TE
REZOLVARE
Aducem totul la baza 3: . )
(32) . (33) 38 . 36 314 )
b= (34)3 ~ 312 _312_3 =9

0

)

-2

Calculati £ = (;)

REZOLVARE

Comparati numerele a = 5% si b = 2551,
REZOLVARE

_or51 _ (r2)°1 _ £102
b =255 = (52)7 = 5102,

Baza este aceeasi si supraunitara, deci 5% < 5102, adicd a < b.

Teorie si exemple — Matematicd Evaluare Nationald « puteri 24
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ALGEBRA - CLASA A VII-A

Radacina patrata. Radicali

Reguli de calcul, scoaterea factorilor, rationalizare Fisa12

Definitie

Va=1r < 22 =asiz >0, a>0
Radacina patrata este definitd doar pentru numere nenegative si rezultatul este nenegativ.

2

\/a_2:|a|,Va€[R; (Va) =a,a>0

Reguli de calcul cu radicali (a,b > 0)

1. Va-vVb=+vVa-b 3. Va?b=aVvb a>0 (scoaterea factorilor)
2 LE T s 4. avb=+Va2b, a>0 (introducerea sub radical)
b\ 5. Va+Vb#Vath

6. my/a+nya=(m+n)ya

Rationalizarea numitorului

Forma numitorului Amplificare si rezultat
ob o=

Va++b \/ai\/EZ C<*f__b\/5)
Vi B ﬁiﬁ:dfiﬁ)
et VB c c(a—/b)

. atVbh  a?=b . .
Expresia cu care se amplifica se numeste conjugata numitorului.

Formula radicalilor compusi Valori de retinut

atec a—c V2 ~ 1,41 V3 ~ 1,73
\/ai\/gzv 5 +4/ 5 V5 ~ 2,23 V6 ~ 2,45
V7 ~ 2,64 V10 ~ 3,16

unde ¢ = Va2 — b, cu a® — b > 0 patrat perfect. Patrate perfecte: 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100, 121,
144, 169, 196, 225.

Exemple rezolvate

Scoateti factorii de sub radical: v/72, v/50, v/108.
REZOLVARE
Descompunem astfel incat sa apara patrate perfecte:

V72 =136-2=6v2, V50 =+25-2=5v2, 108 =363 =6V3.

Teorie si exemple — Matematicd Evaluare Nationald « rédacina patrata. radicali
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Calculati E = /72 — /50 + V2.

REZOLVARE
Dupa scoaterea factorilor, toti radicalii devin asemenea:

E=6V2—-5V2+V2=(6—-5+1)V2=2V2.

6
Rationalizati numitorul fractiei ————.
’ ’ " B— V2
REZOLVARE

Amplificdm cu conjugata numitorului, /5 + v/2:

6  6(V6+v2)  6(VB+v2)
\/5—\/5_(«/5)2—(\/5)2_ — =2(V5+V2).

Exemplul 12.4

2
Calculati E = (V3 —1)" +2V3.
REZOLVARE

(\/5—1)2=3—2\/§+1:4—2\/§
E=4-2V/3+2/3=4

Aratati c& numarul a = /7 + 41/3 — /3 este natural.
REZOLVARE
Scriem radicandul ca patrat perfect:

2

T+4V3=4+422-V3+3=(2+3)

Cum 2 ++/3 > 0, avem \/7 + 43 = 2 + /3, deci
a=2+V3-V3=2eN.

Determinati partea intreaga a numarului v/30.
REZOLVARE
Incadram intre patrate perfecte consecutive:

25<30<36 = 5<V30<6 = [\/%]:5.

Teorie si exemple — Matematicd Evaluare Nationald « rédacina patrata. radicali
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ALGEBRA . CLASELE VI-VIII

Medii. Numere reale

Media aritmetica, geometrica, ponderata; aproximari Fisa 13

Tipuri de medii

Media Formula
ay+ay+-+a N a+b
m, = ———2 n (pentru dou& numere: m,, = )
Aritmetica n 2
1P +agpy + -+ a .
m, = 1P1 T QoD npn’ p, = ponderi
Aritmetics ponderat3 P1+po+ o+,
my = va-b a,b>0
Geometrica
2ab 2
my, = =4, a,b>0
Armonica a+b a + b
Inegalitatea mediilor
min(a,b) < m;, < m, < m, < max(a,b), Ya,b>0

Egalitatea are loc daca si numai daca a = b. Consecinta des folosita:

2
a;bzx/ﬁ = a+b>2Vab <= (Va—Vb) >0

(=l

a

1
T4 = >2 Yr>0 +2>2 Ya,b>0
X a

S

rin lipsa cu o zecimala: se taie zecimalele de la
[zl <z <[z]+1, [z]ez > prinlip
a doug;
{r}=2—[z], O0<{z}<1 » prin adaos: aproximarea prin lips +0,1;
[z] — cel mai mare numar intreg mai mic sau egal cu p rotunjire: daca zecimala urmatoare este > 5, se

T mareste cu o unitate.

Exemple rezolvate

Calculati media aritmetica si media geometrica a numerelor 8 si 18.
REZOLVARE

8418
ma=+T=137 my = V8- 18 = VIdd = 12.

Se verifica inegalitatea mediilor:m, =12 <13 =m \/

a

Exemplul 13.2

Un elev are notele 8, 9 si 10, cu ponderile 1, 2 si respectiv 3. Calculati media ponderata.
REZOLVARE
~8:1+9-2+10-3 8+18+30 56 28

2221933
M 1+2+3 6 6 3 7

Teorie si exemple — Matematicd Evaluare Nationald « medii. numere reale 27
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1

Aréatati ca z + — > 2, pentru orice z > 0.
x
REZOLVARE
Aducem la acelasi numitor si folosim cad un patrat este nenegativ:
1 2 —2x+1  (x—1)>2

T+ —-—2=
x x x

>0,

deoarece (x — 1)2 > 0 si x > 0. Egalitatea are loc pentru z = 1.

Exemplul 13.4

Media aritmetica a numerelor z si 12 este 9. Aflati x.
REZOLVARE

T+ 12

5 =9 = 2+4+12=18 = z=6.

Aflati media geometricd a numerelor a = 3v/2 si b = 6v/2.
REZOLVARE

m,=Va-b=1/3v2-6V2=V18-2 = 36 = 6.

Determinati [x] si {«} pentru 2 = —2,3.
REZOLVARE
Partea intreaga este cel mai mare intreg mai mic sau egal cu z:

[-2,3] =—3, {-23}=-23—(-3)=0,7.

Atentie: la numere negative, partea intreaga nu se obtine prin simpla taiere a zecimalelor.

Teorie si exemple — Matematicd Evaluare Nationald « medii. numere reale
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ALGEBRA . CLASELE VII-VIII

Calcul algebric

Formule de calcul prescurtat Fisa 14

Formule fundamentale

a+0b)? =a®+2ab+ b?

- 5. (a+b)® = a® + 3ab + 3ab? + b3
. (a—b)? = a® — 2ab + b? 6.
- 7.
- ( 8.

(a—b)® = a® — 3a®b + 3ab® — b3
a®+b® = (a+0b)(a®—ab+b?)
a® —b3 = (a—0b)(a®+ab+b?)

a+b)(a—b)=a?—b?
a+b+c)?=a%+b%+c?+ 2ab+ 2bc + 2ca

Identitati derivate, utile in probleme

» a?+b2=(a+b)?—2ab=(a—0b)>+2ab » a3+ = (a+b)®—3ab(a+b)
2 2 _
> (a+b)" — a—bg = dab b @ +b2+c2—ab—be—ca = %[<a_b>2+<b_c>2+<c_a>2]

(
> (a+0b)2+ (a—0b)?=2(a® + b?)
b a®+b%>2ab, Va,beR

Descompunerea in factori — metode

ab+ac=alb+c); ax+ay+bxr—+by=(a+d)(x+vy)

Factor comun

se grupeaza termenii care au factor comun
Grupare de termeni

a2 — b2, a? +2ab+b?, a® + b3
Formule de calcul

=(z—xz)(x —zy),unde x; + x5 = —S, TyT5 =D
Trinomul 22 + sx + p

ERORIFRECVENTE (a + b)? #+ a® + b? — lipseste dublul produs. Va2 +b% #+ a + b.
a® — b2 se descompune, dar a? + b? nu se descompune in R.

Exemple rezolvate

Exemplul 14.1
Calculati (2z + 3)? si (3a — 2b)>.
REZOLVARE
(22 +3)2=(27)2+2-2r-3+32 =422 + 120+ 9
(3a — 2b)? = 9a? — 12ab + 4b?

Atentie: dublul produs nu se omite niciodata.

Exemplul 14.2

Descompuneti in factori: a) 22 —9; b) 2% + 6x + 9; c) 222 — 8.

REZOLVARE

a) diferenta de patrate: 22 — 9 = (v — 3)(z + 3);

b) patrat perfect: 22 + 62 + 9 = (z + 3)%;

c) factor comun, apoi diferenta de patrate: 222 — 8 = 2 (22 — 4) = 2(z — 2)(x + 2).
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Exemplul 14.3

Aratati ca E(z) = 2% — 42 + 7 > 0, pentru orice z € R.
REZOLVARE

Formam un patrat perfect:
E)=2>—4r+4+3=(x—2)2+3.

Cum (z — 2)? > 0, rezultd E(z) > 3 > 0 pentru orice x real.

Exemplul 14.4

Calculati E = (z +2)? — (z — 2)2.
REZOLVARE
Folosim identitatea (a + b)? — (a — b)? = 4ab,cua =z sib=2:

E=4-2-2=28z.

Exemplul 14.5

Descompuneti in factori £ = 23 — 4.
REZOLVARE

Exemplul 14.6

Stiind cé a + b = 7 si ab = 10, calculati a® + b>.
REZOLVARE

a?+b% = (a+0b)?—2ab=49 —20 = 29.

Exemplul 14.7

Determinati valoarea minima a expresiei E(x) = 22 — 6z + 11 si valoarea lui x pentru care se atinge.
REZOLVARE

Ex)=2>—6x+9+2=(x—3)?+2>2

Valoarea minima este 2, atinsa pentru x = 3.
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ALGEBRA - CLASA A VIII-A

Rapoarte de numere reale

Conditii de existenta, amplificare, operatii cu fractii algebrice Fisa 15

Conditii de existenta

E . .
Un raport Elgg are sens numai pentru valorile lui x pentru care E,(x) # 0.
2
Expresia Conditia
A
— B+0
iz #
VA A>0
A
— B>0
VB

Operatii cu rapoarte de numere reale

A C AC
éig_AiC’ B D B-D
B~ B B

A C AD+ BC A C A-D
BXD~ BD B'p-mo Tl

ETAPELE SIMPLIFICARII UNEI EXPRESII

1. se pun conditiile de existents;

2. se descompun in factori numaratorii si numitorii;
3. se afld numitorul comun (c.m.m.m.c. al numitorilor);
4. se efectueaza operatiile si se simplifica rezultatul.

Simplificari tipice

2 _p2 3 _p3
> = =a+b a#b > a4 =a2 4+ ab+ b2
10 7 1
a®—b -
> atb =a=ba#-b a a+1 ala+1)
a? + 2ab + b2 a—b
_— = — :_1, b
> R a+b a#—b > . a+

DE RETINUT Conditiile de existentd se pun inainte de a efectua calculele si se scriu in raspunsul final. La
Evaluarea Nationald, omiterea lor se penalizeaza chiar daca restul rezolvarii este corect.

Exemple rezolvate

2
—— - . G —4
Determinati conditiile de existenta si simplificati E(x) = -
’ ’ T ’ 2 +4r +4
REZOLVARE
Conditii de existenta: z° + 42 + 4 40 < (z+2)? £0 < v+ —2.
Descompunem numaratorul si numitorul:

(x—2)(xz+2) x—2
E(z) = GiF Caia z € R\ {-2}.
Teorie si exemple — Matematica Evaluare Nationald « rapoarte de numere reale
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—_
—_

Calculati F = — — ——, pentru z € R\ {—1; 0}.
’ T x+1p . M }

REZOLVARE

Numitorul comun este z(x + 1):
r+1—z 1 1

S oa(z+l)  x(x+1l) 224

2_1 2

Aduceti la o forma mai simpla E(z) = g;_ T~ % pentru z € R\ {0; 1}.
REZOLVARE
(z—D(z+1) =z-x
E = — = ]_ — = 1‘
(2) = ——=% L =@+ -z

Expresia este constantd pe domeniul ei de definitie.

Exemplul 15.4
N -~ . o z+1
Determinati conditiile de existenta pentru E(z) = — 5
22 —

REZOLVARE

2—9+40 < (z—3)(z+3)#0 < z#3siz+-3.
z € R\ {-3; 3}

. o Z—6x+9
Aduceti la forma cea mai simpla E(x) = % pentru z € R\ {—3; 3}.
x p—
REZOLVARE

(x—3)2  x—3
(z—3)(x+3) z+3

E(x) =

o . 5
Determinati numerele intregi = pentru care E(x) = a I 1€ 7,z # —1.
T
REZOLVARE
Scriem numaratorul in functie de numitor:
(x+1)+4 4
Ex)=—"—"—=1 .
() z+1 + z+1

Trebuie ca = + 1 sa fie divizor intreg al lui 4: © + 1 € {1, +2, +4}, deci

z € {-5-3,-2,0,1,3}.
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ALGEBRA . CLASELE VII-VIII
Ecuatii gi inecuatii

Ecuatia de gradul |, ecuatii cu modul, inecuatii Fisa16

Ecuatia de gradul |

ax+b=0, a,beR

. . b . .
solutie unic&: z = —— (ecuatie determinata)
a#0 a
nicio solutie: S = () (ecuatie imposibila)
a=0,b#0
orice = € R este solutie: S = R (ecuatie nedeterminata)
a=0,b=0

REGULI DE TRANSFORMARE

Se pot aduna sau scadea aceleasi expresii in ambii membri; se poate inmulti sau Imparti cu un numar nenul.
Termenii care contin necunoscuta se trec intr-un membru, cei liberi in celalalt.

Ecuatii reductibile 1a gradul |

a<0=85=0a=0=FEx)=0;, a>0= E(z) =asau E(z) =—a
Ecuatia |[E(z)| =a
A=0sauB=0
EcuatiaA-B=0
A=0siB+#0
A ’
Ecuat,laE:O
A2+ B?=0 < A=0siB=0

Suma de patrate = 0

Inecuatii de gradul |

ar+b>0 (>, <, <)

b b b b
z > —, 8 = (——;—i—oo) r < —, 8 = (—oo;——)
a a a a

ATENTIE La Tnmultirea sau impartirea unei inecuatii cu un numar negativ, sensul inegalitatii se schimba: din
—2z > 6 rezultd z < —3.

Exemple rezolvate

Rezolvati in R ecuatia 3(z — 2) + 5 = 2z + 1.
REZOLVARE

3r—6+5=2x+1 = 3z—1=2z+1 = 3x—2x=141 = z=2.

Veriﬁcare:3(2—2)+5:5§i2~2+1:5.\/ S ={2}.
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Rezolvati in R ecuatia |2z — 1| = 7.
REZOLVARE

20 —1=7 = 2x=8 = =4
2r—1=—-7=2xr=-—6 = z=-3
S ={-3, 4}

Rezolvatiin R inecuatia —2z + 5 < 11.
REZOLVARE

—2xr<6 = x>-3

La impartirea cu —2 sensul inegalitatii se schimba.

S =[-3; +o0)
—1 2
Rezolvatiin R ecuatia ‘ +2 ;L =4.

REZOLVARE
Inmultim cu numitorul comun 6:

2
3ax—1)4+2x+2)=24 = 3z —3+20+4=24 = 5x =23 = x:g’.

Determinati m € R pentru care ecuatia (m — 2)x = 5 nu are solutii.
REZOLVARE
Ecuatia az = b cu b # 0 nu are solutii doar dacé a = 0:

m—2=0 = m=2.

Exemplul 16.6

Rezolvati in N inecuatia 2z + 1 < 9.
REZOLVARE

20 <8 = x <4
Cumz e N:z € {0, 1, 2, 3}.

Exemplul 16.7

Rezolvati ecuatia (z — 2)(2x + 6) = 0.
REZOLVARE
Un produs este nul daca cel putin un factor este nul:

r—2=0=12=2; 2r+6=0=2=—-3.

S=1{-3, 2}
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ALGEBRA - CLASA A VIII-A

Sisteme de ecuatii

Metoda substitutiei, metoda reducerii, interpretare geometrica Fisa17

Sistemul de doua ecuatii cu doud necunoscute

ar+by=c

Ay + byy = ¢y

O solutie este o pereche ordonata (x, y,) care verificad simultan ambele ecuatii.

Metode de rezolvare

Metoda Etape

se exprima o necunoscuta din una dintre ecuatii si se inlocuieste in cealaltd; se rezolva
Substitutiei ecuatia cu o necunoscutg; se revine pentru a doua necunoscutéa

se amplifica ecuatiile astfel incat coeficientii unei necunoscute sa devina opusi; se
Reducerii aduna ecuatiile; necunoscuta se elimina

se reprezinta cele doua drepte in reperul zOy; solutia este punctul lor de intersectie
Grafica

Discutia sistemului

Conditie Dreptele Solutii

a b . L . .

e g2 b—l concurente solutie unicé (compatibil determinat)
a 2

a b c . .
e paralele S=10 (incompatibil)
a; by Co

a C v pe s . .
o1 confundate o infinitate (compatibil nedeterminat)

Qg by Co

METODA DELUCRU La problemele care se rezolva cu ajutorul sistemelor: se noteaza necunoscutele cu z si y, se
traduce fiecare informatie din enunt intr-o ecuatie, se rezolva sistemul, apoi se verifica solutia n contextul
problemei (de exemplu, un numar de persoane trebuie s fie natural).

Exemple rezolvate

Exemplul 17.1

z+y=10
T—y=

Rezolvati sistemul prin metoda reducerii.

REZOLVARE
Adunam cele doua ecuatii; y se elimina:

2t =14 = =7 = T4+y=10 = y=3.

Solutia este perechea (7; 3).

Teorie si exemple — Matematica Evaluare Nationald « sisteme de ecuatii
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Exemplul 17.2

20 +y =7

prin metoda substitutiei.
3r—2y=0

Rezolvati sistemul {

REZOLVARE
Din prima ecuatie: y = 7 — 2z. Inlocuim in a doua:

3 —2(7T—22)=0 = 3z —14+42=0 = Tr =14 = =2,

apoiy =7 —2-2 = 3. Solutia este (2; 3).

Exemplul 17.3

Intr-o curte sunt gaini si iepuri, in total 20 de capete si 56 de picioare. Cati iepuri sunt?
REZOLVARE
Fie z numarul de gaini si y numarul de iepuri:

r+y=20 N r=20—y
22 + 4y = 56 2(20 —y) + 4y = 56
40—-2y+4y =56 = 2y=16 = y=_8.

Sunt 8 iepuri si 12 gaini.

Exemplul 17.4

3z + 2y =16

Rezolvati sistemul
dr —2y =8

REZOLVARE
Adunam ecuatiile, y se elimina:

8z =24 = =3 = 9+2y=16 = y=3,5.

Solutia este (3; 3,5).

Exemplul 17.5

Suma a doua numere este 45, iar diferenta lor este 11. Aflati numerele.
REZOLVARE

— 45
Ty - 2 =56 = x=28, y=1T.
r—y=11

Exemplul 17.6

Determinati m € R pentru care perechea (2; 1) este solutie a ecuatiei mx + 3y = 7.
REZOLVARE
Inlocuimz =2siy =1:

2m4+3=7 = 2m=4 = m=2.
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ALGEBRA - CLASA A VIII-A
Functii

Notiunea de functie, graficul, functia de gradul | Fisa18

Notiunea de functie

Fie A si B doua multimi nevide. O functie definitd pe A cu valorin B este o corespondenta prin care fiecarui
element din A i se asociaza un singur element din B.

f:A— B, x = f(z)

» A — domeniul de definitie; » moduri de a defini o functie: diagrama, tabel de
» B — codomeniul; valori, formul3;

» f(z) — valoarea functieiin z; > f =g <= auacelasi domeniu, acelasi codomeniu
b Gy ={(z, f(z))| = € A} — graficul; si f(z) = g(z), V.

Functia de gradul |

f*R=R, f(z)=ax+b, a,beR, a0
Graficul este o dreapta oblica.
x=0= A(0; b)
Intersectia cu Oy

f(zx)=0= 1B (—2; 0)

Intersectia cu Ox

a > 0 — strict crescatoare; a < 0 — strict descrescatoare
Monotonie

f(z) = b — functie constant3, grafic = dreapta orizontala
Cazula =0

Reprezentarea grafica Apartenenta unui punct la grafic

! M(xg5y0) € Gy <= yo = f(z0)

p seinlocuieste z, in formula si se compara cu y,;
» punctul de intersectie a graficelor f si g: se re-
zolva f(x) = g(z).

Qo

b//

Sunt suficiente doua puncte pentru a trasa dreapta.

Exemple rezolvate

Exemplul 18.1

Fie f: R = R, f(x) =2z — 3. Calculati f(0), f(2) si f(—1).
REZOLVARE

Teorie si exemple — Matematicd Evaluare Nationald « functii 3
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Exemplul 18.2

Determinati coordonatele punctelor de intersectie a graficului functiei f(z) = 2z — 3 cu axele de coordonate.

REZOLVARE
Cuaxa Oy:x =0 =y = f(0) = —3, deci A(0; —3).
CuaxaOz: f(z) =0=2z—-3=0=>x= g,deciB<g; 0).

Exemplul 18.3

Verificati daca punctul M (4; 5) apartine graficului functiei f(x) = 22 — 3.
REZOLVARE
Calculdm f(4) =2-4 -3 =5.Cum f(4) =5 =y, rezultd M € G,.

Exemplul 18.4

Fie f: R = R, f(x) =ax +b. Stiind ca f(1) =5 si f(—2) = —1, determinati a si b.

REZOLVARE
a+b=5>5
—2a+b=-1

Scadem a doua ecuatie din prima: 3a = 6 = a = 2, apoi b = 3.

flx)y=2x+3

Exemplul 18.5

Determinati coordonatele punctului de intersectie a graficelor functiilor f(x) = 3z — 1 si g(z) =  + 5.
REZOLVARE
Rezolvam f(z) = g(z):

3Jxr—1=2+4+5 = 2x=6 = =3, y = f(3) =8.

Punctul de intersectie este M (3; 8).

Exemplul 18.6

Precizati monotonia functiei f : R — R, f(x) = —4x + 7, si calculati f(1) — f(2).
REZOLVARE
Cum a = —4 < 0, functia este strict descrescatoare.

=3 f2)=-1= f)—-f2)=4

Teorie si exemple — Matematicd Evaluare Nationald « functii



academiademate.ro Centrul Educational Math Academy”

ALGEBRA - CLASA A VIII-A

Puncte in plan. Reperul cartezian

Distanta, mijlocul segmentului, ecuatia dreptei Fisa 19

Reperul cartezian zOy

Doua axe perpendiculare cu aceeasi origine O: Ox — axa absciselor, Oy — axa ordonatelor. Fiecarui punct M
ii corespunde o pereche ordonata M (x,,; y,,), unde z,, = abscisa, y,, = ordonata.

Cadranul | Cadranul Il Cadranul lll Cadranul IV

z >0y >0 z < 0,y >0 r < 0,y <O >0,y <0
MeOx <= yp, =0, MeOy <= z,,=0.

Formule de baza

AB=\/(zp—24)%+ (yp — ya)?

Tpo+2Tp ?JA‘H/B)
M ;
( 2 ’ 2

Distanta dintre doud puncte

Mijlocul segmentului AB

’ .
A2z — 05 2Ynr — Ya)
Simetricul lui A fatd de M

(wa;5=ya) | (—xa594) | (—245—Yya)
Simetricul lui A fatd de Oz / Oyl O

Dreapta in plan

y = mx + n, unde m = panta, n = ordonata la origine
Ecuatia dreptei

m = M’ xA 7& ar/-B
Panta prin dou$ puncte Tp— Ty
dy || dy <= my =mysing #n,
Drepte paralele

A, B, C coliniare <= pantele m 5 = m ¢
Puncte coliniare

Exemple rezolvate

Fie A(1; 2) si B(4; 6). Calculati lungimea segmentului [AB].
REZOLVARE

AB=\/(zg—2,)%+(yp—ya)2 = V(4 — 12+ (6 —2)2=V9 + 16 = V25 = 5.

Determinati coordonatele mijlocului segmentului [AB], unde A(—3; 1) si B(5; 7).
REZOLVARE

M <_32+ 5; #) = M(1; 4).
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Verificati dacé punctele A(1; 2), B(3; 6) si C(5; 10) sunt coliniare.
REZOLVARE

Calculam pantele:
_6-2 4 _, _10-2_8_,
MABT 1T TMeT T T TS

Cum m g = my Si dreptele au punctul A comun, punctele sunt coliniare.

Exemplul 19.4

Punctele A(0; 0), B(4; 0) si C(4; 3) sunt varfurile unui triunghi. Aratati ca
triunghiul este dreptunghic si calculati aria sa.

Al B
REZOLVARE

AB este pe axa Oz, iar BC este vertical, deci AB 1 BC si triunghiul este dreptunghic in B.

AB=4, BC=3 = /1:%:6.

Determinati a € R astfel incat punctele A(1; 3), B(2; 5) si C(4; a) sa fie coliniare.
REZOLVARE
Punctele sunt coliniare dacd m 5 = m 40

5—3 a—3 a—3
MABT 5Ty h Mo 1T 3

a—3
3

=2 =>a—3=6 = a=0.

Exemplul 19.6

Determinati ecuatia dreptei care trece prin punctele A(0; —1) si B(2; 3).
REZOLVARE

3—(=1)

Panta este m =
2—0

= 2, iar ordonata la origine se citeste din A:n = —1.

y=2xr—1
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ALGEBRA . CLASELE VI-VIII

Organizarea datelor. Probabilitati

Reprezentarea datelor, media, probabilitatea unui eveniment Fisa 20

Organizarea si reprezentarea datelor

fiecarei valori i se asociazd numarul de aparitii (frecventa absoluta)
Tabel de frecvente

frecventa absoluta
numarul total de date

frel =

, exprimata adesea procentual
Frecventa relativa

bare de inaltimi proportionale cu frecventele
Grafic cu bare

potrivit pentru evolutia in timp a unei marimi

Grafic cu linii
unghiul sectorului: a = Jral 360°

Diagrama circulara 100

Indicatori statistici Probabilitatea

» media aritmetica: suma valorilor impartita la P numarul cazurilor favorabile
numarul lor; ~ numarul cazurilor posibile
media ponderata: cand valorile apar de mai

> P P » 0<P<I;
multe ori;

X . .. y p P =0 — eveniment imposibil;
» mediana: valoarea din mijloc dupa ordonarea . .
» P =1— eveniment sigur;

crescatoare a datelor; PIA) —1— P(A . tul t
. =1— — evenimen ntrar.
» modul: valoarea cu frecventa cea mai mare. > P(4) (4) — evenimentul contra

DE RETINUT La problemele de probabilitati din Evaluarea Nationald, cazurile posibile se numara explicit (de
exemplu, elementele unei multimi date), iar cazurile favorabile se determina prin verificarea conditiei din enunt
pentru fiecare element. Rezultatul se poate scrie ca fractie ireductibila sau ca procent.

Exemple rezolvate

Notele obtinute de 5 elevi sunt 7, §, 8, 9 si 10. Calculati media, mediana si modul.
REZOLVARE

7T+84+8+9+10 42
m,., = = — =
e 5 5
Datele sunt deja ordonate crescator; valoarea din mijloc (a treia din cinci) este mediana = 8.
Valoarea cu frecventa cea mai mare este modul = 8 (apare de dou ori).

8,4

Se alege laintamplare un element al multimii A = {1, 2,3, ..., 12}. Care este probabilitatea ca elementul ales sa
fie divizor al lui 12?

REZOLVARE

Cazuri posibile: card(A) = 12.

Cazuri favorabile: divizorii lui 12 din A sunt 1,2, 3,4, 6, 12, deci 6 cazuri.

6 1
P=—=-=50%.
12 2
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intr-o diagrama circular, un sector reprezinta 25% din total. Ce masura are unghiul la centru corespunzétor?
REZOLVARE

25

= — 360" = 90°.
100

(0%

Exemplul 20.4

Se arunca un zar. Care este probabilitatea de a obtine un numar par?
REZOLVARE
Cazuri posibile: {1,2,3,4,5,6}, deci 6. Cazuri favorabile: {2,4, 6}, deci 3.

301
P==>=_.
6 2

Intr-o urn& sunt 5 bile albe si 7 bile negre. Se extrage o bila. Care este probabilitatea ca ea sé fie alba?

REZOLVARE
p=_2 -5
547 12
. . . - . 5 7
Probabilitatea evenimentului contrar (bila neagra) este 1 — 5=

Exemplul 20.6

Media a 6 numere este 12. Daca se mai adauga un numar, media devine 13. Ce numar s-a adaugat?
REZOLVARE
Suma initiald: 6 - 12 = 72. Suma finala: 7 - 13 = 91.

r=91—-72=19.
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GEOMETRIE - CLASAAVI-A

Punct, dreapta, plan, segment

Notiuni primare, pozitii relative, mésurare Fisa 21

Notiuni primare

Punctul, dreapta si planul sunt notiuni care nu se definesc. Se noteaza: punctele cu litere mari (4, B), dreptele
cu litere mici (a, d) sau prin doua puncte (AB), planele cu litere grecesti (a, 3).

» prin doud puncte distincte trece o singura dreaptd; » drepte concurente: au un singur punct comun;
» o dreapta contine o infinitate de puncte; p drepte paralele: coplanare, fara puncte comune;
» puncte coliniare: apartin aceleiasi drepte; p drepte identice: au toate punctele comune.

Segment si semidreapta

multimea punctelor dintre A si B, inclusiv capetele; AB = lungimea segmentului
Segmentul [AB|

originea A, trece prin B; are un capat si este nemarginita in cealalta directie
Semidreapta [AB

[AB]=[CD] <= AB=CD
Segmente congruente

ME[AB]CUAM:MB:%

Mijlocul segmentului

dreapta perpendiculara pe [AB] in mijlocul sdu; multimea punctelor egal departate
Mediatoarea de Asi B

Unghiul este reuniunea a doud semidrepte cu aceeasi origine. Se noteaza <AOB, unde O = varful, [OA si [OB
= laturile. Unghiurile se masoara in grade, minute si secunde:

1°=60, 1 =60"

Nul Ascutit Drept Obtuz Alungit

0° (0°;90°) 90° (90°;180°) 180°
Bisectoarea unui unghi este semidreapta cu origineain varf, interioara unghiului, care il imparte in doua unghiuri
congruente. Punctele bisectoarei sunt egal departate de laturile unghiului.

Exemple rezolvate

Punctul M este mijlocul segmentului [AB], iar AM = 3,5 cm. Aflati AB.
REZOLVARE

Din definitia mijlocului, AM = M B = % deci

AB=2-AM =2-35=7cm.
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Semidreapta [OC este bisectoarea unghiului <AOB, cu <AOB = 76°. Aflati <AOC.
REZOLVARE
Bisectoarea imparte unghiul in doua unghiuri congruente:

JAOC = 4COB = % = 38°.

Transformati 42° 35" In minute.
REZOLVARE
Cum 1° = 60"
42° 35" =42 - 60" + 35" = 2520" + 35" = 2555,

Punctele A, B, C sunt coliniare, in aceasta ordine,cu AB =8cmsi BC =5 M N
cm. Fie M mijlocul lui [AB] si N mijlocul lui [BC|. Aflati M N. N B p

REZOLVARE

MB:ATB:4cm, BN:BTC:2,5cm

Cum B esteintre M si N:
MN =MB+ BN =4+25=6,5cm.
AB+ BC  AC

Se observaca M N = 5 5

Punctul P apartine mediatoarei segmentului [AB] si PA =7 cm. Aflati PB.
REZOLVARE
Mediatoarea este multimea punctelor egal departate de capetele segmentului, deci

PB=PA=T7cm.
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GEOMETRIE - CLASAAVI-A

Perechi de unghiuri

Adiacente, complementare, suplementare, opuse la varf Fisa 22
k]

Clasificarea perechilor de unghiuri

Denumire Definitie

au acelasi varf, o laturé comuna si niciun punct interior comun
Adiacente

suma masurilor este 90°; complementul lui z este 90° — z
Complementare

suma masurilor este 180°; suplementul lui z este 180° — z
Suplementare

laturile unuia sunt prelungirile laturilor celuilalt; sunt congruente
Opuse la varf

au aceeasi masura
Congruente

Unghiuri opuse la varf Drepte perpendiculare

Doua drepte sunt perpendiculare daca formeaza

un unghi drept: a L b.

» printr-un punct exterior unei drepte se poate
duce o singura perpendiculara pe acea dreapts;

p distanta de la un punct la o dreaptd = lungimea
perpendicularei duse din punct pe dreapta.

Drepte paralele taiate de o secanta

3=5 2=8
Alterne interne

1=7 4=6
Alterne externe

1=5 2=6 3=7, 4=8
Corespondente

3+8=180°, 245=180°

Interne de aceeasi parte

RecipProc Dacad doud drepte taiate de o secantd formeaza unghiuri alterne interne (sau corespondente)
congruente, atunci dreptele sunt paralele. Aceasta este metoda standard de a demonstra paralelismul.

Exemple rezolvate

Teorie si exemple — Matematica Evaluare Nationald « perechi de unghiuri



academiademate.ro Centrul Educational Math Academy”

Un unghi are masura de 37°. Aflati complementul si suplementul sau.
REZOLVARE

complement = 90° — 37° = 53°, suplement = 180° — 37° = 143°.

Doua unghiuri adiacente suplementare au masurile in raportul 2 : 3. Aflati masurile lor.
REZOLVARE
Fie masurile 2k si 3k. Din suplementaritate:

2k + 3k =180° = 5k =180° = k = 36°.

Unghiurile au 72° si 108°. Verificare: 72° + 108° = 180°. v

Dreptele a si b sunt paralele, taiate de secanta s. Unul dintre unghiurile formate are 58°. Aflati masura unghiului
sau altern intern si a celui intern de aceeasi parte a secantei.

REZOLVARE

Unghiurile alterne interne sunt congruente, deci al doilea are tot 58°.
Unghiurile interne de aceeasi parte a secantei sunt suplementare:

180° — 58° = 122°.

Exemplul 22.4

~ a

Dreptele a si b sunt paralele, taiate de secanta s. Stiind ca 1 = 3z + 10° si
5 = z + 50° sunt unghiuri corespondente, aflati =.

REZOLVARE
Unghiurile corespondente formate de doua paralele cu o secanta sunt congruente:

3r+10° =2+ 50° = 2x =40° = x = 20°.

Fiecare unghi are 70°.

Doua unghiuri opuse la varf au masurile 5z — 12° si 3z + 8°. Aflati masura fiecaruia.
REZOLVARE
Unghiurile opuse la varf sunt congruente:

or —12°=3x+4+8 = 20 =20° = z =10,

deci fiecare unghi are 5 - 10° — 12° = 38°.
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GEOMETRIE - CLASELE VI-VII
Triunghiul

Elemente, clasificare, suma unghiurilor, inegalitati Fisa 23

Elemente si notatii

NABC
Notatie
A B C
Varfuri
[AB), [BCO], [CA]; senoteazd a = BC,b= AC,c= AB
Laturi
<BAC, < ABC, 4«BCA (pe scurt A, B C)
Unghiuri
P =a+b+ ¢ semiperimetrul p = atbfe
Perimetrul 2

Tipuri
Criteriu
oarecare (scalen) isoscel: doua echilateral: toate
Dupa laturi laturi congruente laturile congruente
ascutitunghic: toate dreptunghic: un unghi drept  obtuzunghic: un unghi obtuz
Dupé unghiuri unghiurile ascutite

Teoreme fundamentale

A+B+C =180
Suma unghiurilor

masura unui unghi exterior este egald cu suma masurilor celor doua unghiuri

Unghiul exterior interioare neadiacente lui
|b—c| < a<b+4c — orice laturd este mai mica decat suma celorlalte doua si
Inegalitatea triunghiului mai mare decat diferenta lor

intr-un triunghi, laturii mai mari i se opune unghiul mai mare, si reciproc
Latura — unghi opus

Cazurile de congruenta a triunghiurilor

Triunghiuri oarecare Triunghiuri dreptunghice
Lu.L. — doua laturi si unghiul dintre ele c.c. — cele doua catete
u.LU. — o latura si unghiurile alaturate c.u. — o cateta si un unghi ascutit
LLL — cele trei laturi 1.U. — ipotenuza si un unghi ascutit

I.Cc. — ipotenuza si o cateta
Doua triunghiuri sunt congruente daca au laturile omoloage congruente si unghiurile omoloage congruente.

Din congruenta rezulta egalitatea tuturor elementelor corespunzatoare.

Exemple rezolvate
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In AABC, A = 64° si B = 53°. Aflati C si masura unghiului exterior din C.
REZOLVARE
Din suma unghiurilor unui triunghi:

C =180° — 64" — 53° = 63°.

Unghiul exterior din C' este suplementul lui C, sau, echivalent, suma celorlalte doua unghiuri interioare:

180° — 63° = 117° = 64° + 53°. v

Pot fi 3 cm, 5 cm si 9 cm lungimile laturilor unui triunghi?
REZOLVARE
Verificdm inegalitatea triunghiului pentru latura cea mai mare:

3+5=8<09.

Suma a doua laturi nu depaseste a treia laturd, deci nu exista un astfel de triunghi.

In AABC avem A = 80°, B = 60°, C = 40" Ordonati crescator laturile.
REZOLVARE
Laturii mai mari i se opune unghiul mai mare. Cum C < B < A si laturile opuse sunt AB, AC, respectiv BC:

AB < AC < BC.

Exemplul 23.4

In AABC, B = 50° si C = 70°. Bisectoarea din A intersecteaza [BC] in D.
Aflati <ADB.

REZOLVARE
Din suma unghiurilor triunghiului: A =180° — 50° — 70° = 60°.
Bisectoarea il injumatateste: <BAD = 30°.
in AABD:

JADB = 180° — 50° — 30° = 100°.

Laturile unui triunghi au lungimile z, x + 2 si z + 4, iar perimetrul este 24 cm. Aflati laturile si precizati ce fel de
triunghi este.

REZOLVARE

r+(xz+2)+(r+4) =24 = 3xr=18 = z=06.

Laturile sunt 6, 8 si 10 cm. Cum 102 = 62 + 8, triunghiul este dreptunghic.
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GEOMETRIE - CLASELE VI-VII
Linii importante in triunghi

Mediana, bisectoarea, inaltimea, mediatoarea Fisa 24

Definitii si puncte de concurenta

Linia Definitie Punct de concurenta
segmentul care uneste un varf cu mijlocul laturii opuse centrul de greutate G
Mediana
semidreapta interioara care imparte un unghi in doua unghiuri centrul cercului inscris
Bisectoarea Congruente I

segmentul dus dintr-un varf, perpendicular pe latura opusé (sau  ortocentrul H
Indltimea pe prelungirea ei)

dreapta perpendiculara pe o latura, dusa prin mijlocul acesteia centrul cercului
Mediatoarea circumscris O
Centrul de greutate Cerculinscris si cercul circumscris
A » I = intersectia bisectoarelor; d(I,AB) =
d(I,BC) = d(I,CA) = r — raza cercului
inscris;
> » O = intersectia mediatoarelor; OA = OB = OC =
B c R — raza cercului circumscris;
M

p aria: A =p-r,unde p = semiperimetrul.

AG = ;AM, GM = %AM

. . .- . 2 N
Medianele se intersecteaza in G, situat la 3 de varf.

Proprietati importante

p intr-un triunghi isoscel, mediana, bisectoarea, ful unghiului drept, iar centrul cercului circumscris
indltimea si mediatoarea corespunzatoare bazei este mijlocul ipotenuzei;
coincid; » mediana din unghiul drept este egald cu jumatate
» intr-un triunghi echilateral, cele patru linii coincid din ipotenuza;
pentru fiecare laturd, iar G=1=H = O; » punctele O, G, H sunt coliniare (dreapta lui Euler).

» intr-un triunghi dreptunghic, ortocentrul este var-

Exemple rezolvate

Exemplul 24.1

In AABC, G este centrul de greutate si AM este mediana din A, cu AM = 12 cm. Aflati AG si GM.
REZOLVARE
Centrul de greutate imparte mediana in raportul 2 : 1 dinspre varf:

AG:;AM:;-IZ:Scm, GM:%-12:4cm.
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Exemplul 24.2

Triunghiul ABC are aria 60 cm? si perimetrul 40 cm. Aflati raza cercului inscris.
REZOLVARE

P
Dinformula A =p-r,cup= 5= 20 cm:

60=20-r = r=3cm.

Exemplul 24.3

In triunghiul ABC, dreptunghic in A, BC = 10 cm. Aflati lungimea medianei din A si raza cercului circumsctis.
REZOLVARE
Mediana din unghiul drept este jumatate din ipotenuza, iar centrul cercului circumscris este mijlocul ipotenuzei:

BC

AM:T—5cm, R:B—C

=5cm.

Exemplul 24.4
A
In AABC, medianele [AM] si [BN] se intersecteaza in G. Stiind c& BG = 10 N
cm, aflati BN si GN.
B M C
REZOLVARE
. VN . R . 2
Centrul de greutate imparte fiecare mediana in raportul 2 : 1 dinspre varf, deci BG = gBN:
3 3
BN:§-BG:§~10:15cm7 GN = BN — BG =5cm.
Exemplul 24.5
Intr-un triunghi echilateral cu latura de 12 cm, aflati distanta de la centrul de greutate la o laturé.
REZOLVARE
N 12V/3 o . -~ o
Indltimea este h = — = 6+/3 cm. La triunghiul echilateral G coincide cu centrul cercului inscris, iar

r:éh:?\/gcm.
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GEOMETRIE - CLASELE VI-VII

Triunghiuri particulare

Isoscel, echilateral, dreptunghic Fisa 25

Triunghiul isoscel

Are doua laturi congruente; a treia se numeste baza.

» unghiurile alaturate bazei sunt congruente; p este axial simetric fata de aceasta dreapts;
p bisectoarea unghiului de la varf este simultan me- p reciproc: daca un triunghi are doua unghiuri con-
dian, indltime si mediatoare a bazei; gruente, atunci este isoscel.

Triunghiul echilateral

Are toate laturile congruente (AB = BC = CA = /).
toate unghiurile au 60°

Unghiuri
/3
h = 03
Tn3ltimea 2
2\/3
A= V3
Aria 4
2 /
R 2yt
Raza cercului circumscris 3
1 /

Raza cercului inscris

Triunghiul dreptunghic

Are un unghi de 90°; laturile care formeaza unghiul drept sunt catetele, latura opusa este ipotenuza.

» cele doua unghiuri ascutite sunt complementare: p cateta opusa unghiului de 30° este egald cu juma-

B+ C =90 tate din ipotenuza (teorema 30°—60°—90°);
» mediana din unghiul drept este egald cu jumatate ) aria: A = %
din ipotenuza: AM = - p ipotenuza este cea mai mare latura.

Triunghiuri remarcabile — elemente

Triunghi Laturi Unghiuri Observatie

a, a, av/2 45°, 45°, 90° jumatate de patrat
Dreptunghic isoscel

a, a\/3, 2a 30°, 60°, 90° jumatate de
30°=60°-90° triunghi echilateral

3k, 4k, 5k — dreptunghic (Pitagora)

Egiptean

Exemple rezolvate
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Triunghiul ABC este isoscel cu AB = AC si A = 40°. Aflati B si C.
REZOLVARE
Unghiurile alaturate bazei sunt congruente, deci B = C = x:

40° + 22 = 180° = 2z = 140° = z = 70".

Un triunghi echilateral are latura de 6 cm. Calculati inaltimea si aria.
REZOLVARE

_ OB 65y om

h 2 2
2
A:Ef:36;/§:9\/§cm2

In AABC dreptunghicin A, C = 30° si BC = 16 cm. Aflati AB.
REZOLVARE
Cateta opusa unghiului de 30° este jumatate din ipotenuza. Cateta opusa lui C este AB:

AB = BTC = % =8cm.
Exemplul 25.4
A
In AABC isoscel cu AB = AC = 10 cm si BC = 12 cm, aflati lungimea inaltimii
din A si aria triunghiului.
B D c

REZOLVARE

In triunghiul isoscel, indltimea din A este si mediana, deci BD = DC =6 cm.
In AABD dreptunghic in D:

AD =V AB2 — BD? = V100 — 36 = 8 cm
BC-AD 12-8

48 cm?
2 2

A:

Un triunghi dreptunghic isoscel are cateta de 7 cm. Aflati ipotenuza si aria.
REZOLVARE

ip=0v2="7v2cm, A= T =245 cm?.
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GEOMETRIE - CLASA A VII-A

Patrulatere. Paralelogramul

Definitie, proprietati, conditii de paralelogram Fisa 26

Patrulaterul convex

» varfuri: A, B, C, D; » suma unghiurilor: A+ B+C+ D =360
» laturi: [AB], [BC], [CD), [DA]; » suma unghiurilor exterioare: 360°;
p diagonale: [AC|, [BD]; » perimetrul: suma lungimilor laturilor.

Paralelogramul

Definitie: patrulaterul convex cu laturile opuse paralele (AB || CD si BC || AD).

Proprietati Consecinte
laturile opuse sunt congruente AB = CD, BC = AD
unghiurile opuse sunt congruente A = CB = D
unghiurile aldturate sunt suplementare A+ B = 180
diagonalele se injumatatesc AO = 0OC, BO = 0D
centrul O este centru de simetrie orice dreapta prin O 1l Tm-

parte in doud parti congruente

Conditii suficiente ca un patrulater sa fie paralelogram

1. laturile opuse sunt paralele; 4. unghiurile opuse sunt congruente;
2. laturile opuse sunt congruente; 5. diagonalele se injumatatesc.
3. doua laturi opuse sunt paralele si congruente;

Linia mijlocie

segmentul care uneste mijloacele a doua laturi; este paralel cu a treia latura si egal cu

Tn triunghi i be
n triunghi jumatate din ea: M N || BC, MN = —

2
. . . B+b
segmentul care uneste mijloacele laturilor neparalele; M N | baze si MN = ——

Tn trapez 2

Exemple rezolvate

In paralelogramul ABC'D, A = 65°. Aflati m&surile celorlalte unghiuri.
REZOLVARE
Unghiurile opuse sunt congruente, iar cele alaturate sunt suplementare:

C=A=65, B=D=180—65 =115

Verificare: 65° 4 115° + 65° + 115° = 360°. \/
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In AABC, M si N sunt mijloacele laturilor [AB] si [AC], iar BC' = 14 cm. Aflati M N si precizati pozitia lui M N
fata de BC.
REZOLVARE
[M N] este linie mijlocie n AABC, deci
BC

MN || BC si MN:7:12—4:7cm.

Aratati ca patrulaterul ABC'D cu AB || CD si AB = CD este paralelogram.
REZOLVARE

Doua laturi opuse sunt simultan paralele si congruente — aceasta este una dintre conditiile suficiente ca un
patrulater convex sa fie paralelogram. Rezultd ABC D paralelogram.

R D c
In paralelogramul ABC'D, AB = 12 cm, BC = 7 cm, iar O este intersectia
diagonalelor. Stiind cd AC = 16 cm, aflati perimetrul lui AAOB dacé BD = E
10 cm.

A B
REZOLVARE

Diagonalele paralelogramului se injumatatesc:

_AC BD

AO =8cm, BO:T:5cm

In AABC, M N este linie mijlocie paraleld cu BC. Ce raport exista intre aria lui AAMN si aria lui AABC?
REZOLVARE

. < S MN 1
Din teorema fundamentald a asemanarii, AAMN ~ AABC cu k = BO 5:
Aamy _ p2 =t
AABC
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GEOMETRIE - CLASA A VII-A

Paralelograme particulare

Dreptunghiul, rombul, patratul Fisa 27

Dreptunghiul

Definitie: paralelogramul cu un unghi drept.

p are toate proprietatile paralelogramului; p diagonalele se injumatatesc;
p toate unghiurile sunt drepte; » are doud axe de simetrie (mediatoarele laturilor);
p diagonalele sunt congruente: AC = BD; b A=L-¢, P=2(L+¢), d=+vL%2+.

Definitie: paralelogramul cu dou3 laturi consecutive congruente (deci toate laturile congruente).

p are toate proprietatile paralelogramului; » diagonalele sunt bisectoarele unghiurilor;
p toate laturile sunt congruente; » are doud axe de simetrie (diagonalele);

p diagonalele sunt perpendiculare; > A= dy éd2 — 2sin(4A), P =4l

Patratul

Definitie: rombul cu un unghi drept (echivalent: dreptunghiul cu doua laturi consecutive congruente).

p are toate proprietatile dreptunghiului si ale rombu- toare;
lui; p are patru axe de simetrie;
p toate laturile congruente, toate unghiurile drepte; d?

=02 = _— = =
» diagonalele: congruente, perpendiculare, bisec- > A== 2 P=4f d={/2.

Schema de incluziuni

Paralelogram

N

Dreptunghi Romb

~_

Sageata inseamna ,este un caz particular al”. Patratul este simultan dreptunghi si romb.

Exemple rezolvate

Exemplul 27.1

Un dreptunghi are dimensiunile 6 cm si 8 cm. Calculati aria, perimetrul si lungimea diagonalei.
REZOLVARE

A=L-0=6-8=48cm? ~ P=2(6+8)=28cm
d=+/L?+ 2 = /36 + 64 = V100 = 10 cm
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Exemplul 27.2

Diagonalele unui romb au 10 cm si 24 cm. Aflati aria si latura rombului.
REZOLVARE
d;-d 10-24
A=-"1"2=""""=120cm?
2 2
Diagonalele sunt perpendiculare si se injumatatesc, deci latura este ipotenuza unui triunghi dreptunghic cu

catetele 5 si 12:
£=14/52+122 =169 = 13 cm.

Exemplul 27.3

Un patrat are diagonala de 8v/2 cm. Aflati latura si aria.

REZOLVARE
Din d = (/2

=8cm, A =(? =64 cm?.

Exemplul 27.4

|

Un romb are latura de 10 cm si o diagonalé de 16 cm. Aflati cealalta diagonala \ A_‘ .
si aria rombului. "

B
REZOLVARE

Diagonalele sunt perpendiculare si se injumatatesc, deci AO = 8 cm. In AAOB dreptunghic in O:

BO =VAB?2 — A0? =v100—64=6cm = BD=12cm

_dydy 16012

A
2 2

Exemplul 27.5

Perimetrul unui dreptunghi este 34 cm, iar diagonala are 13 cm. Aflati dimensiunile.

REZOLVARE
L+/¢=17
L? + /0% =169

Din (L +£)? = L? + 2L¢ + %289 = 169 + 2L{ = L{ = 60.
Numerele cu suma 17 si produsul 60 sunt 12 si 5.

Teorie si exemple — Matematica Evaluare Nationald « paralelograme particulare



academiademate.ro Centrul Educational Math Academy”

GEOMETRIE - CLASA A VII-A

Trapezul

Definitie, tipuri, linia mijlocie, arie Fisa 28

Definitie si elemente

Trapezul este patrulaterul convex cu doua laturi paralele si celelalte doua neparalele.

laturile paralele: B = baza mare, b = baza mica
Baze

laturile oblice
Laturi neparalele

distanta dintre baze: h
inltimea

sunt suplementare
Unghiurile alaturate laturii

oblice
Tipuri de trapeze
Tip Definitie si proprietati

fara proprietati suplimentare
Oarecare

are un unghi drept; o latura oblica este perpendiculara pe baze si este chiar inaltimea
Dreptunghic

laturile neparalele sunt congruente. Atunci: unghiurile alaturate fiecarei baze sunt
Isoscel congruente; diagonalele sunt congruente; are o axa de simetrie (mediatoarea

bazelor)

Linia mijlocie si segmentul dintre mijloacele diagonalelor

/ \
A B
1B —b| " .
B+b ST = — (S, T mijloacele diagonalelor)
MN==—, MN|AB|DC
B .
A= % =MN-h

Diagonalele trapezului il impart in patru triunghiuri; cele doua triunghiuri care au ca baze laturile neparalele au
arii egale.

Exemple rezolvate
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Exemplul 28.1

Un trapez are bazele de 12 cm si 8 cm, iar indltimea de 5 cm. Calculati linia mijlocie si aria.

REZOLVARE
2 2
B+b)-h 20-
/l:< +2) = 025:50cm2:MN‘h=10'5-\/

Exemplul 28.2

In trapezul ABC'D cu AB | CD, AB = 15 cm si CD = 7 cm, se noteazé cu S si T mijloacele diagonalelor. Aflati
ST.

REZOLVARE

B—b| 15-—7

ST = 7 5

=4cm.

Exemplul 28.3

In trapezul isoscel ABCD cu AB || CD, A = 72°. Aflati celelalte unghiuri.
REZOLVARE
In trapezul isoscel, unghiurile aliturate fiecarei baze sunt congruente, iar cele aliturate laturii oblice sunt
suplementare:
B=A=72, C=D=180°—72 = 108"

D c
In trapezul dreptunghic ABCD cu AB || CD, <A = <D = 90°, AB = 14
cm, CD =8 cmsi AD = 8 cm. Aflati BC si aria trapezului.
A E B

REZOLVARE
Ducem CE 1 AB; atunci AECD este dreptunghi, deci AE =CD =8cmsiCE=AD=8cm.

EB=AB—-AE =14—8=6¢cm

In ACE B dreptunghic in E:
BC =+CE?+ EB?2 =+/64+36=10cm
(14+8) -8

— 2
5 88 cm

A =

Exemplul 28.5

Linia mijlocie a unui trapez are 9 cm, iar baza mare este cu 6 cm mai lunga decat baza mica. Aflati bazele.
REZOLVARE

B+b

_;r —9 = B+b=18: B-b=6
Adunand: 2B =24 = B=12cm,b=6 cm.

Teorie si exemple — Matematica Evaluare Nationala « trapezul



academiademate.ro Centrul Educational Math Academy”

GEOMETRIE - CLASA A VII-A

Teorema lui Thales. Asemanarea

Segmente proportionale, triunghiuri asemenea Fisa 29

Teorema lui Thales

O paralel3 la una dintre laturile unui triunghi determina pe celelalte doua laturi (sau pe prelungirile lor) segmente
proportionale.

AM AN . AM AN

MNIBC = yp=N¢ ¥ 45~ ac

AM AN

Reciproca: daca VB - NC'

atunci M N || BC — metoda standard de a demonstra paralelismul.

Teorema fundamentala a asemanarii

O paralela la o latura a unui triunghi formeaza cu celelalte doua laturi un triunghi asemenea cu cel dat:

MN || BC = AAMN ~ AABC

Triunghiuri asemenea

AB BC CA
k se numeste raport de asemanare.
CAZURI DE ASEMANARE

doua unghiuri respectiv congruente

uu.

doua laturi proportionale si unghiul dintre ele congruent
LU.L.

cele trei laturi respectiv proportionale
LLL.

Consecinte ale asemanarii

» raportul perimetrelor = k; » raportul ariilor = k2;
p raportul inaltimilor, medianelor, bisectoarelor p toate triunghiurile echilaterale sunt asemenea;
omoloage = k; p doua triunghiuri congruente sunt asemeneacu k =
p raportul razelor cercurilor inscrise/circumscrise = 1.
k;
TEOREMA BISECTOAREI  Bisectoarea unui unghi al unui triunghi determina pe latura opusa segmente proportionale
. o o . .BD AB
cu laturile alaturate: daca [AD este bisectoarea <A, D € (BC), atunci DC = A"

Exemple rezolvate

In AABC, M € (AB), N € (AC) si MN || BC. Stiind c& AM =4 cm, MB = 6 cm si AN =5 cm, aflati NC.
REZOLVARE
Din teorema lui Thales:

AM AN 4 5
WE- NC = 6= NC = 4-NC=30 = NC=75cm.

Teorie si exemple — Matematica Evaluare Nationald « teorema lui thales. asemanarea
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|

Triunghiurile ABC' si M N P sunt asemenea, cu raportul de asemanare k = 3 Aria lui AABC este 16 cm?. Aflati
aria lui AMNP.

REZOLVARE

Raportul ariilor este k%

A apc 4 9
_— :k‘2 = - A = - '16:36 Cm2~
Avinp 9 = ApyNP 1

In AABC, [AD este bisectoarea unghiului A, D € (BC). Stiind ¢a AB = 8 cm, AC = 12 cm si BC = 15 cm, aflati
BD.

REZOLVARE
Din teorema bisectoarei, g—g = j—g = % = ; CuBD+ DC = 15:
B2—D:DTC:BD+DC:%:3 = BD=6cm.
Exemplul 29.4
A
In AABC, M € (AB) si N € (AC) astfel incat M N || BC. Se stie cd AM =6 M N
cm, AB =15 cm si BC = 20 cm. Aflati M N.
B c

REZOLVARE
Din teorema fundamentald a asemanarii, AAMN ~ AABC, cu raportul

MN:k~BC:§-20:8cm

Un stalp de 2 m arunca o umbré de 3 m. in acelasi moment, un bloc arunca o umbra de 27 m. Ce inltime are
blocul?

REZOLVARE
Triunghiurile formate sunt asemenea (razele solare sunt paralele):

2 h
- = — =54 =1 .
3 27:>3h 54 = h 8m

Teorie si exemple — Matematica Evaluare Nationald « teorema lui thales. asemanarea
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GEOMETRIE - CLASA A VII-A

Relatii metrice in triunghiul dreptunghic

Teorema lui Pitagora, teorema catetei, teorema naltimii Fisa 30

Configuratia de baza

B D C

ANABC dreptunghicin A, AD | BC, D € (BC).Notdm a = BC (ipotenuza), b = AC, c = AB (catetele), h = AD
(inaltimea din unghiul drept), BD si DC = proiectiile catetelor pe ipotenuza.

Cele trei teoreme

Teorema Relatia
a? = b2 + ¢?, adicd BC? = AB? + AC?
Teorema lui Pitagora
dacad BC? = AB? + AC?, atunci AABC este dreptunghic in A
Reciproca lui Pitagora
AB*=BD-BC si AC?=DC-BC
Teorema catetei
AD? = BD - DC

Teorema indltimii

AB.AC = AD - BC, decih = ¢
Relatia ariilor a
11 1
RoRT e

Relatia razelor

Consecinte utile

_ ) . . b+c—a
» BD+ DC = BC; » raza cerculuiinscris:r = ——;
, , BC 2
» medianadin A: AM = —; b- -h
5 . c a
a >ar|a:/l:T=T;
» raza cercului circumscris: R 5 » triplete pitagoreice: (3,4,5), (5,12,13), (8,15,17),

(7,24, 25).

Exemple rezolvate

In AABC dreptunghic in A, AB = 6 cm si AC = 8 cm. Aflati BC siinaltimea AD.
REZOLVARE
Din teorema lui Pitagora:

BC =+/AB? 4+ AC? = V36 + 64 = V100 = 10 cm.
Din relatia ariilor AB- AC = AD - BC:
_AB-AC 6-8

— =4,8cm.

AD BC 10
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In AABC dreptunghicin A, AD 1. BC, D € (BC), BD = 4cm si DC = 9 cm. Aflati AD, AB si AC.
REZOLVARE

Teorema inaltimii: AD> = BD-DC =4-9 =36 = AD =6 cm.

Teorema catetei, cu BC = BD + DC = 13 cm:

AB?=BD-BC =4-13=52= AB =2V13¢cm

AC? = DC-BC =9-13 =117 = AC = 3v/13 cm

Verificati daca triunghiul cu laturile 5 cm, 12 cm si 13 cm este dreptunghic.
REZOLVARE
Comparam patratul laturii celei mai mari cu suma patratelor celorlalte:

132 = 169, 52 + 122 = 25 + 144 = 169.

Cum 132 = 52 + 122, din reciproca teoremei lui Pitagora triunghiul este dreptunghic.

D C
in dreptunghiul ABCD cu AB = 12 cm si BC = 9 cm, se duce BE 1 AC, 5
E € (AC). Aflati AC si BE.

A B

REZOLVARE
In AABC dreptunghic in B:

AC =+ AB? + BC? =144 4+ 81 = v/225 = 15 cm.

BE este inaltimea din unghiul drept, deci din relatia ariilor:

_AB-BC 129

BE
AC 15

=7,2cm.

Intr-un triunghi dreptunghic, proiectiile catetelor pe ipotenuza sunt de 9 cm si 16 cm. Aflati lungimile catetelor
si aria triunghiului.

REZOLVARE

Ipotenuza: a = 9 + 16 = 25 cm. Din teorema catetei:

b=v9-25=15¢cm, c=Vv16-25=20cm

15-20
A:T:1500m2
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GEOMETRIE - CLASA A VII-A

Trigonometrie in triunghiul dreptunghic

Sinus, cosinus, tangentd, cotangenta Fisa 31

in AABC dreptunghic in A, pentru un unghi ascutit z:

tg cateta opusa ¢ cateta alaturata
x = = Z T = =
. cateta opusa cateta alaturata cateta aldturata Cateta opusa
sing = —— CosSx = —
Ipotenuza Ipotenuza
Functia 30° 45° 60°
sin L V2 V3
T - ye i
2 2 2
cosz V3 V2 !
\3_ 2 2
3
3
ctgx V3 1 %
Relatii intre functiile trigonometrice
1. sin®z +cos?x = 1 (formula fundamentald) 4. sin(90° —z) = cosw
sinz cosx °_ ) = si
2. tgr = , ctgr= 5. cos(90° —z) = sinx
cosx sinz 6. tg(90° —z) = ctgx

3. tgz-ctgzx =1

Din relatia 4 si 5: daca B si C sunt unghiurile ascutite ale unui triunghi dreptunghic, atunci sin 3 = cos C.

Aplicatii

Copuss = IP - SINZ;  Cyistyrats = IP - COST
Aflarea unei laturi
AB - AC - sin(<A)
2

A= AB- BC -sin(<ABC)

A:

Aria unui triunghi oarecare

Aria paralelogramului

in probleme practice (rampe, umbre, scari), se modeleaza cu un triunghi
Unghiul de inclinare dreptunghic

Exemple rezolvate

Teorie si exemple — Matematica Evaluare Nationald « trigonometrie in triunghiul dreptunghic
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in AABC dreptunghicin A, AB = 3 cm si BC = 5 cm. Calculati sin C,cosC sitg C.

REZOLVARE

Din Pitagora, AC = v/25 —9 = 4 cm. Fata de C: cateta opusa este AB = 3, cea aladturatd AC = 4, ipotenuza
BC =5.

- .4 -
sinC:g, cosC:g, th’:§

2

. 3\? /4 9+ 16 V4
Verificare: ( 2 ) =22 g,
erimcare <5> + (5> o5

O scara de 6 m este sprijinitd de un perete, formand cu solul un unghi de 60°. La ce indltime ajunge scara pe
perete?

REZOLVARE

Inaltimea este cateta opusa unghiului de 60°, iar scara este ipotenuza:

h:6-sin60°:6-?:3\/§z5,19m.

Calculati £ = sin30° + cos 60° — tg45°.

REZOLVARE
1
E = — - — ]_ =
5 +
Exemplul 31.4
c
Un tereninclinat urca sub un unghi de 30° fata de orizontala. Un drum de 400 400 m
m pe acest teren corespunde carei diferente de nivel?
A B
REZOLVARE
Diferenta de nivel este cateta opusa unghiului de 30°, iar drumul este ipotenuza:
. 1
BC = AC - sin30° = 400 - 3= 200 m.
N .. ~ 3 . . .
In AABC dreptunghicin A, tg B = i AC =9 cm. Aflati AB si BC.
REZOLVARE
Fatd de B, cateta opuséa este AC si cea alaturatd AB:
~ AC 3 9 3
tggB=~-—=- = — =- = AB=12cm
8= A~ 17 4AB 1
BC = /81 + 144 = /225 =15cm
Teorie si exemple — Matematica Evaluare Nationald « trigonometrie in triunghiul dreptunghic
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GEOMETRIE - CLASA A VII-A

Cercul

Elemente, unghiuri, lungimi, arii Fisa 32

Elemente

Cercul C(O, r) este multimea punctelor din plan situate la distanta r > 0 fatd de un punct fix O.

punctul O
Centrul

segmentul [OA] cu A pe cerc, sau lungimea sa r
Raza

segment care uneste doua puncte ale cercului
Coarda

coarda care trece prin centru; d = 2r — cea mai lunga coarda
Diametrul

portiune de cerc determinatd de doua puncte: AB
Arcul

cercul impreuna cu interiorul sau
Discul

are varful in O; masura sa este egald cu masura arcului cuprins intre laturi: <AOB =

Unghilacentru o
¢ AB
are varful pe cerc; masura sa este jumatate din masura arcului cuprins: SMNP =
Unghi inscris "
? MP
2
unghiul inscris intr-un semicerc este drept (90°)
Consecinta
unghiurile inscrise care subintind acelasi arc sunt congruente
Consecinta

Lungimi gi arii

Lungimi Arii
Leere = 2mr = mnd Agisc = 712
Trn . . wren {-r
bo, = 10 (n = masura arcului in grade) Asector = w0 — o

7 ~ 3,14. Aria coroanei circulare: A = t(R?* — r?).

Pozitii relative

» dreapta si cerc: d(O,dreapta) > r — exterioar3; gruente;

= r — tangenta; < r — secants; p diametrul perpendicular pe o coardd o in-
p raza dusa in punctul de tangenta este perpendic- jumatateste;

ulara pe tangents; p coarde congruente sunt egal departate de centru.

p tangentele duse dintr-un punct exterior sunt con-

Exemple rezolvate

Teorie si exemple — Matematicd Evaluare Nationald « cercul
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Un cerc are raza de 6 cm. Calculati lungimea cercului si aria discului.
REZOLVARE

L =2nr =127 cm, A = 7r? = 367 cm?.

Un unghi inscris intr-un cerc are masura de 35°. Ce masura are arcul cuprins intre laturile sale? Dar unghiul la
centru corespunzator?

REZOLVARE
Unghiul inscris are masura egala cu jumatate din arcul cuprins, deci

AB =235 = 70°,

iar unghiul la centru are masura arcului: 70°.

intr-un cerc de raz 10 cm, un sector circular corespunde unui arc de 72°. Calculati lungimea arcului si aria
sectorului.

REZOLVARE
_mrn mT-10-72 _ drem
180 180
m?n  w-100- 72 9
A=360 = ge0  2omem
Exemplul 32.4

In cercul de centru O si razé 13 cm, coarda [AB] are lungimea de 24 cm. Aflati
distanta de la centru la coarda.

5 A ‘l B
REZOLVARE

Perpendiculara din centru pe coarda o injumatateste, deci AM = 12 cm.
In AOM A dreptunghic in M:

OM = VOA2 — AM? = /169 — 144 = /25 = 5 cm.

Un triunghi ABC este inscris intr-un cerc, iar [BC] este diametru. Ce fel de triunghi este ABC? Daca BC = 26
cmsi AB =10 cm, aflati AC.

REZOLVARE
Unghiul inscris intr-un semicerc este drept, deci AABC este dreptunghic in A.

AC = VBC? — AB? = V676 — 100 = v/576 = 24 cm

Teorie si exemple — Matematicd Evaluare Nationald « cercul
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GEOMETRIE - CLASA A VII-A

Poligoane regulate

Triunghi echilateral, patrat, hexagon regulat Fisa 33

Definitie si elemente

Un poligon regulat are toate laturile congruente si toate unghiurile congruente. Orice poligon regulat se poate
inscrie intr-un cerc si circumscrie unui cerc, cele doua cercuri fiind concentrice.

distanta de la centru la o latura (raza cercului inscris)

Apotemaa,,

distanta de la centru la un varf (raza cercului circumscris)
Raza R

360°
Unghiulla centru n

(n—2)-180°
Unghiulinterior n

(n —2)-180°
Suma unghiurilor interioare

n(n —3)

2

Numarul diagonalelor

Poligoanele regulate din programa de gimnaziu

Element Triunghi echilateral Patrat Hexagon regulat
by = RV3 l{, = RV2 l¢ = R
Latura/,,
. R (/3 a_Rﬁ_e Lo BV 03
3 — o5 — Ta 4 — T 5 T 5 6 T T T
Apotemaa,, 2 6 2 2 2 2
2
R = 03 R = 2 R =«
Raza R 3 2
2 2
a - B8 A = 0 A BV
Aria 4 2
60° 90° 120°

Unghiulinterior

Formula generalad a ariei

A . =
poligon regulat 9 2

DE RETINUT  Hexagonul regulat este format din sase triunghiuri echilaterale cu latura egald cu raza cercului

2 2
circumscris. De aceea (s = R $i Apexagon = 6 £ ;/3 = 3¢ 2\/3.

Exemple rezolvate

Teorie si exemple — Matematica Evaluare Nationald « poligoane regulate
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Exemplul 33.1

Un hexagon regulat are latura de 5 cm. Calculati raza cercului circumscris, apotema si aria.
REZOLVARE
La hexagonul regulat, R = ¢

3 53
R=5cm, g = —— = —— Cm
2 2
2 .
A:3e2\/§: 3 22w§: 752\/5 om?

Aflati masura unui unghi interior al unui poligon regulat cu 12 laturi si numarul diagonalelor sale.
REZOLVARE

(n—2)-180°  10-180°
n 12
nn—3) 12-9

numarul diagonalelor = 5 == =54

unghiul interior = = 150°

Un patrat este inscris intr-un cerc de raza 4 cm. Aflati latura si aria patratului.

REZOLVARE
Din ¢, = RV2:
2
(=4vV2cm, A= (4V2) =32cm?
Exemplul 33.4
Un hexagon regulat cu latura de 4 cm este inscris intr-un cerc. Aflati aria A

hexagonului si aria discului.

REZOLVARE
La hexagonul regulat R = ¢ = 4 cm, iar hexagonul este format din 6 triunghiuri echilaterale de latura 4:
16v/3
Ahexagon =6- T\/_ = 24\/§ cm?

ﬂdisc = 7TR2 =167 Cm2

Un triunghi echilateral este inscris intr-un cerc de raza 6 cm. Aflati latura triunghiului.
REZOLVARE

(3 = RV3 =6v3 cm.

Teorie si exemple — Matematica Evaluare Nationald « poligoane regulate
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GEOMETRIE - CLASELE VI-VIII

Arii ale figurilor plane

Tabel de sinteza si metode de calcul Fisa 34

Formule de arie

Figura Aria
b-h . ules «
A =——(b=baza, h =néltimea corespunzatoare)
Triunghi oarecare 2
a+b+c
A=pp—a)p=b)p—c) p=—F—
Triunghi — formula lui Heron
a-b-sinC
A= —
Triunghi — cu sinus 2
A=p-r
Triunghi — cu raza inscrisa
g _ah
Triunghi dreptunghic 2 2
23
‘/4 =
Triunghi echilateral 4
d2
A=10=—
Patrat 2
A=L-¢
Dreptunghi

A=b-h=AB-BC -sin(4B)

Paralelogram

dy-d .
A=—"2"2=1’sin(¢A)=b-h
Romb 2
B+b)-h
4 B+
Trapez 2
e P.a,
Poligon regulat 2
A=nr
Disc
- TF’I“QTL
360

Sector circular

METODE DELUCRU  Pentru figuri neregulate: se descompune figura in triunghiuri si patrulatere cunoscute, sau se
completeaza la o figura simpla din care se scad partile in plus.
Raportul ariilor a doua figuri asemenea este egal cu patratul raportului de asemanare.

Exemple rezolvate

Exemplul 34.1

Calculati aria triunghiului cu laturile de 13 cm, 14 cm si 15 cm.

REZOLVARE
13+ 14+15

21:
2

Aplicam formula lui Heron, cu p =

A =1/21(21 — 13)(21 — 14)(21 — 15) = /21 - 8- 7- 6 = /7056 = 84 cm?.

Teorie si exemple — Matematica Evaluare Nationald - arii ale figurilor plane (69 ]
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Exemplul 34.2

Un paralelogram are laturile de 6 cm si 8 cm, iar unghiul dintre ele de 30°. Calculati aria.
REZOLVARE

1
A:ABoBC~sin(<IB):6~8-sin30°:485:24cm2.

Exemplul 34.3

Aria unui teren in forma de trapez este 180 m?, bazele au 16 m si 20 m. Aflati in&ltimea.
REZOLVARE

a= B gy 0H16R e 10m,

Exemplul 34.4

D c

Din patratul ABCD cu latura de 10 cm se decupeaza un sfert de disc cu

centrul in A si raza egala cu latura. Aflati aria portiunii ramase.

A B
REZOLVARE
Apstrar = 102 = 100 cm?
7R? 1007
Astert de disc = —— = —— = 25T cm?
4 4
A rsmass = 100 — 257 ~ 100 — 78,5 = 21,5 cm?

Exemplul 34.5

Aria unui triunghi echilateral este 36v/3 cm?. Aflati latura si perimetrul.

REZOLVARE

2\/3
;/_:36\/5 & 2144 = (—12cm, P —36cm.

Teorie si exemple — Matematica Evaluare Nationald - arii ale figurilor plane
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GEOMETRIE - CLASAAVI-A

Simetrie si transformari geometrice

Simetrie axiald, simetrie centrald, translatie Fisa 35

Simetria fata de un punct

Punctele A si A’ sunt simetrice fatad de punctul O daca O este mijlocul segmentului [AA’].

» O se numeste centru de simetrie; unghiurilor;
p simetricul lui O fatéd de O este O insusi; p figuri cu centru de simetrie: segmentul, paralelo-
» simetria centrald pastreaza lungimile si masurile gramul, cercul, dreptunghiul, rombul, patratul.

Simetria fata de o dreapta

Punctele A si A’ sunt simetrice fatd de dreapta d daca d este mediatoarea segmentului [AA’].

» d se numeste axa de simetrie; p simetria axiald pastreaza lungimile si unghiurile.
» punctele de pe d sunt propriile lor simetrice;

NUMARUL AXELOR DE SIMETRIE
Figura Triunghi isoscel Triunghi echilateral Dreptunghi Patrat Cerc

1 3 2 4 o infinitate
Axe

Alte transformari

deplasarea tuturor punctelor cu aceeasi distanta, in aceeasi directie si acelasi sens

Translatia

n jurul unui punct, cu un unghi dat
Rotatia

modifica lungimile in acelasi raport &, pastrand unghiurile
Asemanarea

Simetria, translatia si rotatia sunt izometrii: pastreaza distantele, deci transforma o figurad intr-o figura
congruenta cu ea.

Exemple rezolvate

Determinati simetricul punctului A(3; —2) fata de axa Oz, fatad de axa Oy si fatd de origine.
REZOLVARE

fatd de Ox: A,(3; 2) fata de O: A5(—3; 2)
fatad de Oy: A,(—3; —2)

Se schimba semnul ordonatei, al abscisei, respectiv al amandurora.

Cate axe de simetrie are un dreptunghi care nu este patrat? Dar un patrat?
REZOLVARE

Dreptunghiul are doua axe de simetrie — mediatoarele laturilor. Diagonalele nu sunt axe de simetrie la
dreptunghi.
Patratul are patru: cele doud mediatoare si cele doua diagonale.

Teorie si exemple — Matematicd Evaluare Nationald « simetrie si transformari geometrice 7
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Punctul A’ este simetricul lui A(2; 5) fatd de punctul M (4; 1). Aflati coordonatele lui A’.
REZOLVARE
M este mijlocul lui [AA’], decizy =2x); — x4 SiYar = 2ypr — Yat

mA/:8—2:6, yA/=2—5=—3:>A’(6;—3).

Exemplul 35.4

Reprezentati intr-un reper cartezian punctul A(—2; 3) si simetricele sale
fatda de Oz, Oy si O.

REZOLVARE

A, (—2; —3) — fata de Oz; A,(2; 3) — fatd de Oy; Ag(2; —3) — fata de O.

Se observa ca A5 este simultan simetricul lui A, fatd de Oy si al lui A, fatad de Oz.

Un triunghi este translatat astfel incat varful A(1; 2) ajunge in A’(4; 6). In ce punct ajunge varful B(3; —1)?
REZOLVARE
Translatia deplaseaza toate punctele cu aceeasi cantitate: +3 pe Oz si +4 pe Oy.

B'(3+43; —1+4) = B'(6; 3).

Teorie si exemple — Matematicd Evaluare Nationald « simetrie si transformari geometrice 72
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GEOMETRIE IN SPATIU - CLASA A VIII-A

Puncte, drepte si plane

Determinarea planului, pozitii relative Fisa 36

Determinarea unui plan

Un plan este determinat de:

1. trei puncte necoliniare; 3. doua drepte concurente;
2. o dreapta si un punct exterior ei; 4. doua drepte paralele distincte.

Puncte coplanare: apartin aceluiasi plan. Daca doua puncte ale unei drepte apartin unui plan, atunci intreaga
dreapta este inclusa in plan.

Pozitii relative a doua drepte in spatiu

Pozitie Caracterizare

coplanare, au exact un punct comun

Concurente

coplanare, fara puncte comune
Paralele

toate punctele comune
Identice

nu exista niciun plan care sa le contina pe ambele; nu au puncte comune, dar nu sunt
Necoplanare para|e|e

Pozitii relative dreaptd-plan si plan-plan

Dreapta d si planul « Planele o si 8
d C «a — dreapta este inclusa in plan a = [ — plane confundate
d N a = {P} — dreapta ,inteapad” planul a N B = d— plane secante,
se intersecteaza dupa o dreapta
d N a = () — dreapta este paralela cu planul anN B = (— plane paralele

Unghiul a doua drepte in spatiu

p daca d; si d, sunt concurente, unghiul lor este cel se duc paralele a || d; si b || dy; unghiul lui d; cu d,
mai mic dintre unghiurile formate; este unghiul dintre a si b;

p daca d; || dy, unghiul lor este 0°; p drepte perpendiculare in spatiu: unghiul lor este

» daca d; si d, sunt necoplanare: prin acelasi punct de 90° (pot fi si necoplanare).

Exemple rezolvate

In cubul ABC DA’ B’'C’ D', precizati pozitia relativé a dreptelor AB si CC".
REZOLVARE

Dreptele AB si CC’ nu au puncte comune. Nu exista niciun plan care sa le contind pe amandoua: AB este in
planul bazei (ABC), iar CC’ intersecteaza acest planin C ¢ AB. Prin urmare sunt necoplanare.
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In cubul ABCDA’B'C’'D’, arétati ca AB || D'C".
REZOLVARE
AB || DC (laturi opuse ale patratului ABCD) si DC || D'C’ (fete opuse ale cubului). Din tranzitivitatea

paralelismului dreptelor,
AB || D'C".

Cate plane determina 4 puncte, dintre care oricare 3 sunt necoliniare si nu toate 4 coplanare?
REZOLVARE

Fiecare grup de 3 puncte necoliniare determina un plan, iar cele 4 puncte nefiind coplanare, planele sunt
distincte:

numarul planelor = 1:3:2 4
P “123 ©
D/
C/
T . . o, . . - . A/ B/
In cubul ABCDA’'B'C’D’, precizati pozitia relativa a dreptelor: a) AD si
B'C’; b) AB’ si DC; c) AA’ si CC". b
c
A B

REZOLVARE
a) AD || BC si BC || B'C’, deci AD || B'C’ — paralele.

b) AB’ este in planul (ABB’), iar DC il intersecteaza intr-un punct care nu apartine lui AB’; nu exista un plan
comun — necoplanare.

c) AA’ || €C’, ambele fiind muchii laterale ale cubului — paralele.

Cate drepte determina 5 puncte, dintre care oricare 3 sunt necoliniare?
REZOLVARE
Fiecare pereche de puncte determina o dreapta:

5.4

—— = 10 drepte.
5 repte
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GEOMETRIE IN SPATIU - CLASA A VIII-A

Paralelism in spatiu

Dreapta paraleld cu plan, plane paralele Fisa 37

Dreapta paralela cu un plan

da = dna=1
Definitie
dacdd| asia Ca,cud¢ a,atuncid || «

Criteriu

dacé d || « siun plan g care contine d taie a dupé dreapta g, atuncid || a
Proprietate

Plane paralele

all B <= anpf=>0
Definitie

daca doua drepte concurente din « sunt paralele cu doua drepte concurente din j,
Criteriu atunci o || ﬁ

dacé « || 8 si un plan ~ le taie pe amandou3, dreptele de intersectie sunt paralele
Proprietate

distanta dintre doua plane paralele este constanta
Distanta

Teorema lui Thales in spatiu
Mai multe plane paralele determina pe doua drepte secante segmente proportionale.

AB A'B

Oé”ﬁ“’}/, dlﬁ:{A,B,C}, dzﬁ:{A,B,C} — B_C:B/_C'/

Proprietati de tranzitivitate

p dacda | bsib] ¢ atuncia | ¢ p dacd a || fsid C o, atuncid || 5;
p dacda || Bsif| v, atuncia | v; p dacdd || asial B atuncid || Ssaud C §.

ATENTIE  Doud drepte paralele cu acelasi plan nu sunt neaparat paralele intre ele — pot fi concurente sau
necoplanare. Tranzitivitatea functioneaza pentru drepte cu drepte si plane cu plane, nu in combinatie.

Exemple rezolvate

Exemplul 37.1

In cubul ABCDA’'B'C’' D', arétati ca AB || (A’B'C").
REZOLVARE
AB || A’B’, deoarece ABB’ A’ este patrat. Cum A’'B’ C (A’B’C") si AB ¢ (A’B’C"), din criteriul de paralelism
dreapta—plan rezulta
AB || (A’B'C").
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Exemplul 37.2

Trei plane paralele taie o dreapta in punctele A, B, C si o a doua dreaptéd in A’, B/, C’. Stiind cd AB = 6 cm,
BC =9cmsi A’B’ =4 cm, aflati B'C".

REZOLVARE

Din teorema lui Thales in spatiu:

AB A'B

R — . //: //:
BC B = 6-B'C'"=36 = B'C'"=6cm.

- 2o
9 B

Exemplul 37.3

In cubul ABCDA’B’C’ D', arétati c& planele (ABC) si (A’ B’'C”) sunt paralele.

REZOLVARE

AB || A’B’si BC || B'C’,iar ABN BC = {B}, A’B’ N B’C" = {B’}. Doua drepte concurente dintr-un plan sunt
paralele cu doua drepte concurente din celalalt, deci

(ABC) || (A’B'C").

Exemplul 37.4

B
=z
®

In prisma triunghiulara ABC A’ B'C’, M si N sunt mijloacele muchiilor [AB],
respectiv [A’B’]. Ardtati ca M N || (ACC"). c

REZOLVARE
MN || AA’, fiindcd M N A’ A este paralelogram (AM || A’N si AM = A’N).
Cum AA’ C (ACC’)si MN ¢ (ACC"), din criteriul de paralelism dreaptd—plan rezulta

MN || (ACCY).

Exemplul 37.5

Planele paralele ¢, 3, v taie o dreaptain A, B, C sialtain A’, B/, C’.Se dau AB=3cm, AC =8cmsi A’C' =12
cm. Aflati A’B’.

REZOLVARE
AB A'B 3 A'DB
o o Do = A'B’'=45cm.
AC  AC 8 12 ’
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GEOMETRIE IN SPATIU - CLASA A VIII-A

Perpendicularitate in spatiu

Dreapta perpendiculara pe plan, teorema celor trei perpendiculare Fisa 38

Dreapta perpendiculara pe plan

d 1 « daca d este perpendicularad pe orice dreapta din o

Definitie

dacdd La dLlbcuabCasianb={0} atuncid L «
Criteriu

printr-un punct dat se poate duce o singura perpendiculara pe un plan
Unicitate

dacad L asid | d atuncid’ L o;dacad L asid L § atuncia| S

Proprietate
Criteriul este esential: se demonstreaza perpendicularitatea pe doua drepte concurente din plan, nu pe una

singura.

Teorema celor trei perpendiculare (T3P)

= g
-
-
-
-
-

o

MO La(Oea), OPLd(Ped), dCa

Ipoteza
MP 1d
Concluzie
daca MO L o, MP 1 d,d C o, atunci OP 1 d
Reciprocal
daca MP 1 d,OP L d,dC a MO 1L OP,atunci MO L «
Reciproca 2

Proiectii si distante

piciorul perpendicularei duse din punct pe plan
Proiectia unui punct pe plan

lungimea acestei perpendiculare — este cea mai mica distanta de la punct la
Distanta de la punctla plan puncte]e p|anu|ui

multimea proiectiilor punctelor sale; este o dreapta (sau un punct, daca d | «)
Proiectia unei drepte

lungimea perpendicularei comune
Distanta dintre doua drepte
necoplanare

Exemple rezolvate
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Exemplul 38.1

In cubul ABCDA’B'C'D’, artati c& AA’ | (ABC).
REZOLVARE

AA” L ABsi AA” L AD, fiindca fetele ABB’A’ si ADD’ A’ sunt péatrate. Cum AB si AD sunt doua drepte
concurente din planul (ABC), din criteriul de perpendicularitate rezulta

AA’ 1 (ABC).

Exemplul 38.2

VABCD este o piramida patrulatera regulatd cu VO L (ABC), O centrul bazei. M este mijlocul laturii [BC].
Aratatica VM 1 BC.

REZOLVARE

Aplicam teorema celor trei perpendiculare: VO 1 (ABC), iar OM 1 BC (in patratul ABCD, segmentul de la
centru la mijlocul laturii este perpendicular pe laturd). Cum BC C (ABC), rezulta

VM 1 BC.

Exemplul 38.3

VA1l (ABC), VA=12cm,iar d(A, BC) =5cm, cu BC C (ABC). Aflati d(V, BC).
REZOLVARE
Fie P piciorul perpendicularei din A pe BC, deci AP =5 cm.Din T3P, VP L BC, iar AV AP este dreptunghic

n A:
VP =+VA2 4+ AP? = /144 4+ 25 = v/169 = 13 cm.

Exemplul 38.4

VA 1 (ABC), triunghiul ABC este echilateral cu laturade 6 cm,iar VA =4
cm. Fie M mijlocul lui [BC). Aflati V M. c

REZOLVARE

AM este inaltime n triunghiul echilateral, deci AM = # =3v3cm.
CumVA 1 (ABC),avem VA L AM,iar AV AM este dreptunghic in A:

VM =+\/VA2+ AM? = /16 + 27 = /43 cm.
Din T3P rezulta si VM L BC.

Exemplul 38.5

In cubul ABCDA’B’'C’D’ cu muchia de 5 cm, calculati d(A’, (ABC)).
REZOLVARE
A’A 1 (ABC), deci distanta de la A’ la planul bazei este chiar lungimea muchiei:

d(A’, (ABC)) = AA’ =5 cm.
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GEOMETRIE IN SPATIU - CLASA A VIII-A

Unghiuri in spatiu

Unghiul dreapté—plan, unghiul diedru, plane perpendiculare Fisa 39

Unghiul dintre o dreapta si un plan

unghiul dintre dreapta si proiectia ei pe plan
Definitie

unghiul este 0°
d| asaud C o

unghiul este 90°
dl«
<(d, o) = «(d,d’), unde d’ = pr_d
n celelalte cazuri
Metoda de lucru: se coboara perpendiculara din punctul de pe dreapta pe plan, se uneste piciorul perpendic-

ularei cu punctul de intersectie dintre dreapta si plan — se obtine un triunghi dreptunghic in care se calculeaza
unghiul.

Unghiul diedru

Diedrul este figura formata de dou& semiplane cu aceeasi frontierad (muchia diedrului).
se obtine ducand, dintr-un punct al muchiei, cate o perpendiculard pe muchie in
Unghi plan corespunzétor fiecare semiplan

masura unghiului plan corespunzator
Masura diedrului

cel mai mic dintre cele patru diedre formate
Unghiul a doua plane secante

Plane perpendiculare

a 1 B daca unghiul diedru dintre ele este de 90°
Definitie
dacdd Casid Ll g atuncia L S

Criteriu

dacda L B, anfB=adCasidlaatuncid L 8

Proprietate

STRATEGIE DE REZOLVARE Aproape toate problemele de geometrie in spatiu din Evaluarea Nationald se reduc
la identificarea unui triunghi dreptunghic in care se aplica Pitagora, teorema catetei/inaltimii sau raporturi
trigonometrice. Pasii: se face desenul, se marcheaza perpendicularele, se aplica T3P daca e nevoie, se izoleaza
triunghiul dreptunghic.

Exemple rezolvate

In cubul ABCDA’B’'C’ D’ cu muchia de 6 cm, aflati m&sura unghiului dintre dreapta A’C' si planul (ABC).
REZOLVARE

Proiectia lui A’ pe (ABC) este A, deci proiectia dreptei A’C este AC, iar unghiul cautat este <A'CA.Tn AA’AC
dreptunghic in 4, cu AC' = 6v/2 (diagonala fetei) si AA” = 6:

AN
AC T

V2
2

tg(qA/CA) = ~ 0,71.

(@)
Sc:
[N}
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VABCD este piramida patrulatera regulata cu latura bazei 8 cm si indltimea VO = 3 cm. Aflati tangenta
unghiului dintre o fata laterala si planul bazei.

REZOLVARE

Fie M mijlocul lui [BC]. Unghiul dintre fata (VBC) si baza este <V MO. Apotema bazei este a, = OM = g =4

cm VO 3

in cubul ABCDA’B'C’D’, arétati cé planele (ABB’) si (ABC) sunt perpendiculare.
REZOLVARE

AA" C (ABB’) si AA” L (ABC). Din criteriul de perpendicularitate a doua plane — un plan care contine o
dreapta perpendiculara pe celdlalt plan este perpendicular pe acesta — rezultéd (ABB’) L (ABC).

Exemplul 39.4

o
B,
In cubul ABCDA’B’C’ D’ cu muchia de 4 cm, aflati masura unghiului dintre
dreptele AB’ si BC". D o
A B
REZOLVARE

Cele doua drepte sunt necoplanare. Cum BC’ || AD’, unghiul cautat este <(AB’, AD") = <B’AD’".
Triunghiul AB’ D’ are toate laturile diagonale de fete, deci AB’ = AD’ = B’D’ = 4\/2 cm — este echilateral:

4(AB',BC’) = 60°.

VABCD este piramida patrulaterd regulaté cu latura bazei 6 cm si indltimea VO = 3/3 cm. Aflati masura
unghiului dintre o fata laterala si planul bazei.

REZOLVARE
Cu M mijlocul lui [BC], unghiul este <V MO, iar OM = 3 cm:

tg(«VMO) = g—]\?[ = 3T\/§ =V3 = VMO = 60°.
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CORPURI GEOMETRICE - CLASA A VIII-A

Prisma. Paralelipipedul. Cubul

Elemente, arii, volume, diagonale Fisa 40
3

Prisma este corpul marginit de doua poligoane congruente si paralele (bazele) si de paralelograme (fetele
laterale). Prisma este dreapta daca muchiile laterale sunt perpendiculare pe baze si regulata dacs, in plus,
bazele sunt poligoane regulate.

Ay = Pogzei * b, Ay = Ay + 2Apaz6i; V= Abazei -

Paralelipipedul dreptunghic

Prisma dreapta cu baza dreptunghi; are 6 fete dreptunghiulare, 12 muchii, 8 varfuri. Dimensiuni: a, b, c.

V=a-b-c
Ap=2c(a+D)

A, = 2(ab + ac + be) d=+va?+b2+c?

Cubul

Paralelipiped dreptunghic cu toate muchiile congruente (a = b = ¢ = /).

Ay =40, A, =60

Diagonala unei fete: dpys = £v/2.

Prisme regulate uzuale

Prisma Aria bazei Perimetrul bazei
evs 3¢
Triunghiulara regulata 4
02 40
Patrulatera regulata
V3 64
2

Hexagonala regulata

Exemple rezolvate

Exemplul 40.1

Un paralelipiped dreptunghic are dimensiunile 3 cm, 4 cm si 12 cm. Calculati aria totald, volumul si diagonala.
REZOLVARE

A, =2(ab+ ac + be) = 2(12 + 36 + 48) = 192 cm?
V=3-4-12=144cm?
d=+9+16 + 144 = V169 = 13 cm
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Exemplul 40.2

Un cub are diagonala de 61/3 cm. Aflati muchia, aria totala si volumul.
REZOLVARE
Din d = (/3 rezultd £ = 6 cm.

A, =602 =6-36 =216 cm?, V=3 =216 cm?.

Exemplul 40.3

O prisma triunghiulara regulata are latura bazei de 4 cm si inaltimea de 10 cm. Calculati aria laterala si volumul.
REZOLVARE

2

Exemplul 40.4
C/
~ B/
In cubul ABCDA’B’C’D’ cu muchia de 6 cm, calculati lungimea diagonalei
unei fete si lungimea diagonalei cubului.
A B

REZOLVARE

dfat,é =0vV2=6V2 cm, deyp = 0v/3 =63 cm.

Exemplul 40.5

O prismé patrulatera regulata are latura bazei de 5 cm si aria laterald de 180 cm?. Aflati indltimea si volumul.
REZOLVARE

Ay=PF,-h = 180=20h = h=9cm
V=AU, -h=25-9=225cm?
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CORPURI GEOMETRICE - CLASA A VIII-A

Piramida

Elemente, apotem3, arii, volum, tetraedrul regulat Fisa 41

Piramida regulata

Piramida are ca baza un poligon, iar fetele laterale sunt triunghiuri cu varful comun V. Este regulata daca baza
este poligon regulat siinaltimea cade in centrul bazei; atunci muchiile laterale sunt congruente si fetele laterale
sunt triunghiuri isoscele congruente.

y o\

Tp

VO, unde O = centrul bazei
Tn3ltimea h

inaltimea unei fete laterale (din V pe muchia bazei)
Apotema piramidei a,,

distanta de la O la o latura a bazei
Apotema bazei q,

a2 = h? +a} (triunghi dreptunghic)
Relatia fundamentala

m? = h? + R?, R =raza cercului circumscris bazei
Muchia lateralda m

P . a
Ae - %’ ‘/lt = ‘/l@ +"4bazeia V=

UNGHIURI CARACTERISTICE

Unghiul dintre o muchie laterala si planul bazei: in triunghiul VOA (tg = %).

Unghiul dintre o fata laterala si planul bazei: in triunghiul VOM (tg = E), unde M = mijlocul unei laturi a bazei.
ap

Tetraedrul regulat

Piramida triunghiulara regulata cu toate muchiile congruente (¢).

02 hZ—, 14
Ae:?,'—f, A, =03 3 12

Exemple rezolvate
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Exemplul 41.1

O piramida patrulaterd regulata are latura bazei de 12 cm si indltimea de 8 cm. Calculati apotema piramidei,
aria laterala si volumul.

REZOLVARE

. 12 . . =
Apotema bazei: a;, = 3= 6 cm. Din relatia fundamentala:

ap:\/hQ—l—ag:\/64+36:v100:100m

Pb‘a 48 - 10
A, = P — —— — =240 cm?
¢ 2 2
A, -h 144 -8
V= b3 = = 384 cm3

Exemplul 41.2

Un tetraedru regulat are muchia de 6 cm. Calculati aria totala si volumul.

REZOLVARE
A, = £2V/3 = 36V3 cm?
6BV2 216v2 5
V=5t ="3 =18V2cm
Exemplul 41.3

O piramida triunghiulara regulata are latura bazei de 6 cm si muchia laterala de 5 cm. Aflati Tnaltimea piramidei.
REZOLVARE

%gzgzk/gcm.Dinm?:hz—kRz:

h=+25—12=+13 cm.

Raza cercului circumscris bazei este R =

Exemplul 41.4

v
VABCD este piramida patrulatera regulata cu latura bazei 6 cm si muchia \\
laterald VA = 9 cm. Aflati Tnaltimea piramidei. c

REZOLVARE
Diagonala bazei este AC' = 6+/2 cm, deci AO = % =3v2cm.
In AVOA dreptunghic in O:

VO =VVA2— A0? = /81 — 18 = V63 = 3v/7 cm.

Exemplul 41.5

O piramida triunghiulara regulata are latura bazei 6 cm si apotema piramidei 5 cm. Aflati aria totala.

REZOLVARE
Py-a, 18-5
A, = P =~ =45cm?
¢ 2 2
36v3
Ay = T\/— =9vV3cm? = A, =45+ 9vV3cm?
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CORPURI GEOMETRICE - CLASA A VIII-A

Trunchiul de piramida

Sectiuni paralele cu baza, arii, volum Fisa 42

Definitie

Trunchiul de piramida se obtine sectionand o piramida cu un plan paralel cu baza si indepartand piramida
mica formata la varf. Are doua baze paralele si asemenea, iar fetele laterale sunt trapeze.

Sectiuni paralele cu baza

Daca un plan paralel cu baza taie piramida la distanta corespunzatoare unui raport k, atunci:

J4 Vmicé _ 1.3
7 =k

micad __ hmicé — Mmicy =k Amicé _ k_2
h m ’ A ’ 1%

mare mare mare mare mare

Piramida mica este asemenea cu piramida initiala.

Trunchiul de piramida regulatad — formule

Notam: 4z = aria bazei mari, A, = aria bazei mici, Pp, P, = perimetrele bazelor, a,, = apotema trunchiului, h =
inaltimea.
<PB + Pb) s a,

Af:f’ At:AZ+AB+Ab

V:}—;(AB+Ab+\/AB~Ab)

Relatii metrice in trunchi

a2 = h?+ (ag — a,)? unde ag, a, = apotemele bazelor
Apotema trunchiului

m? =h + (R — R,)?
Muchia laterala

este un trapez isoscel cu bazele ( si ¢, siinéltimea a,
Fata laterala

METODA Multe probleme cu trunchiul se rezolva mai simplu completand trunchiul pana la piramida intreaga
si folosind raportul de asemanare k. Volumul trunchiului = Viramigs mare — Vpiramida mica-

Exemple rezolvate

Exemplul 42.1

Un trunchi de piramida patrulatera regulata are laturile bazelor de 10 cm si 4 cm, iar indltimea de 4 cm. Calculati
apotema trunchiului.

REZOLVARE
Apotemele bazelor suntay =5cm sia, =2 cm:

ap:\/h2—|—(aB—ab)2=\/16+9=\/2—5:5cm.
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Exemplul 42.2

Pentru trunchiul de la exemplul anterior, calculati aria laterala si volumul.
REZOLVARE
(PB+Pb)'ap (40+16)5

A, = = = 140 cm?
¢ 2 2

Cu Ap =100 cm? si A, = 16 cm?%

V= g (Ap+ A+ AgAy) =

(100 + 16 + 40) = 208 cm3

[OUN N

Exemplul 42.3

Un plan paralel cu baza taie o piramida la jumatatea inaltimii. Ce raport exista intre volumul piramidei mici si
cel al piramidei initiale?
REZOLVARE

5 1. R 5
Raportul de asemanare este k = 5 iar volumele sunt in raportul &°:

Sy 7. L
Volumul trunchiului ramas este 3 din volumul piramidei initiale.

Exemplul 42.4

Un trunchi de piramida patrulatera regulata are laturile bazelor de 8 cm si 2
cm, iar muchia laterald de 5 cm. Aflati inaltimea trunchiului.

REZOLVARE

Razele cercurilor circumscrise bazelor: Ry =

8v2 2v2
—\2/_:4\/§cm,Rb:—\2/_=\/50m-

h=+m?—(Rg—R,)? = 25—(3\/§)Q=\/25—1 =V7cm

Exemplul 42.5

. . NP - 1. . . s
Un plan paralel cu baza taie o piramida astfel incat aria sectiunii este 9 din aria bazei. Ce raport exista intre
indltimea piramidei mici si cea a piramidei initiale?
REZOLVARE

Raportul ariilor este k2

1 1
BP== = k==
9 3’

deci indltimea piramidei mici este a treia parte din cea a piramidei initiale.
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CORPURI GEOMETRICE - CLASA A VIII-A

Cilindrul circular drept

Desfasurare, sectiuni, arii, volum Fisa 43
k]

Cilindrul circular drept se obtine prin rotirea unui dreptunghi in jurul uneia dintre laturi.

doua discuri congruente si paralele, de raza R
Bazele

segmentul care uneste doua puncte corespunzatoare ale cercurilor de baza
Generatoarea G

la cilindrul drept, H = G

n3ltimea H

dreapta care uneste centrele bazelor
Axa de rotatie

Desfasurarea suprafeteilaterale

Desfasurata suprafetei laterale este un dreptunghi cu dimensiunile 27 R (lungimea cercului de baza) si G.

Ay =27R-G,  Appei=7R2, A, =2rR(G+R), V=nRH

Sectiuniin cilindru

planul contine axa; este un dreptunghi cu dimensiunile 2R si G; aria = 2RG
Sectiune axiala

este un cerc congruent cu cercul de baza
Sectiune paraleld cu baza

G = 2R; sectiunea axiala este un patrat
Cilindru echilateral

Exemple rezolvate

Exemplul 43.1

Un cilindru circular drept are raza de 5 cm si indltimea de 12 cm. Calculati aria lateral3, aria totala si volumul.
REZOLVARE

Ay =27RG =2m-5-12 = 120 cm?
A, =27R(G+ R) =27-5-17 = 1707 cm?
V=rR?H =7-25-12 = 300r cm?

Exemplul 43.2

Sectiunea axialad a unui cilindru este un patrat cu latura de 8 cm. Aflati raza, inaltimea si volumul cilindrului.
REZOLVARE
Sectiunea axiald are dimensiunile 2R si G. Fiind patrat,2R =G =8cm,deci R=4cmsi H =8 cm:

V=n-16-8 = 1287 cm?.
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Exemplul 43.3

Un rezervor cilindric are raza de 2 m si inaltimea de 3 m. Cati litri de apa incap in el? (Se ia 7 ~ 3,14.)
REZOLVARE

V= xR2H ~ 3,14 -4-3 = 37,68 m?
Cum 1 m3 = 1000 ¢, rezultad aproximativ 37 680 de litri.

Exemplul 43.4

D|

Desfasurata suprafetei laterale a unui cilindru este un dreptunghi cu dimensiu-
nile 127 cm si 5 cm. Aflati raza, volumul si aria totala. G

27R
REZOLVARE

Latura mare a dreptunghiului este lungimea cercului de baza:
2tR=12r = R=6¢cm, G=H=5cm

V =nR?H = 180r cm®, A, = 2rR(G+ R) = 27 - 6- 11 = 1327 cm?

Exemplul 43.5

Un cilindru are volumul 2507 cm? si inaltimea 10 cm. Aflati raza bazei.
REZOLVARE

7R?-10=250r = R?2=25 = R=5cm.

Teorie si exemple — Matematicd Evaluare Nationald « cilindrul circular drept 88



academiademate.ro Centrul Educational Math Academy”

CORPURI GEOMETRICE - CLASA A VIII-A

Conul circular drept

Desfasurare, sectiuni, arii, volum Fisa 44
3

Elemente

Conul circular drept se obtine prin rotirea unui triunghi dreptunghic in jurul uneia dintre catete.

v

G*=R?+ H? (teorema lui Pitagora in triunghiul axial)

Desfasurarea si formulele

Desfasurata suprafetei laterale este un sector de cerc de raza G si unghi la centru

. 360°-R
BENE
2
il
A, =1RG,  Apye=7R?, A, =7R(G+R), V= ”Rg

triunghiisoscel cu laturile G, G si baza 2R; aria=R- H
Sectiune axiala

cerc; conul mic este asemenea cu conul mare
Sectiune paralela cu baza

G = 2R, sectiunea axiald este un triunghi echilateral
Con echilateral

Pentru o sectiune paraleld cu baza, cu raportul de asemanare k:

g
Ik
G b

Trunchiul de con circular drept

G?=H?+ (R—r)?

H
Ay =7G(R+71), A, =x[G(R+r)+R2+r?], V= % (R2 +r2 + Rr)

Exemple rezolvate
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Exemplul 44.1

Un con circular drept are raza de 6 cm si indltimea de 8 cm. Calculati generatoarea, aria totald si volumul.
REZOLVARE

G=+vVR?2+H?=+36+64=10cm

A, =7R(G+R)=7-6-16 = 967 cm?

7rR2H_7r~36~8
3 3

V= = 967 cm?

Exemplul 44.2

Desfasurata suprafetei laterale a unui con este un sector de cerc de raza 12 cm si unghi la centru de 120°. Aflati
raza bazei conului.

REZOLVARE

360°R

Generatoarea este raza sectorului, G = 12 cm. Din a = e

360R

120 = =30R = R=4cm.

Exemplul 44.3

Sectiunea axiald a unui con este un triunghi echilateral cu latura de 10 cm. Aflati raza, Tnaltimea si volumul
conului.

REZOLVARE

Latura triunghiului este G = 10 cm, iar baza este 2R = 10, deci R =5 cm.

25 12
m-25-5V3 5m/§cm3

H=+vVG?2—R?=+100—25 = 5V3 cm, V= 3 3

Exemplul 44.4

Un con circular drept are aria laterald 657 cm? si raza bazei 5 cm. Aflati G
generatoarea, indltimea si volumul.

REZOLVARE
A, =7RG = 657 =5nG = G =13cm
H=VG?—-R?=+169—25=12cm
2 . .
v_ TR°H _T 25-12 — 1007 cm?
3 3
Exemplul 44.5

Un trunchi de con are razele bazelor de 6 cm si 2 cm si indltimea de 3 cm. Aflati generatoarea si volumul.
REZOLVARE

G,=VH?2+(R—7r)2=+v/9+16=5cm

T3

V=27 (36 + 4+ 12) = 52w om?®

Teorie si exemple — Matematicd Evaluare Nationald « conul circular drept



academiademate.ro Centrul Educational Math Academy”

CORPURI GEOMETRICE - CLASA A VIII-A

Sfera

Elemente, arie, volum, sectiuni Fisa 45

Definitii

multimea punctelor din spatiu situate la distanta R fata de punctul fix O
Sfera S(O, R)

sfera impreuna cu interiorul ei
Corpul sferic (bila)

segmentul care uneste centrul cu un punct al sferei

Raza

d = 2R; coarda care trece prin centru
Diametrul

sectiunea prin planul care trece prin centru; are raza R
Cerc mare

Arie givolum

47 R3
A _ 4 R2 steré 3
sfera — T

. . o . o . .o L . 2 . .
Aria sferei este egald cu aria laterald a cilindrului circumscris ei, iar volumul sferei este 3 din volumul acelui
cilindru.

Pozitia unui plan fata de sfera

Fie d = d(O, a) distanta de la centru la plan.

d > R d = R d < R
plan exterior: nu plan tangent: un plan secant: sectiunea este
are puncte comune singur punct comun uncercderazar = VR? —d?

Sferainscrisa si sfera circumscrisa

3

3, L .
R = —— (jumatate din diagonala cubului)
Sfera circumscrisa unui cub 2

1

r= -

Sfera inscrisa intr-un cub 2
Va2 + b2 + 2

2

Sfera circumscrisa unui paralelip-
iped

Exemple rezolvate

Exemplul 45.1

O sfera are raza de 3 cm. Calculati aria si volumul.
REZOLVARE

_47TR3_47T-27
3 3

A =471R? =41 -9 = 367 cm?, 14 = 36w cm>.
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Exemplul 45.2

Un plan situat la 8 cm de centrul unei sfere de raza 10 cm o intersecteaza. Aflati raza cercului de sectiune.
REZOLVARE
Cum d = 8 < 10 = R, planul este secant:

r=vVR2—d2=+100—64 = V36 =6 cm.

Exemplul 45.3

Un cub are muchia de 4 cm. Aflati raza sferei circumscrise si raza sferei inscrise.
REZOLVARE
Sfera circumscrisa are diametrul egal cu diagonala cubului, iar sfera inscrisa are diametrul egal cu muchia:

R:%gzm/gcm, r:§:2cm.

Exemplul 45.4

O sfer are aria de 1007 cm?. Aflati raza si volumul sferei.

REZOLVARE
47R?>=100r = R?>=25 = R=5cm
v 4T R3 _ 4 - 125 _ 5007 orm®
3 3 3
Exemplul 45.5

O sfera de raza 5 cm este sectionata cu un plan, obtindndu-se un cerc de raza 4 cm. La ce distanta de centrul
sferei se afla planul?
REZOLVARE

r=vR2—d?2 = 16=25—d?> = d>=9 = d=3cm.
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CORPURI GEOMETRICE - CLASA A VIII-A

Arii si volume — tabel de sinteza

Toate corpurile studiate in gimnaziu Fisa 46

Tabelul complet

Corpul Aria laterald Aria totala Volumul
402 602 /3
cub (¥)
2¢(a +b) 2(ab + ac + be) abe
Paralelipiped (a, b, ¢)
By h Ay + 24, Ay h
Prisma dreapta
P -a Ay h
r Ay + Ay L
Piramid& regulat3 2 3
Pp+ Py)a h
(Pp+ Pya, Ay + Ap + A, 2 (A + Ay + /AgAy)
Trunchi de piramida 2 3
2nRG 21R(G + R) TR*H
cilindru (R, G)
R?H
TRG TR(G + R) T
con (R, G) 3
H
TG (R+T) 7[G{(R+ 1)+ R* +r?] D(R2+r2+Rr)
Trunchide con 3
3
_ Ar R 4R
sfers (R) 3

Relatii de verificare rapida

. . . 3

» piramida si conul: volumul este 1 din al prismei/- » toate formulele de volum au dimensiunea lungime”,
; . . . 2 ape ™
3 iar cele de arie lungime™ — verificare utila;

» la con si cilindru, G apare doar in arii, H doar in
volume.

cilindrului cu aceeasi baza si inaltime;
» corpuri asemenea cu raportul k: ariile in raportul k2,
volumele in raportul k3;

Exemple rezolvate

Exemplul 46.1

Un con si un cilindru au aceeasi baza, de raza 3 cm, si aceeasi indltime, de 10 cm. Ce raport exista intre volumele
lor?

REZOLVARE

TR?H v 1
con — 3 Vcilindru =mR*H = -0 =

14 .
Vcilindru 3

Numeric: 30r cm? fata de 907 cm?.
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Exemplul 46.2

Doua cuburi au muchiile in raportul 2 : 3. Ce raport au ariile totale? Dar volumele?
REZOLVARE

. 2
Corpurile sunt asemenea cu k = 3

Exemplul 46.3

Volumul unei piramide patrulatere regulate este 75 cm?, iar latura bazei este de 5 cm. Aflati in&ltimea.
REZOLVARE

A, - h 25h
V= "3 = 75:% = 25h =225 = h=9cm.

Exemplul 46.4

Un vas cilindric cu raza 6 cm siinaltimea 10 cm este plin cu apa. Apa se toarna
intr-un vas conic cu aceeasi raza. Ce inaltime trebuie sa aiba conul pentru a
cuprinde exact toata apa?

REZOLVARE

Vilindra = T - 36 - 10 = 3607 cm3
T-36-H

3 =360r = 12H =360 = H =30cm

Lok s o 1. -
Conul trebuie sa fie de trei ori mai nalt — se regaseste raportul 3 dintre volumele con si cilindru.

Exemplul 46.5

Aria totala a unui cub este 150 cm?. Aflati volumul cubului.
REZOLVARE

602 =150 = (> =25 = (=5cm, VY =125 cm3.
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MASURARE - CLASELE V-VIII
Unitati de masura

Lungime, arie, volum, capacitate, masg, timp Fisa 47

Transformari

Marimea Unitatea principala Raport intre unitati consecutive

metrul (m) x10 / : 10  (mm, cm, dm, m, dam, hm, km)
Lungime

metrul patrat (m?)  x100 / : 100

Arie

metrul cub (m3) %1000 / : 1000
Volum

litrul (¢£) x10 [/ : 10
Capacitate

kilogramul (kg) x10 / : 10
Masa

Echivalente de retinut

p 1dmd3=1¢ 1cmd®=1m¢ 1md=1000¢; » 1t=1000kg, 1qg=100kg 1kg=1000g;
» lar=100m? 1ha=100ari = 10000 m?; » Imin=60s; 1h=60min=23600s; 1zi=24h;
» 1 km? =100 ha = 1000000 m?; » unghiuri: 1° = 60’, 1’ =60".

Marimi derivate

d s
v = —; unitati: m/s, km/h; 1 m/s = 3,6 km/h
Viteza t
Mmoo Nieat 3 3
p = —; unitati: kg/m°, g/cm
Densitatea 4
V R 3
Q = —; unitati: £/s, m*/h
Debitul ¢

ATENTIE La transformarea unitatilor de arie raportul este 100, iar la cele de volum este 1000 — nu 10. De exemplu
1 m? = 100 dm?, dar 1 m® = 1000 dm?. Este una dintre cele mai frecvente greseli la Evaluarea National3.

Exemple rezolvate

Exemplul 47.1

Transformati: a) 3,5m1in cm; b) 2 m? in dm?; ¢) 0,4 m3in dm?3.

REZOLVARE

a) unitati de lungime, raport 10 intre unitati consecutive: 3,5 m = 350 cm;
b) unitati de arie, raport 100: 2 m? = 200 dm?;

c) unitati de volum, raport 1000: 0,4 m® = 400 dm?3.

Exemplul 47.2

Un bazin are volumul de 2,4 m3. Cati litri de apa incap in el?
REZOLVARE
Cum 1dm? =1 /i1 m3 = 1000 dm?:

2,4 m? = 2400 dm® = 2400 /.
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Exemplul 47.3

Un autoturism parcurge 90 km in 1 ora si 15 minute. Aflati viteza medie in km/h sin m/s.

REZOLVARE
1 h 15 min = 1,25 h, deci

d 90
Cum 1 m/s = 3,6 km/h:
72
=— =2 .
v 36 0m/s

Exemplul 47.4

O piscina are forma unui paralelipiped dreptunghic cu dimensiunile 12 m, 6 m si 1,5 m. Cati litri de apa sunt
necesari pentru a o umple?

REZOLVARE

Y =12-6-1,5= 108 m* = 108 000 dm® = 108000 ¢.

Exemplul 47.5

Un teren dreptunghiular are 250 m lungime si 80 m Iatime. Exprimati aria in ari si in hectare.
REZOLVARE

A =250 - 80 = 20000 m?

Cum 1 ar = 100 m? si 1 ha = 10000 m?:
A =200 ari = 2 ha.

Exemplul 47.6

Un bloc de metal are volumul de 500 cm3 si masa de 3,95 kg. Calculati densitatea in g/cms3.
REZOLVARE

m _ 3950¢g 5
=Y = 5000m? 8
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ANEXA - EXAMEN

Gregseli frecvente

Ce vad cel mai des la corectarea lucrarilor

Centrul Educational Math Academy”

Fisa 48

Algebra — gresit / corect

Gregit
(@ + b)? = a® + b?
a?+0b2 = a + b
va + Vb o= Va+b
b
a+ _ b
a
—2r > 6 = z > =3
23 24 — 212
(<27 = -4

scrierea solutiei fara conditii de existenta

Corect
(@ + b)? = a® + 2ab + b2
nu se simplificd; Va2 = |q|

radicalii se aduna doar daca sunt asemenea

a+b b . o . .

R 1+ —; simplificarea se face doar prin factori
a

—2z > 6 = z < —3(sensul se schimba)
23 . 24 = 27 (exponentii se aduna)
(=22 = 4, =22 = —4
se pun intéi conditiile, apoi se rezolva

Geometrie — gresit / corect

Gregsit

aplicarea lui Pitagora intr-un triunghi oarecare
confundarea apotemei bazei cu apotema piramidei

1m?=10dm?
Im®= 100 dm?
raportul ariilor = £ la figuri asemenea

folosirea generatoarei in formula volumului conului

demonstrarea perpendicular-
itatii pe o singura dreapta din plan
rezolvarea fara figura

Corect
se aplicd numai in triunghiul dreptunghic
az = h* + aj — sunt marimi diferite

1m2= 100 dm?
1m3= 1000 dm?3

raportul ariilor = k2, al volumelor = &3
2
TR°H o e
Vv = 3 —cu inaltimea, nucu G

sunt necesare doua drepte concurente din plan

figura corecta se puncteaza
si orienteazd rationamentul

CEL MAI IMPORTANT SFAT Majoritatea punctelor pierdute la Evaluarea Nationald nu vin din necunoasterea teoriei,
cidinredactareaincompleta: pasi sariti, teoreme neinvocate, unitatilipsa. Scrie ca si cum cel care corecteaza

nu poate ghici ce ai gandit — pentru ca exact asa este.
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ANEXA
Notatii si simboluri

Dictionar rapid de simboluri matematice Fisa 49

Simboluri generale

€ apartine ¢ nu apartine

C este inclus in 0 multimea vida

U reuniune N intersectie

\ diferenta de multimi X produs cartezian

v pentru orice 3 exista

= implica = echivalent cu

| divide : se divide cu

(a,b) c.m.m.d.c. [a, b] c.m.m.m.c.

|al modulul lui a [x] partea intreaga

{z} partea fractionara card(A)  numarul de elemente

Simboluri de geometrie

[AB] segmentul AB AB lungimea segmentului

[AB semidreapta AB dreapta AB

I paralel cu 1 perpendicular pe

= congruent cu ~ asemenea cu

JLABC unghiul ABC AB arcul AB

ANABC triunghiul ABC C(O,r) cercul de centru O siraza r
d(A, B) distanta pr A proiectia lui A pe «

A aria 14 volumul

Ay aria laterala A, aria totala

P perimetrul P semiperimetrul

Litere folosite prin conventie

» a, b, ¢ — laturile triunghiului, opuse varfurilor A, B, C; » G — generatoarea (la con si cilindru) sau centrul de

» h —indltimea; m — mediana; ¢ — latura; greutate;
» R — raza cercului circumscris; r — raza cercului » H — indltimea corpului sau ortocentrul;
inscris; » B sib — bazele trapezului sau ale trunchiului.
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CENTRUL EDUCATIONAL

Math Academy®

Despre aceasta lucrare

Brosura de fatd sintetizeaza intreaga teorie de matematica de gimnaziu necesara la Evaluarea National3,
organizatad pe fise — cate un capitol pe pagina. Fiecare fisa incepe cu teoria: definitii, proprietati, formule si
metode de lucru. Urmeaza exemplele rezolvate pas cu pas, cu figuri la problemele de geometrie. Exista si

varianta , Teorie — Matematica Evaluare Nationalad”, care contine aceleasi fise de teorie, farad exemple, pentru
recapitulare rapida inaintea examenului.

Despre autor

prof. Andrei Octavian Dobre — profesor de matematica, gradul didactic |, evaluator national pentru Evaluarea
Nationala si Bacalaureat, Global Math Ambassador, coordonator al Centrului Educational Math Academy® din
Ploiesti si autor de culegeri de matematica.

Cum lucrdm la Math Academy®

» sedinte online live, in grupe de maximum 7 elevi;

» platforma proprie AcadMath®, cu teme, fise si evidenta progresului;

» inregistrarea lectiilor, accesibila elevilor care lipsesc;

p pregatire pentru Evaluarea Nationald, Bacalaureat si olimpiade, clasele V=XII;
» prima sedinta este gratuita.

academiademate.ro

Drepturi de autor si distribuire

Aceasta lucrare poate fi distribuita numai cu acordul scris
al autorului, prof. Andrei Octavian Dobre.

Reproducerea integrala sau partiald, prin orice mijloace — tiparire, fotocopiere, scanare, publicare online sau redistribuire in format electronic
— fara acest acord scris, este interzisa.

© 2026 Centrul Educational Math Academy® — academiademate.ro. Toate drepturile rezervate.

Teorie si exemple — Matematica Evaluare Nationald « math academy



	Mulțimi. Mulțimile de numere
	Operații cu mulțimi
	Divizibilitate în N
	Numere prime. C.m.m.d.c. și c.m.m.m.c.
	Operații cu numere naturale
	Fracții ordinare și fracții zecimale
	Rapoarte și proporții
	Mărimi proporționale
	Procente. Probleme practice
	Numere întregi și raționale
	Puteri
	Rădăcina pătrată. Radicali
	Medii. Numere reale
	Calcul algebric
	Rapoarte de numere reale
	Ecuații și inecuații
	Sisteme de ecuații
	Funcții
	Puncte în plan. Reperul cartezian
	Organizarea datelor. Probabilități
	Punct, dreaptă, plan, segment
	Perechi de unghiuri
	Triunghiul
	Linii importante în triunghi
	Triunghiuri particulare
	Patrulatere. Paralelogramul
	Paralelograme particulare
	Trapezul
	Teorema lui Thales. Asemănarea
	Relații metrice în triunghiul dreptunghic
	Trigonometrie în triunghiul dreptunghic
	Cercul
	Poligoane regulate
	Arii ale figurilor plane
	Simetrie și transformări geometrice
	Puncte, drepte și plane
	Paralelism în spațiu
	Perpendicularitate în spațiu
	Unghiuri în spațiu
	Prisma. Paralelipipedul. Cubul
	Piramida
	Trunchiul de piramidă
	Cilindrul circular drept
	Conul circular drept
	Sfera
	Arii și volume — tabel de sinteză
	Unități de măsură
	Greșeli frecvente
	Notații și simboluri

