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,» Stiinta se face cu fapte, asa cum o casa se face cu pietre;
dar o acumulare de fapte nu este stiinta,

asa cum o gramada de pietre nu este o casa”.

J. H. Poincare

Istoria Matematicii

Jules Henri Poincare
— 100 de ani de la trecerea in nefiinta

de prof. Adrian Stan si prof. Neculai Stanciu, Buzau

Jules Henri Poincaré (n. 29 aprilie 1954 — d. 17 iulie, 1912) — a fost
matematician, fizician, teoretician al astronomiei si filozof francez.

Tn timpul liceului din Nancy, liceu care-i poartd astdzi numele in onoarea sa,
era considerat cel mai bun dintre elevii care au studiat acolo.

“ft : Tn 1873 a intrat la Scoala Politehnic si a studiat matematica cu profesorul
5’ Charles Hermite ca care Tsi da si doctoratul in 1879 in domeniul ecuatiilor diferentiale
fiind primul care le studiaza din perspectiva utilizarii proprietdtilor geometrice.

Dupa o scurta perioada de inginer minier, Tncepand cu 1881 s-a dedicat carierei didactice la
Universitatea din Paris, Sorbonne.

Si-a adus contributia Tn diverse domenii ale matematicii. Rezultatele cercetarilor sale se refera la
teoria functiilor (*’ Asupra teoriei functiilor fuchsiene’’), la ecuatiile diferentiale, la topologie (unde a deschis
un nou capitol — cel al topologiei algebrice, unde Tn 1895 a introdus conceptul de grup fundamental), precum
si la domeniul algebrei si al fundamentelor geometriei. A publicat lucrdri de fizicd matematica si de
mecanica cereasca (*’Metode noi in mecanica cereasca’’), studii de epistemologie (*’Stiinta si ipoteza’’,
’Valoarea stiintei’”) de tendinta pozitivista, lucrari care au contribuit la elaborarea teoriei relativitatii. De
asemenea, a studiat teoria numerelor, a functiilor abeliene, a functiilor analitice cu variabile complexe, s-a
preocupat de optica, de mecanica fluidelor, de electricitate si filozofie a stiintei.

A dat Tn 1904 asa numita “ Conjectura lui Poincare” care a putut fi demonstratd abia dupa 100 de
ani de la prima sa formulare. Tn 1906 este ales presedintele Academiei de Stiinte din Paris iar Tn 1909 este
ales membru de onoare al Academiei Roméane.

Dupa propriile sale confesiuni lucra fara nicio metoda si oriunde.

Tot anul acesta sarbatorim 130 de ani de la nasterea lui Traian Lalescu — *’0 culme a culturii
romanesti’’, un roman cu reputatie internationald care a frecventat la Sorbona aldturi de Spiru Haret
cursurile lui Poincare. O descriere Tn amanunt a personalitdtii artistice a lui Henri Poincare facuta de
Traian Lalescu se gaseste in Convorbiri literare, anul XLVIII, 1913. Astfel, dupa Traian Lalescu,
Poincare : “era un barbat de staturda mijlocie, cu spatele incovoiat, si hasul congestionat, excesiv de rosu;
distrat pana la exces, fara ordine In conversatia zilnica si ca atatia mari savanti fara vocatie de profesor
stralucit. Chiar Tnsasi opera sa este adesea incompleta si nesuficientd, fara meticulozitate stiintifica, astfel ca
toate lucrarile sale au fost reluate, dar, rareori s-a Tnselat in enuntarea rezultatelor generale care reprezinta
capitole intregi din variatele ramuri ale stiintelor matematice. Nu-i placea sa cizeleze si sa epuizeze un
rezultat obtinut.”

’Era un artist Tn Tntelesul superior al cuvantului’’, >’omul tuturor intuitiilor’’, *’o jertfa constienta si
mareata pe altarul stiintei omenesti!”’, iar in sufletul sau zbuciumat, licarea flacara genialitatii creatoare’’.

Bibliografie:
1. Smaranda Ecaterina Lalescu, Traian Lalescu — un nume peste ani, Curtea Veche Publishing,
Bucuresti, 2007.
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,» Inteligenta nu este vorbire si rationament de logica;
este patrundere si convingere.”

Thomas Carlyle

Articole si note matematice

Inegalitati n triunghi
de prof. dr. Mihdly Bencze, Brasov

Tn acest articol prezentam trei teoreme care genereaza o clasa de inegalitéti valabile intr-un triunghi
oarecare (vezi 1).

Teorema 1. Dacd M este un punct in planul triunghiului ABC, atunci aMA? sRr, unde
A, B,,C, sunt mijloacele laturilor BC,CA, AB.

Demonstratie. Daca u,v,w C, atunci se stie ca

U vu v v wv w2 wuw u’ (U v)v wy(w u).
. b ¢ c a ab
Fie A(a),B(b),C(c), A > , B, 2 ,C, > M (2).
Dacé consideram u z a,v z b,w 2z c,inidentitatea mentionatd mai sus, atunci dupa trecerea la

modul obtinem c&

4 b a

abc

: 20 b g eme %, SRr.ie,QED,

Teorema 2. Daca M este un punct in planul triunghiului ABC, si A, B,;,C,sunt mijloacele

2 4 2p2,2
laturilor BC,CA, AB, atunci a'MA STRT

F(a) F(a)
Demonstratie. Din inegalitatea lui H. Bergstrom si teorema 1 deducem ca
2p A4 2 2 2p2,2
a’Mm aM
A A SR , i.e., Q.E.D.
F(a) F(a) F(a)
Teorema 3. Daca M este un punct in planul triunghiului ABC, si x,y,z 0, atunci
X MA a’yz’
F(a) x°  F(a)
2yz
Demonstratie. Tn 2 , la pagina 16 se aratd cd&  XMA? , de unde folosind din nou inegalitatea
X
x2MA* xMA? 2 atyz’
lui H. Bergstrom, obtinem ca 5 ,i.e., Q.E.D.
F(a) F(a) X F(a)

Bibliografie:

1. Colectia Octogon Mathematical Magazine (1993-2011).

2. Gheorghe Stoica, Marin Stoica, O relatie metrica in triunghi si aplicatii ale ei, Revista de Matematica
din Valea Jiului, nr. 1, 2009, 10-20.
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Rezolvarea unei probleme de loc geometric
de Titu Zvonaru, Comanesti

Nota de fatd este o continuare a articolului din 1, si are ca scop prezentarea unui exemplu de
abordare concreta a unei probleme de loc geometric.\VVom rezolva urmatoarea:

Problemd. Pe laturile [AB]si [AC] ale triunghiului ABCse iau punctele variabile
M si N astfel incit BM CN .S& se determine locul geometric al mijlocului P al segmentului
MN dacaM si N sunt de aceeasi parte a lui BC.(Vasile Pop, Concursul liceelor partenere cu
Universitatea Tehnica din Cluj-Napoca, 2010 — enunt partial).

Rezolvare:

Fard a restrange generalitatea putem presupune AB  AC (cazul
AB  AC este usor de analizat). Notdam, ca de obicei, AC bsiAB c.
Etapa 1. “Ghicirea locului”. Luand BM CN 0, rezultda imediat ca
mijlocul  laturii  [BC](fie  Sacesta) apartine locului. Daca
BM CN c, deducem ca punctul Qsituat intre Asi C si pentru care

AQ uapart,ine locului. Dacd luamBM CN b, mai obtinem un

punctT , situat pe dreaptaAB(cu AintreBsiT), pentru care

b ¢
avem AT T.Deoarece Figura 1

B u BS SC,QC u,avemE SB QC 1si conform reciprocei teoremei lui Menelaus
TB SC QA
( ABCsipuncteleT,Q, S ) rezultd coliniaritatea punctelor T,Q si S . Presupunem ca locul geometric cautat

este o dreaptd, si anume TS. Deoarece  AQT este isoscel si mM(xBAC) 2m(«xATQ)
% m(xBAC) m(xATQ), rezultd ca dreaptaTS este paralela dusd prin mijlocul laturiif BC] la

bisectoarea interioara a unghiului <<BAC .
Etapa 2. Trebuie sa demonstram ca orice punct al locului se afla pe dreaptaTS . Notind BM CN :

avemTM TA AM b_2(: (c ) bCTZ, QN QN NC bCTzsi obtinem
usor TA PM ON 1. Rezulta ca punctul P este situat pe dreapta TS . Daca punctul M este astfel incat
T™M PN QA

sdaavemordinea A M Tsau A T M, calculele sunt similare.
Etapa 3. Trebuie sa demonstram ca orice punct al dreptei TS apartine locului, cu alte cuvinte, trebuie ca
pentru orice punct P de pe dreapta TS sa gasim punctele M si N pe dreptele AB,respectiv AC astfel incat
BM CNsi Pe mijlocul luiMN . Deoarece demonstratia din
etapa 2 nu ne ajuta la gasirea punctelor M siN, vom folosi o
constructie ajutdtoare: paralela prin Cla dreapta TS intersecteaza
prelungirea laturii[ AB ] in punctul F .

Deducem usor ca ACF este isoscel cu AC  AF si
caT este mijlocul lui [ BF ]. Fie P un punct situat pe dreapta TS , de
aceeasi parte a dreptei BF ca si punctul C . Luam pe
semidreapta (CF un punctC astfel incst CC ~ 2PT . Paralela
prinC la AC intersecteaza dreapta BF Tn punctul N , iar paralela S
prin N la CF intersecteaza dreapta AC in punctul N . Figura 2
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NotimM NP[) AB. Rdmane sa demonstram ca punctele M, N sunt cele cdutate,
adicaBM CNsiPeste  mijlocul IuiMN.  Deoarece NCC N este  paralelogram  avem
NN CC 2PTsi cum TP|NN , din triunghiul MNN rezultd ci T este mijlocul luiMN si Pe
mijlocul lui MN . Folosind trapezul isoscel CFN N si faptul caT este atat mijlocul lui BF cat si mijlocul
luiMN deducem cdNC NF BM, adica punctele M siN sunt cele cautate. Dacd punctul P de pe
dreapta TS este de cealaltd parte a dreptei BF fatd de punctulC, constructia punctelor M siN este
asemanatoare, dar punctulC se alege pe dreapta CF astfel Tncat sia avem ordineaF C C .
Trapezul CFN N folosit Tn demonstratie este isoscel, dar NC siN F nu mai sunt laturile neparalele, ci
diagonalele egale ale acestui trapez.

Bibliografie:
1. Constatin Rusu, Aspecte referitoare la locurile geometrice, SM, nr. VIIl, 2011, 2-3.

Observatii asupra unor notiuni din geometria triunghiului
(m de prof. Constantin Apostol

Tn continuarea articolului din numarul trecut, analizim mai departe cazul in care un triunghi median

al unui triunghi dat este asemenea cu triunghiul dat.
Fie  triunghiul ABC, cu AB ¢, AC=b si BC = a, avand medianele

AA' m_, BB'=m,, CC' m,. Férd a restrange generalitatea, putem presupune cd a b ¢ si, deci,
au loc si relatiile m, m, m_.. Din faptul ca triunghiurile sunt asemenea, putem scrie egalitatile :

2 2 2 2 2 2
m m,2 m . - m; m b ¢ a
— —2 — de unde rezultd si egalititile : —*= —> —%, unde m’ el
c b a Cc b a 2 4
, a> ¢® b* . , a® b® c? . L
m, — si mg — ; avem, deci, egalitatile:
2 4 2 4

3 y y . o . . 3
i Deducem ca raportul de asemanare a triunghiurilor este > Din egalitatta —=——— 2
a

. 2a% 2b* ¢ 3 . . 22
rezulti —————— =, deci, 3a* 2a® 2b* c?, adic 2b*> a® c® sau b
4da 4
care exprima faptul ca numarul b este media patratica a numerelor a si ¢. Acelasi rezultat il obtinem daca
2 2
< s my, 3 m; 3 . y . .
prelucram egalitatile —> — sau >~ —. In plus, putem preciza ca are loc si egalitatea

, relatie

2
m _ . ,
m, % . Prin urmare, putem enunta si urmatoarea observatie :

,,» Daca un triunghi median al unui triunghi dat este asemenea cu triunghiul dat, atunci, in fiecare din
cele doua triunghiuri, o latura este media patratica a celorlalte doua laturi. ”
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T ) Probleme :
1) Se da triunghiul ABC, cu BC 82 cm, AC =10 cm, AB = 6+/2 cm.
a) Calculati lungimile laturilor unui triunghi median al triunghiului ABC , aratati ca acest triunghi

este asemenea cu triunghiul ABC si determinati raportul lor de asemanare ;
b) Aratati ca in fiecare din cele doua triunghiuri, o latura este media patratica a celorlalte laturi.

Solutie :
a) Notand BC = a, AC = b, AB = ¢ si, tindnd seama de teorema medianei, putem scrie egalitatile :
, b> ¢® a® , a® ¢ b* , a’® b* ¢ .
N , My —, m; —, unde m,, m_, m_ sunt lungimile
2 4 2 4 2 4
medianelor triunghiului ABC, duse din A, din B si, respectiv, din C. Asfel, obtinem :
100 72 128

m

mi T T 54 mé1 \/5—4 3\/6 cm,
m’ —1282 72 % 75 m, 75 5V3cm;
m? w % 96 m, 96 46 cm.
Verificdm daca laturile omoloage ale celor doua triunghiuri sunt proportionale :
. v H . ma mb mc
Din faptul cd& a b c m, m, m,, asadar, vom scrie : 5 2
c a

36 53 46 V3 3 B
‘62 10 82 2 2 2
J3

asemanare, fiind — .

de , deci, cele doua triunghiuri sunt asemenea, raportul lor de

b) Tn general, daca un triunghi median al unui triunghi ABC este asemenea cu triunghiul ABC, au

2 2 2
... M m m m .
loc egalitdtile : — —> —=, deunde: —* —2" >, adica :
c b b a

a C
b? ¢ a* a® ¢* b® a* b* c?

2 4 2 4 2 4 2b° 2¢2 a® 2a® 2¢2 b® 2a® 2b® ¢?

¢’ b? a’ 4c? ap? 4a?
3 8.2 b2 C2 2 2 2 2 5
PO § Din %4# % deducem 2b> 2¢? a? 3¢ b2 A_°© , deci,
a c c
a® ¢’ m: m?

. Din asemanarea triunghiurilor, rezulta ca are loc si egalitatea m, >

2) a) Tn triunghiul dreptunghic ABC, cu m(,&) 90°, notdm cu a, b, ¢, lungimile laturilor (BC),
2 2

(AC) si, respectiv, (AB). Aratati ca, daca b

, atunci un triunghi median al triunghiului

ABC este tot dreptunghic ;

b) Aratati ca cele doua triunghiuri sunt asemenea si determinati
raportul lor de asemanare.
Solutie: a) Din faptul ca triunghiul ABC este dreptunghic in A,

.oal
(A 2.

: b’

2
Din triunghiul ABB' BB” ¢ c? %(2).
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2 2 2
c 2 Cz a b ¢ az bz Cz
Din triunghiul ACC', CC”? b* =~ b®> = (3). Din 2’ ol
4 2b®> a* ¢?
2
ane 3
4
a® 3’ . . . , 62
02 , si, tinand seama de (1), (2) si (3), deducem ca au loc egalitatile: BB' T,care
c
2
CC*? 9L
4
S .. 9¢® 6¢° 3¢’ NN e
verifica relatia lui Pitagora, cacLT e T,ceeace pune n evidenta faptul c& un triunghi median al

triunghiului ABC, este dreptunghic.

b) Dinfaptulcda b c, AA' BB' CC'.DinAA BE Cc,éci,
c a
NN

2 2 2 BB

%
2 2 2 oL ..
— ——, deducem ca triunghiurile sunt asemenea, raportul lor de
c /2 /3 2 2 2
RRES
2

asemanare fiin

Bibliografie:
1. Lalescu Traian, Geometria triunghiului. Editura Tineretului, Bucuresti, 1958 .

2. Lalescu Traian, Geometria triunghiului. Editura Apollo, Craiova, 1993 .

Tnci patru demonstratii ale problemei L:155
din Sclipirea Mintii nr. VII, 2011

de D.M. Batinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau

Tn 1 se dau problemei L:155 din SM nr. VII, 2011 sase solutii. Tn lucrarea de fati ne propunem sa
prezentam patru demonstratii noi ale unei generalizari a acestei probleme.

n

Generalizare. Dacan N~ 12 ,a R ,bcd,x, R", k 1n, X, X, , §i
k 1
"aX, bx n n
cX, dmaxx,,atunci: (N)V, » % (an_b) :
lkon w1 CX,  dx, cn d
Demonstratia 1. Avem:
2 2
" " laX, bx (€ BS)
an b?X? ax, bx, —t—% JaX, bx, cX, dx,
K1 cX,. dx

€8BS max, bx "

acX? bc ad X x, bd¥
1 CX, dXe g

an b?X?2

\Y

n

acn bc ad X? bd x]
k 1
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dec t media aritmeticd, rezulta

Deoarece  media patraticdi este mai  mare
2
" 1 " X2 - n b? n b)n
;D X, . Deci, obtinem ca:V, an_b bd (a t;) , c.c.t.d.
k1 N n acn bc cd — O
n
"aX, bx, " aX, bx, ’
Demonstratia 2. V, n k n K , de unde conform inegalitétii lui
k1 CX, dx, . cX, dx, aX, bx,
n 2
ax, bx, )
! an b “X?
Bergstrom, deducemca: V,  — - —
acX? bc ad X x, bdx) acn bc ad X? bd x}
k 1 k 1
2
: an b (an b)n,q.e.d.
acn® (bc ad)n hbd cn d
Demonstratia 3. Consideram trinomul:
2
"o JaX, Dbx
T —t—k Uy JaX, bx, cX, dx
w1 (X, dx,
"aX, bx n n
—n kK y? 2 aX, bx, U aX, bx, cX, dx,
1 X, dx, k1 k1
"aX, bx n n
—n —k y? 2 aX, bx, U acX? bc ad X,x, bdx] .
1 CX, dx, k1 k1
Deoarece, valorile trinomului sunt T, (u) 0, u R, rezultdcd 0, adica:
n 2 n n
aX, bx
aX, bx, —n "k ax? bc ad X, x, bdx;
k1 1 CX, A s
n 2
aX, bx
" ax, bx, 1 an b?ZX2
k1 CX,,  dX, " 2 2 2 2 "2
acX, (bc ad)X, x, bdx, acnX; (bc ad)X; bd x,
k 1 k 1
n X2
Apoi, deoarece, xf L obtinem ca:
k1 n
" ax, bx an b?X? (an b)’n (an b)’n  (an b)n
acn® (bc ad)n bd (an b)cn d) cn d

o e e (bc ad) bd X?
n

Demonstratia 4. Consideram vectorii X,y R", unde:
« axX, bx, [aX, bx, axX, bx, .
cX, dx, \cX, dx, \cX, dx,

y JaX, bx cX, dx ,/aX, bx, cX, dx, ..,/ aX, bx, cX, dx
X vl %y R sau

n

Conform inegalitatii Cauchy — Buniakovski Schwarz, adica: (X, y)
n 2

et BEME Can T aem

k 1 k 1 k 1
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AM  constant si L, . Intuim ca perpendiculara in punctul M pe dreapta AB pe care 0 notam cu
d este inclusa in L,,.
Demonstrayie. Fie M un punct arbitrar luat pe dreapta d = Cu teorema lui Pitagora avem:
MM ? MA* AM * MB?> MB? MA*> MB* MA*> MB? k
M L, decid L,.Incontinuare demonstramca L, d.
Fie punctul M L, MA? MB? k. Ducemdin M o perpendiculara pe AB si notdm cu M piciorul

s&u.Tn triunghiurile dreptunghice M MAsi M MB aplicand teorema lui Pitagora obtinem:
MM MA*> AM ? MB? BM ? AM BM AM? BM? k
1

v LA X ot AM AM MM L, d.
2 AB

Tnconcluzie L,, d.

Observatii. a) Daca m( B) 90° L, d perpendicularain B pe AB;

b) Daca m( B) 90° L, d perpendicularain M pe AB,undeB AM
2)Cazulk 0 MA MBsiconformcu L, M este mediatoarea segmentului AB .
3)Cazulk 0 M ( ,A,setrateazd cain cazul 1 si obtinem:

pentru m( A) 90°,L,, d =perpendicularain M pe AB,unde M  (AB).

pentru m( A) 90°,L,, d =perpendicularain Ape AB.

pentru m( A) 90°,L,, d =perpendicularain M pe AB,unde A (MB).

Tn concluzie, pentru orice k R, multimea L, este o perpendiculara pe dreapta AB .

Analitic. Luam ca axd Oxdreapta ABsi ca axa Oymediatoarea segmentului AB (vezi
fig.2). A( a,0),B(a,0),M(X,y), iar cu formula distantei avem:

MA? MB? k x L constant, care este ecuatia unei drepte perpendiculare pe AB pe care o

4a
notimcu d .Amardtatcd M L, M d,decil, d.

Demonstramca d L.

Pentru M d M 4L,y ,de unde obtinem cd MA> MB? k M L.
a

n concluzie L,, d.

Bibliografie:
1. Constatin Rusu, Aspecte referitoare la locurile geometrice, SM, nr. VI, 2011, 2-3.

“ Exista trei metode de a invata intelepciunea: prima este prin reflectie, metoda care este cea
mai nobila din toate; a doua este prin imitatie, metoda cea mai facila; si a treia prin
experienta, metoda cea mai amara din toate”.

Confucius
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A Nesbitt — Cesaro Collaboration
by Titu Zvonaru, Comanesti

In this short note we prove that the following inequalities
XY 23 (Neshity)
y z 7z X Xy 2
X yy zz X 8xyz (Cesaro)
forany x,y,z 0, are equivalent.
We use the following

Lemma. If a,b, c are real numbers, then
2a(a b)(a c¢) 2b(b a)b c) 2c(c a)ic b) 3(a b)b c)(c a)
(22 b c)a 2b c)a b 2c) 8@ b)(b c)(c a).
Proof. Wedenote s a b c.Since(a b)(a c) as bcand
(@ b)(b c)(c a) (ab bc ca)s abc,wehave
2a(a b)(a c¢) 2b(b a)(b c) 2c(c a)(c b) 3(@ b)(b c)(c a)
2a’s 2abc 2b’*s 2abc 2c’s 2abc 3(ab bc ca)s 3abc
2s(a®* b*> c¢?) 3(ab bc ca)s 9abc 2s(a b c)* 2(ab bc ca)
3(ab bc ca)s 9abc 2s® 7(ab bc ca)s 9abc,and
(22 b c)a 2b c)a b 2c) 8@ b)b c)(c a)
(s a)(s b)(s c) 8@b bc ca)s 8abc s® (a b c)s* (ab bc ca)s abc
8(ab bc ca)s 8abc 2s° 7(ab bc ca)s 9abc,and the lemma is proved.
Let a,b, c be real positive numbers. Using the lemma, we can write
a b C 3
bccaab 2
2a(a b)(a c) 2b(b a)(b c) 2c(c a)(c b) 3@ b)b c)(c a) O
(2a b c)a 2b c)a b 2c) 8a b)b c)(c a) O,
and the last inequality is Cesaro’s inequality applied to the numbers @ b,b c,c a.

in figurile de mai jos sunt prezentate din lateral patru sciri formate din atatea blocuri de piatra
cate se vad in figura avand respectiv 2, 4, 8, 16 trepte. Respectand regula dupa care s-au construit
primele patru scari puteti spune din cate trepte si cate blocuri de piata este formata a zecea scara?

1 2 3 4 . 10

2 trepte 4 trepte 8 trepte 16 trepte
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,» Un gand mare la 0 minte mica e ca un
strasnic comandant la o oaste de netoti”.
Nicolae lorga

Examene si concursuri

CONCURSUL JUDETEAN DE MATEMATICA
SCLIPIREA MINTII

5 Noiembrie 2011 Editiaa VI-a

Tn data de 5 Noiembrie 2011 la Grupul Scolar ” Costin Nenitescu” Buziu a avut loc a sasea editie a
Concursului Judetean de Matematica ,, Sclipirea Mintii” , concurs la care au participat peste 200 de elevi de
la 14 scoli si licee din judetul Buzau. Subiectele date va sunt prezentate in cele ce urmeaza:

Clasaa V-a
1. Ardtaticanumarul 1l 2 3 .. 2010 2011 2010 2009 .. 3 2 1leste patrat perfect.
(R.M.T. nr. 2/2011, Neculai Stanciu, Buzau)

2. Determinati toate numerele de doua cifre care sunt egale cu suma dintre rasturnatul lor si triplul sumei
cifrelor lor. (R.M.T. nr. 3/2011, Mihai Vijdeluc, Baia Mare)

3. Adunand un numdr de doua cifre diferite, nenule, cu rasturnatul sdau, obtinem un numar de doua cifre
egale.Care este cel mai mare numar cu aceasta proprietate? Dar cel mai mic?

(R.M.T. nr. 2/2011, Constantin Apostol, Rm. Sarat)
ClasaaVl-a
1. Ardtati ca nu exista numere naturale a,b,c,d care sa verifice relatia

a’h ab® c’d cd® 2011.

(R.M.T. nr. 3/2011, Dragos Constantinescu, Ramnicu Valcea)
2. a) Precizati cate numere naturale sunt divizori ai numarului 1225. Scrieti multimea divizorilor naturali ai
acestui numar.

b) Aratati c& numarul 1205 are un numar par de divizori naturali.
(Constantin Apostol, Rm. Sarat)
3. Pe o dreptd, se considera punctele A, B, C, D, E si F, in aceasta ordine. Precizati daca :
AD BE CF AE BF CD (Constantin Apostol, Rm. Sarat)

Clasaa Vll-a

I —_ .. . X Z X Z
1. Determinati numerele Xyz stiind ca 15y y .

9 6
(R.M.T. nr. 2/2011, Mircea Mario Stoica,Arad)

... » 503 . i - . y . .
2. a)Aratati ca @ este cea mai mare fractie subunitara care se poate scrie ca suma de trei fractii de forma

% % % ,unde a,b,c,d,e, f sunt nume de céte o cifra, diferite de zero;
Calculati numerele a,b,c,d,e, f de lapunctul a) .

(Neculai Stanciu, Buzdu si Titu Zvonaru, Comanesti)
3.Intr-un triunghi dreptunghic, masura unui unghi este de patru ori mai mare decat masura altui unghi.
Determinati masurile unghiurilor triunghiului.

(R.M.T. nr. 2/2011, Constantin Apostol, Rm. Sarat)
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Clasa a Vlill-a

1. Rezolvati ecuatial 3 5 .. x 9%, (R.M.T. nr. 2/2011, Luca Tutd, Buziu)
2 2

2. Aratati ca dacd a,b,c 0, atunci: 2a b c.

c
(D.M. Batinetu — Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau)

C \/§1§iac J§.
a 2 b

w

. Fie numerele reale pozitive a, b, c, astfel incét,

I .a b
a) Determinati valoarea raportului ——;
c

b) Aratati ca a, b, ¢ pot fi lungimile laturile unui triunghi ;
c) Determinati masurile unghiurilor triunghiului de la punctul b).
(Constantin Apostol, Rm.
Sarat)
Clasa a IX-a Profil tehnic

1. a) Sd se calculeze va> b? unde a=145sib=10,5;

b) Sa se determine a,b R astfel incat \/3\/5 \19 8\/5 \/5 1 i a b\/§;

(2x 1°* (2x 1°
(2x D> (2x DE2x 1) (2x 1)?
3.Fie a,b,c,d R astfel incata+b+c+d=1.S4ase arate ci

Jda 1 Jab 2 Jac 3 J4ad 4 9
Clasa a 1X-a Profil Economic
1. a) Sase calculeze va® b?unde a=14,5sib=10,5;

b) Sé se determine a,b R astfel incét \/3\/5 V19 8/3 31 i a by3;

(2x 1°® (2x 1°
(2x D* (2x DE2x 1) (2x 1)°

2. Sé se arate cd expresia E(X)

nu depinde de x;

2. Sa se arate ca expresia E(X)

nu depinde de x;

2 2
3.Dacd a,b R*si 9 Z—z b—z 42% b 67 0.Sdsearatecd 6a b(7 Jﬁ)sau
a a
6b a(7 +/13).

Clasa a X-a Profil Tehnic

1.Fiea Ig2sib 1g3.Sdsedemonstrezeca (2 2a)log,;12 2a b;
2. Sésearatecé\/z log, \/y \/3 log,¥x 2 x y, xy R 1

3

3 2 2

3xyz (x y 2)(X* y* 7 xy yz 1X);

1 .

3. a) S& se demonstreze relatia x° y* z

b) Sa se rationalizeze numitorul fractiei
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Clasa a X-a Profil Economic

1.Fiea Ig2sib 1g3.Sdsedemonstrezeca (2 2a)log,;12 2a b;

Z.Sésearatecé\/Z log, /Y \/3 log,¥x 2 x vy, xy R 1

3. a) Sa se demonstreze ca 4 > 6 9; b)Sasearate ca 3/2\/? 33 3/2\/7 W3 V3

Clasa a XlI-a Profil Tehnic, Economic

2x 1 9

1. Se considera matricea A(X) X X X . Sd se calculeze A(1) + A(2) + ...+
2" Iogzmz_ szon
x 1
A(2011).
2tg8x 25in6x
lim

2.Sisecalculeze 0tg4x Sin3x;

/2
3. 5S4 se determine a,b IR astfel incat lim X > 2x_a b 1
x 2 xX° bx 6 3
Clasa a XlI-a Profil Stiinte
X 2x 1 e
1. Se considera matricea A(X) ) X L Sa se calculeze A(1) + A(2) + ...+ A(2011).
2 IogZOlZ_ C2011
X 1
2th>< 25in6x
im—
2. Sisecalculeze * °194x sin3x.
1 1
3.Fiek Rsifunctia, f:R R, f(x) 2XVx(Wx* 1 X) Sé se
Jx 1 Wx 1
calculeze lim f(x);
Clasa a Xll-a Profil Tehnic, Economic
dx L cos2x 3

1.Sasecalculeze: ) ———,x (& ); b) ———dx; X —,—).
) x X2 1 &0 sin® x cos® X ( 2 2)

2. Sa se determine a,b R astfel incat F sa fie primitiva unei functii f:
ax b
inde F:R RF(x) X 1 :
Jx® 6x 9,x0
1 3

3. Se considera matricea A 3 9 simultimea G X(a) |1, aA|a R .

< < 1 VN N . i .
a) Sa se arate ca H X@)a R E este parte stabila in raport cu Tnmultirea matricelor si ca

X(a) X(b) X(a b 10ab);
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b) Sa se calculeze X (——) X(—) .... X(—).
) (100) (100) (100)
Clasa a Xll-a Profil Stiinte
1. Sd se calculeze : a) L X @& ); b) %X;X ( =—2);
X Jx2 1 sin® 2x 2 2
2. Sd se determine a,b R astfel incat F sa fie primitiva unei functii f:
ax b

unde F:R R,F(x) x* 1 ;
Jx? B6x 9,x0

3. Pe multimea R se defineste legea de compozitie prin xoy 2xy 2x 2y 3.

a) Calculati XoXo........ o X . Generalizare.
2011 termeni
b) Pe tabla sunt scrise numerele -2011, -2010, ...0, 1, 2, ...,2010, 2011. Se sterg doud numere a si b si in
locul lor se scrie numarul 2ab -2a -2b +3. Se continua acest procedeu pana cand pe tabld ramane un
singur numar. Care este acest numar ?

Rezolvarile subiectelor se gasesc pe www.liceulnenitescu.rdsbz.ro

Rezultatele elevilor de la concurs:

Clasa a V-a: Premiul I, Coman Camelia, Scoala nr.1 Rm.Sarat; Premiul 11, Pascu Bogdan,Scoala nr. 2
Buzdu, Vasile Rucsandra, Zota Maddlina, Scoala nr. 15 Buzau; Premiul 111, Andrei Maria, Manolache
Cristian, Scoala nr. 1 Rm. Sarat;

Clasa a VI-a : Premiul I, Burada Andrei,Scoala nr.15 Buzau, Premiul Il, Jercan Adrian, Scoala nr. 1 Rm.

Sdrat, Vasilache Violeta Cétalina, Scoala nr. 5 Rm. Sdrat, Premiul 111, Micu Octavian George, Scoala nr. 1
Rm. Sarat, Gheorghe Laura, Scoala nr. 5 Rm. Sdrat.

Clasa a Vll-a : Premiul I, Banica Mihaela, Scoala nr. 1 Rm. Sarat, Premiul 11, llie lonut, Scoala nr. 1 Rm.
Sarat, Premiul 111, Mihai Andrei, Scoala nr. 1 Nehoiu;

Clasa a VIll-a : Premiul I, Buterez David, Scoala nr. 5 Rm. Sarat, Premiul I, Spinu Cristina, Scoala
Smeeni, Premiul 111, Mancu Oana, Scoala nr. 15 Buzau, Neacsu Karina, Scoala nr. 1 Rm. Sarat;

Clasa a IX-a , Tehnic: Premiu I, Ciopec Corina, Premiul Il, Panaet Florentina, Premiul 111, Dragomir
lonut, Grup Scolar ,, Costin Nenitescu” Buzau, Mateescu Marijana, Liceul de Artd ,, Margareta Sterian”;
Clasa a IX-a Economic: Premiul I, Dinca Andreea, Premiul IlI, Pavel lulia, Premiul Ill, Antofie
Alexandra, Colegiul Economic Buzau;

Clasa a X-a, Tehnic: Premiul I, Pertea Larisa, Premiul I, Lica Adriana, Premiul 111, Docuz lonela, Grup

Scolar ,, C. Nenitescu”, Buzdu;

Clasa a X-a, Economic si Stiinte: Premiul I: Pascu Georgiana, Colegiul Economic, Lungu lonut, Colegiul
National ,,Mihai Eminescu, Premiul 11, Dragomir Liviu, Colegiul Economic;

Clasa a Xl-a, Tehnic si Economic: Premiul I, Nicolae Elena, Colegiul Economic, Premiul 11, Cristescu

Lavinia, Colegiul Economic, Barbu Elena, Gr. Sc. ,, C. Nenitescu”, Premiul I, Ispas Elena, Colegiul
Economic;

Clasa a Xl-a, Stiinte: Premiul I, Grecu Alexandru, Premiul Il, Diaconu Maria, Premiul 111, Hanganu
Raluca, Colegiul National ,, Mihai Eminescu” Buzdu;

Clasa a XIl —a, Tehnic si Economic:  Premiul I, Nicoleta Elena, Colegiul Economic, Premiul I,
Chirita Stefania, Premiul 111, Vlad lulian, Grup Scolar ,, Costin Nenitescu”;

Clasa a Xll-a, Stiinte: Premiul I, Nedelcu Diana, Premiul 11, Dobrescu Gabriela, Premiul 111, Vargau

Elena, Liceul ,,Stefan cel Mare”, Rm. Sarat.
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,» Nu solutia este cea care nu se vede, ci Tnsasi problema”.
G. K. Chesterton

Probleme rezolvate

INVATAMANT PRIMAR

¥ Determinati toate numerele naturale care impartite la 1961 dau restul de 400 de ori mai
mare decat catul.
Prof. Mircea Mario Stoica,Arad

Rezolvare: d 1961 c r, r1961 r 0;1;2;..1959:1960 ; Cumr 400c c¢ 0;12:3,4 .

Din cele de mai sus rezultd d  0;2361;4722;7083;9444 .

PFE. Suma a 63 de numere naturale diferite de zero este de 2011. Aratati c& cel putin doua
numere sunt egale.

Prof. Doina Stoica si Mircea Mario Stoica, Arad
Rezolvare: ~ Presupunem ca cele 63 de numere naturale sunt diferite iar cea mai micd suma posibild este

S 12 3 ... 6263 S 6364 :2 S 2016 2011. Asadar, cel putin doua dintre ele sunt
egale.

¥R Produsul dintre un numar de trei cifre si un numar de o cifra este 2012. Determinati
cele 2 numere.

Prof. Mircea Mario Stoica, Arad
Rezolvare: 2012:4 503 503 4 2012.Numerele sunt 503 si 4.

[PPE. Determinati doud numere naturale, a caror suma sa fie 109, stiind c3, daca-l1 impartim
pe primul la al doilea, obtinem restul 35 si, daca-l impartim pe al doilea la primul, obtinem
restul 37.
Prof. Constantin Apostol, Rm.Sarat
Rezolvare: Fie asi b, cele doua numere. Evident, ele nu pot fi egale, caci, atunci, resturile ar fi egale cu zero.
VVom deosebi doud cazuri :
)a b. Cu teorema Tmpartirii cu rest a numerelor naturale, vom avea :

a bc 35,unde, 35 bsi:

b a0 37,unde, 37 a,adici, b 37. Deducemcia 109 37 72.
I) a b. Cuaceeasi teorema, vom avea :
a b0 35 unde, 35 b,adicd, a 35,deci,rezulta b 109 35 74 si:
b ac, 37,unde, 37 a,adicd 37 35, ceea ce este fals, asadar, acest caz nu poate avea loc.

@¥245. Din dublul anului, Tn care a avut loc prima unire a tarilor romane, scadem anul care marcheaza
Ziua Nationald a Romaniei. Adaugam numarul abc si obtinem anul revolutiei din decembrie.

Determinati abc.”
Prof. Victoria Popa, Timisoara

Rezolvare: 2 1600 1918 abc 1989.
3200 1918 abc 1989
1282 abc 1989

abc 1989 1282 abc 707.
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Clasa a V-a
2011n 41

G: 270. Aratati ca exista n astfel incat fractia “eon 1 sa fie reductibila.
n

Prof. Doina Stoica, Mircea Mario Stoica, Arad
Rezolvare:

Pentru n = 4 obtinem 80

815 care se simplifica cu 3.

G: 272. Aflati restul impartirii la 97 anumarului N 164899...9 .

2007 cifre
Prof. Tutd Luca, Buzau
Rezolvare: Observdm cd N 1 164900..0 1649 10®" 97 17 10°®"; deci N 1se divide cu 97.
2007
Atunci restul impartirii lui N prin97 este 97 1 96.

G: 273. Sa se afle numerele prime de doua cifre care impartite la rasturnatele lor care sunt
prime dau catul si restul tot numere prime.
Prof. Gheorghe Ghita, Buzdu

Rezolvare: Din teorema Tmpartirii cu rest avem:ab baq r,0 r ba,cu ab,ba,q,r numere prime, de unde

rezultd ca ab ba, si atunci ab {31,71,73,97}. Efectuand impartirile, avem: 31 13 2 5; 71 17 4 3;
73 371 36;97 791 18;

Tn concluzie, existd un singur numér de doud cifre 31 care Tmpartit la rasturnatul sau 13 da catul 2 si
restul 5, toate numere prime.

G: 274. a) Precizati cate numere naturale sunt divizori ai numarului 1225. Scrieti multimea
divizorilor naturali ai acestui numar.

b) Aratati ca numarul 1a05 are un numér par de divizori naturali.
Prof. Constantin Apostol, Rm. Sarat
Rezolvare: a) Cum 1225 5° 7%atunci numérul divizorilor naturali ai numérului 1225 este
(1225) (2 1)(2 1) 9 iar multimea divizorilor séi este D,,,,  1,5,7,25,35,49,175,245,1225

b) Se demonstreaza, fara dificultate, cad un numar natural are un numar impar de divizori
naturali daca si numai dacd numarul respectiv este patrat perfect.

Tn cazul nostru, numéarul 1a05, avand ultima cifra, 5, este divizibil cu 5, dar, penultima
cifra, fiind 0, numarul nu este divizibil cu 52, deci numadrul nu este patrat perfect. Asadar, numarul

1a05 are un numar par de divizori naturali.

G: 275.Fienumarul a 7 21 35 49 .. 1421.

a) Aratatica 3| a

b) Sa se determine cel mai mic numar natural de doua cifre b, astfel incat produsul a- b sa fie
patrat perfect. Prof. Valerica Rosu, Rm. Sarat
Rezolvar:.

aga 7@ 3 5 7 .. 203 a 7123 45¢6 .. 204 2 46 .. 204
7 ! 20; 204 2 L 1022 102 a 7 205102 103 102

a 7102 205 103 a 7102 102 a 7 102° . Cum 3 1l divide pe 102, rezulta c& 3 1l
divide pe a. by b 72° 74 28 Db 28.
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G: 276. S& se arate ca existd numerele naturale nenule, x, y, z astfel incat x* y* z° 2016°
Prof. Ana Panaitescu, Rm. Sarat

Rezolvare: ~ Cum 2016 9 224 2016° 9° 224°.  sScriind 9° 1° 6° 8  atundi,

2016° (1° 6° 8°) 224° (1 224)° (6 224)° (8 224)°. Rezultd x =224,y =1344 si z =1792.

G : 277. Fie numarul a =1234567891011...2012, unde cifrele sunt obtinute, scriind numerele
naturale de la 1 la 2012. Care este a 2012- a cifra ?

Prof. Cornelia Gurau, Moinesti, Bacdu
Rezolvare : Dela 1 la 9 sunt 9 cifre. De la 10 la 99 se folosesc 180 cifre. De la 100 la 699 se folosesc 1800
cifre. 2012-(9+180+1800) = 23; suntinca 23 de cifre din numere de céte trei cifre .
De la 700 la 706 se folosesc 21 cifre si ultimile doua cifre sunt 7 si 0. Deci a 2012 —a cifrd a numarului este
a doua cifrd din numarul 707, adica O.

G: 278. Aflati a,b,c,d N* astfel incatsdavem a® b® ¢ dd.
Prof. Nicolae lvaschescu, Craiova

Rezolvare: Deoarece 5° 100si 2 4° 100, dand valori lui a,b,c, obtinem solutiile :
(11,46),(1416),(4116),(1339),(3139).,(3315),(2349).(2439).(3429),3249),
(4239),(4329 '

Clasa a Vl-a

G: 279. Rezolvati in multimea Z Z ecuatia xy 7x 6y 52.

Prof. Doina Stoica, Mircea Mario Stoica, Arad
Rezolvare: xy 7x 6y 52 xy 6y 7x 42 10 (x 6)(y 7) 10.

Cum (x 6,y 7) (10; D,( 5 2),( 2 5,( 1 10),(10),(2;5),(5;2),(10;1) rezultd multimea
solutiilor S ( 4; 8),(L 9),(4 12),(5; 17),(7;3),(8; 2),(1% 5),(16; 6)

42 a 388
G: 280. Sa se arate ca zz 2b 7 b* 2 ab N

2 b 363 ba 3291 !

Prof. luliana Trasca, Scornicesti, Olt

Rezolvare:
742 72 2 4921 2
7% 3% 2a 2b 7% 2ar2p 3 22 W T,
38 3 21 o721t 22 2b 3
2%8 4 7 16% pt %8
N bt p¥8opr 32l _ ‘1 @)
391 g0 97 2797 b* 3

2a 2b 7% bp* 2%

Din (1) si(2) avem : .
n)si@)avem: g b g

G: 281. Tntr-o lun& oarecare, diferita de luna februarie, trei duminici cad la date cu sot. Tn ce
zi a saptamanii cade data de 25? Prof. Tutd Luca, Buzdu
Rezolvare: Daca trei duminici cad la date cu sot, rezultd ca Tn luna respectiva sunt cinci duminici; prima din
ele a fost pe data de 2; a treia pe data de 16, iar a cincea pe data de 30. Rezulta ca data de 25 a fost marti.
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G: 222. Sa se determine cel mai mare numar natural npentru care urmatoarea problema are
solutie unica: “Bogdan, Nicu si Titu au impreuna n mere. Aflati cate mere are fiecare dintre
ei, stiind ca Nicu are de trei ori mai multe mere decat Bogdan, iar Titu are mai multe mere
decéat Bogdan si mai putine decat Nicu.”

Titu Zvonaru, Comanesti si Neculai Stanciu, Buzau
Rezolvare: Notand cu anumarul de mere ale lui Bogdan, rezulta ca Nicu are 3a mere, iar Titu are
n 4amere. Conditiile din problema sunt indeplinite dacdi a n 4a 3a 5a n 7a, adica aeste

. . . o . N
. Acest interval contine sigur doua numere naturale daca 2,

o - n
un numar natural din intervalul E 7

75
adica n  35.
Pentru n 35, intervalul 5,7 contine doar numarul natural 6, si deci valoarea maxima pentru n este 35.

Observatie. Nu pentru toate numerele n 35 problema are solutie unica; de exemplu, pentru

. 15 15 L y . . 34 34 .
n 15intervalul 7€ nu contine niciun numar natural, iar pentru n 34, intervalul 7€ contine
numerele naturale 5 si 6.

G: 283. Sa se rezolve ecuatia:
x (x Dx (x Dx* .. (x Dx" 2011"''n N",x N*\ 1 .

Prof. Constantin Rusu, Ramnicu Sarat
Rezolvare: Dupa desfacerea parantezelor obtinem x"* 2011" !, deci x 2011.

G : 284. Aratati cd numarul a 444..4222..2 666...6 este patrat perfect, n N .
_

n cifre n cifre n cifre
Prof. Marin Simion, Ramnicu Sarat

Rezolvare :
444..4 10" 222..2 666..6 44..4 10" 22.2 22.2 44.4 44.410 44..4 44..4 @o" 1

n n n n n n n n n n cifre
444..4 (1000..0 1) 444..4999.9 411.1911.1 36 111...1° (6 111...1)2 666...6° .

n n zerouri n n n n n cifre n cifre n cifre
Am obtinut cd a=666...67, deci este patrat perfect.

n cifre

G: 285. Gasiti a,b N*, a bastfel incat 2011 a* b’. Prof. Nicolae Ivischescu, Craiova

Rezolvare: Din 2011 (a b)(a b) a b 2011si a b 1. Adunand cele doud relatii obtinute
rezultd 2a 2012, adicd a 1006 dupicareseafli b 1005. Asadar, 2011 1006° 1005°.

G: 286. Un muncitor poate executa o lucrare in 6 zile, iar altul in 9 zile. Ei lucreaza impreuna
un numar oarecare de zile la lucrare, dupa care al doilea muncitor termina lucrarea in 4 zile.
Cate zile au lucrat impreuna muncitorii?

Prof. Lacrimioara Nastase, Padina, Buzau
Rezolvare: Notam cu 1 (un intreg) lucrarea si cu x numarul de zile Tn care muncitorii au lucrat impreuna.

. y 1 . . y 1 ~ y <
Primul lucreaza pe zi E din intreaga lucrare, iar al doilea lucreaza pe zi §d|n lucrare. Impreuna lucreaza pe

.1 1 5 y .
zi —+—=— din lucrare. Formam ecuatia: x
6 9 18

deci, au lucrat impreund, doua zile.

1 4£=1 5—X+i=1 cu solutia 2;
9 9 18 9

ol
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G: 287. Tn triunghiul ascutitunghic ABC, in care m(@) m(é) si M este mijlocul laturii

(BC), mediatoarea laturii (BC) intersecteaza dreptele ABsi ACin E, respectiv, F. Sa se
< . EF 1 .EA 1 . AF 1

arate cadaca — —, atunci— =si — —.
EM EB 3° AC 14

Rezolvare:  Fie N, mijlocul laturii [AC] atunci, [MN] devine linie mijlocie in triunghiul ABC cu

Prof. Constantin Apostol, Rm. Sarat

MN || ABsi MN % Triunghiurile  MNF si EAF sunt congruente (cazul ULU) deoarece

[MF] [EF]céci% % , MFN EI:A opuse la varf, FMN I@,alterne interne formate de

. . AB EA 1 . N <
paralele MN si EA tdiate de secanta ME. Asadar, EA MN — EB 3 Tot din aceasta congruenta,

2

deducem cd FN = FA si din AN = NC, rezulta % L

4
G: 288. Se dau punctele A, B, C, D, E coliniare luate in aceasta ordine, iar a, b, ¢, d lungimile
segmentelor [AB], [BC], [CD], [DE].
a) Daca a — 2011=b+2010=c — 2012=d+2009 , scrieti in ordine crescatoare a lungimile segmentele date.
b) Dacd AE = 100m, aflati lungimile segmentelor exprimate Tn cm.
c) Aflati lungimea segmentului [MN], respectiv [PQ], unde M, N, P, Q sunt respectiv mijloacele
segmentelor [AB], [BC], [CD], [DE].

Prof. Mariana Mitea, Cugir, Alba
Rezolvare: a) Din datele problemei se obtine a =b + 4021, c=b + 4022 si d= b +1. Atunci, b<d<a<c .
b) Daca a=b+4021, c=b+4022, d=b+1 , iar a+b+c+d=10000, rezulta 4b+8044=10000, de unde b=489,
a=4510, c = 4511, d = 490.
c) MN=(AB+BC):2=4999:2=2499,5 cm . PQ=(CD+DE):2=5001:2=2500,5 cm.

Clasa a Vll-a

2
G:289. Ardtatici 1959 — > 11 49 491

— = .. 196, unde n! 123 ..n,n N¥*si
21 31 4! 50!
o 1.

Prof. Mircea Mario Stoica, Arad
Rezolvare: Notam cu S membrul stang al inegalitatii de demonstrat. Cum pentru fiecare termen al sumei se

. n® n1 n(n 1) 1 1 1 §
poate scrie rezulta
(n D' (n Dn(n D! (n D! (n D! (n D!
S 1959 i1t 1 111 L1 S 1961 1 i.EsteevidentcéSl%l.
or 2t 11 3t 21 41 48! 50! 49! 50!

G:290.Sasearatecadacaa b ¢ d 201lunde ab,c,d R * atunci
2011 2011 2011 2011

16.
a b c d
Prof. Gheorghe Strutu, Buzau
perohare; 2011 2001 20U 200y 1L Ly gy 111
a b c d a b c d a b c d
g @b ca ad ¢b db dc .,
b a a ¢ d a b ¢ b d c d
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G: 291. Ardtati ca numarul +/2009%° 2010%" 2011°2 2012*°% 2013* este irational.

Prof. Gheorghe Darstaru, Buzau
Rezolvare: Ultima cifrda a numarului de sub radical este ultima cifra a sumei dintre ultimele cifre ale puterilor
sianume u(l+0+1+2+9)=u(13) = 3, ceea ce Tnseamna ca sub radical nu este patrat perfect.

G: 292. Determinati o proportie in care suma extremilor este 23 , suma mezilor este 17 si suma

patratelor tuturor termenilor este 578.
Prof. Marin Simion, Rm. Sarat

. a ¢ . .
Rezolvare: Din — —, conform enuntului avem :a+d =23 ,b+c=17si a®> b*> ¢* d* 578.

Conform proprietatii fundamentale a proportiei avem ad = bc .

a’> b®> 2ad 2ad b* c¢® 2bc 2bc 578;dara+d=23sib+c=17. Rezultd

23 2ad 17° 2bc 578 529 289 2ad 2bc 578 818 4ad 578
caiciad=bc ad bc (818 578):4 240:4 60.

Deoarece a+d = 23siad =60 rezultica a> d® 2ad 529 a* d* 2 60 529.
Obtinema® d® 409 a*> d® 2ad 289 (a d)* 17 [|a d|=17;dar
a+d=23deunderezultd cda =20 iar d = 3 sau a= 3 si d = 20. Analog se obtinecab=5si

c=12sauinvers: b=12sic=5. O proportie are forma: % %
« : . . - . . 2012x 1
G: 293. Sa se determine valorile lui X, numere intregi, pentru care fractia 2003 3 este
X

ireductibila.
Prof. Valerica Rosu, Rm. Sdrat
d/2012x 1  d[2013 2012x 1

d|2013x 2  d[2012 2013x 2
diferentalor  d| 2012 2 20131 d| 2012 2 2012 1 d[ 2012 1 d|2011.

Rezolvare: Fie d 2012x 1,2013x 2 , rezulta d divide

Cum 2011 este numar prim  d  1,2011 . Pentru d 1 fractia este ireductibild.
2011| 2012x 1
2011) 2013x 2
2012 2011k 1 1 2011 2012k 1 2012k 1
2013 2011k 1 2 2011 2013k 1 2013k 1

Tn concluzie fractia este ireductibila pentru pentru x 2011k 1, k Z\ 0 .

Pentru d = 2011, fractia este reductibila, 2011‘ x 1 k Z\ 0 , astfel

ncat x 2011k 1, pentru care fractia devine :

G: 294. Comparati numerele a /2009 +/2010si b /2008 +/2011.

Prof. Nicolae lvaschescu, Craiova
Rezolvare: A compara numerele a si b revine laa compara patratele lor.

Cum a*> /2009 +/2010 i 4019 242009 2010si b> /2008 +/2011 i 4019 242008 2011, ne

ramane sa comparam doar numarul /2009 2010 cu /2008 2011 echivalent cu a compara numarul
m 2009 2010cu numarul n 2008 2011 (2009 1)(2010 1) 2009 2010 2. Evident ca
mn a*b® ab.

O alta varianta de rezolvare a dat domnul Titu Zvonaru:

Fiem +2009 +2008sin +2011 +/2010.Avem
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V2009 2008 /2009 /2008 1 1
m i analog n .
2009 /2008 J2000 2008 00" 2011 2010

Rezultd imediat c& m nadicid ~/2009 /2008 /2011 +/2010 a b.

G: 295. Aflati aria triunghiului ABC stiind ca AB + AC = 20 cm si ca distanta de la intersectia
dreptei BC cu bisectoarea unghiului <<BAC la dreapta AB este egala cu 8 cm.
Prof. Lacrimioara Nastase, Padina, Buzau

Rezolvare: Fie D intersectia dreptei BC cu bisectoarea unghiului BAC , iar E, F picioarele

AB DE AC DF
perpendicularelor din D pe AB, respectiv AC. Az Ao Aunc CZ . Punctul D se afla

2

pe bisectoarea unghiului BAC DE=DF=8 c¢m, si inlocuind n relatia de mai sus, obtinem
Asc 4(AB AC) 80cm?.

G : 296. Tn interiorul dreptunghiului ABCD luam punctul P si construim in exteriorul siu
BT PB, AR APcuAR=PCsiBT=DP. Aratati ca PR =PT.

Prof. lon Radu, Bozioru, Buzau
Rezolvare : Notam cu E, F, G, respectiv H proiectiile punctului P pe laturile

[AB], [BC], [CD], respectiv [DA]si a PH, b PF, ¢ PG, d PE . © ¢
Se aplica teorema lui Pitagora in triunghiurile AEP, BEP, CPG, ABC s P ¢ b
rezultand relatiile PA> a® d?, PB® b*> d* PC* b* c?, H F

PD®> a® c?, deunde PA> PC?> PB® PD%. d
Aplicand din nou teorema lui Pitagora n triunghiurile PAR si PBT, din relatiile 5 E " B
PA> AR”* PR? PB® BT? PT? rezultdici PR PT.

R
G: 297. Sa se determine masurile unghiurilor unui triunghi, stiind ca T

trei dintre unghiurile sale exterioare au masurile proportionale cu
numerele 11, 11 si 14 si suma masurilor celorlalte trei, egala cu 330° .
Prof. Constantin Apostol, Rm. Sarat
Rezolvare: Fie ABC, triunghiul dat, unde A, B, C sunt masurile unghiurilor sale ; deducem ca
cele sase unghiuri exterioare au urmétoarele masuri: doud au 180° A, doui au180° Bsi doud au
180° C. Deosebim doud cazuri :
. 180° A 180° A 180° B 540° (2A B
Cazul | : Dacd A B, putem scrie : ( ) k , unde k se
11 11 14 36
determind tinand seama de faptul c& suma celorlalte trei unghiuri au suma masurilor egala cu 330°:

180° B 180° C 180° C 330° B 2C 210°.Dar,
(2A B) (B 2C) 2(A B C)

2180° 360° 2A B 360° (B 2C) 2A B 150° k w 10°50 . Imediat,
se obtin masurile unghiurilor triunghiului: A 60°50, B 28°20, C 90°50.
180° A 180° B 180° C
11 11 14
si 180° A 180° B 180° C 330° 540° 180° 330° 360° 330°,
ceea ce este fals, deci, cazul al doilea nu poate avea loc.
Observatie : Evident, putem schimba intre ele literele A, B, C .

Cazul Il: Daca A B C, putem scrie :
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G: 298. Se considera un segment [BC]pe care luam un punct D. Tn o

punctul Dse ridica perpendiculara pe segmentul [BC]. Fie M un punct variabil pe aceasta
perpendiculara. Daca BD 3cm, DC 12 cm, DM X cm, atunci se cere:

a) Pentru X 6 cm sa se afle raza cercului circumscris triunghiului BMC ;

b) Sa se afle valoarea lui X pentru care m(«<BMC) 90°;

c) S se afle valoarea lui X pentru care m(«xBMC) 90°.
Prof. Constantin Rusu, R&mnicu Sérat

Rezolvare: a) Se observd cd 6° 312 m(«xBMC) 90°(s-a utilizat reciproca teoremei Tnaltimii).
Notdm pozitia punctului M n aceastd situatie cu A (m(«<BAC) 90°).

b) Dacs M DA, A (DM) m(«xBMC) 90°, deoarece cu teorema unghiului exterior avem,
m(«<BAD) m(«BMD)si m(«CAD) m(«xCMD). De aici fnsumand avem
m(<BMC) m(«xBAC) 90%siin concluzie X 6,

c) Analog avem pentru M AD , m(«BMC) 90°si in consecintd x 0,6 .

G: 299. Fie triunghiul ABC cu m(ﬂ) 60°. Sa se arate ca lungimea Tnaltimii din varful A este

bc\/§
2a

data de relatia h, , unde notatiile sunt cele obisnuite.

Prof. Tuta Luca, Buzau

Rezolvare: Fie S aria ABC .Avem S ah, h, 25 h, S S bh Chc.
2 a a 2a
Darh, csin60° %g h, bsin60° # Reiah, DSY3 BeV8 1 bey3

2 2 2a @ 2a

Clasa a Vlll-a

G: 300. Rezolvati ecuatia H|x 1 2 2009\ 2008, x N.
Prof. Doina Stoica, Mircea Mario Stoica, Arad

Rezolvare: [x 1 2| 2009 2008 |x 3 2 2009 2008 (1) six 1 2 2009 2008 (2)

_ @:x 1 1 x 02
Din (1) rezultd: |[x 1 2‘ 1 si
®:|x § 3 x 24
: 4015
Din (2) rezultd ||x 1] 2‘ 4017 @: [ 1 X .
(b): |x 1 4019 x  4018;4020

Asadar, S 0;2;4; 4018;4020 .

G: 301.Sase arate ca x(x 10)(x*> 10x 36) 3240, x Q. Prof. Ligia Strutu,Buzau
Rezolvare: x(x 10)(x* 10x 36) 3240, x Q (x* 10x)*> 36(x* 10x) 3240, x Q
(x> 10x 18’0, x Q.

Dacd presupunem ci (x> 10x 18)> 0 x> 10x 18 0 x 5 7,5 V7 R\Q, asadar,

(x> 10x 18’0, x Q.
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G: 302. Sa se determine functia liniara f:R R, astfel incat sa aiba loc relatia :
f(3u v) f(u 3v) 8u 8v 6, 1n cazurile : 1) u este argument si v R;Il) v este

argumentsiu R.

Prof. Constantin Apostol, Rm. Sarat
Rezolvare: 1) Consideram ca functia, pe care trebuie sa o determinam, este definita prin legea de
corespondentd f(x) ax b.

Tncazull),avem: f(3u v) a(@Bu v) bsi f(5u 3v) a(5u 3v) b.Atunci,

fBu v) f(bu 3v) 8u 8 6 8Bau 4av 2b 8u 8v 6deundea 1, b 2v 3.
f(uy u 2v 3,v R. Trecand laargumentul x rezultd f(x) x 2v 3.

I1) Se procedeazd analog, rezultand f(x) 2x 4u 3,u R.

G: 303. Sa se arate ca numéarul a 20102011 2 20102010° 4 20102011 1 este patrat perfect.
Prof. Valerica Rosu, Rm. Sarat
Rezolvare: a 20102011* 2 (20102011 1)> 4 20102011 1

a 20102011* 2 20102011> 4 20102011 2 4 20102011 1
a 20102011* 2 20102011* 1 a 201020112 1° rezultici a este pitrat perfect.

G: 304. Aratati ca daca R Q,n 10*k N ,siM ,2 ,.(n 1), unde
reprezinta partea fractionara, atunci multimea M contine cel putin doua elemente diferite

care au primile k zecimale aceleasi.
Prof. dr. Mihaly Bencze, Brasov

Rezolvare:
o o (1 T 1
Deoarece M 01 vom Tmparti intervalul 0,1 in nintervale —,—— 1 0,n 1 de lungime —.
n n n
Din principiul lui Dirichlet, avem ca exista un interval in care sunt incluse doua elemente ale multimii M .
. . aal y a .
Fie acest interval —— . Daca — 0, X Xy X Xy g s atunci
n n n

a a 1 a .al -

—= = = 0,%Xy..X, X ... 0,00..01, deoarece n 10“ *. Asadar, — si ——au primile k 1
n n n P n n

(k L)ori
zecimale aceleasi, si de aici rezulta concluzia.

G: 305. Daca a,b,c sunt laturile unui triunghi si a> b® c¢®> ab bc ca, atunci triunghiul

este echilateral.
Prof. Constantin Rusu, Ramnicu Sarat

Rezolvare: Sestiecd a®> b? c¢? ab bc ca.Asadar, din enunt rezulti ci
a® b®> ¢* ab bc ca (a b)> (b ¢ (¢c a*> 0 a b c.
G : 306. Volumul unei piramide triunghiulare regulate este 288+/3dm? | iar distanta de la
centrul bazei la o fata laterala este de 48 dm . Sa se determine aria laterala a piramidei .

Prof. Marin Simion, Rm. Sarat
Rezolvare : Notdm apotema bazei [OM] cu x si inaltimea [VO] cu h . Tn triunghiul dreptunghic

VOM construim OH VM. OH=d(0 (vBC)) . oH YO OM 4 h X\ X

VM VM 48"
(2x/3)%/3 Ab h
4

OM x R 2xsil, 2x3/3 A 3x’\3; P, 6xJ3.Cum V —
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2
288./3 3)‘—‘fh W3 xh 288

2
PbVM o = hx 1 x°hy3 2883 1843 dm?

A
: 2 48 2 16

G: 307. Un rezervor are forma unui paralelipiped dreptunghic cu una din dimensiuni egala cu
media aritmetica a celorlalte doua. Stiind ca suma celor trei dimensiuni este 27 m si aria

totali este de 428 m*aflati capacitatea in hectolitri a rezervorului. Prof. Tutd Luca, Buzdu

Rezolvare: Daca notam cu X, Yy si z dimensiunile paralelipipedului, atunci pe baza datelor problemei,
avem:y z 2x,Xx y z 27 3x 27 X O9si

2(xy yz zX) 428 xy yz zx 214 yz 214 x(y z) yz 214 2x* 52.Asadar,
V. xyz 468m° 468000dm*® 4680001 4680hl.

Clasa a IX-a

L: 181. Sa se demonstreze ca in orice triunghi ABC are loc inegalitatea:
J2ap bc 2bp ac /2cp ab 2P, unde notatiile sunt cele obisnuite.
Prof. Mariana Mitea, Cugir, Alba

Rezolvare:

(b C)

Aplicdm inegalitatea mediilor si avem: bc deunde 2ap bc 2ap

(b c)y
2 (D).

2

dar b ¢ 2p asinlocuind in inegalitatea (1), rezulta 2ap bc w J2ap bc a 22p

Analog, se demonstreaza cd /2bp ac J2cp ab . Adunédnd aceste ultime trei

inegalitati se obtine \/2ap bc /2bp ac \/Zcp an @0 ZC) 6p 4p 2P, .

O altd varianta de rezolvare a dat domnul Titu Zvonaru:
Din 2ap bc a(a b c) bc a(a b) c(a b) (a b)(a c), aplicand inegalitatea mediilor

rezulta \/pr ac \/(a b)(a c) za—zbc.Anang pentru celelalte doud inegalitdti. Rezulta

J2ap bc 2bp ac 2cp ab 22 b c a 2b20 aab 4p 2P,

R n
L: 182. Daca x, O’E ,k Ln,atunci, aratatica sinx, tgx, 2n X X, .. X
k 1

n -

Prof. D.M. Batinetu — Giurgiu, Bucuresti
Rezolvare:

Vom folosi inegalitatile Huygens: sinx tgx 4 tg% 2X, X O,E .

X
Demonstratie: Notand tgz t 01, x O’E avem de demonstrat ca

2t 2t At 1 1

1 t> 1 t? 1 t2 1 t?

2, t 01 1 t* 1 t* 20 t*) 2t* 0, t 01
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. . . X . X X < x
ceea ce este evident. Prin urmare sinx tgx 4 th si deoarece th Py X O’E rezulta ca

sinx tgx 2x, X O’E'

Deci, conform inegalitailor lui Huygens avem sinx,  tgx, 2X,,k 1,n,iar din inegalitatea
n n n
mediilor X, N YX X, .. X, deducemca sinx, tgx, 2 X, 2n YX X, .. X, ,
k1 k1 k1
adica tocmai relatia din enunt.

L: 183. Aratati ca daca a,b,c,d 0, atunci: 1 1 2 b ¢ d 2\@.
8 b c cd da aob 3

José Luis Diaz-Barrero, Polytechnical University of Catalonia, Barcelona, Spain

Rezolvare:
a a gb gb C b c
Observam ca 3 2 3 2, si Inca trei egalitati similare pentru ,— i
b ¢ b c b ¢ c dd a
T b Aplicam inegalitatea mediilor aritmetica-geometrica si obtinem:
a
a gb 2p ¢ a éb 2a b 24 p2 L

si Inca trei inegalitati similare , care prin adunare conduc la

(2 b c d4\/§\/ab\/bc\/cd\/da8.

b c cd da ab 3 Vb c c d d a a b
Aplicam din nou inegalitatea mediilor aritmetica-geometrica, si obtinem:

\/a b \/b c \/c d \/d a \/\/a b\/b c \/c d \/d a
(**) 44 4.
b ¢ c d d a a b b cVc d \d a Va b

b c d 82J§

a
b c cd d a ab 3
O alta varianta de solutie a dat domnul Titu Zvonaru:

Din (*) si (**) obtinem: 1 , de unde rezulta si concluzia.

a . . v o .
Deoarece b— . , scriind Tnca trei inegalitati similare obtinem
c
4
a b ¢ d a b ¢ d —. (a se vedea problema L.:
b ccd da abbcdacdabdaboc 3
. L - 142 12
155 si solutiile ei Tn SM nr. VIII). Astfel este suficient sa demonstram ca 1 § 5 % adica E §
7 4«/§ 49 48, adevarata.
JR— n
L: 184. Aratati ca existd numerele naturale x; i 1n distincte astfel incat ~ x;/ este o
k1
n
4p 1lputere perfecta, si x,f’ un patrat perfect. Prof. dr. Mihaly Bencze, Brasov

k1
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Rezolvare: Avem:
n n 2 n
K2 nin H(2n 1) a si k3 M b?, asa ca (tk)? atzgi
1 6 ‘1 2 K1

(tk)®  bte.
k 1

Dacdit a®® p N atunci (ka*®)> a*"'si (ka*")’ (ba*")?. Deci,x, ka* k 1n.
k 1 k 1

L: 185. Daca a,b,c sunt laturile unui triunghi care nu este obtuzunghic si
a'h? a'c® b*a® Db'a* b'c* c'a® c¢'b®* a® b® c® 2a’b’c?,
atunci triunghiul este dreptunghic.
Prof. Constantin Rusu, Ramnicu Sarat

Rezolvare: Inegalitatea din enunt este echivalentd cu (1) a®> b® c¢® b®> ¢* a® c¢® a* b®> 0
Din ipoteza avem ca: cosA 0, cosB 0si cosC 0,
deci a®> b*> ¢* 0,(a® b® c¢*) Osi (a® b*> c?) 0,deunderezults:

(2) a> b® c® b® c¢® a®c® a* b® 0.

2

Din (1) si (2)avemcd: a® b*> ¢® Osau(a® b®> c¢*) Osau(a® b®> c¢®) 0, deundeconcluzia.

L:186.Fie f:[2 ) R, f(x) Jx 1 2Jx 2 /x 7 6Jx 2.
Sa se determine functia g:R  Rcu proprietatea (f og)(x) 2x 1, x11.
Prof. Adrian Stan, Buzau

2 2 4. x 11
Rezolvare: f(x \/1 VX 2 \/3 VX 2 )
) 2dx 2 2,x 11

Din 2\/g(x) 2 2 2x 1, 2Jg(x) 2 2x 3,

4(g(x) 2) 4x* 12x 94 g(x) x* 3x %

Clasa a X-a

L: 187. Sa se determine m R astfel incat inegalitatea
log, log . ,[(m x> 2(2m 3)x 5m 4] 0  s&fie adevaratd pentru orice x real.
Prof. Florentina Popescu,Buzau
Rezolvare: Din
log, log,, [((m D)x* 2(2m 3x 5m 4] log,1 log, [(m 1)x* 2(2m 3x 5m 4] log, ,(X* 2)

rezultd (m 2)x* 2(2m 3)x 5m 60, x R. Dinconditile 0 m ( ;1) (3 )si
a0 m (2; )obtinemm (3; ).

log, & 2 log, 2 2

% 9a log, bc °

log, ab log, ac a’
Ioga T
bc

Prof. D.M. Batinetu — Giurgiu, Bucuresti

Rezolvare: Notand x log, b,y log,c,dinenuntrezultdca x,y Osix y 2.

L:188. Dacd a,b,c 1, sibc a’,atunciaratatica 1.

x?2 1 y? x y?
x 1y 2 xy

Inegalitatea din enunt este echivalenta cu 1.
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Conform inegalitatii lui Bergstrém avem
1 x> 1 y? xy? 1 x1y x y?
1 x 1y 2 x vy 4

4 <
2 1, ceea ce demonstreaza enuntul.

L: 189. Fie un sir (xn), ;de numere in progresie aritmetica in care x;  1si ratie pozitiva. Sa se

arate ci: 1g°x, 1g°x; 1g°%, ... 1g°x,; lgx,lgx; lgx,lgx, Igx;lgxs ... lgx, ,1gx, .
Prof. Gheorghe Ghita, Buzau
Rezolvare: Sirul fiind o progresie aritmeticd cu termeni pozitivi si ratia r 0 demonstrdm mai intai

. — X1 Xeqooo : N
cd: X’ X % 5, k Ln .Avem x  —%1"¥lgjcuinegalitatea mediilor deducem
2

2 1n
X~ X X%, K Ln.

Pentru trei numere a, b,c 1cub?® ac se aratd usor ci are loc inegalitatea:
lg’b Iga lgc. Aplicand inegalitatea anterioard pentru numerele x,,xs,...,X, ;,avem:
l9%x, lgx lgxs,19% % 1gx,1g%,,....,19° x, ; lgx, , lgx,. Prin insumarea inegalitatilor
obtinute se obtine inegalitatea propusa. Egalitatea are loc atunci cand ratia r este 0, adica atunci
cand X; X, Xz .. X,.

2 2
V5, atunci % E % .

Prof. dr. Mihaly Bencze, Brasov

L:190. Arataticadaca z C astfel incat |z 1

11
Z J— p—
z 1z

1

Rezolvare: (1)|¢] ;

‘ 1
Z —_
Z

2
o sl 1o B2 L

2
1

z

1

=z
g

z

@ o 5l ER 1o g 2 B

2

1
— 7 1
z

L: 191. Sa se calculeze partea intreaga a numarului a log,8 log,2 log, 7.
Prof. Adrian Stan, Buzau
Rezolvare: 2 log,8 log,7 2 1 a log,8 log,7 2.

X y 1005 1005

2011 +/2011x 2010 /2011y 2010.
X y

L: 192. Sa se rezolve ecuatia:

~ Prof. Mitea Mariana, Cugir, Alba
Rezolvare: Inmultim ecuatia cu 2 si grupand termenii convenabili se obtine

1(x VJ2011x 2010)? 1(y {2011y 2010)* 0, (1).
X y
i . . y 2010 .y on y .
Din conditia de existenta x,y 2001 rezultd ca in (1) avem o suma de numere pozitive

nuld, de unde rezulta ca l(x VJ2011x 2010)* si i(y {2011y 2010)*> 0 , ecuatii ale caror
X y

solutii sunt: x,y 12010 . Rezultd (x;y) (L1),(12010),(2010;1),(2010;2010)
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Prof. Delia lleana Basch- Naidin, Caracal, Olt

L: 193. Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia:

. 1 1 . . o
Rezolvare: Cu notatiile ——= msi —— n, 12x=t, ecuatia datd devine: m+n " m'+n'.Considerdm
5 2
m n
functia f:R R, f(t)= + , care este strict crescatoare, deci injectivd. Asadar, din
m+n m+n

1
f()=f(1)=1 t=1, adica X —.
(1)=f(1) o

Clasa a Xl-a

L:194. Daca A,B M, (Z) si det A 1936 B 0, atunci aratati ca 75 divide det A 2011B .
Prof. D.M. Batinetu — Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau

Rezolvare: Fie polinomul f(X) det A X B Z X .Deoarece f(1936) det A 1936 B O,
rezultd cd 1936 este o raddcina a polinomului f . Prinurmare X 1936 divide polinomul f , adicd existd
g Z X astfelincat f(X) X 1936 ¢g(X).Asadar, f(2011) 2011 1936 g(X) 75 g(X),
ceea ce aratd ca 75 divide f(2011) det A 2011 B .

L:195. Sa se arate cd dacd A M, (C)astfel 1incat A* 2A I, atunci

n
det(A™' 20101.) 2011"det(A).
Prof. Gheorghe Ghita, Buzdu
Rezolvare: Tnmultim relatia datd cu A si atunci: A®> 2A* A 4A 21, A 3A 2l,.Se aritd usor prin
inductie matematica ca: A" nA (n 1)1, n 2.Pentrun=2011, obtinem:A®" = 2011A - 20101,

si de aici, rezulta c&:det(A ' +2010 1,,) = det(2011A) = 2011 " det(A).

L:196. Fie A,B M,(C) doud matrice pentru care avem det(A*** AB BA) (det A)*" .
Aratati ca :

ay AB BA® 0,

b) det(A B AB BA) detA detB det(AB BA), Tr(AB) Tr(A) Tr(B)

Prof. Florin Stanescu, Gaesti, Dambovita
Rezolvare:
a) Se va folosi urmatorul rezultat: Daca X,Y M, (C),atunci

Tr(X) Tr(y) Tr(X Y) det(X Y) detX detY (1). Demonstratia provine din folosirea urmeila
teorema Hamilton-Cayley pentru X: X? Tr(X) X detX I, O, detX %[(I’rX)2 Tr(X?)]

Din det(X Y) detX detY % Tr(X Y)? Tr(X Y)? %(TrX)2 TrX? %(I’rY)2 Try?

%(TrX)2 (TrY)®> 2TrX TrY Tr(X?* Y? XY YX) %(TrX)2 Trx? %(I’rY)2 Try?
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Tr(X) Tr(y) Tr(X Y) Tr(X) Tr(y) Tr(X Y) det(X Y) detX detY.

Din Tr A®" (AB BA) Tr(A®™B A™BA) Tr(A®™B A®?B) 0,rezulti
Tr(A®?(AB BA)) Tr(A®") Tr(AB BA)

det(A*™" AB BA) det(A®") det(AB BA)

det(A> B? 2AB) (detA)*™ det(AB BA), (2). Din(2)sidin Tr(AB BA) 0 rezulti
det(AB BA) 0 (AB BA)* O,.

b) Din Tr (A B)(AB BA) Tr(A’B) Tr(ABA) Tr(BAB) Tr(B*A) 0

Tr (A B)(AB BA) Tr(A B) Tr(AB BA),din (1) rezultd

det(tA B AB BA) det(A B) det(AB BA)(3).
Din (1) si (3) rezultd det(A B) det(AB BA) detA detB det(AB BA)
det(A B) detA detB Tr(AB) TrA TrB .

2
L: 197. Sa se calculeze limx Inw. Prof. Adrian Stan, Buziu
X X 3x 10
Rezolvare:
5 |n 1 2)(75
. X° 4x 5 . X 5 . x° 3x 10 X(x 5)
limx N————— limxIn 1 ————— lim 5
x x? 3x 10 « x? 3x 10 «x X 5 x? 3x 10
x? 3x 10

L:198. Fiefunctiile f:R R si g:R R. Stiind ca f este o functie para, iar
5
g(X)= 2%+3 f(x)+2x , sa se calculeze g 0 .

Prof. luliana Trasca, Scornicesti, Olt
Rezolvare: £ 0 =lim 10O _p FOOTO) _ 1,  TOFO) g 59 o
x 0 x-0 x 0 x-0 to t0
5

g (x)=2x* f(x)+ 2%+3 f x +2. Awnci, g 0 2.

Clasa a XlI-a

A . 1 o ..
L:199. Rezolvand ecuatia x> x —= 0s& se demonstreze relatiile:

33
a) Cos— coss— cos7— 1; b) cos®* — 00325— cosz7— cos’ — cos“5— cos47— E;
9 9 9 9 9 9 9 9 2
c)cos® — 00535— 0033% g Prof. OvidiuTatan , Rimnicu Sarat

Rezolvare:  Solutiile ecuatiei x® X L sunt X, iCOS— X icos5— X i0037—
- 3\/§a \/§ 91 2 \/§ 9 1 N3 \/§ 9 y

toate reale. Din ultima din relatiile lui Viéte

8 5
——=C0S— COS—— COS

1
33 9 9 9 33

5 7 1 .
COS— CO0S— C0sS— —, adicd a)
9 8
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Deci ﬂcosz— ﬂc0525— icosz7— 2 cos’— cos’— cosz7—
3 9 3 9 3 9 9 9 9
Din ecuatia initiala obtinem relatia de recurenta S, ; S, , iSn 0, n N.
33

Pentrun 1 S, S iS 0.DarS, 0 S, S E adicd b)

4 2 3\/5 1 : 1 4 2 2’ .
Pentun 0 S, S i S, 0 S i 3 S isi deci

3 1 3\/§ 0 3 3\/5 3 \/§ 7

8 3 8 39 8 3 1 3 39

COS”— Cos

—Cc0S"— ——C0S" — —— —_—
33 9 33 9 3.3 9 3 9 9

L:200. Daca a,b R a b si f:[a;b] Reste o functie continuad cu proprietatea ca

cos’ 3 agica c).
9 8

b b
f(x)dx 2011, atunci calculati: x f(x) f(a b x) dx.
Prof. D.M. Batinetu — Giurgiu, Bucuresti
Rezolvare:
b b b
Avem: x f(x) f(a b x)dx xf(x)dx xf(a b x)dx.
b b b
Totodata xf(a b x)dx (a b t)f(t)d (a b x)f(x)dx.
b b b b

Atunci x f(x) f(a b x)dx xf(x)dx (a b x)f(x)dx a b f(x)dx 2011(a b).

2 X2 1
L:201. Sase calculeze: —m——0m—— 1dx. Prof. Gheorghe Ghita, Buzau

1 X X X

2

. o x* 1 - o1
Rezolvare: Integrala datd se mai scrie: n 007 dx . Prin schimbarea de variabilda x =,
L D ) t
2
1
. . 2t2(t2 1) t27 dt 121 1 121
integrala devine: | 1 1t_2 1t4 ] dt lt4 1dt |,de unde, rezulta ca;
2 2
;1 x I L,
2,2 2 — 2 X X —
L X4 Iix L x® g L arctg—=|1 £arctgi.
2, x" 1 21X2 1 2, \/_ V2 2 2
2 27 g2 2 X ;

Tn aceasta relatie dand valori lui n da la 1 la n-1 si adunandu-le rezultd

F(n) FO) 2 (1* 22 3 .. (n D)) FQ@ 2 (n Hn(2n 1)

. Dacd in loc de n punem x

obtinem:



S(,L[PI[\EA M]NT]] {, - PROBLEME REZOLVATE — @

3 2
F(x) FQ@ % x R prinderivarecd f(x) F'(x) 2x? %x 1

Awnci, S (2k? 2k Ly N DEn D on Honongeoo0 g
K 1 3 3 3 3 3 3

L: 205. 1n planul XOY un melc pleacd din punctul A( 2;2) si merge pana in

8(3;2747) strabatand graficul unei functii continue f:[2;3] (0; ). Melcul constata ca n

orice punct M(x;y) ar fi el , situat pe graficul functiei, diferenta dintre o patrime din produsul
coordonatelor punctului M si aria subgraficului functiei f pe [2;X] este egala cu 1.
a) Demonstrati ca f este derivabild pe [2;3]sica x f'(x) 3f(x);

b) Determinati functiaf . Prof. Constantin Dinu, Buzau

Rezolvare: a) Din datele problemei rezulta %X f(x) f()d 1 *) atunci
2

f(x) 1 4 4 f(t)dt f e derivabila pe [2;3].
X

2
Derivand relatia (*) obtinem % f(x) %Xf 'x) f(x) 0 xf'(x) 3f(x).

f'(x) 3

b) Din x f'(x) 3f(x) 0 Z Inf(x) 3Inx Inc  f(x) cx*, f(2) 2de unde rezulta
X) X

3

1 1
c =si f(x) =x.
2 ()4

Erata
- Problema G:271 din S.M. VII1 / 2011, este problema G:232 (cu solutia Tn acelasi numar);
- Numerotarea problemelor din S.M. VIII / 2011 de la G:230 la G:257 , se va citi de la

G:280 la G:307.
: ‘e 5x 3 " 5x 3
- Laproblema L 180, din S.M. VI111/2011, in loc de de se va Citi de.
0 X 0 X

LEGI, PRINCIPII, AXIOME

Axioma copiilor.
O jucérie care nu se poate sparge este totusi folosita la spargerea altor jucarii.
Legea proportiilor.
Timpul pe care 1l ia rectificarea unei greseli este invers proportional cu timpul pe care ti I-a luat
comiterea erorii.
Legea relativitatii.
Orice poate fi impartit Tn oricate parti doresti.
Regula regulilor.
Exista reguli pentru alegerea unei solutii, dar nu exista reguli pentru alegerea acestor reguli.
Teorema despre adancimea baltoacei.
Nu poti spune nimic despre adancimea unei baltoace pana nu cazi in ea.
Postulat etic
A gresi este omeneste, dar a da vina pe altcineva este inca si mai omeneste.
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,» Ferice de acela caruia i zici o vorba si pricepe zece, si
vai de acela caruia 1i spui zece si nu pricepe niciuna”.
lon Pas

Probleme propuse

INVATAMANT PRIMAR

[P:227]. Analizand cele trei cercuri, gasiti numarul lipsa din al patrulea cerc. Prof. Adrian Stan, Buziu

OO

[P:228] Completati spatiile libere din pétratele de mai jos cu cifre de la 1 la 8 o singura daté
respectand operatiile astfel incét sa dea rezultatul final 9. Prof. Adrian Stan, Buzau

oo oi-dhs

P:229. Suma a cinci numere naturale este 416 . Aflati numerele stiind ca primele patru numere sunt
impare consecutive , iar al cincilea este o treime din suma celorlalte . Inst. Marcela Marin, Rm. Sérat

P:230. Sa se afle un numar stiind ca daca 1l Tmpartim la 5, catului obtinut Ti adunam 11, suma
obtinuta o Tnmultim cu 6, iar din produsul obtinut scadem 14, obtinem 100.
Prof. Axente Mirela, Buzau

P:231]. Ardtati ca nu exista numere naturale care Tmpartite la 6 sa dea restul 1 si impartite la 12 sa
dea restul 5;
Prof. Nicolae Ivaschescu, Craiova

P:232. Determinati numerele a, b, c, stiind ca aba cbc b4b.
Prof. Constantin Apostol, Rm. Sarat

P:233. Suma a trei numere este 84. Sa se afle numerele stiind c& primul este cu 16 mai mare decéat
al doilea, iar al treilea este jumatate din suma primelor doua.
Prof. Lupsan Nicoleta, Berca

P:234.. Din triplul numarului 9 marit cu 13, ia jumatatea numarului 12 micsorata cu 3.
Prof. Anton Maria, Berca

P:235.Trei frati au Tmpreund 2450 de timbre. Primul frate are cu 250 mai multe timbre decét al
doilea si cu 180 mai multe timbre decét al treilea. Cate timbre are fiecare frate?
Prof. Branza Cristian,Buzau
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. Afla 7 numere impare consecutive, stiind ca, daca la suma lor, marita de 5 ori adaugi 4,
rezultatul este 1999.
Prof. Luca Mihaela Cornelia , Berca
. Doi elevi au de rezolvat impreuna 50 de probleme. Dupa ce primul a rezolvat 3 probleme si
al doilea 7 probleme, cei doi elevi au de rezolvat acelasi numar de probleme. Cate probleme are de
rezolvat fiecare elev?
Tnv. Lupsan lon , Plescoi
. Doi frati citesc doud cérti avand un numar egal de pagini. Tn prima zi, unul citeste a cincea
parte din cartea sa, iar celalalt citeste a saptea parte, constatand ca a citit cu 16 pagini mai putin
decat primul.  Cate pagini mai are fiecare de citit?
Tnv. Marchidanu Florica, Berca

P:239. Suma a trei numere consecutive este 4851. Ce rezultat obtinem, daca scadem 155 din ultimul numar?
Prof. Marinescu Gabriela ,. Stancesti,Vadu-Pasii

. O croitorie primeste stofa timp de 4 zile. Tn prima zi primeste jumatate din stofd plus 8 m, Tn
a doua zi jumatate din rest plus 8 m, in a treia zi jumatate din noul rest plus 8 m, iar in patra zi 8 m.
Cati metri de stofa a primit croitoria?
Tnv. Rotarescu Viorel , Vadu Pasii
[P:241]. Matei, Corina si Alin au colectionat timbre. Cate timbre a colectionat fiecare copil daca
Matei si Corina au colectionat 46 timbre, Corina si Alin 54 timbre, iar Matei si Alin 64 timbre.
Prof. Rotarescu Viorica , Vadu Pasii

Clasa a V-a

G:308. Gasiti numerele naturale ab,cca cu a,b,c, cifre distincte astfel incit a ab ba cca.
Prof. Nicolae lvaschescu, Craiova

b.

ab ba
a

G:309. Gasiti numerele naturale abcu a bastfel ncat

Prof. Nicolae lvaschescu, Craiova
G:310|. Rezolvati in multimea N* N* N*ecuatia x* x*yz 216.
Prof. Doina Stoica si Mircea Mario Stoica, Arad
G:311]. Sa se arate ca numarul A 173" 137 este numar par.
Prof. Tuta Luca, Buzau
G:312 Determinati numarul xyzt, stiind cé are loc egalitatea: xyzt yzt zt t 2012.
Prof. Constantin Apostol, Rm. Sarat

G:313. Produsul dintre un numar de 3 cifre si diferenta dintre un numar de doua cifre si rasturnatul
sau este 3564. Aflati numarul de trei cifre care indeplineste conditia.

Prof. Mitea Mariana, Cugir, Alba
G:314, Determinati suma numerelor de forma abc, stiind cdabc:3 si cd ab este, simultan, patrat
perfect si cub perfect.

Prof. Victoria Popa, Timisoara
G:315 Arataticadacaa, O i 1n,n 2 sia a, ..a, 1,atunci
1 1 1

1.
1 a 1 a, 1 a

n

Prof. Neculai Stanciu, Buzau, Titu Zvonaru, Comanesti
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G:316|. S se demonstreze c& numarul 11%°° 117" 11** 11" 1are un numar par de divizori.
Titu Zvonaru, Comanesti, si Neculai Stanciu, Buzau

G:317. Aréatati cd numarul n= 13" 13* 13® .. 13*"este divizibil cu produsul a doud numere
naturale consecutive . Prof. Simion Marin, Buzau

Clasa a VI-a

G:318|. Daca b
a

a c ab cdabocd y
, a,b,c,d N*, sasecompare numerele:

d b d a bcd abec

a®,b",ct,d* Prof. Nicolae Ivéschescu, Craiova

G:319, Aflati numerele naturale abcstiind ci vabc ab <a b ¢ +a ¢ a.

Prof. Nicolae Ivaschescu, Craiova

G:320. Aratati ca numarul n din proportia 10001 abed este patrat perfect.

abcdabcd n
Prof. Doina Stoica si Mircea Mario Stoica, Arad

G:321, Determinati cifrele a, b din egalitatea 2,37 a 1,ab 1, a . Prof. Rosu Valerica, Rm. Sarat

G:322. Tmpartind fractiile % Si % la o fractie data, se obtin, respectiv, caturi numere naturale

consecutive. Care este aceasta fractie? Prof. Lacrimioara Nastase, Padina, Buzdu

G:323. Sa se rezolve in N'x N'x N ecuatia 100x + 101y + 102z = 2011.
Prof. Mariana Mitea , Cugir, Alba

G:324, Aratati ca daca numarul A abc def se divide cu 111 atunci sinumarul B abcdef se

divide cu 111.
Prof. Tuta Luca, Buzdu

G:325,. Saserezolvein N N ecuatia 5*° 5 3 (5° 1). Prof. Ana Panaitescu, Rm. Sarat

G:326|. Determinati numarul solutiilor din ZxZ ale inecuatiei X |y| 6.
Prof. Mircea Mario Stoica, Arad
(G:327] Rezolvati ecuatia|x* 5x 3 3.
Prof. Tuta Luca, Buzau

G:328. Aflati restul Tmpartirii numarului a = 2008%°*! + 20112 + 2012 1a 2010
Prof. Gheorghe Darstaru , Buzau

G:329, Aratati ca 503 divide a + b, unde :
111 1 ap=l1 2

111 L 1 3 2011
2 3 4 77 2012 4

a=1+ Endnindl
2012

> 5 Prof. Simion Marin, Rm. Sarat
G:330 Tn patratul ABCD, se considera punctele E pe (AB) si F pe (BC), astfel incét,

AE BF 1 Avstatica BDE BEF .

EB FC 2

Prof. Constantin Apostol, Rm. Sarat
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Clasa a VII-a
1 Si ! sunt
? 6X y2 8x y2 2X y2 4x y2 9x y2
Prof. Nicolae Ivaschescu, Craiova

G:331,. Aratati ca fractiile
Xy

echivalente pentru orice X si y numere reale nesimultan nule.
2x 2011 4022x x N*ao0.

G:332. Rezolvati ecuatia 2x 1 2x 2 2x 3 :
a a 2 a3 a 2011 a
Prof. Nicolae lvaschescu, Craiova
G:333. Fie a,b,c,d lungimile laturilor unui patrulater convex.Aratati ca patrulaterul este
paralelogram daca si numai daca 2@ b _d) _ab ad be cd :
a b cd a b ad boc cd
Prof. dr.Mih&ly Bencze, Brasov
G:334, Precizati daca n 1 3 1 > 1 ! 1 9 . 1 89
1 4 9 16 1936
Prof. Mariana Mitea, Cugir, Alba
Prof. lon Stanescu, Smeeni,Buzau

G:335. Rezolvati in RxR ecuatia x> xy X y 2.
2x 2019 . -

—————— este numar intreg.

2x 3

Prof. Gheorghe Darstaru, Buzau

G:336| Calculati valorile intregi ale lui x pentru care
G:337,. Fie triunghiurile AOB, BOC, COD, DOA dreptunghice in O, avand lungimile laturilor
[OA], [OB], [OC], [OD] numere naturale consecutive. Demonstrati ca are loc relatia:
CD? DA’ 2 k* 10,unde k N,
Prof. Victoria Popa, Timisoara

AB? BC?
G:338| Fie triunghiul ABC cu masura unghiului BAC de 120°. Fie [AA’ bisectoarea unghiului A
(BC) . Prin punctul A’ se construieste paralela la dreapta AB care intersecteaza

a triunghiului, A
(AC). Demonstrati ca — AA
AB AC

latura [AC]in M, M
Prof. Cornelia Gurau , Moinesti Bacau

G:339, Se considera un triunghi ABC cu lungimile laturilor AB 16,BC 34,CA 30 si punctele
M respectiv N pe latura [BC] astfel incat BM 4, MN 12. Calculati masura unghiului
Prof. D.M. Batinetu — Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau

<MAN .

G:340]. Tn sistemul ortogonal de coordonate xOy, se considera punctele A(a,0), B 0,b ,C a, a
E si ADOy F ,atunci:

si D b,b .Dacd BC ) Ox
a) aratati ca FOE este isoscel;
b) determinati aria patrulaterului ABFE .
Prof. D.M. Batinetu — Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau
. Pe dreapta BC, care include ipotenuza unui triunghi dreptunghic ABC, se considera
(DB) (AB), C (BE) si (CE) (AC) . Aratatica

punctele D si E, astfel incat, B (DC) si
masura unghiului BOC este constant3, unde O este centrul cercului circumumscris triunghiului
Prof. Constantin Apostol, Ramnicu Sarat

DAE.
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Clasa a VIII-a

G:342. Demonstrati c& 2*" > 3n 4se divide cu 9, oricare ar fi numarul natural n

Prof. Tuta Luca, Buzau
(G:343| Sa se rezolve ecuatia:

G:344,. Demonstrati ca

x 10 % _y. Prof. Mariana Mitea , Cugir, Alba

Xy X
/1961 1.

1 1 1 1
V2 37 1960 1961

Prof. Mircea Mario Stoica, Arad
G:345. Aflati n  N* astfel incat

1 1 1 1 2012 /2012
21 W2 32 243 43 34 7 (n Ddn ndn 1 2012

Prof. Nicolae lvaschescu, Craiova

G:346|. Dacéd a,b si ¢ sunt numere pozitive demonstrati inegalitatea:
abca b c¢) a* b* c’.
Prof.dr.ing, Panturu Dumitru, Galati
G:347|. Daca dimensiunile unui paralelipiped dreptunghic sunt a, b, a—bbunde ab Q *,cefel
a

de numar este diagonala paralelipipedului, rational sau irational ?
Prof. Nicolae lvaschescu, Craiova

G:348| Fie functiile f,g: R R astfel incat f(x) g(x) x, x R .Sasearateca
2
VB 9’ VY FP@) ') V2P FR0 gl(y) FrY

X,¥,z R . Exista functii cu proprietatea din enunt?

Prof. D.M. Batinetu — Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau

. Se considera semidreptele (Ox, (Oy, (Oz doua cate doua perpendiculare in centrul O. Pe ele
in aceastd ordine se iau punctele A,B,C. Perpendiculara dusa din punctul Ope planul (ABC)il
intersecteaza in punctul G, centrul de greutate al triunghiului ABC . Fie punctul M ce apartine
semidreptei (OG. Precizati o pozitie a punctului M pe (OGstiind ca (CM face cu (OB) un unghi

de mésura 45°.
Prof. Constantin Rusu, Ramnicu Sarat
G :350. Pe perpendicularain A, pe planul dreptunghiului ABCD, se considera punctul M. Stiind

c4 laturile triunghiului MBD sunt proportionale cu numerele ~/34, v/25 si /41 sici MC 152
cm, calculati dimensiunile dreptunghiului si lungimea segmentului (MA).

Prof. Constantin Apostol, RA&mnicu. Sarat
G :351]. Pe perpendicularain A pe planul dreptunghiului ABCD se ia punctul M astfel incat MB =

82 cm, MC = 24/41 cm si MD = 10 cm . S& se determine aria triunghiului MBD .
Prof. Simon Marin, Ramnicu Sarat
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Clasa a IX-a

L:206. Comparati X,y Z* stiind cd 3v2011x 3+2011y x° y* 2011.
Prof. Nicolae lvaschescu, Craiova

X
L:207|. Aratati ca daca x,y,z 0, atunci 3 13 3 2 2y2 :
4x°y y’z 27°x X°y°z
Prof. dr. Mihaly Bencze, Brasov
o < . 1 2
L:208. Sa se arate ca daca x,y 0, ,atunci — - .
sinxsiny Xy

(In legatura cu problema 26418 din G.M.-B, nr. 3/2011, propusé de Neculai Stanciu, Buzau)
Prof. D.M. Batinetu — Giurgiu, Bucuresti

L:209. Aratati ca daca A, B,C,D sunt patru puncte din spatiu astfel incitt AB 1, BC 2,

CD 3, DA +/6,atunci AC BD. (In legatura cu o problema din Suplimentul cu exercitii al G.M-B
nr. 10/2011)
Prof. Roxana Mihaela Stanciu, Buzau

Oy @ xy oz g
22(x y) Xy z) Yz %) 2 7 '
Prof. Florin Stanescu, Gaesti, Dambovita

L:210. S& se arate ca

m Sa se demonstreze inegalitatea

2 N/t n/ct
g velg 3 0— sin N.n 2.

—, unde — sin
> S

1 J_ (L %9 )@ tetg ) @ yetg ) 2

Prof. Constantin Rusu, Ramnicu Sarat

L:212. Aflati minimul expresiei E  3a® 13b> 5c¢*> 12ab 2bc 8c 2011.
Prof. Mariana Mitea, Cugir, Alba

L:213 Se da triunghiul ABC, cu (AB) (AC). Pe perpendiculara in B pe [BC] se considera un
punct oarecare, P si fie M, mijlocul segmentului (AB) si N, mijlocul segmentului (PC). Aratati ca
MN
raportul — este constant.
AP

Prof. Constantin Apostol, Rm. Sarat

L:214|. Fie x,y Oastfel incat x+y = 6. Sa se arate ca X y i.

2

y’x y x’y x 10

Prof. Adrian Stan, Buzau
s 1
L:215| Sé se rezolve in multimea R R sistemul: xy 3
3x y 3
Prof. Costica Ambrinoc, Rm. Sarat
IL:216] Sé se arate c& numarul 622 are cel putin 1566 de cifre.

Prof. Ovidiu Tatan , R&mnicu Sarat
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L:217. Rezolvati in R* ecuatia I ﬁ j—g unde [x] reprezinta partea intreaga a lui x .
X [x

Prof. Constantin Dinu,Buzau

L:218 a) Sa se gaseasca formula termenului general al sirului (a,), , definit (descriptiv) astfel:
1.1 1
11111 21°2131° 7

1 1 1 1

et
111 1121 2131 2001 2011
c) Determinati partea intreaga si partea fractionara a numarului S determinat la punctul b) .
Prof. Strutu Ligia , Prof. Gheorghe Strutu, Buzau

b) Calculati suma: S=

Clasa a X-a

. " osinx " COSX 27 " . "
L:219. Arétati ca daca X, O,E , atunci: X < T sin®x, cos” X,

«1C08° X, 1SiN°X, 4 ‘1
Prof. dr. Mihaly Bencze, Brasov
. 1 1 o N
L:220. Fie numerele ——, Atg®  tg® ,unde , 0,— . S& se arate ci existd un
cos ' CoS 2

triunghi avand laturile numerele date si sa se calculeze aria acestui triunghi.
Prof. Constantin Rusu, Ramnicu Sarat

X y 976

L:221] Siserezolvein R Recuatia vx 2012 /y 2012 100

Prof. Adrian Stan, Buzau

22011 2‘ ‘22012 Z‘ ‘22011 1‘ 1.

Prof. Adrian Stan, Buzau

L:223, S se rezolve in multimea numerelor complexe ecuatia: z°® 3iz 1 i
Prof. Costica Ambrinoc, Rm. Sarat

L:222\ Fie z C astfel incat |z| 1. Sa se arate ci

L:224|. Rezolvati ecuatia /X 1 2 Jx* 1 4

\/; Prof. Constantin Dinu, Buzau
L:225. Sa se arate ca pentru orice X real are loc inegalitatea
1 1 1 1 1 1

Xt 23 25 2* 3 3 5* 2 5’
Prof. Strutu Ligia, Prof. Gheorghe Strutu , Buzau

CLASA a XlI-a

L:226. Determinati m R “astfel incat functia f:R~ R ~, f(x) m""x™ si verifice relatia
f'x) f'x), x (0; ). Prof. Laura Tanase, Buzau

L:227. Sa se calculeze limita lim[a,(n 1) a,vn*> 2 a3/n® 3 .. a¥n k] unde

a a, .. a 0. Prof. Costica Ambrinoc, Rm. Sarat
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L:228|. Sa se gaseasca toate sirurile (X,), ,Cu proprietatea x,, 2X,, X, loricarearfin 1.
Prof. Costicd Ambrinoc, Rm. Sarat

n

2
L:229. Fie matricca A 2 1 2 M,(R). S se arate cd ecuatia X**°  X** X#?  A®
1 1 2

nu are solutii in M, (R). Prof. Adrian Stan, Buzdu

Clasa a XII-a

2 2
. Aratati ca daca 0,G, , ,G, e ,e ,Xxoy Z(X—ny),x Y XY 2 inxiny,
atunci G,,o si G,, suntgrupuri abeliene izomorfe.

Prof. dr. Mihaly Bencze, Brasov
[L:231]. Se considera f(x) x* ax®* bx? cox d cu f(2011) 2010sig(x) x® 2x 2011
astfel incat ecuatia f(g(x)) 0 nu are radacini reale. Rezolvati ecuatia f(x) O stiind ca are patru
radacini distincte numere naturale.

Prof. Roxana Mihaela Stanciu, Buzau

1
y o 13 . . y
L:232| Sa se arate ca arctge*dx 4_8 Prof. Constantin Rusu, Ramnicu Sarat
0

L:233| Sa se determine primitivele functiei f :R R, f(x)

x* 4x® 10x* 14x 11
(x> 2x 3)° '

Prof. Adrian Stan, Buzau

IL:234. Fie f:[a,b] R,a O o functie derivabild cu derivata crescatoare si pozitivd. Dacd n N,

b b a) b"f(b) a"f(a
n 2atunci are loc inegalitatea:  f (x)dx nl' ( ) b“( )n @) bf(b) af(a) .
n a n

a

Prof. Florin Stanescu, Gaesti, Dambovita
. Fie (G,) ungrup cu 2012 elemente. Sa se arate ca:
Tn G existd un element de ordinul 2, si in G nu existd un element de ordin 3.
Prof. Costicd Ambrinoc, Rm. Sarat
[L:236|. Fie aun numar real nenul. S& se arate c& daca lungimile laturilor unui poligon Tnscris
intr-un cerc I,1,,...,1 sunt radacinile ecuatiei:

1 .
"ox"t oA, ,x"? a, X" L ax’ n’x 2 0, atunci poligonul este regulat.

José Luis Diaz-Barrero, Barcelona Tech, Spania

“ Fiecare om pe care 1l intalnesc in drumul meu Tmi este superior prin ceva. De aceea incerc sa
invat cate ceva de pe langa fiecare ”.

Sigmund Freud
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,» Prea adesea, ironia nu-i decat o forma a lipsei de inteligenta”
Oxenstierna

ﬂ Caleidoscop matematic

1. Curiozitati matematice

100 123 456789; 100 123456789,
100 123 4567 809; 100 12 34 5 7 8 9.
100 123 45 67 8 9; 100 123 45 67 89,
100 1 234567809 ; 100 o1 22
647
100 o4 278 100 96 428 100 243 752 100 472 522
263 . 357 . 6 18, 6 18,
100 74> 252 100 955 4%° 100 98> 127 100 941 58
6 18 7 28 6 54 2 776
100 12 3 952 100 572 422 22 22 31t 31t
7 28 6 18 2 2
1111 11 11 21 1% 21 1> 11! 111
20 20 2 2 2 3 2 3
6262 L1111 5g g
7 7 34 3 4

Culese de prof. dr. ing. Dumitru Panturu, Galati

2. Ghicitoare. Dar, e hine a vedea lucrurile de foarte multe ori .
(Indiciu: Numar irational (chiar transcendent) aproximat cu noua zecimale exacte.)
de prof. Neculai Stanciu, Buzau
3. Un poliedru convex are desfasurata de mai jos, construiti-1 !
de prof. dr. ing. Dumitru Panturu, Galati

\/\f/\;\/)\/\/\/\/\/\/\

4. Tntr-o camera Tn care sunt 7 scaune, intra trei doamne, fiecare fiind Tnsotitd de
doua fiice. Stiind ca pe fiecare scaun incape o singura persoana si ca niciuna dintre femei nu a ramas
n picioare, cum va explicati?
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5. O trezorerie a primit cinci lazi cu monezi de colectie de acelasi fel insa li s-a comunicat ca una din
lazi contine monezi care nu respecta standardul de calitate Tntrucat cantareste cu 10 grame mai putin
decét celelalte si nu se poate identifica prin simpla observatie. Stiind ca fiecare moneda ar trebui sa
cantareascd exact 100 grame si cd ar trebui sa fie restituitd lada cu monezi neconforme, se pune
intrebarea: care este numarul minim de cantariri necesare pentru identificarea lazii respective.

6. Linii si triunghiuri
Trei linii marginesc un triunghi, iar patru linii marginesc patru

triunghiuri. Adaugati doua linii la cele trei din figura, asa incat sa rezulte
zece triunghiuri.

7. Cercuri rotitoare
Doua bile identice se deplaseaza intre doua sine paralele, mentinandu-si ’
pozitia relativa una fata de celaltd. Daca una din bile este de doua ori mai

mare decat cealalta, mai este posibil acest lucru ?

v

8. Indiana Jones

Indiana Jones alerga printr-un tunel cu sectiune patrata, incercand sa

mult prea indepartata, cum reuseste Jones sa scape?

v

scape de un bolovan urias sub forma unei sfere ce are diametrul de 10 m cat
latimea tunelului si care se rostogoleste Tn spatele sau. lesirea din tunel fiind

Raspunsuri:

2. Dezlegare = numarul  cu noua zecimale 3,141592653. Numarul literelor fiecarui cuvant da valoarea lui
n1=3,141592653.Dar(3), e(1) bine(4) a(1) vedea(5) lucrurile(9) de(2) foarte(6) multe(5) ori(3) ....Vezi si
colectia RMT + www.anulmatematicii.ro:“Asa e usor a scrie renumitul si utilul numar din manual” - regula
mnemotehnica de retinere a numarului de mai sus cu 10 zecimale exacte —

vezi articolul >’Memoria si Matematica’> RMT/ Nr. 1-2, 1989, de Pavel

Petroman si Titu Andreescu sau intrati pe www.anulmatematicii.ro, pentru

a putea cunoaste primele 11 zecimale ale numarului de mai sus e suficient sa
retineti versurile:

»ASa e usor a scrie orisicare/Un simbol creat din multe zecimale”.
3. Corpul existd cu adevarat si se numeste gyroelongated

pentagonal cupola si aratd ca n figura aldturata.

4. Evident, bunica avea doua fiice si patru nepoate, care stateau toate pe 7
scaune.

5. O singura cantarire.

Se va lua din prima lada o moneda, din a doua lada doua monezi si asa mai departe, din a cincea lada se
va lua cinci monezi si se vor cantdri. Tn total, cele 15 monezi ar trebui si cantireascd 1500 de grame. Daca
insa vor cantdri 1490 de grame Tnseamnd cd prima lada este cu rebuturi, dacd vor cantdrii 1480 grame
inseamna ca a doua lada este cu rebuturi, si asa mai departe, dacd vor cantarii 1450 grame Tnseamna ca a
cincea lada este cu rebuturi.

6.

7. Indiferent de marimea bilelor, ele vor avea aceeasi pozitie una fata
de alta.

8. Datorita dimensiunii foarte mari a sferei exista suficient loc Tn
colturile  de jos ale tunelului pentru a se Tnghesui astfel Tncat

/ \ bolovanul s& treaca pe 1anga el fird si-1 atingd.

v
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,» Adevarata intelepciune Tnseamna sa-ti recunosti propria ignoranta”
Socrate

ﬂ Modele de teste

Bacalaureat 2012 — M2

SUBIECTUL | (30p)

5p 1.Sasecalculeze ¥/ 8 log, !

Z .

5p 2.Fie f:R R, f(x) 2x* 3x 1.Sdsecalculeze f(f( 1)) f(0);

5p  3.Séserezolve in R ecuatialog,(x* 6x 12) 2.

5p 4. 1n cate moduri putem forma echipe de céte 4 elevi daci avem 5 baieti si 3 fete ?

5p 5.Daca a (O;E)si cosa %sé se calculeze sin g;

5p 6. Sa se scrie ecuatia dreptei care trece prin punctele A(-2;1) si B( 2;3).
SUBIECTUL Il (30p)

1 1 2 100
1. Se considera matricele A 1 1 2 M,Z)sil, 0 1 0 M, (2Z).
1 2 1 0 01

5p a) Sa se calculeze determinantul matricei A |,;
5p b) S&se determine m R astfel incat matricea A ml,sa fie inversabila;
5p c) Sa se rezolve ecuatia matriceala X (A 1;) |I,.
2. Se considerd polinoamele f,g ZJ[X], f(X) X2 (a 3X 4 2sig(X) X 1.
5p a) Determinati a Z,, stiind ca f(i) 2:
5p b)Pentru a §rezo|va§i ecuatia f(x) 2;

5p c)Pentru a 1 s3 se arate c3 polinomul f este divizibil cu polinomul g.
SUBIECTUL Il (30p)

X 2

X

1.Fie f:R R, f(x)

5p a) Sase calculeze f'(0);

5p b) Sa se determine ecuatia asimptotei catre la graficul functiei;
5p ) Sa se arate ca f(x) este convexa pe [4; ).

et 1, x1

X 1 x 1

5p a) Sa se arate ca f admite primitive pe R ;
2

2..Fie f:R R, f(x)

5p b) S&secalculeze f(x)dx;
0

5p c) Sa se calculeze volumul corpului de rotatie determinat de graficul functiei

g:[1:2] R,g(x) #x)l n jurul axei OX intre dreptele de ecuatii x=1 si X=2;
X® X

Model propus de catre prof. Stan Adrian, Buzéau
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., Intelepciunea este fiica experientei’” .

Leonardo da Vinci

n Posta redactiei

Dragi cititori, elevi si profesori, a aparut numarul 9 al revistei de matematica ,, SCLIPIREA
MINTII”, o revista care promoveaza studiul matematicii n randul elevilor nostri, si care, sperdm noi, va
aduna tot mai multi elevi si profesori impreund, din judetul Buzau si din tard , pentru a face din obiectul
matematicii 0 activitate performanta.

Profesorii si elevii care doresc sa trimitd materiale pentru revistd, constand n articole, exercitii si
probleme cu enunt si rezolvare completd, materiale pentru ,,caleidoscop matematic”, sau orice alte sugestii
pentru a Tmbunatatii calitatea acestei reviste, o pot face trimitand materialele membrilor colectivului de
redactie sau pe adresa de e_mail: ady_stan2005@yahoo.com, fie materiale tehnoredactate( salvate in
Word 2003) , fie scrise de mana si scanate. Materialele primite trebuie sa fie originale si s& nu mai fi fost
trimise sau sa mai fie trimise si catre alte reviste. Dreptul de autor al materialelor trimise spre publicare,
apartine redactiei.

Elevii care doresc sa trimita rezolvarile problemelor, trebuie sa ia legatura cu profesorii lor si sa respecte
conditiile ca fiecare problema sa fie rezolvata pe o singura foaie cu specificarea numarului problemei, si a
autorului ei, iar la sfarsitul solutiei sa-si treacd numele si prenumele, clasa si profesorul sau, scoala si
localitatea.(Indicativele P, G si L sunt pentru diferentierea pe invatdmant primar, gimnazial respectiv liceal)
Fiecare elev poate rezolva si trimite problemele destinate clasei In care se afla si pe cele ale ultimelor doua
clase imediat inferioare precum si pe cele din clasele superioare catre profesorul clasei. Fiecare rezolvare

geLvgs

promova in continuare revista In randul elevilor, iar cei carora li se publica articole sa comande un numar mai
mare de exemplare.

(ata finald pana cand profesorii pot trimite materialele, rezolvarile si comenzile pentru numarul 10 al
revistei ,, SCLIPIREA MINTII” va fi 1 Octombrie 2012. VVa uram succes si va asteptam.

MDedicdm acest numar al revistei domnului profesor Constantin Rusu cu prilejul Tmplinirii

varstei de 70 de ani la data de 10 aprilie 2012 . Ti urdm domnului profesor viati lunga si s&
iubeasca in continuare matematica, pentru ca asa cum chiar el o spune mereu — ’’aceasta
iubire ne vindeca de foarte multe boli’’.

Redactia

Vizitati  www. mateinfo. ro

MATEmatica si INFOrmatii din invatamantul
ROmManesc

Reviste, sinteze teorie, probleme rezolvate, concursuri si olimpiade, programe
scolare,
proiecte didactice, metodologii si documente scolare, carti de matematica, teste, fise
de lucru, jocuri de logica, softuri educationale, modele subiecte BAC.
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Rubrica rezolvitorilor de probleme

Scoala cu clasele 1-VI11 “*Vasile Cristoforeanu” Rm. Sarat:

Clasa a VIll-a : 56p-Buterez David, Sirbu Claudiu, 50p- Chiriac Andrei, Doni Alina, 48p- Parlog Valentin, Baciu
Diana Valentina, Tudorache Alina, Neagu Daniela, Lazdr Elena ,Vlad Oana Andreea, Tascd Valentin, Banu Calinut ;
Prof. Marin Simion;

Scoala cu clasele 1-VI111, Smeeni.

Clasa a Vl-a: 27p. Chiriacescu Roxana, 25p. Nica Camelia, Tescan Irina;

Clasa aVIl-a: 40p. Bulgarea Alexandra; 45p. Neacsu Laura.

Clasa a VIII- a. 50p.Scarlat Roxana; 44p.Vasile Cristina, Marin Valentina; Prof. Stanescu lon.

Scoala cu clasele 1-VI111 nr. 1, Padina.

Clasa a IV-a: 45p. Nastase Teodora;

Clasa a VV-a: 35p. Draghici George, 32 p. Mircescu Corina, Jega Cristian, Herta Adelina 28p. Draghici Silvan, 26p.
Dumitroiu Andreea, 20p. Nica lonut, 18 p. Balica Gabriela, Calin Elena;

Clasa a VI-a: 45p. Bocioaca Andreea, 40p. Dumitru Georgiana, 20p. Cuzuma Claudia, Negulescu Cristina, 15p
Dumitru Georgiana, llie lonut;

Clasa a VII-a: 40p. Nastase Daniel; 28p. Fleoarca Andreea, Dumitrache Diana, 25p. Ciocan Mirela Vasilica

Prof. Lacrimioara Nastase.

Scoala cu clasele I-VI111, “Tristan Tzara” Moinesti, Bacau. .

Clasa a V-a: 12p. Gherman Andrada, Faraoneanu Madalina, 11p. Merla Andrei, Maziliu Alexandra, 10p. Dirlau Florin,
Gradinarru Miruna, 8p. Vasilache Bogdan, Dirlau Marta, Prof. Cornelia Gurau;

Clasa a Vl-a: 31p. Munteanu Gheorghe, 28p. Lila lonut, 26p. Olaru George, Prof. Cornelia Gurau; 15p. Malache
Raluca, Prof. Vasii lonela

Clasa a VIl-a: 16p. Calin Andreea, Prof. Vasii lonela;

Scoala cu clasele I-VII1 “Gh. Popescu “ Margineni —Slobozia, Olt
Clasa a V-a: 25p. Trasca lonut- Vladut, Ene Daniela- luliana, Vochin loan — David, Moisescu Denis, Costea Nicoleta,
Nedelea Adrian Ilie, Mamularu Cristina, Fuior Daniela; Prof. luliana Trasca.

Grupul Scolar ,,Costin Nenitescu”, Buzau:

Clasa a IX-a: 20p. Tudor Méadalin, Tureac Andrei, Dragomir lonut, Grozea Cosmin, Pirnog Georgiana, Ciopec Corina,
Dobrin lulian, Picu Elena Daniela, Borcea Eduard, Stoian Cristina, Sterpu Denisa, Toader Florinel;

Clasa a X-a: 32p. Feraru Andreea, Pertea Larisa, Marcu Cristina, Lica Adriana, Gheorghita Dinel, Dinu Madalina ;
Clasa a Xl-a: 40p- Zaharia Madalina, Bisoceanu Aura, Soare Manuela, Lixeanu Daniela, Tabara Stefan;

Clasa a Xll-a: 45p- Vlad lulian, Dinu Alin, Antemir George, Dima Octavian, Anghel Sorin; Prof. Stan Adrian.

Scoala cu clasele I-VI111 “George Emil Palade *“ Buzau

Clasa a V-a: 20p.Ciocan Cristian, Vasile Rucsandra, Zota Madalina, Bordei Valentina, Neagu Bianca, Dumitrache
Radu.

Clasa a VI-a: 24p. Burada Andrei, Stan Eduard, Marin Cristian, Vaceanu Ramona, Duca Miruna, Mutuligd Teodor,
Sandu Alexandra, Serban lonut, Stefanescu Raluca.

Clasa a Vll-a: 28p. Mardale Cosmin, Mantoiu Antoniu, Raican Mihaela.

Clasa a VIlI-a: 34p. Radu Bogdan, Zwak Eduard, Dima Lucian, Apostol Alice, Cojanu Elena. Prof. Neculai Stanciu.

Scoala cu clasele I-VI111, nr. 1 Rm Sarat.
Clasa a VI-a: 20p. Jercan Adrian, Nacu Catalin.
Clasa a VIl-a: 36p. laru loana Victoria, Vasile Dragos Mitrut, Rapeanu Miruna. Prof. Valerica Rosu.

Scoala cu clasele 1-VI11, nr. 2 Cugir, Alba.
Clasa a V-a: 26p. Codrea Maria, Codrea Marian, Muntean loan, Molodet Dragos, Siderias Alexandru;
Clasa a VIII-a: 30p. Bortoc Adrian, Codeanu Andrei, Dan Andreea, Vinersar Catdlin; Prof. Mariana Mitea.

Grup Scolar Tehnic ,, Sf. Mucenic Sava”, Berca, Buzau.
Clasa a IV-a: 25p. Badea Teodora, Bratosin Cosmina, Ciupag Alin, Dinu Alexandru, lonita Lorena, Moldoveanu

Andreea, Papatoiu Andrei, Popa Madalina, Solcd Roxana, Tatulescu Razvan, Prof. Lupsan Nicoleta.
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