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[G:1328 Fie triunghiul ABC inscris in cerc i A1, Bs, respectiv G, punctele diametral opuse in
FHUF DOH OXL $ % U HVE HdspedtiY @ sunt bvifloackle laturilor BC, AC, i
UHVSHFWLY LS %:1A®) BIBYVIIC> sunt concurente.

$OLQD & OXJ UX (XQreicyd D 7 XUF

RezolvareDucem BB, CC v Qinflle din A i C ale triunghiului ABC B' AC, C- AB care se

LOQWHUVHFWHD] AQAAC 'HBBDUAM®HBH AC ianalog AB CH. De aici
UH]XOW F S3BHJeste pavdlelagdad A1Az trece prin H. Analog, B3> i1 C1Ca trec prin
H de unde ceria problemei.

fClasaa VIll -a

G:1329. Fiene DVWIHO vQFItpVVZQCHQXLP?/ UN® SULPL Fpdu¥élpoate scrie

cadiferen D FXEXULORU D GRX QXPHUH QDWXUDOH QHQXOH
eleveMilitaru Cismaru Gabriela , Craiova,3DQGXUX 0 G%OQRBVWL 9kC

Rezovare Fie p 22 1 & b a b & ab B,cuabe “.Cuma® ab B! a &

Ya b 1deundea b liatuncip 22 1 b 1° B B 3% 316 3bb1

ideaicidbb 1 2 fals, deoarec&nu divide 2% .

G:1330. Fie R i}

Rezolvare: Conform ipotezei avem

PBEELS. in ce caz avem egalitate?
Lucian Tu escy Craiova,Sorin Botea, Tg.Jiu

. Egalitate avem
pentru i

G:1331 Fie astfel incat i . Calculai
Alecu Orlando, Craiova
RezolvareDin

Cum UH]XOW Cum
G:1332 Fie astfelincata b x yzoia® b® X y $U WP
a’ b X'y, n . Alina Tigaie , Craiova

Rezolvare Avem a b° 3aba b X y3 3 xy x yde unde
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ab(a+b)=xy(x+y)adica ab=xy . Cum a=x+y—bobtinem (x+y—b)b=xysau
b? — xb—by + xy = 0sau (b—x)(b—y):o. Daca b =Xrezulta a = yiar daca b = yrezulta a = Xsi
de aici a"+b" =x"+y",(V)neN.

G:1333. Determinati ne N* astfel incat A=n"+n+1 si fie numir prim.
Mihaela Stancele, Monica Stanca, Craiova

Rezolvare: Se aratad ca
A=n"—n*+n*+n+1=n*(n° - +n’+n+1=n’(N"*-D(N*+D)+n’+n+1=

=(n*+n+1)-[n(n-1)(n° +1)+1] si doar pentru n = 1 se obtine ci A =3 este numar prim. In rest,

ambele paranteze sunt mai mare ca 1, deci A nu este numar prim.

G:1334. Aritati cd ecuatia 4x®—507x+253=0 are trei ridicini reale care au suma numir

natural.
lonel Tudor-Calugareni, Giurgiu

Rezolvare:  Rezolvam ecuatia si gasim solutiile reale x;,X,,X; cu suma X, +X, + X, € N. Ecuatia
data este echivalentd cu :  4x° —507x+253=0]-2= (2x)* —507-(2x) +506 =0. Notdm 2x = y si
obtinem ecuatia y®—y-506y+506=0<(y-1)(y’+y-506)=0=vy,=1, Yy, =22, y,=-23.
Mai departe se obtine x e {% 11 —%}

4 5 2
. . X" =1 X*+1-X"—X
G:1339. Rezolvati ecuatia — +

XCHx2+x+1 (Xx=1)7-(X* +x+1)

3

=4048, x eR\{—l;l} .

Nicolae Ivaschescu, Canada
(x> +D(x+D(x-1) . (x> =1)(x*-1)

=4048 =
(X+D(x* +1) (X=D2(x* +x+1)

Rezolvare: Ecuatia datd este echivalenta cu

X—1+Xx+1=4048=x=2024. S = {2024}.

: . 1 f 1
G:1336,. Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia irationala (1+—j Vx2—x=[1+=.
X X

lonel Tudor-Cilugareni, Giurgiu
- : o - 1 s
Rezolvare:  Conditiile de existents in R ale ecuatiei sunt: x#0, 1+=>0, xX*~x>0. Ridicim la
X
patrat ambii membri ai ecuatiei , apoi rezolvam ecuatia in care nu mai apar radicali si retinem ca
solutii reale ale ecuatiei date , doar pe acelea care verifica si conditiile impuse.

1Y, 1 (x+1)? x+1 . ) . y
1+2 | (X =x)=1+= =2 x(x-1)-=—==0. Din (x+1)(x*~2)=0 se obtin solutiile
X X X X

problemei: § = {—v2,-1,v2}

(G:1337|. Fie a,b,c)0. Sa se demonstreze ca: a

+ + <=,
4da+b+c a+4b+c a+b+4c 2
Gheorghe Ghita, Buzau

1 1 1
S g—(—+—)@(x—y)22{l
Rezolvare: Se foloseste urmatoarea inegalitate: X + ¥ Xy

1
4
Yievire Larye 20 a5 <266t d)) - 2 asa) -

b c < 1
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= 212 Z Z =— Egahtatea are loc daca si numai dacia = b = c.

4Za 12 42

611338. Si se determine (X;y) € Rx[Rdin ecuatia v/x—10 +\/y—10 =

X+Yy+30
10
Adrian Stan, Buzau

Rezolvare: Notim X-10=a, y-10=b=x=a+10, y=b+10
a+b+20+30 a+b
Vb= 10 10

2 2
Cuma—+b+5 2\/a—+b5 2 a;b «/\/a_;\/b_ZZ\/g;/B:x/EM/B.

a+0b:5§iJ5:J5_ Obtinem a=b=25. § ={(15:15)}.

G:1339. Un paralelipiped dreptunghic are toate muchiile exprimate prin numere naturale.
Stiind ca diagonalele a trei fete distincte ca arii au lungimile 10 cm, 2+/34 cm, respectiv

Ecuatia devine va + +5.

Avem egalitate daca si numai daca

2+/41 cm, sa se afle lungimea diagonalei paralelipipedului si volumul acestuia.
Dumitru Preoteasa, Giurgiu, Madalina Buliga, Bucuresti
Rezolvare:  Notam cu a, b si ¢ lungimile a trei muchii care pornesc din acelasi varf. Conform

enuntului avem relatiile: a*+b*=100, () a*+c*=136, (2) b®+c? =164, (3). Adunand
aceste trei egalitati, obtinem  2(a’+b?+c?)=400=d? =a? +b*+c?=200=d =10J2. Mai
departe se afli a =6, b =8, ¢ =10 iar volumul este egal cu 480 cm?.

G:1340. Tntr-un cub sectiunea diagonali are aria A1. O sectiune paraleli cu aceasta are aria

Az si A1=+/2- 4, .a) Ce formai are sectiunea a 2-a ? b) Cat este distanta dintre aceste sectiuni ?
Ion Stanescu, Smeeni, Buzau

Rezolvare:
o | o"
1 M
a) Fie | muchia cubului. Atunci, D 4 /
BIDIZI\/§:>A&:BBIBIDI:|2\/§, : I z C'
A =NN'"-M'N'=I-M'N' = A 5 -
12J2 =J2-M'N", sectiunea a doua i B i
fiind patrat. i |
b) Distanta O'O" =|(2\/_%1) se obtine | :
din asemanarea triunghiurilor i i
AC'M'N' ~AC'D'B'. D ‘/ c
/z”’, \\\\\x\\ /N
A B

= Clasa a IX-a

L:1119| Gasiti toate numerele naturale n astfel incat «/n+1++/4n—3 si fie numir natural
eleva Militaru Cismaru Gabriela, Craiova
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Rezolvare:

Fie Vn+1+vV4n-3=peN*=4n-3=p-Vn+1= J4n-3eN*J/n+leNx*.
Notam n+1=a’ 4n-3=b* abeN*=4a’-b’=7 < (2a-b)(2a+b)=7. De aici se obtine
a=2 si b =3 adicad n = 3 este singurul numar natural care convine.

L:1120. Demonstrati ca:

1 1 L =" YneN*, unde [x] este partea

(V2] [¥5] [B)[Vi0] " [V ei [ [Jmenez] N+l

intreaga a lui x.

Elena si Constantin Ciobica, Falticeni

Rezolvare: Din [\/nz +1} =n,neN si [\/nz + 2n+2} =n+1VneN" obtinem ci membrul sting

1 1 1 1 111111 1 1 1 n
esteegal cCU —+—+—+...... e VU S =1- = .

1.2 2.3 3.4 nn+l) 1 2 2 3 3 4 n n+l n+l n+1
L:1121| Fie x,y,zeRcu XZ%, yz%, 22%. Aratati ca

X2y?z2% + A(Xy + yz + 2X) +1>8xyz + 2(x + y + 2) . Tn ce caz avem egalitate ?
Simona Marinela Serban, Dabuleni, Dolj
Rezolvare: Cum (x—1)> > 0= x* > 2x—1> Osi analoagele. inmultindu-le obtinem:

x’y?z% > (2x-1)(2y-1)(2z-1) < x*y?z® > 8xyz —4(xy + yz+ 2x) + 2(X+ y + ) -1 c.c.t.d.
Egalitatea existd pentrux =y =z = 1.

. - . 2 3 2 3 2 8
L:1122, Aflati solutiile reale ale ecuatiei (x* +x—1) +(3x* +x—8) =(4x*+2x-9) .

lulia si lonut Schiopu , Craiova
- - 2 3 2 3 2 3

Rezolvare: Ecuatia se scrie (X +x—1) +(3x* +x—8) +(-4x* —2x+9) =0.
Fie a=x*+x-1b=3x*+x-8,c=-4x*-2x+9. Cum a+b+c=0avem a®+b*+c* =3abc (Se
obtine din identitatea a’+b° +c® —3abc = (a+b+c)(a’ +b* +c* —ab—bc—ac))

145

Ecuatia devine 3(x +x—1)(3x + x—8)(—4x* —2x+9) =0si de aici X’ +x—1=0cu X, =

2
—1+97 . 144/
3x2+x—8:Ocux314:%§| —4x* -2x+9=0cu x516:¥.
L:1123. Fie a>1 fixat. Rezolvati Tn multimea numerelor reale:
2X | aX a2 3 2x 3 X A2\2 . TR
(a” +a*-a’-a) =(a” -a) +(a"-a’) . Marin Chirciu, Pitesti

Rezolvare: Cu notatia(u,v) = (a2X —-a,a" —az)ecuagia se scrie(u +v)3 =U’+V o w(u+v)=0<
1 . 1

= (a2X —a)(ax —az)(a2X +a*-a’ —a):O < xed=,12%. Rezulta S=<=,1,2"¢.
2 2

Nota. Pentrua = 2se obtine Problema propusa in MathAtelier7/2024.

- 2x X 3 2x 3 X 3 s -
Solve in real numbers (2 +2 —6) :(2 —2) +(2 —4) . Panagiotis Danousis, Greece

L:1124| Fie x,y >0 astfel incat x* + xy + y* = 3.Aritati ¢ v/3x? +1+/3xy +2 +4/3y? +3<35.

Felicia Ozunu ,Craiova
Rezolvare: Folosim inegalitatea Cauchy-Buniakowski-Schwarz si avem
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(\/3x2 +14+ 43Xy +2 +4/3y° +3)2 < (12 +1° +12)(3x2 +1+3xy +2+3y? +3) = 3(3(x2 + Xy + y2)+6)
= 3(9 + 6) =45 de unde inegalitatea ceruta.

N ; ; N R 2
L:1125. Determinati numerele reale x si y astfel incat: (xy+9)2 +(y2 —xy) =18y>.
Grigorie Dan, Lavinia Trincu, Craiova
Rezolvare: Observam ca Y # 0, in caz contrar se obtine 9> = 0, fals. Relatia din enunt se scrie

X?y? +18xy + 81+ y* — 2xy® + x°y* —18y° =0 < 2y*x* +2y(9—y*) +(9—y)* =0.
A=4y*(9-y?)-8y*(9-y?)* =-4y*(9-y*)*. Din conditia

A>0, si y#£0=(9-y’)’<0=ye{-33} = xe{0}.

L:1126/. Fie a,b,c>0 astfel incaita+b+c=1.Sa se demonstreze ca

27ss-( a , b, ¢ j+153i Gheorghe Ghita, Buziu

b+c c+a a+b abc
Rezolvare:

a _3 ,. . . : . i .
Inegalitatea din stdnga este echivalenta cu Zb— > > (inegalitatea lui Nesbit). Pentru inegalitatea din
+C

dreapta aplicand inegalitatea: bisﬁcﬂb—c)2 >0=> > 4 Szb+c
+C

bc b+c bc
2a+b+c (2a+b+c)(b+c) a (a+b+c+a)(a+b+c—-a)
= < & 8 —+12< =
Z b+c Z bc Zb+c Z bc
_ 3 1_ 3
gy 8 +12<Z(1+a)(1—a)_Z(l—az)_za—aS_Za 2.2 B 2.2 _1-33f(abey’ _
b+c B bc bc abc abc abc abc
=i—3:> SZi+12£i—3,cu egalitate pentru azb:c=£.
abc b+c abc 3
L:1127. Daca x,y)0, x+y=2 atunci in triunghiul ABC cu semiperimetrul
a+b+c . : ) 3 4 4 4 16
S= , are loc inegalitatea : >—

5 5 >+ + + >

m, +mS°+mS~ b(ax+cy) c(bx+ay) a(cx+by) s

D.M.Bitinetu-Giurgiu , Bucuresti, lonel Tudor- Calugareni, Giurgiu
Rezolvare:

. . 3 .
VVom folosi cunoscuta relatie ma2 + mb2 + mc2 = Z<a2 +b%+c? ) , care rezultd din formulele de calcul

2 2 2 2 2 2

) o ] ) X X (X1 +X,"+.. X )

ale medianelor si inegalitatea lui Bergstrém i+i+ ...... + > iy
i Y» Yn Vit Yot tY,

Membrul stang al inegalitatii se scrie

3 +4-Z; 4[ L +> ! j

§(a2+bz+cz) Shax+cy) (a?+b?+c® 4 b(ax+cy)

Aplicand inegalitatea lui Bergstrom avem
Z 1 o r N 12 N 1? S (1+1+1)° 3 9
b(ax+cy) abx+bcy bcx+acy acx+aby ab(x+y)+be(x+y)+ac(x+y) 2(ab+ac+bc)

cyc
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Atunci

1 1 1? 3 (1+3)°
4 2, 2 2+Z >4 2 2 2t 28 o 2
a“+b°+c” G b(ax+cy) a“+b°+c® 2(ab+bc+ca) a“+b°+c°+2ab+2bc+2ac
416 16
(a+b+c)*> S?

L:1128. Rezolvati in R sistemul de ecuatii:
JX =34+ X2 =A%, +3—1[(%; —2)° =X, —3++/X2 —4x, +3—1/(x, —2)° =...
= X, =3 ++/X2 —4x +3-1/(x, —2)* =0. Mihaly Bencze, Brasov

Rezolvare: Adunand ecuatiile sistemului obtinem:

S 3+ 5 —ax, 130, 27 )-0.

k=1

Pentru X >3 avem: VX —3 +Vx2 —4x+3 < \/(x— 2)° . (1). Intr-adevar, notand y = x—2, (1)

devine Jy —1+,y* —1< \/F , sau ((y ~D(y* -1 —1)2 > 0, adevarata, cu egalitate daca si numai daca
(Y -Dy-D=1ey’ -y -y=0

1++5 1+ 5++/5
<Yy, =0y,,=——,darnumai y = >1,iex= :
’ 2 2 2
o . _(5++5 5445  5+45
Deci sistemul are unica solutie > Ty T .

L:1129. Fie aeR astfel incat ecuatia x* +ax—1=0 are radicinile reale X, si x,. Aflati cea

mai micid valoare a expresiei E(x;X,)=(1+x°)1+X,"). Alecu Orlando, Rosioridevede,
Teleorman

Rezolvare:  E(X;;X,) =1+ (X +%,)? —2x%, +(xX, ) =4+a >4 cu egalitate pentru a = 0. Minimul
expresiei este 4.

. a) Sa se arate ca existd triunghiuri cu lungimile laturilor a,b,c >2025astfel incéat
[a]+[b] < [C] , unde [X] reprezintd partea ntreagd a lui X.

b) Existd triunghiuri cu lungimile laturilor a,b,c>2025astfel incét {a} + {b} < {C}, unde
{X} reprezinta partea fractionard a lui X ?

c) Sa se arate ca nu exista triunghiuri cu lungimile laturilor a,b,c>2025astfel Tncat
[a]+[b]<[c]si {aj+{b} <{cj.

Rezolvare:

a) Fie a=b =2025,1si ¢ =4051care pot fi laturile unui triunghi deoarece a+b=4050,2, a+b>4051
a+c>b,b+c>a.

Cum [a]=[b]=2025si [c]=4051avem [a]+[b]=2-2025 = 4050 < 4051obtinem cerinta.

Observam ca putem lua a =b =2025,99si ¢ =4051, similar a=b=2025,99 ¢ =2025si obtinem alte

triunghiuri care verifica .
b) Fie a=b=2025,3si ¢ =4049,7 . Atunci a+b=4050,6 >4049,7;a+c>b,b+c>a.Avem

{a} = {b} =0, 3si {C} =0,7. Observim ca {a} +{b} < {C}
Similar putem da exemple pe aceastd idee : a=b =2025,2 ¢ =4049,5, etc.

loana Genoveva. Luiza Cremeneanu, Craiova
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¢) Adunand [a]+{a}+[b]+{b} <[C]+{C} de unde a+b<c, fals!
L:1131. Fie a, be Q. Pentru fiecare n € Z consideram multimea ecuatiilor de forma
E,: (n+)x*—2(n+a)x+b+n+1=0. Aritati ci daci 1, a, b+1 sunt in progresie aritmetic,

atunci ecuatiile En au o radacina comuna.
Adrian Stan, Buzau
Rezolvare:

Cautam o solutie a ecuatiei independenta de n. Fie @ € R 0 solutie a ecuatiilor de forma E,. Atunci,
E : (n+)a®-2(n+a)a+b+n+1=0sau n(e’-2a+1)+(a’-2aa+b+1)=0, VneZ.
cum neZsi a’-2a+1=0, a’-2aa+b+1=0=a=1si 1°-2a+b+1=0 = 2a=b+2 adica
tocmai faptul ca 1; a; b+1 sunt in progresie aritmetica.

L:1132] a) Determinati F:(0.0) = (0.) stfel tncat
X () F(x+y) =y ) (F)+F(y)) (V)xye(00)

o) Determinati | +(0) > (=20) astfet incar ¥ N F+N =V XTI+ () (V)xye(=2.0)
Lucian Tutescu, Craiova, Neculai Stanciu, Buzéu
fO)+ () _ yf(x)
f(x+y)  xf(y)’
xf(y)  yf(x)’
f(x) _f@
x 1
x€(0,00).  Tntorcandu-ne in relatia din enunt obtinem xay-a(x+y)= yax(ax+ay)relatie adevarata

Rezolvare: a) Relatia din enunt se scrie

Fiy)+ () _ xt(y)
fly+x) vy’

adica yf (x) = xf (y).Pentru y =1 se obtine

VX, Y e (0, oo) . Schimband X cu y obtinem

Vx,y €(0,) .De aici X,y € (0,00)sau y?f2(x) = x* £ 2(y)

=a.Deaici f(x)=axcu a>0pentruorice

pentru orice X,y €(0,00). Asadar f :(0,00) —(0,00) f(x)=axunde a> 0sunt functiile cautate .

b) Se procedeazi ca la a) si se gaseste f : (—oo, O) — (—oo, 0), f(x)=axcua>0

L:1133] Demonstrati ci % =tan50" . Marin Chirciu, Pitesti
Rezolvare: Se foloseste urmatoarea lema:

. . COSX T X
Lema. Ardtati ca —tg( + j

1-sinx ~“\4 2
X
sin>
1+ 2
T X tg*+t9§ 1+t95 cos.  cos_+sing
Demonstratie. tg(—+_j: 4 _ _ _ _
1-tg-t9_ 1-tg sin=  cos—-sin=
472 2 12 2 2
X
cos -
2
X . X X . X x o x
cos = —sin = || cos = +sin = 2 X 2 X
[ 2 2)( 2 2) cos” —sin*  cosx
= : _ __cosx
L cos? X +sin? X _2sin Xcos X 1-sinx
(cos Sln) 5 > 505

. . . X . X
Egalitatea are loc pentrul—sin x # Osi COSE —sin ] #0.
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cos10°
1-sin10°
L:1134. Fie @,/ >0si a,b,ce(0,:0). Aritati ci
Zaa+(a+ﬂ)b+2ﬂc+ 2ab+(a+ﬂ)c+2,8a+ 2ac+(a+ﬂ)a+2ﬁb>3
2Ba+(a+pB)b+2ac \2pb+(a+p)c+2aa \2ab+(a+p)a+2pc

Tn ce caz avem egalitate ? Lucian Tutescu , Olivia Bercea , Craiova
Rezolvare: Folosind inegalitatea dintre media geometrica si cea aritmeticd avem :

\/2aa+(a+ﬁ)b+2ﬁc _ 2aa+(a+p)b+2pc s 2(2ca+(a+pB)b+2pc)
2a+(a+p)b+2ac \/(Zﬁa+(a+ﬂ)b+2ac)(2aa+(a+,B)b+2ﬂc)_ 2(a+p)(a+b+c)

Acadar 2ca+(a+pB)b+2pc N 2ca+(a+pB)b+2pc
’ 2pa+(a+pB)b+2ac (a+p)(a+b+c)

Anal 2ab+(a+ﬂ)c+2ﬂa>2ab+(a+ﬂ)c+2ﬂa
nalog 2pb+(a+p)c+2aa  (a+p)(a+b+c)

20c+(a+f)a+2pb >2ac+(a+/3)a+2ﬂb
20b+(a+p)a+2pc  (a+pB)(a+b+c)

Relatii care prin adunare ne conduc la inegalitatea din enunt .  Egalitate avem pentru
2ca+(a+pB)b+2pc=2pa+(a+pB)b+2ac

20b+(a+pB)c+2pa=2pb+(a+p)c+2aa
20c+(a+f)a+2pb=2ab+(a+p)a+2pc
Relatiile se mai scriu (a—f)(a—c)=0;(a-B)(b—a)=0;(a«—B)(c—b)=0.Asadar cu egalitate

pentru a=b=cdacd a = 3, iar dacd « = 3 egalitatea este adevirata pentru orice a,b,c e (O, oo) .

Folosind Lema pentru x =10° obtinem: =tg(45 +5 ) =1tg50".

L:1135, Tn triunghiul ABC obtuzunghic (m(«C) ) 90°) avem 4sin A+5c0sB =6 si

5sinB+4cos A=5. Calculati misura unghiului <C . Dan Mitricoiu, Plataresti, Calarasi
Rezolvare: Din

61=6°+5° = (4sin A+5c0s B)? + (5sin B +4cos A)* =16(sin® A+cos® A) + 25(sin” B +cos” B) +
40(sin AcosB +sinBcos A) =41+ 40sin(A+B) =41+40sin(zx —C) =41+40sinC = sinC = % :

5 5
Rezulta <«C = % sau<xC = ?7[ . Cum triunghiul este obtuzunghic rezultd «C = ?7[ :

L:1136. Si se arate cii in orice triunghi ascutitunghic ABC are loc relatia:
1+cos(A-B) +1+ cos(B-C) N 1+cos(C—A) 56

cosA+cosB  cosB+cosC  1+cosC+cosA
Rezolvare: Folosim urmatoarele rezultate trigonometrice bcosC +ccosB =a si
bcosB-+ccosC =acos(B—C) si similarele lor. Obtinem:

1+cos(A—B)+1+cos(B—C)+ 1+cos(C-A) _b+c+c+a+a+b
cosA+cosB cosB+cosC 1+cosC+cosA a b C

Florin Rotaru, Focsani

>2+2+2=6

L:1137. in triunghiul oarecare ABC se consideri punctul D (BC). Sa se arate ca daca [AD
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2cosé 2C0S—
este bisectoarea unghiului «<BAC atunci: a’ <— 2 .BD*+—2.DC? notatiile fiind
sinC sinB
cele obisnuite intr-un triunghi. Emil C. Popa, Sibiu
Rezolvare. Aria S a triunghiului ABC se scrie:
a-—é1 -sinB-sinC
a-b-c a-2RsinB-2RsinC sin A a’-sinB-sinC : o
= = = = - . Cum aria triunghiului
4R 4R 2 2-sin A

ABC este suma ariilor triunghiurilor ABD si ACD avem:
a’-sinB-sinC _ BD?sinB-sin ADB . DC?sinC-sin ADC
2-sinA

A =BD?sinB-sin ADB + DC?sinC -sin ADC =
ZsinE ZsinE

a’-sinB-sinC
2-sin A

<BD?sinB+DC?sinC = c.ctd

= Clasa a X-a

L:1138. Comparati numerele A=2V"%% gj B =2024V"%==?

lonut Ivinescu, Mihaela Mirea, Craiova

Rezolvare:  Avem In A= ,/log, 2024 -In2 = ’In|20224 In2=4/In2024-In2,
n

InB = /l0g,,, 2 -In 2024 = I |20224 -In2024 =+/In2-In 2024 . Asadar, InA=InB= A=B.

n
L:1139,  Aritati ci ecuatia [3*] +[5X] =15"+1 nu are solutii nenule, unde [X] reprezinti
partea intreaga a lui x. elev Ciurea Andrei, Buzau

Rezolvare: Se arata ca pentru x ( 0 [BX]+[5X} =0 iar 15" +1)0.
Pentru x ) 0, sidin [x] < X, VxeR se aratd ca 5 +3" 2[3*}{5*] iar din
15 +1) 5 +3" < (3 -1(5"-1))0= 15" +1)[3" |+[5" |, deci nu avem solutii nenule.
L:1140. Fie a,b,c>1c>a>b.Rezolvati in R ecuatia a* b¥.c¥=a-b-c.
elev Stancu Cosmin , Craiova
Rezolvare: Ecuatia se scrie @*-b**-¢** =1 de unde rezultd Xx—1=0=>x=1sau a-b*"*.c**** =1,
Dar ¢ >b=> X" > p
a-b* .t 5 g e e — g g2 > g U > gl S 1 . b 0“5 1 De aici rezultd cd

ecuatia nu are alte solutii . Am folosit (x+1)2 >0.

L:1141. Fie x,y e R. Aritati ci X’y* +7x*y* + x* +9y* > 6xy(y* -1).
Carmen Vlad , lacob Meda, Craiova
Rezolvare: Inegalitatea data se scrie de forma

X2yt —2x2y% +x° +9y% —6xy(y’ —1) + 9x’y* = [x(y2 —1)]2 +(3y)? —2-3yx(y* D) +(3xy)’ =
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= [x(y2 -1 —3y}2 +(3xy)* >0 cu egalitate pentru x(y>—1)—3y =0 si 3xy =0 care conduce
la x=y=0.

L:1142. Rezolvatiin R ecuatia log, (6" +1) =log, (7*~1).

Cezar Ozunu , Tica Gabriel, Craiova
Rezolvare: Observimca X >0 din 7 -1>0.

Fie f:(0,00) > (0,0), f (x)=log, (GX +1) care este bijectiva si f *(x)=log, (7X —1) :

Ecuatia se scrie f (X)=f*(x)sideaici f(x)=f"(x)=Xadica log, (6X +1) =X 7 =6"+1sau

6 + 1 =1cu solutia unicd X =1.
7 7

L:1143. Rezolvati in R inecuatia x> —2x+3>+4-X*.

Alecu Orlando, RosiorideVede, Teleorman
Rezolvare: X* —2x+3=(x-1)*+2>2>+4-x*, ¥xe[-22]. $=[-2,2].

L:1144] Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 2% + 20 427 =241 41,
Marin Chirciu, Pitesti
e AM-GM e
Rezolvare: LHS = 20 . 2x#2% 4 o7 > QU4 | p([px2h .7 > 90 4 9\[?4 = 2+ L 1= RHS,
cu egalitate pentru (X+ﬂ,)2 =0,2"=2"<Xx=-A. Deducem cix=-Aeste solutia unici a
ecuatiei.
Nota. Pentru A = 2 se obtine Problema propusi in Mathematics (College and High School) 7/2024.

Solve in real numbers 2¢* + 209" 4 2 _ g, (OscarReynaga Alarcon)

x> -14x? +55x—42

L:1145, Si se rezolve in R ecuatia: (X*—7x+11) =1.
lonel Tudor- Calugareni, Giurgiu

Rezolvare: Din conditia x* —7x+11) 0= x e (—oo; ! _2\/§J u£7 +2\/§ ; ooj . Logaritmam ecuatia data

si obtinem: (x° —14x* +55x —42)-Ig(x* = 7x+11) =lg1=0=
X° —14x* + 55X —42 <> (x—1)(x* —13x+42) =0 = x € {1;6; 7} care convin.
Din Ig(x2 -7 +11) =0=> X —7x+11=1=x*-7x+10=0=x e {2;5} care respecta conditiile de

existentd. Mai exista si posibilitatea (—1)%* = 1 unde 2k este numar intreg par.
. x2—7x+11=-1
Deci [x3 — 14x? 4+ 55x — 42 intreg par

x2—7x+12=0=x=3saux =4

Dacd x = 3avem x3 — 14x? 4+ 55x — 42 = 27 — 126 + 165 — 42 = 192 — 168 = 24 numdr par si

avem solutia x = 3

Dacéd x = 4,atunci x® — 14x? 4+ 55x — 42 = 64 — 224 + 220 — 42 = 218 , numar par , deci avem si
solutia x; = 4.
Asadar, multimea solutiilor reale ale ecuatiei date este S = {1,2,3,4,5,6,7} .

L:1146. Fie neN astfel incAt numarul p=2% +1si fie prim . Aritati ¢ p nu se poate scrie
ca diferenta puterilor qa doua numere naturale nenule , g este numéar prim q> 3.
Lucian Tutescu , Ramona Nilbaru, Craiova

Rezolvare: Fie p=2% +1=a"—b" = (a—b)(aq’l +a%b+...+abt? + bq’l) .Cum
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a"™ +a’b+...+ab"* +b"" >a—bsi peste numir prim rezultai a—b =ladici a=b+1.
Atunci

p=2" +1=(b+1)"—b® =b* +Cip** +C2"* +...+ CI'b+1-b* =Cip** +C2"* +...+ CI b +1si
de aici 2% =Clb™" +C2b*? +...+CJ'b ceea ce este fals deoarece ¢ ‘Cé ,q‘CZ oo ‘Ck o ‘Cg‘l si gnu

divide 2° deoarece qeste numar prim si q > 3.

L:1147. Fie a,be(0;1)U(L;00)astfel incat log, 2023+ log, 2023 = 2log, 2023. Aritati ci

log, 2024 +log, 2024 = 2log, 2024 . Delia si Cristian Schreider, Craiova
Rezolvare: Relatia din enunt se scrie
IN2023 In2023 _In2023| In2024  In2024 In2024 _In2024
+ =2 : = + =2 =
Ina Inc Inb | In2023 Ina Inc Inb
log, 2024 +log, 2024 = 2log, 2024 .

L:1148 Gasiti 0 functie bijectiva f : R — R astfel incat f(f(x))— f(x) =56x+2024, vxeR.
Eugenia Turcu, Mihai Calugaru, Craiova

Rezolvare: Se va cauta o functie de forma f (x) =ax+b, a= 0 iar dupa inlocuire in relatia din enunt

obtinem: (a® —a)x+ab =56x+ 2024 = a* —a =56 si ab=2024. Gisim

ae {—7;8} =bhe {—g;ZSB}.

L:1149 Existd z e Castfel incat z2°° = (z +1)** =1.

Florin Sendroiu, Tg. Carbunesti, Sorin Botea, Tg. Jiu
Rezolvare: Presupunem ci exista si trecem relatia datd la module, luand z =a+ib, a,b e R.
V3

7| =|z+)]=1=2a’+b*=1 si (a+1)*+b?>=1.Se obtin valorile: a:—%,b:i—. Dar

2
s (1..43 ’ 2025 3767
(Z +l) =(§ii7J =—1:>(Z +1) =[(Z —l—l) } =-1, contradictie, deci nu exista un astfel de

numar z.

L:1150. Rezolvati in R ecuatia %% +2023 + 453 + 2024 + 33 +2025 =0.
lleana Stanciu, Mihai Calugiru, Craiova

Rezolvare: Observam ci X = —3/2024 este solutie . Cum
F:RoR, f(X)= 5’/ x> +2023 + Z/ X2 +2024 + \9/ x® + 2025 este strict crescatoare pe R rezulta c ecuatia
f (x) =0are cel mult o solutie pe R . Asadar, singura solutie a ecuatiei este X = —3/2024 .

L:1151.  Pentru a si b cifre nenule, determinati numerele ab, care verifici egalitatea:

%/a\/B+ \/E —Q/a\/B—\/E = %/\/E . lonel Tudor- Calugareni, Giurgiu

Rezolvare:
Notdm X = \/E » O siobtinem ecuatia in x: §/X+ax/5 —3/X—ax/6 = %/ﬂ()3 =

2x—33x-(x* —a’h) =x = x=3§/x-(x* —a’h) |()3 = x> =27x-(x? —azb)‘: X = 28x° = 27a’b
2

N a‘b — ) ) A :
Deci, ab = 27-5. Cum ab e N* iar 27 si 28 sunt numere prime intre ele se impune ca

28=4. 7‘a2 ‘b=a%=4, si b=7, deci enuntul se verifici numai pentru numarul ab=27, obtinand
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egalitatea 3247 + /27 — 327 —27 =33
1 1

L:1152. Sa se rezolve ecuatia — ! — ——— +——— =2X’1+l(3x+5x).
27%+37 37+5* 5427 2

Adrian Stan, Buzau
Rezolvare: Daci notim 2" =a)0, 3" =b)0, 5 =)0 ecuatia data devine
2ab  2bc 2ca a+b 2ab b+c 2bc c+a 2ca
+ + =a+b+ce - + - + - =0
a+b b+c c+a 2 a+b 2 b+c 2 cCc+a
(a-b)’  (b-c)’  (c-a)’
2(a+b) 2(b+c) 2(c+a)

=0=a=Db=c. De aici rezulta 2X=3X=5X:>X€{O}.

X2+ xy+y? = (2x+ y)ixz®
L:1153] Rezolvatiin R sistemul {y? +yz+ 2% = (2y + 2)3/yx* . Mihaly Bencze, Brasov
2° +2x + X2 = (22 + x)3/zy?

. . . 2 _X+2z
Rezolvare: Cu inegalitatea mediilor 3/xz° <

, sl alte doua inegalitati similare. Adunand ecuatiile

sistemului obtinem: 2> x* + > xy = (2x+ y)Vxz® + 2y + 2)3/yx* + (2z+x)zy* <
< @x+y)(x+27) N (2y +z)(y +2x) N (2z+x)(z+2y)
- 3 3 N

2
- 22 X ;7ny e 6 X243 xy<2) XTI xy & > X2 <D xy, dar D xT =D xy.

Deci, Xx=Yy =z, si obtinem solutiile (a,a,a), unde aeR,.

Daca a, b, ¢ sunt laturile unui triunghi ABC, cu notatiile cunoscute, sa se arate ca

115
i/: 4{/: 7_> Florin Rotaru, Focsani
a |b C a a b c
Rezolvare: Avem 4| 3/— +d—+7— |=3—+|3-3[=+4-4— |+4-7/— )
b \Yc Va b b c a

iﬁ+ 7\Ezﬁ\ﬁ\ﬁ9\ﬁ 4\ﬁ =§/§+7.7ﬁ+4.<ﬁ:
b b \b \b \c Vc \c \c a b C a
\/:3\/:4 f{ Zdis.?ﬁw. /dé.?ﬁzgrb

b c c a b c c \a
§/§+4{/§+</§>22£(Euler).

b C a R

L:1155 | Aratati ca daca ABC, s AB,C, sunt triunghiuri de arii S;,S, si laturi

a,,0,,C, respectiv &,.0,,C, iar x,y,zeR,* cu xyz>1, atunci xaa, +yhb, +2cc, 2443/, -S,
(O generalizare a inegalitatii lui G.Tsintsifas)
Dumitru M. Batinetu-Giurgiu; lonel Tudor-Calugareni, Giurgiu

Rezolvare:
Vom folosi inegalitatea dintre media aritmetica si media geometrica pentru trei variabile strict  pozitive si

inegalitatea lui Carliz intr-un triunghi de laturi a, b, csiarieS: 3-3Ya%0?%c? >44/3-S.
xa3, +ybb, +z6,¢, > 3- Y xyzaahbiec, =33 xyz - Jaahbboc, >3Yaabbec, =
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Carliz
= 3\/#6‘1%12012 X azzbzzcz2 = \/3'\/3 "5‘12b12012 '\/3'\/3 a22b22022 2 \/4\/§ S, \/4\/§ S, = 4\/§'\/ 513,
Deci xa,a, + ybh, +zc,c, >4/3-S,-S, .
Pentru x=y = z = 1 rezultd inegalitatea lui Tsintsifas : a,a, +bb, +¢,c, >44/3 JSiS, |

= Clasa a XI-a

. Daci AeM,(R)si se arate ei det(A' + A +1,)<(t? +d® ~d +1) unde t=Tr(A) si
d =det(A). Gheorghe Ghiti, Buziu
Rezolvare: Fie functia f (X) =det(A—x-1,)=x*—t-x+d.

Deoarece A*+ A2 +1, =(A*+A+1,)-(A*—A+1,) si (A*+A+1,)=(A-¢l,)-(A-&l,), unde
g2+e+1=0 si g =1. Atunci,

det(A? + A+1,) =det(A—zl,)-det(A—£’1,) = f (e)- f () =(e* —&-t+d)- (e -t +d ) =
=t?+d’+1+(e*+&)(d —t—dt) =t*+d*+1+t+dt—d, unde s-anotat (¢’ +&=-1).

Analog pentru det(A’ —A+1,) = f(-¢)- f(—&”) ==t +d* +1-t—dt—d .

Obtinem ca det(A4+A2+|2)=(t2+d2+1-d)2—(t+td)2s(t2+d2-d +1)2.

. @) Aflati termenul general al sirului (x,)  definit prin 5x , =x +10 ,VneN si

x,=1. b) Calculati limx,. Cezar Ozunu, Dolj, llinca Sebastian , Parscoveni, Olt

n—o

Rezolvare: a) Fie X,,, =y, +a ,a € R. Atunci 5(Y,,, +a)=Y,+a+10 adica 5y, ,,+4a =y, +10

n-1
Luam 4o =10 adicia —gsl atunci 5y,,, =Y, adica y, , = éy .Deaici y, =(gj y, cu

n-1 n-1
:xl—azl—E:—E. Asadar y, +o = E I +a=X,. Obtinem xn=§—§ 1
2 2 5 2 2 2\5

L:1158 | Fiesirul (a,) , definitprina ) 0sia,, =a,+ 21 5 vn>1neN. Si se calculeze
- a“ +

n

Florin Rotaru, Focsani

n—oo ,

Rezolvare: Deoarece @ ) 0 rezulta prin inductie cd a, )0, vn=1 neN. Cum

1 o g . TP : .
w1 —a, =———)0 este sir strict crescator, deci este marginit inferior de primul termen. Daca sirul

a“+2

ar fi marginit superior atunci ar fi convergent si ar avea limita finitd, 1. Atunci, trecand relatia de

1 1 - -
——=>———=0, fals. Deci sirul este nemdrginit si
“+2  1°+2

lima, =o. Cu Stolz- Cesaro se arata ca

n—o0

recurenta la limitd obtinem | =1+

(an
(%, +2,,8,+a’,)

_“m( n+l_an)(a ni1 F By +a )_!1@0 a +2 B
n

lim & = Jjm 2o~ &,

n—o0 n nN—oo n+ J—
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2
h +h+1
a, a, a [ 1 j a’

lim
n—o n-o g nN—w
n

1+—

. . . _a

=3, deoarece lim™2 =lim| 1+ — =1> lim™ =3= lim-~ =33,
an +2an n-w N n—w 3’n

a

L:1159 | Fie a,)3 si a,, =4, +3—3, vneN. Aritati ca sirul (a,)  este convergent si calculati
an nz.

limita sa. lonut Ivinescu, Craiova

Rezolvare: Observim a,,, —3=a,+——6=
an an
9 9 , Lo
Deoarece a,,, =a,+—-322 [a,-——3 =6-3=3)0=sirul (a,) _, are termenii pozitivi si
an an nx1
: 9 9 : . y . e .
a,)3.Dina,, —a =— —3(§ —3=0=>sirul este strict descrescator, deci are limita. Fie | limita acestuia

iar prin trecere la limita a relatiei de recurenta obtinem 1=3.

L:1160 |. Sa se calculeze Iim(iz-sin 2 22n :J-(l2 +3 45 4.+ (2n—1)2) . Adrian Stan, Buzau
Nn—o0 n n —

Rezolvare:

n 2
Se calculeazd S =1 +3% +57 +...+ (2n—1)* = > (2k -1)* = w atunci

k=1

Sini
(1 . 2n \Yn@#n*-1n . 1 an2-1 2n  n(4n*-1) 2
lim| = -sin—; . =lim—=- — _c
> 4n® -1 3 - 2n 4n® -1 3 3
4n® -1
IL:1161] Fie a, b ) O si (xn)mun sir cu termeni pozitivi astfel incat Zxka+bln X, =0, Vn=1.
k=1

Aritati ci sirul (x,) _ esteconvergent si calculati limita limn-x°. Mihaly Bencze, Brasov

n—o
n+1

n
Rezolvare: Din sciderea relatiilor > x2+blInx,,, =0, si > x*+blnx_, =0 obtinem
P} a

b
x A=l 20| Y 0= x P x 2= X)X, atunci te sir strict d a
g = Y 0= X, ) X, = X0 X,,,, atunci (Xn)m este sir strict descrescator cu

n+2

termenii pozitivi, deci este convergent. Fie L limita sa, atunci din

|_ b
Lazln(t) =0=>L"=0=L=0

1 : .n . n+l-n . 1 X
Rezulta lim—=0. I|mn-xnb:IlmT:hmﬁ:hmxa—:llm o =limx*"
n—o0 Xn n—o0 nN—o . n—o0 7b_7b n—o g 1 n—oo g'n _1 n—w
X X X b~ b a
n n+1 n X, X, X,
0, a)b
Rezultd, limn-x°=1limx°" =11 a=b.
n—oo n—oo

oo, a(b



- PROBLEME REZOLVATE - — T ALY
@ Sclipirea Mintii 35

L:1162]. a)Rezolvati in multimea (1;c0) ecuatialog,,, x+log,,(x+1) =log, 2+log, 3
. . ) 1 3
b)Rezolvati in multimea (0;1) ecuatia log,,, x+log,,,(x+1) =log, = +log 5
2 2

Grigorie Dan Lucian, Mihai Cilugiru, Craiova
Rezolvare: a) Fie f :(Lo0) >R, f(x)=log,, x+log,,,(x+1). Searaticd f'(x)) 0,adici f(x)este
strict crescatoare pe (1; oo) si cum ecuatia se scrie f (x) = f(2) = x = 2 este solutie unica.

b) Similar ca la a) considerim g :(0;1) - R, g(x)=log,, x+log, ,(x+1) sicum g'(x) ) 0=, g(x)

. o 1 1 o
este strict crescatoare iar din g(X) = g(z) = X= F este solutie unica.

X

9
L:1163] Se consideri functia f : R —>R, f(X)= 9 +1
functiei f si rezolvati ecuatia f(x)=0. lonel Tudor —Calugareni, Giurgiu

— X . Stabiliti paritatea si tabelul de variatie al

Rezolvare: Mai intai se aratd ca f(x) este impara: f(—x)=—-1f(x), VxeR.
2-9°In9—(9* +1)°
(9 +1)°

Functia f este derivabili cu derivata f'(x) = , VxeR. Atunci,

' (0=0& @+ -4-(3) IN3=0& :»[9X+2~3X -«/|n3+1]~(9xz~3x -«/In3+1)=0:>

y 0

9" —2.3.4/In3+1=0. Notim 3* = y)0. Obtinem ecuatia y> —2y~/In3+1=0.
A, =4In3-3) 4Ilne-3) 0. Atunci, Y, , =4/In3£+/In3-1 ) 0. Obtinem solutiile pentru ecuatia
f'(x)=0= xm'(x):Iog3(\/ln3¢\/ln3—1).

1
Deoarece \/In3+\/ln3—1> JIn3 Yy JIN1=0 si ¥In3-+/In3-1= 1, atunci
JIn3++/In3-1 <

X' = Iogs(\/InB—\/In3—1)<log31:0 ( Iog3< In3+»\/In3—1): x',, asadar, x'¢ 0 (x,'.

| _ _ ; H | — L . 9 1 |l==
f'(0)=In3-1) O iar x“ﬂlf (x) = lim {4In3 @ 1) 1} 1(0.

X——0

2

~1|=-4In3(0

Iimf'(x):lim{4ln3- XS 2—1}=4In3-lim
X—>00 X (9 _|_1) X—>0 3x+:;|;

De asemenea avem si : f(0) = 0 (deci x = 0 este o solutie a ecuatiei f(x) = 0);
lim f(x) = lim (9 _l—x)=—1+00=+00>0;
X——00 x——

o \9T+1
x (&
lim f(x) = lim (:x: —x) = lim ( 1+E;)x] - x) =1—-=—mw<(
9

X—0o X—C0 X—C0

Avem datele pentru stabilirea tabelului de variatie al functiei f:

X —oo X, 0 X, o0
fl(x) 1 -- - - O++ + + + + + ++ 0 - - - - - -1
f(x) oo™ n ¥ 0 —7 M — —OoO

Rezulta ca f este strict descrescatoare pe fiecare dintre intervalele (—oo,x’1] si [ x'5, o) iar pe
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intervalul (x'y, x',) este strict crescatoare cu f(0) = 0.
x'; este punct de minim relativ cu minimul m = f(x';) < f(0) = 0 iar x', este punct de maxim relativ
cu maximul M = f(x',) > f(0) = 0.
Datoritd monotoniei stricte pe intervalele (—oo ,x'1), (x'y,x"5) si (X'g, + 00) ecuatia data are cel mult
o solutie Tn fiecare dintre aceste intervale (x = 0 este solutia in (x'; ,x’g))
Folosind datele din tabelul de variatie si apoi sirul lui Rolle , rezulta ca ecuatia
fx)=0 e .;x T =x, are trei solutii reale x; € (—oo ,x"1); x5 =0; x3 € (x'5, +0)
CUX]_<X2—0<JC3.
1

1y _92-1 1 y9-1 1 2 2 _ . . < < A £ AN
Avem f(E) S 2TV 2a a4 0, si cum f este impara rezulta f( 2) =—f (2) =0
Deci toate solutiile sunt chiar numere rationale si S = [—% , 0, %}
» Clasa a XII-a
arccos x . -
L:1164 | Sa se calculeze: | = 'ff;d Diaconu Radu, Sibiu

Rezolvare: Folosim formula de integrare prin parti si avem:

2 ' :
IzL2 (—ij -arccosxdx = [ Mj —J'fgdx—

X X Xv/1—x?

ﬁ—“ 4)x If 4dx in ultima integrala facem schimbarea de variabild X = sint.

Xv1-x?
I, = é#dxzj_f_co—st —I —dt_ In tg —Intg = = In(\/i—l)
4 yJ1- %2 —sint-cost - 8

i 12505 Bt

XZ

1
L:1165]. Determinati functiile continue f :[0;1] - R astfel incat I f (x)(2x2 — f (x))dx = %
0
Florin Rotaru, Focsani
Rezolvare: Folosim inegalitatea 4ab < (a+h)?, Va,beR cu egalitate cand a=b.
[f(x)+2x f(x)]

1
1
f(x — f(x))dx < x*dx = =, deci avand egalitate obtinem

! () (2x* = F OO )d j j - 9

f(x)=2x>-f(x)= f(x)=x"

L:1166] Fie f:[0;1]—[0;00) o functie derivabili stiind ci f (1) =0 si f' continui. Si se arate ci
1 2 ,

144[ j x3f(x)de < j (') dx. Florin Rotaru,
0 0

Focsani

1 1 1 1 1
Rezolvare: 4[x*f (x)dx = [ (x“)' f (x)dx = x* f (x) - x4 (dx =~ x* ' (x)dx deoarece f(1)=0.
0 0 0 0
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1 1 1

16Ux3f(x)de :Ux“f'(x)dxj "2 (x [xeax- [(£'00) dx==3 j (') dx=cotd

0 0

m Calculati: a)J' In(x+¢x D dx; b) J-\/In(x+ X" +1) dx; xeR, neN,n>3.

Preda Oana, Cariova
Rezolvare:

a) I\/In(x;2d+x12 e dx=I[In(x+\/x27+1)}I 'Wﬁz%(ldhtﬁ)g +C;

JIn(x+x*+1) . n 2 )
b)J'\/ o dx_n+1(ln(x+«/x +1)) +C.

e+5
L:1168] Fie f(x)=€"+4x’+1. Calculati J. f~(x)dx. Marin Chirciu, Pitesti

2

Rezolvare: Folosim identitatea lui Young:
Daci f :[a, b] —)[C,d] f derivabila, f'(X) eR",Vx e[a,b], f (a) =c, f (b) =d, atunci:

b
jf dx+If x)dx =bd —ac. n cazul nostru:

f:[01] >[2e+5], f(x)=e*+4x+1, £ (0)=2, f (1) =e+5, f'(x)=€"+12x>0,x<[0,1].
e+5

1
Rezulta: If(x)dx+j f*(x)dx=(e+5)-1-0-2=e+5.
2

e+5

0
jf(x)dx=j(ex+4x3+1)dx=(ex+x4+x) (1):e+2—1=e+1:> I f*(x)dx=4.
0 0 2

L:1169] Fie 420 n>0_calculati I

dx xeR, Marin Chirciu, Pitesti

Rezolvare: Pentru 4 =0 ob;mem_[dx —x+C. Tncontinuare fie4 >0,

J-e —ﬂ J-(l_ 24 ]dx . le 4= X_2/1 du __J‘(___
e™+ A e”+A e™+ 1 n u+/1 u u+A4
z e™ + 1
=x—g(lnu—ln(u+ﬂ))=Inex—zlnizlnex—gln € =In( ) =
n n u+A21 n e”“+1 e

:gln(e"x+/1)—x. n finalj%x:zln(e”x+l)—x+c.
n e+ A n

z
4

a3 3

sSin” X+ Cos™ X . -

L:1170| Si se calculezeJ. — - dx. Emil C. Popa, Sibiu
2 2sin® X+ 2(1—-/2) cos® x+3/2 cos x

Rezolvare: Observam ca:

25in% X+ 2(1—/2) cos® X +3v/2 cos x = 2sin° X + (2++/2) cos® X+ 3v/2(1—c0s? X) - Cos X =

=25in° X+ (2+~/2) cos® x+3/2 -sin? x-cos X ) O,VXe[O;%}

Daca f I[O; a] —> R, a)0 fcontinud cu f(a—x)+ f(x)+ f(a+x)+ f(2a—x) #0 consideraim
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j‘» f(a)+ f(2a—x)
Jfa—x)+ f(X)+ f(@a+x)+ f(2a—x)

dx . Pentru a -x = u se obtine

j‘- f(a—u)+ f(a+u)
o f(@+f(a-u)+f(2a-u)+ f(a+u)

| dx:>2|=jdu=a:>|:%
0

Pentru f(X)=sin®x, a:%, f:{o;%}—ﬂR{,

sin® x + cos® x

sin3(Z—xj+sin3 x+sin3(j+ xj+sin3(72T— x]

Ina
blnalnx+c
L:1171 | Sa se calculeze pe (0,0) integrala: I N ( )
x( nX+b|na|nx+b+c)

avem | =

dx. Tn final obtinem: | = =
16

O |y

dx,undea >0.a+1,b,c ER.

Rezolvare: Gheorghe Ghita, Buzau
ba™ Inalnx+b?Inalnx+ba"™ +b?+ca™ +bc—bbInxIna+a™ +b+c)d

| =
'[ ( '"X+blnalnx+b+c)

Inx
(a _dx =

+b)(b|na|nx+b+c)d _b.[ binalnx+a" +b+c)

( '“X+blnalnx+b+c '”X+blnalnx+b+c)

-1

=J- dx
Ina(a'”x+blnalnx+b+c)

-(blnalnx+b+c)dx-b- =
( ) I '“X+blnalnx+b+c)

B blnalnx+b+c N 1 J- bnadx J- dx
_Ina(a'”x+blnalnx+b+c) Ina ('“X+blnalnx+b+c) ('”X+blnalnx+b+c)

__ blnalnx+b+c ‘C.

Ina(a'"x+blnaln x+b+c)

1172 Calculati urmitoarea limita de functie: |jm—— J
Hw\/_ 1+sintcost

1

1+sint-cost
Observam ca functia f(t) este periodica cu perioada 7 iar valoarea integralei lui f(t) pe o perioada se poate

1 dt:2n\/§

arata ca este J' .
ol+sintcost 3

Pentru orice X >0 putem scrie: 24/x =nn+an unde neN, n=n(x), limn(x)=oo, ae[0,1], a=a(x)

= dt. Vasile Mircea Popa, Sibiu

Rezolvare: Consideram functia: f:R >R, f(t)=

L2
De asemenea putem scrie: | N S, 2“*/§+b 213 unde be[0,1], b=b(x)
5 l1+sintcost 3 3

Trecem la calculul limitei cerute n enuntul problemei. Notidm aceasta limita cu L.

2TE\/§ 275\/5
2Jdx 1 1 2& 1 n 3 +b 3
L=2-lim j i dt - I : dt =
H002\/_ 1+sintcost 2x o l+sintcost nm+an
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Avem urmatoarea inegalitate dubla:
0 213 N 2n\/§+b 213 (n+1) 273 213 i gn,\/§+b 213 (:HlJ 273
3 < 3 3 3 sau 3 < 3 3 < n 3
(n+1) = nm+an nw ( 1} nw+an T
1+H T

Trecand la limita in aceasta dubla inegalitate si folosind criteriul clestelui, obtinem:

2x
lim 1 | _1 dt:z\/g,deci Lzz.&zﬂ.
x>0 2. x 3 l+sintcost 3 3 3

[L:1173]. Si se rezolvein C, ecuatia: 2024x* +2x* —3x? +2x—1=0. lonel Tudor-Calugareni, Giurgiu
Rezolvare: . 2025x* —x*+2x®—3x?+2x—1=0;(45x%)> — (x*—2x®+3x2—-2x+1) =0
(45x2)? — (x> —x+1)? =0 (45x? — x> +x—-1)45x>+x’—x+1)=0&
(44x? +x—1)(46x> —x+1)=0=44x> +x—1=0 sau 46x2—x+1=0

. —1—+/177 —1++177 1+i/183 1—i+183
Deci S = [ o e } c C.
88 88 92 92

[L:1174] a) Rezolvati in R, ecuatia t* —5t* +53t—196 =0.

b) Aritati ci ecuatia 3x° —2x* +5%° +6x* —20x —16 = Onu are toate ridicinile reale si apoi rezolvati
ecuatia lonel Tudor-Calugareni, Giurgiu
Rezolvare: a) Ecuatia dati este echivalenta cut’(t—4) - (t—4)(t-49) =0 & (t—4)(t° —t+49)=0=>te {4} .

2 2 2 5
b) Conform relatiilor lui Viéte avem S, :Z:Xk =—3si § = Z XX; =—. Atunci,
k=1 1<i(j<5
2 4 10 26 .
Zxkz =S?-2S,=———=—"-(0, Observim ca X = -1 , verific ecuatia.
= 9 3 9
3x° —2x*+5x3 + 6x2—20x —16 = (x + 1)(3x* — 5x3 + 10x2 — 4x — 16)

Rezolvam in C ecuatia 3x* — 5x* + 10x? — 4x — 16 = 0 , pe care 0 scriem

10 _, 4 16

5 5 :
x* —§x3 + S x?—2x— =0 Aceasta ecuatie de grad patru de formax*+ax®+bx?+cx+d=0 o0

2
5 . . . . 5
rezolvam cu metoda lui Ferrari . Scriem ecuatia in forma (xz —Cx+ o:) — (mx%2+nx+p) =0, unde

. - . z 25 10
impunem conditiaca mx? + nx + p si fie patrat perfect , deci n’ = 4mp ,unde m = 2a -I-az— b=2a+ w3

5 5 :
—2a—2 n=aa—c=—2a+= sip=a?+=
36 3- T3 3 3
Conditia n? = 4mp conduce la ecuatia rezolventa de gradul trei in « :
5
8 —Ta?+ a——2=0; 8-27a%—40-9a®+424-3a — 1568 = 0

Cu substitutia 3« = t gasim ecuatia 8t% — 40t% + 424t — 1568 = 0; t> —5t?+53t —196 =0 =>t=4
Deci a = g = g este radacind reald a ecuatiei rezolvente.

. 95 1 4 5 8 16 64
Obtinemm=2a ——=== ,n=-—-a=—_,p=a’+—=—
’ 36 36 3 3 o' 3 9 ) )
. 1 8 64 1 8 . . 5 4 1 8
Deci mx2+nx+p:—x2——x+—:(—x——) EcuatladeV|ne(x2——x+—) —(—x——) =0,
36 9 9 6 3 ’ 6 3 6 3
2 4 . 1-13 1+y13 1+iy15 1-iy15
deunde(xz—gx—a)(xz—x+4)=0 DeC|S=[—1, — ;‘ , ‘2‘ }

L:1175] Fie f eR[X], f(X)=aX®+bX?+cX +d, a)0si ridicinile X;,X,, X; € R. Aritati ci
f'(x)+f'(x)+f'(x,)>0.1n ce caz avem egalitate? Sorin Pirlea, Meda lacob, Craiova
Rezolvare: Fie f =a(X—=X)(X=X,)(X=X;) = f'=a(x—x)(X=%)+a(X=X)(X=%,)+a(Xx=X)(X-X,) =
P00+ 1106)+ 1 06) =al(x —X,)(% —X,) + (X, =X )(X, = Xo) + (X =X )(% = X,) | =

= a(xf X2+ X = XXy — X, X —x2x3) = %[(xl —%, ) (% =% )+ (% — xl)z} >0 cu egalitate

pentru X, =X, =X, = f =a(x—x)".
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“ Curiozitatea stiintifica in sine este una dintre
cele mai puternice forte motrice ale societatii noastre”.

Alvin Toffler
(1928- 2016)

EN Probleme propuse

= Clasa a V-a

. Determinati multimile X, Y, Z stiind ca: a) X UY uZ={a; b; c; d; e};
b) XY nZ={a; e}; c) YNZ={a; b; e}; d) XnZ={a; d; e}; e) cg(YUZ)nX.
Nicolae Ivaschescu, Canada

G:1342. Si se determine restul impartirii numarului a =20* +20251a 9. Adrian Stan, Buzau

G:1343. Aritati ci numirul 2025%% se poate scrie ca suma a trei pitrate perfecte nenule distincte.
Adrian Stan, Buzau
. Daca adundm un numdr natural de patru cifre cu numarul obtinut prin inlaturarea primei
sale cifre, obtinem 1982. Calculati suma cifrelor numarului dat.
Doina si Mircea Mario Stoica, Arad

G:1345 Fie numerele x =225 11 i y =252 11 Aritati ca numerele x si y nu sunt
numere prime. Doina si Mircea Mario Stoica, Arad
. Determinati numarul natural ab pentru care ab +a°+a?+a+a=2024.

Nicolae Ivaschescu, Canada
. Demonstrati ca numarul A se divide cu numarul 2024, unde
A=2M.30.5Me g NS gniS gt g g2 g 4 L3N . BN Nicolae Ivischescu, Canada

G:1348. Aratati ca numdrul n=5%% +5%% se poate scrie ca suma a doud pitrate perfecte in doud
moduri. lonel Tudor-Cilugareni, Giurgiu
G:1349. Se considera sirul cu termenii a1=3; a,=12; a3=30; a4=60;..... Scrieti termenii:

a10=...;8100=...;an=. .. Petre Piaunescu, Rosiori de Vede
G:1350. Dovediti ¢ numarul a=285719 este compus si rezolvati in numere prime ecuatia

X’ -z =285719 lonel Tudor-Calugareni, Giurgiu
G:1351. Cate numere xy verificd relatia (x+ y)3 —abcunde xy este un numdr de doui cifre , iar

abceste un numar de trei cifre. Lita Alexandru Craiova, Sgaiba Marius , Craiova
G:1352. Aritati ci daca unul din numerele a=20"—1si b=20"+1,n e N este prim atunci celilalt
numar este compus. Florim Sendroiu, Tg Carbunesti

G:1353. Si se determine numerele abc stiind ca impartite la be dau catul a + 1 si restul a + 8
Gheorghe Ghita, Buzau
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= Clasa a VI-a

G:1354. Determinati numerele naturale a,b,c stiind ca numerele atb, b+c, atc sunt invers

proportionale cu 0,25; 0,2; 0,125 si a+b+c=51. Doina si Mircea Mario Stoica, Arad
G:1355. Rezolvati in numere intregi ecuatia x*-y+10x° = 256. Mircea Mario Stoica, Arad

G:1356. Demonstrati ca numarul
A=[11)+2,(2)+3,(3)+...+8,(8)]-18+ [12, (4)+11,(5) +5,(13) + 2, (75) + ﬂ -40+5? este un patrat

perfect. Nicolae Iviaschescu, Canada

G:1357]. Si se arate ca suma cifrelor numdrului 10°% —2017 este un numar divizibil cu 2023.
Adrian Stan, Buzau

8+88-+888+...+888888888 -123456789

T+TT+TT7 +....+ 777777777
Petre Paunescu, Rosiori de Vede

G:1359. Rezolvati ecuatia X7l x=2 Xx=3, XZ2022 Xx72023_ 5554
2023 2022 2021 2 1

(G:1358. Aduceti la forma cea mai simpla fractia:

Nicolae Ivaschescu, Canada

(G:1360|. Scrieti numarul 2025 casuma de: @) Doua patrate perfecte;  b) Patru patrate perfecte
lonel Tudor-Cilugireni, Giurgiu
. Aratati ¢ pentru orice numere reale x si y , avem (X— y)-(x+ y) =x*—y?. Fardsi

efectuati ridicarile la patrat , aritati cd numarul  a = 28336 + 53689 — 28364° —53636° este

natural patrat perfect. lonel Tudor-Calugireni, Giurgiu

G:1362. Sa se rezolve in multimea numerelor naturale ecuatia £+1 _L unde p, g sunt numere
Xy q

prime date. Gheorghe Ghita, Buzau

= Clasa a VII-a

G:1363. Verificati daca numarul 2019-2022-2025-2028+81 este patrat perfect.
b p p
Adrian Stan, Buzau

G:1364. Aflati numerele reale x siy dacd 4x—y—2=0 si \lyz—3x2—3xy+21:«/11—4x+y.

Adrian Stan, Buzau
G:1365|. Rezolvati ecuatia x+24{x} =[x], xeQ unde [x]respectiv {x} reprezinti partea intreaga

respectiv partea fractionara. Doina si Mircea Mario Stoica, Arad
. _ —_ o 2a+3 . 3a-1 .
G:1366]. Existd valori ale numarului real a astfel incat numerele X = sl y= sa fie simultan
numere intregi ? Doina si Mircea Mario Stoica, Arad
_ s e ab® —ba’
G:1367. Gasiti numerele nenule ba“ | care verifica egalitatea W =11.
a+

lonel Tudor-Calugareni
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G:1368. Daca a,b,c)0 astfel incat a®+b*+c*=3 atunciZa\/Za2 +3ab+4b* <9. Céand are loc

egalitatea? Gheorghe Ghita, Buziu
G:1369. Se da triunghiul ABC cu AB=10 cm, BC= 6cm si m(<«ABC)=105°. Calculati aria
triunghiului. Nicolae Ivaschescu, Canada

: . . 90J10 . _
(G:1370. Un trapez ABCD dreptunghic in A , are baza micd AB = — cm si baza mare DC=AD.

Se considera punctul E mijlocul lui AD incat BE L EC
a) Aritati ca triunghiurile AEB si DCE sunt asemenea.
b) Aratati ca aria trapezului ABCD este numar natural iar tangenta unghiului ascutit format
de diagonalele AC si BD este un numar rational.
lonel Tudor-Calugareni
. Tn trapezul ABCD se cunosc: AD||BC, AD ( BC, m(<):D) =120° iar diagonalele sale sunt

bisectoarele unghiurilor aldturate bazei mari. Dacd CD=8 cm, sa se afle perimetrul trapezului.
Dumitru Preoteasa, Giurgiu, Madalina Buliga, Bucuresti

= Clasa a VIII-a

G:1372. Se da piramida VABC cu 1naltimea de 90 cm si baza triunghiului dreptunghic ABC,

m(<A)=90°, m(«C)=15" si AC=20 2++/3 cm. La distanta de o treime din inaltime fatd de
varful V se face o sectiune cu un plan paralel cu planul bazei. Determinati volumul trunchiului de

piramida obtinut. Nicolae Ivaschescu, Canada
G:1373| In piramida patrulatera SABCD, avéand toate muchiile congruente, se face o sectiune cu planul care
contine dreapta BD si este paralel cu muchia SA. Stiind ca aria acestei sectiuni este 9 J2 cm?, si se afle suma

tuturor muchiilor piramidei.
Dumitru Preoteasa, Giurgiu, Madalina Buliga, Bucuresti

G:1374. Rezolvati ecuatia (x+1961)° +(x—1986)’ +(-2x+25)’ =0, xeR.
Doina si Mircea Mario Stoica, Arad
(G:1375. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia: [x—29]+|x—29|+(x—29) =6, unde

[X] reprezintd partea intreaga a numarului real x. Doina si Mircea Mario Stoica, Arad
VX+8-+/x-8 21
G:1376]. Rezolvati ecuatia VX+8+Vx—-8 4 Nicolae Ivaschescu, Canada

: a\7+b
G:1377|. Fie a,b,c e N*. Daca o7 € QQ sdsearate ca a-C este patrat perfect.
+C

G:1378, Se considerd a=+/n*+1, neN.

a) Sa se calculeze partea intreaga a lui a;

Adrian Stan, Buziu

[X] reprezinta partea intreagi a lui x. Adrian Stan, Buziu
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G:1379. Aratati ca exista numere naturale X, pentru care numarul 45x -54 , este cub perfect.
lonel Tudor-Cailugireni

X+a X+a x+a_3a+3
+ + > :

(G:1380. Daca a>0, Xx,y,z)0astfel incat x+ y+ z =3sa se arate ca >
y+z Yy+7 Yy+12 2

Cand are loc egalitatea? Gheorghe Ghita, Buzau
G:1381]. Folosind doar ecuatii de gradul doi , sa se rezolve ecuatia:
x* +4x® —2028x* —28x +14147 =0. lonel Tudor-Cilugireni

= Clasa a IX-a

L:1176| Aratati ca oricare ar fi X, Y, z)0Oare loc inegalitatea

?,(x2 +y + 22)+ xyz+15 ) 3(xy+yz+2x)+3(x+y+z).  eleva Carina Maria Viespescu, Craiova
L:1177| Fie a,b,c) 0 astfel incata+b+c=3. Arataticd S =+/3a+bc++/3b+ac++/3c+ab <6.1n
ce caz avem egalitate ? Maria Gurgui, Mihaela Ciobinelu, Craiova

IL:1178] Aratati ca a++a+1+va+2+..+ya+2024 <2025-Ja+1012, VaeN.

Adrian Stan, Buzau

n p+l _ 2
L:1179. Sa se demonstreze ca Z(k2+k+1)-{ K }= n(n-1)(n +3n+4)’ unde
k=1

kP +kP* 4. +k+1 4
[X] reprezinta partea intreaga a lui x, iar p e N*. Mihaly Bencze, Brasov
IL:1180. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia:
{3+ X+ x+1}+ [\/ﬁ+ MJ =x° +[\/M] unde neN si {x} este partea fractionara a
numarului real x iar [x] este partea intreaga a numarului real x. Adrian Stan, Buzau
. Si se arate ci dacd a,b,c e R*atunci cel putin una din ecuatiile ax’ —2bx+c =0,

bx* —2cx+a=0, cx®—2ax+b=0 aresolutii reale. Mihaly Bencze, Brasov

L:1182. Rezolvati ecuatiain R: x*—6x>+6Xx*+9x+2=0.

Mirea Mihaela Mioara, Stoian Daniela, Craiova
L:1183|. Sa se arate ca intr-un triunghi ABC, cu notatiile cunoscute are loc inegalitatea
1

) Florin Rotaru, Focsani
A
4y~ (p-a)

1 1 1
+ + <
Voot (] ()
L:1184]. Si se arate i in orice triunghi ABC avem inegalitatea : S < % . max[(a + b)2 , (b + C)2 ,(C+ a)z],

notatiile fiind cele cunoscute n triunghi.
Radu Diaconu, Sibiu

k k k k k
L:1185|. Sa se arate ca L+27+3 +.4n Z[n;rl) , nkeN* | Gheorghe Ghita, Buzau
n

L:1186|. Intr-un patrulater bicentric ABCDde laturi a,b,c,d si arie S avem inegalitatea:

S2 <RYJ2- max(abc, acd,abd,bcd), unde R este raza cercului circumscris patrulaterului.
Emil C. Popa, Sibiu
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= Clasa a X-a

L:1187. Fie a,b,c trei numere naturale astfel incat a® +b® + ¢ se divide cu 7.
a) Daca a+b+cnuse divide cu 7, sa se arate ca

\/(a —b)*-(a—c)*+(b—-c)*-(b—a)’ +(c—a)’-(c—b)? este numir natural divizibil cu 7.
b) Daca a,b,c sunt numere prime, sa se arate ca cel putin unul dintre ele este egal cu 7.

Florin Rotaru, Focsani
L:1188 Fie a,b,ceR, *. Sa se arate ca

%/(1+ a’b® +c¢%)-(1+b’c*+a*)-(1+c’a’ +b*) >ab+bc+ca.

Florin Rotaru, Focsani
L:1189. Gasiti zeC astfel incét |z+1| =1 si |z|=|z+2i|. Cristian Schneider, Craiova

. Fie z e C astfel incat Z| =1. Sa se arate ca ‘22012 +1‘+‘22°13 +1‘ +‘22025 +1‘ >2.

Adrian Stan, Buzau
L:1191. Fie aeC astfel incat |a|=1. Sa s arate ci |L+a) +|1—a|+2-‘1+ a2‘+‘1+ a3‘ >2+4/2.
Mihaly Bencze, Brasov

Rezolvati in R ecuatia; 22X 4 p2xarccosx _ | [o2emx

Eugenia Turcu, Alina Tigae, Craiova
Aflati solutiile reale ale ecuatiei x* +(x—5)log, x=6x—5.
Petrica Aurelia , Litad Alexandru, Craiova
. " k-m*-C* m-n
Fie myneN*, m>2. Sise calculeze: Z — =
k=1 Cm-n—l m-1
3 3 3

- A . N a c
L:1195 Tntr-un triunghi de laturi a,b,c, avem inegalitatea: — + — + —— > 2. gma(nainbinc)
bc ac ab

Gheorghe Ghita, Buzau

= = =
= = =
© © ©
al [& 1IN

Emil C. Popa, Sibiu
= Clasa a XI-a

a b
L:1196,. Fie A=[2 3) Determinati  a,b e R astfel incat A”+5l,=4A. Demonstrati ca exista

c,d e Zastfel incat A™ +c-A"+d-A"'=0,, VneN*sica A" =1,, VneN*.

Mihaly Bencze, Brasov
L:1197, Fie AeM,(RR) cu proprietitile det(A)=3 si det(A*+2A%>+91,)=0. Si se afle urma
matricei A, Tr A. Adrian Stan, Buzau
n

L:1198. Sa se calculeze lim 1 1

1
@By @-By ey

Florin Rotaru, Focsani
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L:1199 Fie a:Iim(xz—\3/x6—x5+1)-sinz. Sa se calculeze A=sina+sin2a-+sin3a+...+sin2025a.

X—0 X

Adrian Stan, Buzau

a?+h? 2
IL:1200. Fie a,b)0. Si se arate ca e &+ +%-(\/§—\/EJ >e® | Gheorghe Ghita, Buzau
a

= (Clasa a XII-a

. Determinati toate grupurile finite (G,-) cu proprietatea ca exista trei elemente a,b,c distincte
intre ele si diferite de elementul neutru e, astfel incat submultimea G\{a,b,c} sa fie subgup al lui G.
Daniel Viacaru, Pitesti
1 0 0
IL:1202. Fie G =4 A(x) = ax 1 0|xeR}.Sasedetermine a,b e R astfel incét (G,¢) sa
2X(x+1) bx 1

fie grup abelian. Mihaly Bencze, Brasov

L:1203. Determinati toate functiile polinomiale cu coeficienti rationali, de grad minim, si toate

3/ 3/ A 3/
functiile polinomiale cu coeficienti intregi astfel Tncat f(¥2011+v2011") =2011+v2011
Neculai Stanciu, Buzau
L:1204. Fie f:[a;b] >R, O(a(b o functie bijectivd, continua astfel incat f(a)=b, f(b)=a si

b b
j f(x)dx=0. Sa se arate ca I f*(x)dx =0. Florin Rotaru, Focsani

L:1205 Si se calculeze integrala: I( CESX+))(('SmX dx, XE(O;%J, k=1.
X+ K COS X)( X+ COS X

Gheorghe Ghita, Buzau

IL:1206] Daca f : [a, b] — R este derivabila, atunci demonstrati ca3a € (a, b) astfel incat:
" a+b
[ f(9dx= (@ -a)b-a)) sau a = —

Mihaly Bencze, Brasov si Neculai Stanciu, Buzau
L:1207. Se defineste integrala avand limita superioara infinita prin egalitatea:
) b
[f(x)dx = lim [f(x)dx.
a a

. T xarctg x
Sa se calculeze integrala: I g

2 (X°+1)(x* —x+1)

dx . Vasile Mircea Popa, Sibiu
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» Math is the only place where
truth and beauty mean the same thing. ”

Danica McKellar
(n. 1975-)

E QUICKIES

ES(&

A Quickie should have an unexpected, succinct solution. Submitted quickies should not be under
consideration for publication elsewhere. We invite readers to submit solutions-quickies and new
proposals-quickies, accompanied by solutions mailed electronically (ideally MS Word 2003 or PDF file)
to stanciuneculai@yahoo.com. All communications should include the reader’s name, full address, and
an e-mail address. Submited solutions should arrive before SEPTEMBER 01, 2025.

PROPOSALS - QUICKIES
PROPOSALS - QUICKIES

Q112. Proposed by D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucharest, Romania. Compute

lim m[m‘l’(nﬂ !—m].

n—oo

n+1 n
Q113. Proposed by Mihaly Bencze, Brasov, Romania. If X,y > 0 then prove the following inequalities:

2 2
X 2X + 2y + X
(1+—J (1+¥j >14 25V 11, YT X596,
y X 3x%y 3/xy?

Q114. Proposed by Florin Rotaru, Focsani, Romania. If ABCis a triangle with usual notations, then
prove the following equality:

r, bc ca ab
= +=+—=+1= + + .
h, h, h h,r, hyr, h.r,
Q115. Proposed by by Marin Chirciu, Pitesti, Romania. Prove that in any AABC is true the following
double inequality:

1 sinB+sinC R
gz < .
2R%r al 16r*

SOLUTIONS - QUICKIES

Q107. Proposed by D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucharest, Romania. Compute
. . T
lim ("(n+1)! —¥/n1)8/(2n —1)!1sin v
n— n

Solution by Marin Chirciu, Pitesti, Romania.

T
N 0 1 . om . sinx
Usmglm(nty(n +1).—\/H):€, (Traian Lalescu), Lmsm% :1,(le_r)rgT =1)

Un!
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2 —1 n 1 2n+1
nm,n/ " im ,/ P jim L I'mw:Z,
n—o n—o | n—oo 2n l n—o0 (n +1)

!E(”M—W)Wsmm:%

we get
lim — n =e
N0 .o v@n=-Div 2
Solution by author. It is well-known: \/_ , Ilm(—:—.
n—oo n e
U Y (n+1)!
n n . u -1
We denote W/nt climu, =1,lim——=1, limu) =e.
n—oo Nn—o0 nu n—o0
X, = (" (n+1)! —Q/ﬁ),”/(Zn—l)!!sin—
We denote
n/(2n — 1"
x, = ("J(n+1)1—/nt)z/(2n— 1)"5|n =4nl-(u, -1)- ( ” \/_
n
. . T
sin—— sin
Wt w1 o @n=DY on e Wnbu -1, @n-D o
n  huy " n  Ym 7 n Inu, no om0
un! vn!
Hence, lim x, :ﬂ-l-l-lne-z-e-lzz—.
n—o0 e e e

Solution by Angel Plaza, University of Las Palmas de Gran Canaria, Spain.

n+l 7=

By Stolz-Cezaro lemma, we obtain lim ("”,/(n +1)! - \f_) _ Jim YD1

n—+00 n+1 e
(2n-1)! _ (2n)!
(2m)t 2"l

by the Stirling formula for (n + 1)! and having in mind that (2n — 1)!! =

lim VieEn-nu lim " (2n)! 1 lim" (2n)@Me-(2n-1)
n—=o  Vn! n—o 2t (m2  2p-o nZneg—2n

S = n+l 1_m AR — .”L: 2_1T
Therefore, the proposed limit results ll_t)‘l;lo( J(m+1)! ﬁ) YV (2n— 1) = :

e

Also solved by Daniel Vacaru, Pitesti, Romania.
6

_ a =3
Q108. Proposed by Dorin Marghidanu, Corabia, Romania. If a, > 0,k =16, such that k=L , then

6
Hak (B +a.,) @+, +8y,,) <1 —
prove that k=1 , Where 8, =a,,k=12.

Solution by Marin Chirciu, Pitesti, Romania.

6
From symmetry we can assumethat &, <a, <a,<a,<a; <a; = 3= Zak >6a, = 2a, <1.
k=1

3
Using AM-GM: xyz < (%} (% Y.2)=(a(a +a,;).(8 +8,,+3,,,)). equally for
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a =(a +a,,)=(a +a.,+a,,)., contradiction, seea, >0. We have:

3 3
a, +(ak +ak+1)+(ak +a ., +ak+2)j _ (331( +2a, +ak+2j <

o (608 (a 0802 3 :

<(3a1+2a1+aif ( 3
a 3 3

equally fora, =(a, +a,.,)=(a, +a,, +3a,,, ). contradiction, seea, >0 =

j =(2a,) <V’ =1=3,(a +3,,)(a +a.,+3,,)<1

6 6
=a (a +a.,)(a +a,,+a.,)<l=]]a(a +au)(a +au +a..) <[ Ja <1
k=1 k=1

Solution by Angel Plaza, University of Las Palmas de Gran Canaria, Spain.
The proposed inequality may be written as
6 6 6

n ax n(&k + ag+1) n(&fc + Ager +agr) < 1,
k=1 k=1

k=1
1

5 6
Now, by the AM-GM inequality, [T$_, a; < (E—kzﬁlak) =3

26’
6 T8 (ap+ag.))°
R=l(ak + {Ik+1) < (7}(_1 o * ) =1and

6 6
Zp=al(agt ak+1+ak+2))

[
= 3—6 which implies that
6 2

[T5oi(ak + arer + ags2) < (

1 ,3% 3t
[T5-y ar [R—y(ar + @) oy (ax + arsr + axs2) < 2—512—5 =% < 1.
Solution by author. By AM-GM inequality we deduce that:

3
3+ (3, +3) ; (@, +8 + aG)j =1, and other five similar inequalities,

a,(a, +a,)(a, +a5 +a,) s(

6
which by multiplying yields [ [, (&, +2,.,)(@, +a,,; +a,.,) <1.

k=1
Equality in the last inequality would be obtained taking into account the application of AM-GM inequality in
the inequalities from above, i.e. iff :

a =4, +a,=a, +as +a, ..., dg = +a, =d; +d, +ds, which by summation lead to
3=2-3=3-3, absurd ! So, the inequality is strict.
Also solved by Gheorghe Molea, Curtea de Arges, Romania.
Q109. Proposed by Laura Molea and Gheorghe Molea, Curtea de Arges, Romania. If a,b,c € R, then
3
a +a
rovethat ) —————<2.
P ) a*+a*+1

Solution by Marin Chirciu, Pitesti, Romania.

a+a 2
Lemma. Ifa € R then we shall prove that————— < 7.
a'+a’+1 3
a’+a 2 o
Proof. —+1<3C>2a —-3a’+2a’-3a+220 (a- 1) (2a2+a+2)20,eQUalltylffazl.We

move on to solvmg the main problem.

a +a Lemma 2 2
LHS = Za el Z§:3§=2=RHS. Equality occurs iffa=b=c=1.
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Remark. The problem can be generalized:
n+1
a’+na < 3(n+1)
‘rat+n A+2

_ a+na _n+l
Solution. Lemma. Ifae Rand2n > 4>0,4n=4(n+3)then we prove that 5 < :
a+a +h A+2

Ifa,b,ce R and2n>A1>0,4n :ﬂ(n -|—3)then we prove that z

oroo a’+na _n+l
PUNPONES !
& (a—l)2 [(n +1)a’ +(2n—/1)a+2(2n—/1)] >0, equally fora =1. We move on to solving the main

c>(n+1)a4—(/1+2)a3+(n+1)a2—n(/1+2)a+/1(n+1)20 &

Lemma
a+na p Zn+1 n+1

problem. LHS = Za APYIRY k+2:3.k+2:RHS' Equality occurs iffa=b=c=1.

Note. Forn =4 =1we get the problem Q109 from SM-34/2024.

Solution by authors. If a=b=c =0, then 0 < 2, true. We assume that a,b,c = 0. We will prove that

3 3
X +X SE,VXER_mdeed,i 2c>2x +2x2+2-3x*-3x>0

X' +x*+1 3 x*+x*+1 3
X2 (2%2 +xC+2) - 2X(2X° +X+2) + (X +x+2) 2 0 (2x* +x+2)(x-)* 20 &
1

2
15
& (x—l)Z(x2 +§+lj20<:>(x—1){(x+zj +E}2O,true Vx € R, with equality iff x =1.

a’+a 2
Hence, <—-3=2, withequality iff a=b=c=1.
Z a*+a’+1 3 qually

Solution by Angel Plaza, University of Las Palmas de Gran Canaria, Spain.

x3+x 2
It is enough to prove that max—2 = -, forx € R.
‘x2+x 3
( x3+x )r —xO0—x*4+2x2+1 ot 2y 1 2 (% 4 302 4 1) which
— 5 ] = and —x"—x"+2x“+1=—(x°+ x*+ 5x<+ 1) whic
x4+x2+x (x4+x2+x:}2 ( )( )
o . o xP+x . o
implies that its only real roots are x = —1 and x = 1 where function —————— respectively attains its
XF+x<+x

minimum and it maximum with values —2/3 and 2/3.

Also solved by Daniel Vacaru, Pitesti, Romania.

Q110. Proposed by Marin Chirciu, Pitesti, Romania. Ifa;,3,,...,8, >1 then prove that

& tat.ta, Jaa, —1+\/’a2a3 —1+m+«/ana1—1.

4 a, +a, a,+a, a, +a,
Solution by author. Lemma. If 8;,8,,3, >1 then —W<1 ai—i+i
a, +a, 4 a, a,

1 1
al_i
proor, YoZ 1M a1 1 fag, -1 1 [1f  1)mel [ j
a,+a, 2Jaa, 2\ aa  2\a a, 2 2

1 1
:1[@_i+ij, with iqulity iff 8, =8, gi—=a,—— < a, =8, and &3, =2
a, & d;
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Using Lemma we obatin: RHS = > ¥-12 = R B 4Z(a1—i+iJ:%Zal =LHS.

a+8,

Equality occursiff & =a, =...=a, = \/_
Also solved by Gheorghe Molea, Curtea de Arges, Romania.

a &

Q111. Proposed by Florin Rotaru, Focsani, Romania. If a,b,c > 0, then prove that

3
§+9 c 6y¥abc S5

b ¢ a a+b+c
Solution by Marin Chirciu, Pitesti, Romania.

a b c_a+b+c
Lemma. Ifa,b,c >0then —+—+—2

AM -GM
Proof. We have: E+ a +9 —-E-— =33 — :3_a, and the two analogues.
b 3abc

. i . a b c_a+b+c
Adding the three inequalities we get —+ —+ — > .
b ¢ a 3abc

Equality occurs ifa =b =c. We move on to solving the main problem.

a+b+c_

3 Lemma W ()
E+ 63/abc 4 a+b+c 63/abc §>5 RHS .
a a+b+c 3fabc a+b+c t

Hs=2,2
b c

69 a-+h+c A _ov

wheret + —>5 <>t —5t+6>0 < (t—3)(t-2)>0,seet>3>2,t = >
t (t-3)(t-2) g
Equality occurs iffa=b=c. Remark. The problem can be generalized:

b ¢ Adabc k+9

Ifa,b,c>0and A <9then prove that a+ +—+
cC a a+b+c 3

. a b c_a+b+
Solution. Lemma. If a,b,c > Othen E+—+—2 C.
c

a 3labc

AM-GM 2
Proof. We have: E+ a +9 > 33 E-E-E =33 a = 3a , and the two analogues.
b b c \lb b c

c
a 3abc
Equality occurs ifa =b =c. We move on to solving the main problem.

a+b+c

3 Lemma W (6]
LHS—E+b+C A¥fabc T a+b+c A3/abc ‘o &>x+9—RHS
b ¢ a a+b+c «3/abc a+b+c t 3

ADOA+9

wheret + = t >T 3t2—(/1+9)t+3220 < (t-3)(3t—1)=0, see: t232% ,A<9and

a+b+cAvM_cm

&

t= «/T > 3. Equality occurs ifa=b =c.For A = 6 we get the problem Q111 from SM-34/2024.
abc
[a b b c_ 3
Solution by author. E+ a +E > 3| — b __3a and analogously —+—+— 2 3
b b ¢ b2 ~ 3/abc C a 3/abc
c+c 3c b+c>a+b+c Denoi a+b+c _t ) b ;
—t— , SO —+— 22— Denotin =0, we ae 212, %>¢t>3m
a a c a 3abc 9 %fabc Yab b a

a a

=> =

b 3abc b
6

we have to prove t +— " >5&

ifa=b=c.

=5t+6>0< (t-3)(t—2) >0, which is true. Equality occurs
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»Numai entuziasmul poate da nastere la infaptuiri marete.”
Karl Liebknecht
(1871-1919)

A Caleidoscop matematic

2025 DOUA MII DOUAZECI SI CINCI

y

2025 UN AN PATRAT PERFECT

de Bela Kovacs,, Satu Mare

2025 = 452 . Se intAmpla destul de rar, ca anul calendaristic s fie un numir pétrat perfect, urmétorul
va fi peste 91 de ani: 2116 = 462, iar cel din urmai a fost acum 89 de ani: 1936 = 442,
2025 cu cifre romane: MMXXV
Anul 2025 are 365 zile, 8760 ore, 525600 minute si 31.536.000 secunde.

Ce stim, ce putem afla despre acest numar 2025 ? Vom analiza si vom prezenta cateva
informatii, care pot fi completate de cei interesati.
2025 este un numar natural impar.
Este un numar compus, aflat intre cele mai apropiate numere prime: 2017 <2025 <2027
Descompunerea lui in factori primi: 2025 = 3* . 52 | avand factorii primi 3 si 5.
Divizoriisaisunt: 1, 3, 5, 9, 15, 25, 27, 45, 75, 81, 135, 225,405, 675, 2025.
Are 15 divizori. Suma divizorilor este 3751.
Este divizibil cu suma divizorilor: 2025=15- 135
Suma divizorilor mai mici ca 2025 este:
1+ 3+ 5+ 9+15+25+27+45+ 75+ 81 + 135 + 225 + 405 + 675 = 1726, este mai mic ca
2025, astfel este un numar deficient. Are deficienta: 2025 — 1726 = 299
Este divizibil cu suma cifrelor sale: 2025=(2+0+2+5)-225,
si este divizibil cu patratul sumei cifrelor sale: 2025=(2+ 0+ 2 +5)?- 25
Adunat cu rasturnatul lui obtinem: 2025 + 5202 = 7227 un numar palindom.

Numarul 2025 se poate scrie Tn mai multe feluri ca suma unor numere naturale consecutive,

pentru care este un numar politicos. Rangul politetei lui este 14.
2025 =1012 + 1013
2025 =674 + 675+ 676
2025 = 403 + 404 405 + 406 + 407
2025 =335 + 336 + 337 + 338 + 339 + 340
2025 =221 + 222 + 223 + 224 + 225 + 226 + 227 + 228 + 229
2025 =198 + 199 + 200 + 201 + 202 + 203 + 204 + 205 + 206 + 207
2025=128 + 129+ 130 + 131 + 132 + 133 + 134 + 135+ 136 + 137 + 138 + 139 + 140 + 141 +
142.  Aici este o sumd de 15 numere naturale consecutive.
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121 93
2025 = Z k , ca suma de 18 numere naturale consecutive; 2025= z k , casumi de 25 numere
k=104 k=69

88 82
naturale consecutive; 2025 = Z k , ca suma de 27 numere naturale consecutive; 2025 = Z k,ca
k=62 k=53

67 65 64
suma de 30 numere naturale consecutive; Apoi: 2025= > k, 2025= > k , 2025= > k

k=23 k=16 k=11
unde avem sume de 45, 50, respectiv 54 numere naturale consecutive..

Se poate scrie ca sume de numere naturale impare consecutive
2025 =673 + 675 + 677 2025 =401 + 403 + 405 + 407 + 409
2025 =217 + 219 + 221 + 223 + 225 + 227 + 229 + 231 + 233

2025 =121 +123 + 125+ 127 + 129 + 131 + 133 + 135 + 137 + 139 + 141 + 143 + 145 + 147 + 149.
45

Respectiv: 2025= > (2k-1) suma primelor 45 de numere impare consecutive
k=1

Scrierea ca o suma de numere prime:

2025 =661 + 673 + 691 2025 =23 + 491 + 499 + 503 + 509

2025 =101 + 467 + 479 + 487 + 491 2025 =31 + 313 + 317 + 331 + 337 + 347 + 349
2025 =43 + 229 + 233 + 239 + 241 + 251 + 257 + 263 + 269

Se poate scrie ca suma numerelor cubice consecutive:
2025=13+22+33+4%+5%+63+7°+8%+9°

si ca patratul sumei primelor 9 numere naturale
2025=(1+2+3+4+5+6+7+8+9)>.

Ca suma unor puteri ale lui 2 :

2025 =20 +29 + 28 4 27 426425423400 2005 = 211 -2% 1 23420
0025 = 20 +29 428427120 425104 93,00 2005 = 21— 24 2% 90
Puteri ale lui 3: 2025 = 3" -3 +3* 2025= 3/ -3*_3*

Cu diferite puteri: 2025 = 3% 46 2025 = 7% ~15% ~112

2025= 210430 14% 1 2% 2025= 22132443163 4+12°
Se poate scrie ca o suma de doua patrate perfecte. 2025 = 272 + 362

Se poate scrie ca o suma de 3 patrate perfecte.

2025 = 4% + 282 + 352 2025 = 82 +197 + 402

2025 = 52 + 8% + 442 2025 = 132 +162 + 402
2025 = 57 + 20% + 402 2025 = 152 + 302 + 302
2025 = 6% +15% + 422 2025 = 16° + 207 + 372
2025 = 62 +30% +33° 2025 = 20° + 207 + 357

2025 = 20° + 282 + 292

Se poate scrie ca o diferenta a doua patrate perfecte.:
2025 =512 — 242 2025 = 532 — 282 2025 = 752 - 60?
2025 = 117% - 1082 2025 = 205% - 200? 2025 = 339% - 3362
2025 = 10132 - 10122
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,» Ce nu vrei si stie dusmanul, nu spune prietenului.”
proverb arab

Posta redactiei

Dragi cititori, elevi si profesori, a aparut numirul 35 al revistei de matematici ,, SCLIPIREA

MINTII”, o revista care promoveaza studiul matematicii in randul elevilor nostri, si care, speram noi, va
aduna tot mai multi elevi si profesori impreund, pentru a face din obiectul matematicii o activitate atractiva si
performanta.

Profesorii si elevii care doresc si trimita materiale pentru revistd, constind in articole, exercitii si

probleme cu enunt si rezolvare completa, materiale pentru ,,caleidoscop matematic”, sau orice alte sugestii
pentru a imbunatatii calitatea acestei reviste, o pot face trimitand materialele membrilor colectivului de
redactie sau pe adresa de e-mail: ady_stan2005@yahoo.com, fie materiale tehnoredactate, de preferat
scrise cu programul mathtype (salvate in Word 2003-2007). Materialele primite trebuie sa fie originale si
sd nu mai fi fost trimise sau sii mai fie trimise si citre alte reviste. Dreptul de autor al materialelor trimise
spre publicare, apartine redactiei.

(Data finald pana cand profesorii pot trimite materialele, rezolvarile si comenzile pentru numarul 36 al
revistei ,, SCLIPIREA MINTII” vafi 01 OCTOMBRIE 2025. Va uram succes si va asteptam.

RASPUNS Problema lui Poisson

Aceastd problema ii apartine matematicianului
francez Simeon Poisson care a intalnit-o Intr-o carte a ﬁ
unui matematician francez Nicolas Chuquet (1484). /

Avem mai multe separdri ale celor 12 litri in cele ”~ A )W -
doud damigene conform urmatoarelor mutdri consecutive, 12 l\ p ==\ ,-/ :
se obtin sapte mutari pana sa ajungem la cei 6 litri in 8 7 s 5 >

damigeana de 8 litri.

Starea Prima Adoua | Atreia | Apatra | Acincea | Asasea | Asaptea
initiala | mutare | mutare | mutare | mutare | mutare | mutare | mutare

Vasul cu 12 4 4 9 9 1 1 6

12 litri

Vasulde8 |0 8 3 3 0 8 6 6

litri

Vasulde5 |0 0 5 0 3 3 5 0

litri

Raspuns Metagrama. tema-lema.






