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»Cea mai buna strategie este sortita esecului
daca este implementata prost”.

Bernhard Riemann

(1826-1866)

l! Istoria matematicii

200 de ani de la nasterea lui
Georg Friedrich Bernhard Riemann
(17.09. 1826 - 20.07.1866 )

In acest an se implinesc 200 de ani de la nasterea lui Bernhard Riemann la
17 septembrie 1826, matematician si fizician german care a adus contributii importante in analiza si
geometrie, de unele dintre ele tindnd seama si fizicianul Albert Einstein
(1879-1955) 1in 1916 pentru fundamentarea teoriei relativitatii :
generalizate. Kk =

Riemann s-a ndscut in satul Breselenz din Hanovra intr-o familie
modesta cu sase copii iar dupd moartea mamei sale cand copii erau inca
mici, tatal lor fiind pastor luteran s-a ingrijit de educatia lor si i-a dirijat
catre studierea teologiei.

La virsta de 14 ani, Riemann merge la Hanovra pentru a locui cu
bunica sa si aici urmeaza cursurile liceului, perioadd 1n care a studiat
operele marilor matematicieni Leonhard Euler (1707-1783) si Adrien
Legendre (1752-1833). Profesorii sunt uimiti de abilitdtile tdnarului in efectuarea calculelor
laborioase asa ca insusi directorul gimnaziului i pune la dispozitie propria biblioteca si i1 permite sa
nu urmeze regulat cursurile. Printre primele carti pe care le ia sa le studieze este si celebrul tratat de
teoria numerelor de 859 de pagini al lui Legendre, pe care il restituie directorului dupa doar sase zile
spunand: ,, Este o carte admirabila. Am inteles-o in intregime . Ca elev, Riemann inventeaza un
calendar permanent.

In 1846, tatal isi trimite fiul sa studieze filologia si teologia la Universitatea din Géttingen.
Aici a audiat si cursul despre metoda celor mai mici patrate, tinut de Gauss (1777-1855), care
vazand abilitatile matematice ale lui Riemann, il trimite sd studieze matematica la Universitatea din
Berlin. Aici, Incepand cu 1847 timp de doi ani Riemann studiaza matematica cu matematicienii Carl
Gustav Jacobi (1804-1851), Jakob Steiner (1796-1863), Gotthold Eisenstien (1823-1852) si cu
Johann Peter Gustav Dirichlet (1805-1859) cu care se imprieteneste si care 1i influenteaza
interesul pentru matematica.

In 1849, Riemann s-a intors la Gottingen si dupa absolvirea facultitii de filozofie a fost
desemnat asistent al celebrului fizician Wilhelm Weber (1804 - 1891) elev, coleg si prieten al lui
Gauss.

In data de 16.12.1851, Riemann isi sustine doctoratul in matematica, sub indrumarea lui
Gauss cu o teza stralucita: ,,Principiile unei teorii generale ale functiilor de variabila complexa”
1ar cu aceasta ocazie, Gauss ii spune lui Weber: ,,Teza prezentata de domnul Riemann da dovada de
cercetari serioase si profunde ale autorului. Ea ne arata un spirit creator activ, un adevarat
matematician si de o stralucitoare originalitate. Prezentarea este clara, concisa §i uneori foarte
frumoasa.”

In teza sa de doctorat, Riemann stabileste asa numitele- ecuatii Cauchy- Riemann care
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asigurd analicitatea unei functii de variabild complexd, precum si conceptul care ulterior avea s se
numeascd suprafatd riemanniana.

La recomandarea lui Gauss, in 1854 se pregiteste sd devind profesor iar examenul
presupunea o disertatie din trei teme. Primele doua si le alege din fizica teoretica iar cea de a treia din
matematica la sugestia lui Gauss avand titlul ,,Asupra ipotezelor care stau la baza geometriei’.

Riemann a sutinut aceastd conferintd in data de 10 iunie 1854, la 25 de ani de la prima
lucrare a lui Lobacevski (1793- 1856), in domeniul in care si gauss avusese preocupari de
fundamentele geometriei in cele sapte saptdmani in care si-a pregatit teza de abilitatre, Riemann a
cercetat rezultatele pe care le stabilise Gauss in lucrarea ,,Cercetiri generale asupra suprafetelor
curbe”, cugetand mult asupra consecintelor acestora.

Generalizand ideea generald a lui Gauss, aceea de a considera ca geometria intrinseca de pe o
suprafatd este caracterizatd prin elementul ei liniar (forma metricd a suprafetei) si prin curbura ei
totala, Riemann a devenit el insusi genial, creator al unei noi geometrii neeuclidiene, alta decat a lui
Janos Bolyai (1802- 1860) si Lobacevki (1793-1856).

Cu aceasta ocazie Riemann ardta ca:

,» Geometria presupune ca fiind date atdt conceptul
de spatiu, cdt si primele notiuni fundamentale pentru
constructii in spatiu. Ea da despre ele numai definitii
nominale, in timp ce determinarile esentiale apar in
forma de axiome. Relatiile dintre aceste presupuneri
ramdn insa obscure. Nu se intelege nici daca legatura
dintre ele este necesara si in ce mdsurd, nici daca
aprioric legatura este posibila. Cauza acestei stari de
lucruri a constat in faptul ca notiunea generala de
marime cu mai multe dimensiuni, intre care si marimile geometrice, a ramas complet neelaborata.
De aceea eu mi-am propus sa construiesc, in primul rand, notiunea de marime cu mai multe
dimensiuni, cu ajutorul notiunii generale de marime. De aici va decurge ca spatiul formeaza numai
un caz particular de marime tridimensionala ™.

Ocupandu-se de suprafata cu curbura constantd, Riemann a aritat cd geometriile de pe
suprafete sunt geometrii neeuclidiene plane si pentru a dovedi acest lucru, a prezentat o noud
geometrie, aceea a planului fara drepte paralele. Aici axioma a V-a a lui Euclid ( 330-275 1.e.n) era
inlocuita prin aceea ca ,,printr-un punct la o dreapti nu se poate duce nicio paralela”.

Tot in disertatia sa, Riemann a stabilit prima interpretare intuitivd a unei geometrii
neeuclidiene, fapt care ulterior a avut o mare importantad pentru aparitia teoriei relativitatii a lui
Einstein ( 1879-1955) in 1916. Ca si lucrarile lui Bolyai si Lobacevski, exceptionala disertatie din 10
tunie 1854 a lui Riemann a trecut neobservatd. Numai marele Gauss a urmarit-o atent fiind
multumit. Nici chiar autorul nu s-a mai gandit la ea, nepublicand-o niciodata. Abia in 1868 ( dupa
decesul lui Riemann), succesorul sau la Gottingen, Richard Dedekind( 1831-1916), prieten si fost
student al lui Riemann a cercetat manuscrisul ( 1855-1856) si 1-a publicat imediat.

Asadar, din 1854, Riemann devine profesor iar succesiunea evenimentelor face ca dupa
moartea lui Gauss in 1855 si mai apoi a lui Dirichlet in 1859, Rieman sa devina succesorul acestora
la catedra de matematica cu un salariu suficient pentru a se putea intretine.

De-a lungul carierei sale, Riemann a publicat lucrari in domeniul analizei ecuatiilor cu
derivate partiale, electricitatii si caldurii.

in 1857 a publicat lucrarea ,,Teoria functiilor abeliene” iar in 1861, in lucrarea ,,Asupra unei
probleme de transmitere a caldurii”, dezvolta teoria formelor patratice. In august 1859, Riemann a
devenit membru corespondent al Academiei de Stiinte din Berlin , dupa ce a prezentat un raport
asupra cercetdrilor in care este implicat. Titlul expunerii a fost ,,Asupra numerelor prime mai mici
decat un numdr dat”. Aici apare pentru prima datd enuntul care ulterior s-a numit ,Ipoteza lui
Rieman”. Strans legatd de problema distributivitatii numerelor prime, ipoteza lui Riemann este una
dintre cele mai cercetate probleme de matematica in anul 1900 la al doilea Congres International de
Matematica, tinut la Paris.
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Marele matematician David Hilbert ( 1862-1943) a prezentat o expunere cu titlul ,,Probleme
matematice” unde discutd un numar de 23 de probleme nerezolvate, despre cere el considera ca
reprezintd directii interesante pentru cercetarea matematica. La numadrul 8, pe lista lui Hilbert
figura si conjectura lui Riemann. Se spune cd Hilbert fiind intrebat care ar fi primele sale cuvinte
daca ar fi inviat dupa 500 de ani, el ar fi raspuns: ,,As intreba daca a rezolvat cineva conjectura lui
Riemann”. Aceasta este de fapt cea mai mare problemd incd nerezolvatd a matematicii.
Actualmente aceasta figureaza printre cele 7 probleme ale mileniului, stabilite in anul 2000 de
Institutul de Matematicd Clay din Massachusetts, pentru a caror rezolvare se oferd un premiu de
cate 1 milion de dolari.

S-a demonstrat ca un numar mare de rezultate in teoria numerelor sunt adevarate, daca este
adevaratd Ipoteza lui Riemann pe care unii matematicieni o acceptad iar altii sunt sceptici

(Littlewood, Selberg). Cum a ajuns Riemann la aceastd conjectura a sa ?
2

Ao . Do RN . N
Se stia Inca de la Euler ca seria armonica divergenta Z— =oo si despre Z_z =— (problema
n=1 1 n=1
1
de la Basell) iar in 1737, Euler defineste functia zeta: {(s)= Z —1+§+3—S+ ...... unde s este
n=1 n
numar intreg mai mare decat 1 ( pentru asigurarea convergentei seriei). Euler a aratat ca exista o

N

-1
. . . . =1 1
legdtura intre functia continud £(s) si numerele prime, anume §(s) = Z—Y = H (1 - j .

n=l p prim p
o 1 in 1859, Riemann a extins functia zeta la valori
= compleze, z.
C( Z ) v L S -1
7 © 1 .
eorg Friedrich Bernhard Riemann ]- ;(Z Zl H p - pentru numere
= p prim

complexe z care au partea reald mai mare ca 1 (pentru
2 a asigura convergenta seriei).

1% Mai mult, folosind functia
— f(2)= z( DL L (serie
TR .
convergentd pentru Rez ) 0, datoritd alternantei semnelor), Riemann realizeazd o extensie prin
proecdeul numit continuitate analitica si considerd functia zeta Bernhard Riemann
LY (1826 - 1866)
extinsd (functia zeta a lui Riemann) , & (z):(l—zz_lj - f(2) ﬂ

definita si pentru 0 ( Rez <I1. S-a constatat ca functia zeta a lui

Riemann are o infinitate de zerouri de numere intregi negative
pare, z=-2, -4, -6, ....

Aceste zerouri sunt numite zerouri banale, (z(—2n) =0, VneN *)

Dar functia zeta a lui Riemann are si o infinitate de zerouri
complexe nebanale, z=a+ib, a(0;1), beR*.
Conjectura lui Riemann se referd insd la zerourile nereale: Toate zerourile complexe nereale

ale functiei zeta Riemann au partea reala egala cu% , deci au forma z=a+ib, be R*.
in 1914, matematicianul englez G.H. Hardy (1877-1947) a demonstrat ci £(z) are o infinitate

: e o . S . <
de zerouri complexe pe dreapra criticd Rez = 5 iar in 1989 s-a ardtat ca cel putin doud
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cincimi din zerourile complexe sunt acolo. Din 1986, dupa mai mai mult de o mie de ore de calcul
cu un supercomputer, s-a aritat ci rezultatul este adevirat pentru primele 1,5-10° zerouri dar acest

lucru nu dovedeste ca toate au aceeasi proprietate.
In articolul sau, Riemann a aratat ca exista o foarte stransa legaturd intre zerourile functiei sale

zeta si proprietatile lui 7Z'(I/l) ( numarul numerelor prime mai mici decat n).

Una dintre cele mai bune aproximatii a lui ﬂ(l’l), care foloseste explicit functia zeta a lui Riemann

0 k
este relatia 7 (n)=1+) ! (logn) :
o k-C(k+1) k!

Riemann a generalizat notiunea de integrala
pentru o clasd mai generald de functii si a dezvoltat
teoria ecuatiillor cu derivate partiale. Considerat
adevaratul fondator al topologiei, el a precizat ca obiect
al acesteia  ,studiul proprietatilor invariante prin
transformari bicontinue .

A observat ca daca seria termenilor pozitivi si cea
a termenilor negativi ai unei serii date sunt divergente, atunci seria datd poate fi convergenta,
divergenta sau nedeterminatd schimband dupa voie ordinea termenilor ( ceea ce nu putem face la
seriile semiconvergente), atunci putem aduce seria ca sd aiba o suma datd, cu conditia ca termenul
general sa tinda la zero.

Riemann a introdus conceptul de oscilatie a unei functii intr-un punct si a ardtat ca daca
derivata secunda a unei functii este nula, atunci functia este liniara.

A introdus integrala ca sir Cauchy cu deosebirea sa nu plece de la o functie continua ci de la una
arbitrara.

A dat metoda de sumare a seriilor trigonometrice si a dat metoda der solutionare a unor ecuatii
cu derivate partiale. A generalizat problema lui Dirichlet privind determinarea unei functiii date pe
un contur.

Lucrarile lui Riemann au avut o influentd considerabild asupra dezvoltarii matematicii moderne
s mai ales privind geometriile neeuclidiene.

in 1862, Riemann s-a casitorit cu Elisa Koch, sora unui prieten, avand o fiica, Ida Schilling.

In ultimi ani ai vietii ( 1862-1866) a suferit de tuberculoza, si de aceea ficea dese cilitorii in
zonele mai calde din Italia. Revenit pe malul lacului Maggiore se stinge pe 20 iulie 1866 fiind
inmormantat in localitatea Selasco ( azi Verbania).
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,» intodeauna poti recunoaste adevirul
prin frumusetea si simplitatea lui.”
Richard P. Feynman

(1918-1988)

E Articole si note matematice

Profesorul DUMITRU M. BATINETU-GIURGIU la 90 DE ANI

de Ionel Tudor-Calugareni, Neculai Stanciu, Adrian Stan

Domnul profesor Dumitru M. Bétinetu — Giurgiu, s-a nascut la 27 ianuarie 1936, in
comuna Pietrosani, judetul Vlasca (acum Teleorman), ca prim fiu al lui Marin si al Andreianei. A
urmat scoala primard si gimnaziald in comuna natald in perioada 1943- 1950 si are amintiri
frumoase despre profesorii si colegii pe care i-a avut. Mentiondm ca la Pietrosani s-a nascut si a
absolvit gimnaziul si viitorul redactor sef al Gazetei Matematice seria B, prof. dr. Marcel Ion P.
Tena.

In anii 1950 — 1954, D. M. Bitinetu — Giurgiu este elev la Colegiul National “Ion
Maiorescu” din Giurgiu si il are ca profesor de matematica si diriginte, pe renumitul profesor lon
Mateescu ( cu dubla licentd: matematica si educatie fizicd, presedinte al Filialei Giurgiu a S.S.M.R
in perioada 1961-1968), iar ca director pe profesorul de matematica si fizicd Savin Popescu ( primul
presedinte al Filialei Giurgiu a S.S.M.R, 1954-1962). In acea perioadi la Giurgiu se ficea carte
serioasd, se vorbea despre “miracolul de la Giurgiu”, liceele “lon Maiorescu” si “Tudor Vianu”
avand rezultate remarcabile ale elevilor rezolvitori la Gazeta Matematica si la olimpiadele nationale
(elevii Panaitopol Laurentiu si Briscd Virgil — premiul 1 iar Popescu Dragos si Popescu Radu-
premiul II ).

In 1954 este prima participare la olimpiada pe tara a elevilor giurgiuveni prin elevul Batinetu
M. Dumitru. La Gazeta Matematica a colaborat inca din anul 1951 si a fost premiat ca rezolvitor de
probleme din Gazeta Matematica in anii 1954, 1955 si 1956.

In perioada 1960- 1965, D.M. Bitinetu- Giurgiu a urmat cursurile Facultitii de Matematici
din Bucuresti, specializarea Analizd matematica, unde a avut profesori eminenti: Miron Nicolescu,
Nicolae Teodoreanu, Gheorghe Marinescu, Nicolaie Dinculeanu, Solomon Marcus, Gheorghe
Galbura, Ion Cuculescu si altii.

Activitatea profesionald a domnului Batinetu este deosebitd. Dupa terminarea facultatii, a
indeplinit diferite functii didactice sau in cercetare: asistent universitar (prin repartitie
guvernamentald) la Institutul Politehnic “Gheorghe Asachi” din lasi, (1965-1968), cercetator
stiintific (prin concurs) la Institutul de Cercetari Forestiere Bucuresti (1968-1970), asistent
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universitar (prin concurs) la Institutul Agronomic Nicolae Balcescu din Bucuresti (1970-1972),
profesor titular prin concurs la liceul “Matei Basarab” din Bucuresti (1972-1985), liceul Ion Creanga
din Bucuresti (1985-1989) si din nou la liceul “Matei Basarb” din 1989 pana la pensionare in 2003.

La Gazeta Matematica, domnul D.M. Batinetu- Giurgiu a publicat peste 100 de articole si
un numar impresionant de probleme (peste 681 de probleme si 62 de note matematice pana in 2005),
fiind cel mai prolific colaborator in viata si al treilea din istoria de 130 de ani ai revistei Gazeta
Matematica.

A avut si functii de conducere la Gazeta Matematica: redactor principal titular prin concurs
(1978-1980), membru al Comitetului de redactie (1969-1973, 1993-2008) iar din 2008 si pand in
prezent este membru onorific al Comitetului de redactie al GMB.

A ficut parte ca redactor principal din redactia GMB in anul centenar 1995. In calitate de
redactor principal a infiintat rubricile Probleme pregatitoare pentru O.1.M si Probleme pentru
Concursul Anual al Rezolvitorilor Gazetei Matematice.

Cu ocazia Centenarului Gazetei Matematice din 1995 a fost distins cu Diploma si Medalia
Jubiliard ,,Centenar Gazeta Matematica” iar n 2010 a primit Medalia Jubiliara ,,Centenarul Societatii
de Stiinte Matematice din Romania”. In anul 2007 pentru intreaga activitate in cadrul Gazetei
Matematice si al SSMR, a primit ,,.Diploma de Excelenta a Societatii de Stiinte Matematice din
Romania”. In anul 2025 a primit Diploma si Medalia Jubiliara, ,,130 ani de aparitie neintrerupta a
Gazetei Matematice 1895-2025".

In anul 1989 la Simpozionul de Creativitate si Eficientd in invatimant, organizat la Iasi a
primit premiul I iar in anul 2000 a primit o mentiune la Concursul de articole metodice organizat de
Gazeta matematica seria A.

La cea de a XII-a O..M desfasuratd la Budapesta in 1970, domnul D.M.Bétinetu-Giurgiu a
propus o problemad in numele Roméaniei. A publicat in reviste din tara si din straindtate peste 400 de
articole matematice si a propus in reviste, la concursuri si olimpiade precum si la barajele pentru
alcatuirea echipelor olimpice internationale ale Romaniei, peste 250 de probleme.

La diferite edituri a tiparit mai mult de 25 de culegeri de probleme de matematica. Prima
culegere a fost excelenta monografie ,,Siruri” , aparutd in 1979 la Editura ,,Albatros” din Bucuresti.

A participat la pregatirea loturilor nationale olimpice ale Romaniei si la pregétirea elevilor n
diverse tabere nationale de matematicd. De asemenea, a prezentat comunicari la diferite sesiuni
stiintifice organizate de S.S.M.R sau de Institutul de Matematicd al Academiei Roméne din Cluj-
Napoca, Institutul Politehnic ,,Gheorghe Asachi” din Iasi, Universitatea Politehnica din Timisoara,
Universitatea ,,Babes — Bolyai” din Cluj Napoca, dar si la universititile din Craiova, Baia Mare,
Constanta si Sibiu.

in judetul Giurgiu, domnul profesor Bitinetu a participat, in anul 1988 in calitate de
redactor al Gazetei Matematice, la Simpozionul ,,Scoala giurgiuveana la Gazeta Matematica” si tot in
1988, la medalionul ,,Academician Nicolae Teodoreanu la 80 de ani, profesorul lon Mateescu la 80
de ani, profesorul Stelian Radulescu la 80 de ani”.

In anul 2008 a participat la aniversarea a 100 de ani a profesorului si dirigintelui Ion
Mateescu pe care l-a avut in timpul liceului. Tot in judetul Giurgiu, domnul Bétinetu a participat si
la cercurile pedagogice ale profesorilor de liceu, in 1995 la Liceul Tehnologic din Célugéreni si in
2007 la Liceul ,,Tudor Vianu” din Giurgiu. In afara Gazetei Matematice, a mai facut parte si este
membru si la revistele de matematica: ,,Revista Matematica din Timigoara” (R.M.T), ,,Recreatii Matematice”
din lasi (R.M.I), ,,Arhimede” din Bucuresti, Revista de matematicd ,,Dimitrie Pompeiu” din Bucuresti,
Octogon Mathematical Magazine, ,,Sclipirea Mintii” din Buzau. De asemenea, a colaborat si la revistele:
»Cardinal” din Craiova, revista de matematicad si informatici din Constanta, ,,Foaie matematicd” din
Republica Moldova, revista ,,Alpha” din Craiova, revista ,,Argument” din Baia Mare, ,,Didactica
Matematica” din Cluj-Napoca, ,,Sfera matematicii” din Bailesti, revista ,,Axioma” din Ploiesti, revista de
matematicd din Mehedinti sau lalomita dar si din alte publicatii aparute in tara.

Unele dintre problemele si articolele sale au fost publicate in colaborare cu alti coautori cum
ar fi, prof. univ. dr. Maria Batinetu -Giurgiu cadru didactic la Academia Tehnicd Militara din
Bucuresti (colega de facultate, viitoare sotie), prof. univ dr. Augustin Semenescu (fost elev iar acum
profesor la Politehnica Bucuresti), prof. dr. Mihaly Bencze, editor revista Octogon Mathematical
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Magazine, prof. Neculai Stanciu, director revista Sclipirea Mintii), prof. Daniel Sitaru ( editor
Romanian Mathematical Magazine) , prof. Mircea Trifu ( 1942- 2025), secretar general al SSMR mai mult
de 25 de ani, prof. Nicolae Papacu ( redactor sef Revista de Matematica din lalomita), prof. Nicolae Musuroia
( redactor sef Revista Argument din Baia Mare), prof. lonel Tudor- Calugareni.

Domnul profesor D.M. Bitinetu — Giurgiu a publicat in mai mult de 36 de carti, lucrari si articole
consacrate in general sirurilor:

1. Sirul lui Traian Lalescu ( 1882-1929): L ="{/(n+1)! —\/_ n>2culimita imL =

n—>0 e

2. Sirul lui Andrei Ioachimescu: ( 1868-1943): s = ~2n, n>1 ,lims, =-1,46035...

EEE

3. Sirul lui Romeo T. Ionculescu: /, =(n+1)"\Yn+1-nin, n>2 cu lim/, =1;

+ 3 n+2 + 2 n+l ]
4. Sirul lui Mihail Gherminescu ( 1899-1962): G, = (n+3) — _(n+2) , n=1 cu limG, =e.
(n+2)" (n+1)" =%
5. Sirul lui D.M. Bétinetu-Giurgiu ( problema C:890, G.M, vol. XCIV ( 1989), pag 139) cu termenul

(n+1)* n2 .
n>2culimita limB, =e.
n+1/(n + 1)| / n—sw
In lucririle sale, domnul profesor a definit si conceptele despre siruri Lalescu generalizate, operatori
Lalescu, siruri Lalescu ponderate, functii Lalescu ponderate, functii Euler-Lalescu, sirul Batinetu - Giurgiu cu
diferite generalizari, materiale care au fost publicate uneori si cu alti coautori.
Alt domeniu important de cercetare pe care I-a avut in vedere domnul profesor a fost cel al inegalitatilor

unde a descoperit cd inegalitatea a’+b’+c’ 2 4\/§' S ( ab,c laturile wunui triunghi) atribuita
matematicianului R. Weitzenbock si publicata de acesta in 1919, a fost mai intdi publicatd in Gazeta
Matematica nr. 2 in octombrie 1897 de Ion lonescu, unul dintre cei patru “stalpi” ai Gazetei Matematice.
Astazi, numim aceasta inegalitate cu numele celor doi si anume lonescu — Weitzenbdéck iar in numarul 1 din
2013 al Gazetei Matematice autorii D.M.Batinetu- Giurgiu si Neculai Stanciu au prezentat 23 de demonstratii
si 10 generalizari ale acestei inegalitati.

De asemenea, domnul Batinetu a prezentat si alte generalizari ale unor inegalitati celebre cum ar fi cele
ale lui Bergstrom, Nesbit, Radon sau legaturile dintre acestea cu inegalitatea Cauchy — Buniakwski-
Schwartz.

Dintre lucrarile publicate pentru pregatirea elevilor pentru concursuri si olimpiade amintim cateva:

- “Probleme date la olimpiadele de matematicad pentru licee(* 1950- 1990) impreuna cu I. Tomescu,
1.V.Maftei, V. Gheorghita, Editura Stiintifica, Bucuresti, 1992;

- “Analizad matematici, probleme pentru clasa a XI-a”, impreund cu Maria Batinetu- Giurgiu, 1. Birchi-
Damian, Augustin Semenescu, Editura Matrix Rom, Bucuresti, 2004;

- “Siruri”, autor, Editura Albatros, Bucuresti, 1979;

- “Exerecitii si probleme de analizi matematici pentru clasa a XI-a si a XII-a”, alaturi de I. Maftei, Editura
Didactica si Pedagogica, Bucuresti, 1981.

Pentru activitatea depusid in dezvoltarea inviatiméntului matematic si formarea la tineri a
pasiunii pentru studiul matematicii, suntem mandri si il avem alaturi de noi pe distinsul domn profesor
D.M. Bitinetu — Giurgiu pe care il felicitim din partea colectivului redactional de la revista de
matematica Sclipirea Mintii, 1i uram La Multi Ani ! cu multi sinitate la implinirea celor 90 de ani si fi
suntem profund recunoscitori pentru neobosita sa activitate si colaborare deosebita cu noi.
Bibliografie:

1. Gazeta Matematica, anul C, nr. 9/1995, G.M, seria B, anul CXXX, nr. 9 /2025;
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Print. Bucuresti. 2010;
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6. Neculai Stanciu. Profesorul D.M.Bétinetu — Giurgiu... Revista mate.info, noiembrie 2011;

7. Colectia revistelor Gazeta Matematica, Revista de matematica din Timisoara, Recreatii Matematice lasi,
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Calculul limitei unui sir de tip Lalescu

de D.M. Batinetu- Giurgiu, Bucuresti,
Ionel Tudor- Cilugareni, Giurgiu

In Gazeta Matematica, vol. VI ( 1900-1901), a fost publicatd pentru prima data problema
579 ( pag. 148), autorul fiind ilustrul nostru matematician Traian Lalescu ( 1882- 1929). El a

considerat sirul cu termenul general I ="{/(n+1)! —4fn), Vn>2, ciruia i-a calculat limita,
obtinand lim L, = l,unde e= lim(l+lj =2,718281...
n

n—>0 e n—>0

Sirul (L,) il numim acum sirul lui Traian Lalescu.

In cele ce urmeaza, calculam limita unui sir care reprezintd o extindere a sirului Lalescu.

a
(b ) -, de numere reale strict pozitive care verifica lim—= 2l = a)0

Pentru >0 si sirurile (a,)
e na,

>1°

: b e
si lim—=L —b)O ne propunem calculul limitei sirului cu termenul general

n—>o0 n
n+l a 1 \/a
= by . Folosim anumite calcule cu limite ajutatoare:
(n+1) n'
an+1 .
. "'a a Cauchy—d Alembert n+1 n+l a n n+
hm = hm n = ( ) — hm n+l | —
n—o p n—»o0 n” n—»o0 an n—»0 nan n +1
nn
n+l
1 a
=a-lim| 1+ =q-e'=—. (1).
n—® n+l e
Analog, gasim succesiv:
by
X ! ' b Cauchy—d’ Alembert n+1 (n+1)t ) b n nt+t
hm =limpg = lim (D)7 = lim =+ = -
o e \ " 10 b, moept b \n+l
nﬂl
(n+1)t n+) T

) n ) -1 1

=b-lim| — =b-lm|| 1+ — =b-—. Q).
n—o\ 1+ 1 n—oo n+ 1 e

n+\/1 an+1 .bn+1 . nt
(n+1) Q/an ‘b,

a,,, ”X‘/b n' n+l _a b e €

limy, =lim| — ——— ————=— = — — — I=1. Cum limu, =1, obtinem

n— ool p+l (n+l) qn/a 2fb] e e ab n—0
n+lf 47 n nt n+l n+l nt
. . a",..-b n . »\/a b n
hmu no_ llm n+l n+l 3 _ 1 m n+ . _

Consideram sirul (u,)  de numere strict pozitive u, = cu limita

n nt
500 n—>0 an . bn (n + 1) n—w an . b .+l an+lbn+l n-+ 1
nt t+1 nt+n+1
. a . -b 1 n .4, b n+l n
— llm n+l n+l | ( = = hm ntl | :Hl : ( ) nt+t+1 =
N . 1/ . - y
n—w an bn "\ an+1 bn+1 n+ 1 e nan n bn "\ an+1 n+l (n + 1)
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nt+t+1 1+1
e 1
=a-b-lim =a-b-— - —-l=e= limu,"=e. (3
n—3o0 n+l’a n+l’b (n + 1] ab € n—swo ( )
n+l (n+1)
Avem si lim & =lim __ =1 @ deoarece limM =1.
=% h’lu n—o |n [1+(M —1)] n—»0 un -1
u, —1
n+l, b n+l b t
Pentru sirul B, = G By, \/a \ja e 1=
(n+1) n' n' (n+ 1) yab,
n -b n b _ 1 n _ 1
=Ny o)=Y T \/a_ » %" ny ", Folosind limitele gsite (1), (2)
n n Inu, Inu,
3), (4) avem lim B, =3-3,-1-1ne= ‘ff’l .
n<—o0 e e e
Aplicatia 1.
! I
Pentrut=0si a =nl, b, =1, Va>1, avem a=lim %t = fim 8D _ iy WMD) nl
n—>0 na n—>0 n . n! n—x0 n . n ! Nn—>»0 n
. . mW(n+1)1
si b=1lim b”jl = hm1 =1. Obtinem B, = J(n+1)! \/n ! "tlj(n+l)'—«/_ L, Vn=2
n—wo p n—wo | (n_+_1) n
si am gasit sirul lui Lalescu cu limita im L, =lim B, = a0-+ll) = 1
n—>0 n—>0 e e

Aplicatia 2.
oo : . b
Pentru t = 2 si sirurile strict pozitive (an) o (bn) > cu a=lim ”“)0 si b= hm ”[’;1 »0, gasim
n= ne. n—>0 na »

. "Ja,. b a o b

sirul cu termenul general B, = —~—* - \/ ~~, Vn>2 avand limita lim B, =a—3.
(n+1)° n n—>® e
Aplicatia 3.
Pentru ¢ >0 , consideram sirurile a, =n! si b, =(n!)’, Va21.
+D! . nl(n+l .

Avem a = lim . —lmu=hmw=l si

n—0 na n—»0 n !. n n—0 n !. n

+D1 I ' !
b=1lim ?”” =limu=lim(wj =lim(n—+1j =1. Obtinem
n—>0 n

t

n—vn . n—>0 n - n! n 'n n—0
) [+ ] a1
= - - —— cu limita imB, = —=—.
(n+1) (n) n— e e
Bibliografie:

1. M.D. Batinetu. Siruri. Ed. Albatros. Bucuresti. 1979.

2. Octogon Mathematical Magazine.

3. Colectia Gazeta Matematica.

4. Colectia Revista de Matematica a elevilor din Timisoara. ( R.M.T)
5. Colectia Revistei Recreatii Matematice din lasi. ( R.M.I)



- ARTICOLE SI NOTE MATEMATICE - T e
@ ’ Sclipirea Mintii 37

Alte probleme cu integrale functionale

de D. M. Batinetu-Giurgiu, Neculai Stanciu si Daniel Sitaru

Abstract. This paper presents new solutions for some problems with calculus of definite integrals -
published by

math journals from all over the world.

Keywords: integrals.

MSC: 26B15, 11523, 97D50, 97130, 26D15, 11B39.

Acest articol este o continuare a celor din [1], [2] si [3].
1. (D.M. Bdtinetu-Giurgiu, N. Stanciu ). Dacd a e R, b,c € (1,0) $1 f,g: R — R sunt functii
continue si impare, atunci demonstrati egalitatea:

T L@ (B + 5 Jix = ln(bc)i £(x)g(x)dx.

Solutie. | = J' f (x)ln(bg(x) + 8™ )dx , In care facem schimbarea de variabild x = u(r) = —, cu
u'(t) = —Lu(a) = —a,u(—a) = a $i obtinem:
pEX) 4 o8

I= j — OB + O X=T)dt = — j £(x)In de -

=—I+ _Tf(x) In(bc)*™ dx = —I + In(bc) jf(x)g(x)dx , (1).

Deoarece functiile f,g sunt impare avem:
(fD(x) = [ (x)g(—x) = —f(¥)(~g(x)) = (f&)(x), adicd fg:R — R, este o functie para si din (1)

obtinem: 2/ = ln(bc)]i( f2)(x)dx = 21n(bc)_T f(x)g(x)dx, de unde deducem

I =In(bc) j F(x)g(x)dx.

2. (D.M. Batinetu-Giurgiu, N. Stanciu - Problema 234, REOIM, Nr. 47, Noiembrie 2012 —
Februarie 2013). Dacd a< R, s1 f: R — Reste o functie pard, derivabila cu derivata continud,

[f( S | ey + et )}d — af (a).

atunci demonstrati egalitatea: j

Solutie. Se stie ca daca £ este o funtie para si derivabild atunci functia /' : R — R este o functie

impara. Fie ] = I ( lf (xz
+e

—a

+ f'(x)In(1+e") |dx, In care facem schimbarea de variabila

x=u(t)=—t,cu u'(t) = —1,u(a) = —a,u(—a) = a $i obtinem:

_I(f( SED | e t)ln(1+e')j( )dt = j(’;(j)e f()lnl+e jd _

a

j‘[f(X)e +xf'(x) = f'(x)In(1 + e )jdx.Deci,

21 = j( S (x) +xf'(xX)+ f'(x) In(1+ ) — f’(x)ln(1+ex)Jd =

1+e”
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= [(f@)+ 5 @))dx = [ (f () dx = 2/ ()%, = af (@)~ (- af (~a)) = af (a) + af (@) =

=2af'(a),deunde I =af(a).

3. (D.M. Bitinetu-Giurgiu, N. Stanciu). Daci d € R_si functiile f, g :[~a,a]— Rsunt
integrabile astfel incat f este pard iar g este impard pe [—a,a], atunci demonstrati egalitatea:

7 f() L
dx == | f(x)dx.
-J;bz —g(x)+b* + g7 (x) b’ '([
Solutie. Facem schimbarea de variabild x = u(z) = —, cu u'(t) =—1lu(a) =—a,u(—a) = asi
“ /() N £
obtinem: = dx = (—1)dt =
—'[zbz —g(x)+b* + g (x) !bz —g(=t)+b* + g (-1)t
Ny o,

Wb+ g(t)+4bt + 27 () . Deci,
T 1 1
2=I+1= dx =
=i J;f(x){bz +g(x)++/b* + g7 (x) ’ b* — g(x)++b* +g2(x)J y
n 2([)2 +4b* +g2(x))
= [/
N N )] —)g%x)
e 2(b2 +4/b* + g% (x) 1 ¢ 2 ¢
= : dx=— dx=— d
_Iaf(x) 9 (U e _jaf(x) o= _([f(x) v

2

dx =

de unde rezulta 7 = bizj‘ f(x)dx .
0

4. (D.M. Batinetu-Giurgiu, N. Stanciu). Daca A € R_si 7 o h: R — R sunt functiile
continue si impare, iar k: R — (1,00) este functie pard si continua, atunci demonstrati egalitatea:

[ £ m((KG0# + k()" Jix = [ £ () (g(x) + h(x))In k(x)ddx
Solutie. Facem schimbarea de variabild x = u(z) = —, cu u'(¢) = —Lu(a) = —a,u(—a) = a si

obtinem: 7 — j F ) In (k)5 + (k(x))" px = j F O In((k(=)* + (k(=£))" " X=1)dt =

T . ke r (h(x))* + (k(x))"
- S I((kG) ™ + (k)™ Y = j f()n x(k(x))g(x)+h(x) dx =

a

=1+ j F ) In(k(x))* " dx = -1 + j F(x)(g(x) + A(x))In(k(x))dx, de unde deducem

cd: 2] = j F(x)(g(x) + h(x))In(k(x))dx, si deoarece

S (=0)(g(=x) + h(—x))In(k(—x)) = —f (x)(= g(x) — ~(x))In(k(x)) = £ (x)(g(x) + h(x))In(k(x)) adicd

F(0)(g(x) + h(x))In(k(x)) este functie pard, reiese: 2/ =2 j F(0)(g(x) + h(x))In(k(x))dx , adica
0

I= j £ (x)(g(x) + h(x))In(k(x))dx, ceea ce era de demonstrat.
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5. (D.M. Bdtinetu-Giurgiu, N. Stanciu - Problema XII.176, Recreatii Matematice, Nr. 1,
lanuarie - Iunie, 2017). Daca 7 : R — R este o functie continud si impard, atunci calculati

j 1 dx

y(x2 + 1)(1 + xe/ ") )

¢ 1

Solutie. I = I = 1)(1 e )dx, in care facem schimbarea de variabila
% X+ + Xxe

1 _ny .
X=u(¢)=;,cu “(e)—gau - =e,u (t):—t—2§1 obtinem:

e

t —_—

__ = e dt = =
ef(ln;)] t’ L(IH e+’ t £(1+t2)(t+e—f(mz))dt

®

N\

NN‘_
+
—

N

7~ N\
—
+

~ | —

- dr. 2= | ! xe! de I

%(IH )te +1) JANCRY 1+xef““>) (x +1) (1+xe"™ L
e~ 2 1 e’ -1
€ —arctg &=, atunci I = Earctg

= arctgx|

1
¢, =arctge— arctg — = artc
v g ge g 2e
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Stiati ca ....?

....... la 30 iunie se Implinesc 150 de ani de la nasterea matematicianului

T i X aNToN ORUIDOGLY 1876-1958
roman Anton Davidoglu (n. 30 iunie 1876 — d. 27 mai 1958, Bucuresti), e [ 40

A fost initiatorul cercetirilor roménesti in domeniul ecuatiilor - -
diferentiale ordinare sau cu derivate partiale.

A absolvit Scoala normala superioara din Paris In anul 1897 avand ca
profesor pe marele matematician Hadamard, iar lucrarea sustinuta la
absolvire s-a numit Sur l'equation des vibrations transversales des verges
elastique (Sorbona, 1900).

Incepand cu anul 1902 si pana in 1941 activeazi ca profesor la catedra ~ | = B &
de calcul diferential si integral a Facultatii de stiinte din cadrul Universitatii =~ POSTH ROMANA
din Bucuresti. In anul 1913 a fost rector al Academiei de inalte studii '
comerciale s industrie din Bucuresti.

Membru fondator al Academiei de Stiinte din Romania, A. Davidoglu a contribuit la
dezvoltarea analizei matematice si a ecuatiilor diferentiale contributiile sale fiind mentionate in
lucrarile unor prestigiosi matematicieni, precum Emile Picard, G. Mignoli, J. Mikusinski.

Bibliografie: www.wikipedia.org
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Rafinarea unor inegalitati geometrice
de Mihaly Bencze

Teorema. Daca x, y,z > 0, atunci:

\/(Zx)2 +9ny < Z,/(x+y)(x+z < \/3Z(x+y)(x+z) )

Demonstratie. Consideram u,v,w > 0, deoarece Vu+v +w< 3(u+v+w), folosind notatia
u=x+y)x+z),v=_>Q+z)(y+x), u=(z+x)(z+ y)obtinem

Zw/(x+y)(x+ z) < \/3Z(x+ y)(x + z) , iar pe de alta parte
SVt =Y P Y=Y ¥+ ([T = [0t 9y

Aplicatia 1. In orice triunghi 4BCcu notatiile uzuale avem inegalititile:

J13p7 +9r(@R+7) <X fla+b)a+c) <\3(5p” +r> +4Rr).

Demonstratie. In teorema consideram x = a, y = b, z = c¢. Deoarece inegalitatea se mai poate scrie

sub forma3r(4R+r) < %((Z,/(a +b)a+c))> —13p> =3r(4R+r))< p°, inseamni ci am rafinat

inegalitatea clasica 3r(4R+r)< p”.
Aplicatia 2. In orice triunghi 4BCcu notatiile uzuale avem inegalititile:

\/p2 +9r(4R+r) < Z\/E < \/3(p2 +7> +4Rr).

Demonstratie. In teorema consideram x=p—a,y=p—b,z= p—c. Deoarece inegalitatea se

. ) 1
mai poate scrie sub forma3r(4R+r) < E((Z Jab)? = p* =3r(4R+r))< p*, inseamni ci am

rafinat din nou inegalitatea clasicd 3r(4R +r) < p°.
Aplicatia 3. In orice triunghi 4BCcu notatiile uzuale avem inegalititile:

VOP* + (AR +7)> <3 J(r, 4 1)1, +7.) <3(p* + (4R +7)?).

Demonstratie. In teorema consideram x=r,,y =r,,z=r,. Deoarece inegalitatea se mai poate

1
scrie sub forma3p’ < 5((2\/(;”” +7,)(r, +7.)) =3p°> —(4R+7r)’)<(4R+r)*, inseamnid ci am

rafinat inegalitatea clasicd 3p° < (4R +7r)>.

Bibliografie
1. Octogon Mathematical Magazine (1993 —2025).
2. Sclipirea Mintii (2006 — 2025).

»Pentru a fi o stea, trebuie sa stralucesti propria lumina, sa-ti
urmezi propria cale si sa nu-ti faci griji pentru intuneric, pentru
ca atunci stelele stralucesc mai bine”.

(Napoleon Hill)
(1883 - 1970)




- ARTICOLE SI NOTE MATEMATICE - = e
m ’ Sclipirea Mintii 37

Asupra unei probleme de geometrie
de Marius Dragan si Neculai Stanciu

Problema CTP ([1]). Daca pe cercul C(O,R) consideram punctele 4,B,C,D,E,F 1n aceasta
ordine si coardele 4B, CDsi EF egale cu raza cercului R, iar M ,Nsi Psunt mijloacele

coardelor ED, BCsirespectiv AF', atunci demonstrati ca triunghiul MNP este echilateral.
(Cristian Tudor Popescu, Bucuresti)

Solutia 1 (cu numere complexe). Consideram A4,B,C,D,E,F situate pe cerc in sens invers
sensului trigonometric. Fie z,,z,,2.,2,,2,,2;,2,,,2y §i z, afixele punctelor corespunzatoare.
Alegem originea reperului in punctul O, centrul cercului. Notam /BOC=«a,ZEOD=/,
ZAOF =ysi ¢ =cosx+isinx. Avem:

AT E 2, Zp T E, Zp, Zp =&y,

3 3 3
Pentru a demonstra ca triunghiul MNP este echilateral este suficient sd demonstram ca

T ﬂ+ﬁ+}/ZB

Zpy Zp =&y Zps ZcTE
iy

Zp+z zZ,+z
2 _ BT Zc 412
Zy +E,,2p+65.2, =0 +é&,, 5

3 3 3

2
2z
3
= 1+8ﬂ+ﬁ+y+82”(8 +Ex, J+847{52” +827+ﬂ+
3 3 3 r 3 3 r

ZE+ZD

=0

Slte, ., te, tE,,, te,, te0,, =01-¢6, —l-¢ +& +¢&5 =0, adevarat.

Solutia 2 (trigonometric). Aceasta solutie permite determinarea efectiva a laturilor triunghiului

MNP. Avem: OM:Rcosg, ONZRCOS% si LMON:a;ﬁ+§. Aplicand teorema

cosinusului in triunghiul MON obtinem:

MWQ=0M4+0N2—ZCML0N«m{“;ﬂ+§j=

= R*cos’ 2+R coszﬁ 2R? cosgcosfco{ ﬂ j

= R?| cos’ +cosZﬁ ZCOSzCOSﬁSH’l Y_Z||=
2 2 2 2 3
B v .7 a ﬂ-ﬂj

2 Y a
L +4/3c0os—cos™=cos= —cos” =~ —Ccos— cos—sin = |.
2 2 2 2 2 2

a
= Rz(cos2 E +cos’ g +CoS

V4 a Py _ _.,a+p a p a+p

Deoarece c0s” =+ C0S—C0S~—SIn - =8N~ ——— +COS—COS—COS——— =
2 2 2 2 2 2

= %(—cos(a + f)+cosa + cosﬂ+3) = %(cosa +cosf +cosy +3) reiese ca
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MN? =R* c0s22+cos2£+coszz+ 3coszcosﬁcosl—l(cosa+cos,8+cosy+3) =
2 2 2 2 2 2 4

= f(a,B,7). Analog NP> =PM’= f(a,f,7), de unde obtinem ci triunghiul MNP este
echilateral.

B Y

) o 1 .
Observatie. Deoarece cos’ ot cos’ ot cos’ 5= E(cosa +cosf+cosy +3) si

By

cosgcos—cos——l(sina+sinﬂ+sin ) reiese ca
2 2 2 4 4

2 2 2 2 1 \/g . . . 3
MN* =NP° =PM~* =R Z(cosa+cos,B+cos;/)+T(sma+sm/3+smy)+z )

Solutia 3 (vectoriald - Nicusor Dan). Consideram OA=a, OB=ra, OC =b, OD =rb,
OE =csi OF =rc, unde prin rx am notat vectorul obtinut prin rotatia vectorului x in sensul acelor

de ceasornic cu 60°. Deoarece triunghiurile BOA,CODsi FOE sunt echilaterale, avem:

O—]'Vzm-l-b, O—M=rb+c, O—PZrc-l-a, ﬁ\;:O—N'_OTD: m+b_rc+a i
2 2 2 2 2
W:W_a):(rb;—c_rc;aj

m+b_rc+a B rb+c_rc+a
2 2 2

Sma+rb—rec—ra=rb+c—rc—a < rra—ra+a=rrc—rc+c, adevarata deoarece

Trebuie sa demonstram ca r(

ma—ra+a=0 si me—re+e=0.

Aplicatie. Pe cercul C(O,R)consideram in aceastd ordine punctele 4,,B,,4,,B,, 4,, B, astfel
incat B4, = B,A, = By4, = R. De asemenea consideram C,(O,,R)ce trece prin 4,,B, diferit de
C(O,R). Analog cercurile C,(0,,R) si C;(0,,R)ce trec prin A4,,B, si respectiv 4,,B; diferite
de C(O,R). Aratati ca triunghiul O,0,0; este echilateral.

Solutie. Centrele romburilor O4,0,B,, OA,0,B, si OA;0,B,, adica punctele M,N,P sunt
mijloacele laturilor 4,B,, 4,B,si 4;B,. Din problema CTP reiese cd MNP este triunghi echilateral.
Dar MN,NPsi PMsunt linii mijlocii in triunghiurile 0O,0,, 00,0, si 00,0, . Reiese ca
0,0,0; este triunghi echilateral.

Bibliografie
1. https://adevarul.ro/politica/ctp-a-vrut-sa-il-prinda-pe-nicusor-dan-cu-lectia-2428205.html



https://adevarul.ro/politica/ctp-a-vrut-sa-il-prinda-pe-nicusor-dan-cu-lectia-2428205.html

@ - ARTICOLE SI NOTE MATEMATICE- W

Aplicatii ale integralei definite in calculul limitelor de siruri

de Adrian Stan, Buzau

Fie f o functie definitd si marginita pe intervalul inchis [a ; b] , (In cele mai multe cazuri,

intervalul [a ; b] este [0;1] ), care se Tmparte in n intervale partiale, formand ceea ce se numeste

diviziune a intervalului A, = (a = x,{(x,{x,{.....{x,_{x, = D).

Xy Xyseeeees X, 1, X, ), adicd lungimea celui mai

mare interval [xkfl ;X ] , 1ar pentru fiecare interval se va lua un punct arbitrar c, .

Numarul o,,(f,c,)= z f(c,)(x, —x,_,) se numeste suma integrald a functiei f,
k=1

corespunzatoare diviziunii Asi a sistemului de puncte intermediare (c,)

Daca H A

k=l,n"

— 0 pentru orice alegere a punctelor intermediare ¢, €|[x,_,,x, | si daci exista

n—>0

limita hm Z f(c,)(x, —x, ) € R atunci rezulta cd f este integrabila in sens Riemann si cd
* k=1

o (fie) = j f(x)dx.

A . N . N : -a . .
In general, intervalul Inchis [a ; b] se Tmparte in n intervale partiale, avand aceeasi

lungime, asadar, =X, —X,_, = bza — >0 s Zf (a+
n n—>0

sau limlif( + -b;aj:ﬁ:[f(x)dx.

" 1

In concluzie, pentru intervalul [a ; bJ = [0 ; 1] rezulta liml~z f (E) = j f(x)dx.
n—>0 n =1 n 0

Exemple de calcul al unor limite de siruri:

1. Si se calculezehm— [ln (n+1)+In(n+2)+...+In(n+n)— nlnn]

n—x0 n

Rezolvare: a, = —(Zln(n +k)—nln nj ,

In——+1In
n n

a

n

1( n+1 n+2+....+ n+nj Zln(H J f(x)=In(1+x),

n n =

1

) 0 1 X
lima, = [In(1+x)dx =xIn(x+1)| —[——dvr=-1+In4 .
new g 0 Jx+1

2. Si se calculeze l1m— [ tfe +34e +.. +2n—1)¥e* 1}

n—x0 n

2kct ; ~
Rezolvare: a, = [Z2k - j:l.zf(% lj"
" n =

= N n
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1
f(x)=x-¢e", lima, =Ix e dx=x-¢e
0

Nn¢—0

- . 1 1 1
3. Sa se calculeze limn- 5 s+ s+t — = |-
noo \1°4+4n" 2°4+4n n +4n

SR l& 11y
Rezolvare: a, =n Z—k2 :_.z P2 :_.Zf(ﬁj.,
kK| nig, kK n n
n*(4+= 4+—
l’l n
1 t x|l

= R lim

f(X) 4+x2 n%ooa J. ‘

0

4. Sa se calculeze lim —

n
"N (lﬁ-\/n +1 2+\/n +22 3+x/n +32 n+x/n2+n2J.

k 1 o 1 & k
Rezolvare: a, = —. n _L. f(_j’ f(x) = ,
Zkﬂ/n (1+k—2) " kzl:k.,. keoon "Z:; " X+m
n
1 1 1 |
lima, = [——— dv=[x-(' +1-x) dr= =[xV 41 dv [ dx= _22-1
0 0

e 0 X+ x2 +1 0 3
n—1 1 kﬂ'
5. Sa se calculeze hmZ— k-sin® —
n—>x0 =1 n n
. C e T 27 nr C .
Rezolvare: Pe intervalul [0; 7[] se ia diviziunea A = (0;—,—,....,— = ﬂj cu norma diviziunii
non n

A

n

asociata este  f: [0; 72'] —-R, f(x)=x-sin’x.

a, :iz.(f LN k—”j:liman :liml2 (Zz x-sin’® k—”j:%-fx-sinzx dx
h 0

7 . . . 4 : . . :
=—— 0 sisistemul de puncte intermediarec, = —  asociat sumei Riemann, deci functia
n n

T n =1 n n—w Vl—)w” n ) n

f . f 1_ 2 - 2 V4 1 . V4 2 . 2
J.)c-sm2 x dx = Ix-(ﬂj dx = I(E—E-cosh) de ="~ 2| xsin2x —Ism2xdx T
J J 2 272 200 3 0 ) 2
2
Rezulta lima, = Lz L l
n—>0 T 4 4
6. Si se calculeze lim 1 cos’ k—”
n—>0 =1 n n
Rezolvare: Pe intervalul [0;7] se ia diviziunea A, = (O;E,z—ﬁ,....,ﬂ = ﬂj cu norma diviziunii
non n

A

n

7 . . . kr . o . .
|A,[|==—0 sisistemul de puncte intermediarec, =—— asociat sumei Riemann, deci functia
n n

asociatd este [’ :[0'7[]—)R, f(x)=cos’ x.
a :L-(— kz inzk—”]:liman:liml-(zz -coszk—ﬂj:l-jCOSZxdx
4 0

n 72'2 n k=1 n n n—>0 }’l—)OO7Z'
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v Vi . 72.
Icos2 X dx= IM dx = l-(x+ sm2x] = l = Rezulta lima, = l z_ l
0 0 2 2 2 O 2 n—o T 2 2
k
7. Sa se calculeze lim Zl (Zn +k)
e 4p? “= 2n—k

) 1 C e 1 2 n 1 .

Rezolvare: Pe intervalul | 0;— | seia diviziunea A, =| 0;—,—,....,— =— | cu norma diviziunii
2 2n 2n 2n 2

A,||[=——0 sisistemul de puncte intermediare ¢, = asociat sumei Riemann, deci functia

n

k
n

asociata este f[ ﬂ—)R f(x)= xlnr_—x
X

1
x- lnL dx, etc
1—x

o'-—.t\)\~

n I+
an=L2- Tk -sin’ 2 k7 = lima, —hmi- zilnﬁ
nioon n n=e0 0 2n |5 2n l_i

/2
2n
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Probleme de algebra cu solutii vectoriale

de Caramida Elena Daniela, Falticeni

I. Inegalitati

2
1. Daci a,be[-1;1] atunci V1-a’ +v1-b" < 2@

Solutie: Consideram vectorii x = (1;1)si y = (\/1 a’;\1- bz)
Relatia H H H H Hy” implica: (1-\/l—a2 +1-\/1—b2)£(12+12)[(\/1—a2 )2+(\/1—b2 )2}

JI-a® +1-b* < 2(2—a2—b2) (I)  Deoarece «, 2 a’ —b? <2’1 a+b

4-2a’-2b> <4—a’—b*-2ab sise ajunge la a b >O(adevarat)

Din relatiile (1) s (2) se obtine relatia din enunt.

2. E:17780*/G.M. 6/1979

3 - Ya+4o+3016 6 +m8+"12
Sa se arate ca:
86 +4f8 + 112 S+ 9 +fi6

unde n>2,neN.
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Solutie: Consideram vectorii

= (V233404 )5i b= (Bsdfasal2) si x =2 EYA); = (YA 2).
Deducem succesiv: 22-1324/5-4/5+{/§-¥/Z+¥/Z-(/5:4/8+¥/§+(/§
o = ) + () (5] ) (3] (48] =445 4.
1050,
‘a b‘ Jo+40+l6
Pe de alta parte: ;c-;—"tl/_~”+\l/§+”+\l/§.”+\l/4_1+"+\/_."+\/__"+ 6+n+112+n+\l/§
H H Hy H_\/( ) (H )2+("+\1/Z)2 '\/("?l/g)z+("+«l/4_)2+(”+\l/5)2 = "4 +3f9 +"16 Membrul drept
<] +"+«/§+”+«1/5
IR

Din ( 1) si (2) rezultd inegalitatea din enunt.

Membrul stang al inegalitatii propuse este: S =

al inegalitatii propuse este: D =

3. Sa se demonstreze inegalitatea: \/c(a —c) +\/c(b—c) <+ab unde a,b,c>0sia>c,b>c.
Solutie:

Alegem vectorii \T] (x/_ \/b_c)m v, = (\/ﬁ \/_ )
< Ve e [ (5 e
\/c(a—c)+\/c(b—c)éﬁ

IT Probleme de extrem (minime si maxime)
1. Sa se demonstreze cd, dacd Xx;X,;...;x, sunt numere reale, astfel incat: x, +x, +....+x, =1 atunci

n(xl2 + x22 + x32 +...+ xrzl ) >1 (Olimpiada judeteand, Arges, martie 1993)
Solutie: Consideram vectorii: a = (1; l;l;...;l) , b= (xl,xz,x3, 35X ) deci:
2 - =2 -
1*<la-b| <|a
: 2, .2, 2 2 : . 2,2 2 2
Prin urmare: 1< n(x1 +x5, +x] +. X, ) ceea ce este echivalent cu: mln[n(x1 +X, 4+ X+ X )] =1

2. E:22755/G.M. 2-3/1993
Fie x,y,z,a € R, astfel incat x+2y+3z=a. Sa se afle a, astfel incat minimul sumei x*+y* +2%sd fie 14.

2

-2

:(12 +12 +12...+12)(xl2 +X; + X +"'+xn)

Solutie:  Sa luam vectorii \71 = (x, ¥, z) , Z = (1,2,3)

2

2 — —\2
> (vl -vz) & (x+2y+32)2 < (12 +2? +32)(x2 +y° +zz) (1)
2
a —_— —
Deducem: x>+’ +z° > ﬁ (2) cu egalitate pentru v, = A -V, si exprimand rapoartele corespunzatoare

Vil V2

2 2 2 2 2 2 2
coordonatelor, se obtine: x—zzy—zzz—zzkzzuza— , E:Z:£:x+2y+3zzﬁ( )
r 2 3 14 14 1 2 3 14 14
2
Deducem: x:i;yzg;z:S—a. Din min(x2 +y2+22)=a—=14,rezulté ae[—14;14].
14 7 14 14

Bibliografie
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Dezvoltari ale unor probleme

din Mathematical Reflections
de Marin Chirciu, Pitesti

I
Mathematical Reflections Nr.1/2026
J722. In acute AABC holds Z % >a+b+c. Titu Andreescu, USA
b +c
Solution.
Gerretsen
LHS = z abc _ abc 3 abc -
r=d o(p (2R+r) ) 2(4R7+4Rr437 (2R +r) )
Euler 1 1
:4Rrpz:@ > 2p=a+b+c=RHS. Iusedabovez ———— = -
2-2r r b +c —a z[pZ_(2R+r) J
Equality occurs if and only if the triangle is equilateral.
(Cle)z 2
Remark. In acute A4BC holds zﬁ >(4F). Marin Chirciu
+c"—a
J724. Ifa,b,c > 0 then H(a3 +bc) > (abc)2 H(a + 1) . Nguyen Viet Hung, Vietnam
Solution.
a b CBS ab
We have| —+1 || —+1 —+1 | and analogs = — > —+1 (1
bc ca ( c j s H c H( j AD:
CBS
Also (a—b+lj(%+q (a+l) and analogs = H(— j a+1 (2)
c

From(1) and(2) = H(Z—Z+lj > H(a +1) = H(a3 +bc) > (abc)2 H(a +1).

Equality occurs if and only ifa=b=c.
Remark. Ifa,b,c,d >0then:
0. [](a’+bed)216(abed) . 2). [](a’ +bed)=abed][(ab+cd).

Dezvoltari, Marin Chirciu

S726. In AABCholds Z ! > 3 . Nguyen Viet Hung, Vietnam
b+c—a 2Rr
Solution .
_1 4R+r 4R+r(1( ’
LHS = =— =RHS ,
Z b+c—a Z
(1) 4R + r
where 4R+r <:> > 3 = R(4R+r)2 >6rp”, see
Rr 4p*r? 2Rr
(4R + r) .
Gerretsen Inequality p” < ———— It is enough to show that:
2 (2R — r)
R(4R+r)

R (4R + r)2 > 6r- < 2R—r 23r < R > 2r (Euler'Inequality).

2(2R-r)
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Equality occurs if and only if the triangle is equilateral.

Remark. In A4BCholds ¥ —>3(6Rr)? ,ncN. Marin Chirciu
(b +c— a)
Solution
Forn =0 we have equality 3=3. Forn=1 see Lemma. For n > 2 we use Holder Inequality.
Sri) o) [
Holder _ Lemma 2 R}/’ -n
s =y — L "rATbre=a) Ml TER) 5\ N2Rr | _3(6Rr)3 = RHS .
(b+c—a)’ 3" 3" 3
Lemma. In AABC holds Zb ! > '/% . Equality occurs if and only if the triangle is equilateral.
+c—a r

Mathematical Reflections Nr.6/2025
(a +b+ c)5
(2 + abc) abc’

Marin Chirciu, Pitesti, Romania

\

4
S716. If a,b,c >0,a” +b* + ¢ + abc = 4 then (%+Q+EJ
C a

Solution.

Lemmal. Ifa,b,c>0,a>+b*+c*+abc=4 then a+b+c<3.

We use pgr -Method. Wenotea+b+c=p,ab+bc+ca=q,abc=r.
p+r—4

—
42612+Z72Jrcz+abcAMZGM44\4/asbSc3 = abc<l=r<I.

4q — 2
By Schur inequality: p3—4pq+9r20:>r2_p( q9 P )

a+b+c’+abc=4 < p*-2q+r=4=q-=

2
p+r—4
4.£ - "
4g — p* 2, p( 7 Pj
WehaVG:lZVZM,q:%Mer 5 P

3 3 3
P8P s, s P T80 P8P
9-2p 9-2p 9-2p

< p' -6p-9<0(p-3)(p*+3p+3)<0 < p<3.

Sr>p +2pr-8p = r>

in memoria matematicianului Titu Zvonaru

Asupra problemei 4856 din revista CRUX MATHEMATICORUM

de Ion Patrascu si Ion Cotoi, Craiova
In aceastd notd matematica prezentdm o solutie elementard a problemei de mai sus, publicata de
domnul Titu Zvonaru in [1] si formuldm alte doud probleme in legatura stransa cu aceasta.

Enuntul problemei 4856 este urméatorul:

Fie ABC un triunghi cu <4 = 30° si 4B = 100°. Consideram punctele D si E pe laturile
AC si BC respectiv, astfel incit <ABD = «<DBC si DE| AB . Calculati <EAC.
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Solutie:

Construim punctul F = sim EJ_? sinotdm cu H, L intersectiile dreptei BD cu AF, respectiv CF (vezi
figura).
Din DE|| AB rezulta ca <EDB = 50° si cum «DBC = 50° 8

avem ca ED=BE (1)

Deoarece <EDC = 30° si F=sim E:lc) obtinem ca triunghiul

DEF este echilateral, prin urmare ED = DF=EF (2) "
Relatiile (1) si (2) conduc la concluzia cd punctul E este centrul 'g
cercului circumscris triunghiului BDF si deoarece 4 DEF = 60°

avem ca <DBF = 30° (3) '

%

Din <ABL = %ACL = 50° obtinem ci patrulaterul ABCL este
inscriptibil si prin urmare
4BAC = <%BLC = 30° (4)
Ca o consecintd a relatiilor (3) si (4) obtinem ca triunghiul FBL este isoscel deci FB=FL (5)
Diagonala CA este bisectoarea unghiului C in patrulaterul inscriptibil ABCL deci AB= AL(6)
Relatiile (5) si (6) aratd ca dreapta AF este mediatoarea segmentului BL si in consecinta
AH 1 BL adici <AHB = 90° .In acest triunghi dreptunghic AHB avem cia <ABH = 50° deci
ABAH = 40° si deoarece <BAC = 30° gasim «XFAC = 10° .Faptul ca dreptele AF si AE sunt simetrice
fata de AC implica «EAC = 10° .
Nota : Pentru o solutie trigonometrica a acestei probleme se poate consulta [2].

Problema 1

Fie ABC un triunghi cu <4 = 30° si 4B = 100°. Considerim punctele D si E pe laturile AC si BC
respectiv, astfel incait <ABD = <DBC si <EAC = 10° . Demonstrati cd DE || AB.
Solutie

BE AD

DE|l AB & = e (1) . In triunghiul ABC, (BD este bisectoare, teorema bisectoarei implica
g =— (2) Rezolvarea problemei se reduce la a demonstra egahtatea — = ( )

(4)

sin50°
Teorema sinusurilor in triunghiul ABC conduce la 2 E = -
s1n

Aceeasi teorema in triunghiurile BAE si CAE furnizeaza:

BE AE EC
sin20°  sinl100° (5) sin10°  sin50° (6)

BE _ sin20 sinS0
Relatiile (5) si(6) au drept consecintda — = ——= — = (7)
EC sin10 sin100

. . o . sin50° sin20°  sin50°
Revenind la relatia (3) avem de ardtat egalitatea: —— =——= — ;
’ sin 30 sinl0 sin100

Tinand seama de formula sin 2x = 2 sinx cos X obtinem cd aceasta egalitate este echivalentd cu sin
100° = cos 10° care este evidenta.

Problema 2

Fie ABC un triunghi cu <4 = 30° si 4B = 100°. Consideram punctele D si E pe laturile AC si
BC respectiv, astfel incit <EAC = 10° si DEIl AB. Demonstrati ci <ABD = <DBC.
Lasam rezolvarea acestei probleme pe seama cititorului.

Bibliografie:
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» Nu cunoasterea, ci actul de a invita, nu posesia,

ci actul de a ajunge acolo, ofera cea mai mare placere”.
Carl F. Gauss

(1777- 1855)

[N Probleme rezolvate

= Clasa a V-a

. Cite numere de doua cifre ab verifici relatia ab=a-b+a+b?

Alexie Elena, Jianu Lonetta, Craiova
Rezolvare:
Avem 10a+b=a-b+a+b sau 9a=a-b=b=9. Asadar avem numerele
19,29.39,49.59,69,79,89,99. In total sunt noua numere

G:1382b|. a) Aratati ca numirul 10404 este patrat perfect;
b) Descompuneti in factori primi numarul 10403. Tonel Tudor- Calugireni, Giurgiu

Rezolvare: ) 10404 =4-2601=4-9-289 =2%-3%-17%> =102> adici 10404 este pitrat perfect;

b) 10403 =10404—1=4-2601=102" —1= (102—1)-(102+ l) =101-103, unde 101 si 103 sunt prime.
G:1383. Aritati ca numerele

a, =10201,a, =102030201,a, =1020304030201,...,a, =102030405060708090807060504030201

sunt patrate perfecte . eleva Panduru Madilina , Balcesti , Vélcea
Rezolvare: Prin calcul(usor) se arata ca

a,=101°,a, =10101*,a, =1010101°,...,a, =10101010101010101°.

. Sa se arate ca suma S=1+3+5+...+2025 este un patrat perfect.
Dumitru Preoteasa, Giurgiu, Madalina Buliga, Bucuresti
Rezolvare: Termenii sumei i scriem astfel:
S=(2-:0+1)+(2-1+1)+(2-:2+1)+(2-1012+1)=2-(1+2+3+...1012)+1+1+1+...+1=1012-1013+1013- 1=
1013(1012+1)=1013-1013=10132. Altfel se poate folosi formula sumei primelor n numere impare:
143+5+...42n-3+2n-1=n?. Din 2n-1=2025 rezulti n=1013, dem S=10132.

m Sa se arate ca nu exista cifrele le X.y,2 astfel incat x- yz xyz Geanina Bicica, Craiova
Rezolvare: Din x- yz =100x+ )z vz = yz . (x—l) =100x. (*).

Cum x#0 s1 x#1 considerdm toate Valorlle pe care le poate lua x de la 2 la 9 si le inlocuim in
relatia (*) obtinand astfel niste relatii false: yz 200; 2yz vz =300;.. 58)z vz =900. Asadar, nu exista
cifrele x,y,z astfel incat sa existe relatia data.

. Determinati numerele abcd cu proprietatea ab- (6’2 +d? ) =2025. Adrian Stan, Buzau

Rezolvare: 2025 =45> =9>.5> =81. (32 +4° ) — abcd =8134.

G:1387. Numerele naturale x, y, z sunt direct proportionale cu numerele prime p, q, r. Stiind ca

p<q<r,p+q+r=10, x+y+z=100, calculati suma ultimelor 2026 de cifre ale numéirului
2025 2025

T=x**+y elev Gobej Stefan, Curtea de Arges
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Rezolvare: Din p, q, r numere prime, p<q<r si p+q+r=10=p=2,q=3 si r=35.

100 x =20

Din 2= _Z_XF¥*2 TN _19=1y=30.
2 5 10 10

z=50

Cum T = 202025 + 302025 + 502025 — 102025 (22025 +32025 + 52025) iar

U(22025 +3%0% 4 5205 ) =..2+..3+..5=...0 =ultimele 2026 de cifre ale lui T sunt 0, deci suma ceruta

este egald cu 0.

G:1388. Demonstrati ca exista cel putin un multiplu de 37 care contine numai cifre de 2 si de 3 si are

numai aceste cifre. Gobej Cristina-Dumitra, Curtea de Arges
Rezolvare: Consideram urmatoarele 38 de numere: 23, 2323, 232323, ..., 2323...23.
| —

38de 23

Conform principiului cutiei, exista cel putin doud numere a si b din acest sir care dau acelasi rest la

impartirea cu 37 =>a-beM,,. Cum a—-b=2323..23-2323.23 cu k>p=
k de 23 p de 23
a—b=2323..2300...0 = 2323..23-10** .Cum (37; 102p) =1=2323..23=M,,,unde k>p si p#0.
%/_/

—_—
(k-p)de23 2pde0 k—p de 23

Acest numar este format din acelasi numar de cifre 2 si 3 avand numai perechi 23, deci problema este
demonstrata.

G:1389. Determinati numirul natural abc pentru care ¢ = acchc. Nicolae Ivaschescu, Canada
Rezolvare: Mai Intai se dau valori lui ¢=5, c=6 si se gaseste cifra ¢ astfel Tncat membrul sting sa fie

un numir de cinci cifre. Pentru ¢ = 6 obtinem 6° = 46656 = abc = 456 . Pentru ¢ =7 se obtine un
numdr de sase cifre.

1 1 1 1
G:1390|. a) Determinati n € N* astfel incit numirul a = 5 + 3 + - + — si fie natural;

n
oo o < 1 1 .
b) Determinati m € N* astfel incit numaérul b:E+—+—+—sa fie natural;
m
Cristina Calina — Doina, Craiova
Rezolvare:
a)Avema:§+l+l:ﬂ+l.CumO<a (2:>a:1:>ﬂ+l:1:>lziz>n:42.
6 7 n 42 m 42 n n
I 1 1 1
b) Avem b:§+—+—:ﬁ —=§+—.Cum0(§+l (2:>b=1:>§+l=1:>l=l:>m=7.
6 42 m 42 m T m 7T m T m m

G:1391|. Si se arate ca suma elementelor multimii M = {%‘ a’"+a+b= CE} este un cub perfect.

Gheorghe Ghita, Buzau
Rezolvare:
Evident b e cifra nenula. Daca b =0 ar rezulta 9 a=1.
Pentrub=1=2d’+a+b=abe ad’+a+b=10a+boa’ =% o a’ ! =32 = a€ (39}
pentrua=3=>b—-1=2=b=3;pentrua=9=>b—-1=1=2>b=2=
M = {33;92}, si atunci 33 + 92 = 125 = 53,
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= Clasa a VI-a

G:1392. Fie Aun numir natural cu 2025 cifre care este divizibil cu 9 . Fie B suma cifrelor acestui
numar . Fie C suma cifrelor lui B . Gasiti suma cifrelor lui C. elev Ganea Andrei , Caraula , Dolj

Rezolvare: Deoarece A se divide cu 9 rezultd ca si Bsi Cse divid cu 9. Cum 4<999...9 rezulta ca
2025 ori

B<2025-9=18225<99999 = (C<5-9=45.Cum Cse divide cu 9 acesta poate fi 9,18,27,36.
Deoarece suma cifrelor fiecarui numar din acestea este 9 , obtinem cd suma cifrelor lui Ceste 9 .

:

. intr-o tari sunt 66 orase cu aeroport propriu. O companie aeriani are in programul siau 2025
de rute (tur-retur). Demonstrati ci, utilizind rutele companiei aeriene, din orice oras se poate ajunge in
oricare altul. elev Gobej Stefan, Curtea de Arges
Rezolvare:  Fie A un orag din care nu se poate ajunge in unul sau mai multe orase dintre celelalte.

Notdm M, =multimea oraselor in care se poate ajunge din A, A € M, si cu N, =multimea celorlalte orase.

Daci Card(MA)n:mn, 1<n<66= Card(N,)=66—n.

. n(n-1) o (66—n)(65—n)
In M, sunt cel mult — rute, iar in N, cel mult 5 rute.
Cum numarul rutelor este n(nz—l) + (66—n)2(65 —n) =
2_ — — 2 2(n®—66n+2145
_n®-n+4290 266n 6sn+n’ _2(n 2n ):n2_66n+2145:

n<66

= (n —33)2 +1056 < 32> +1056 =1024+1056 = 2080 < 2025 =>presupunerea facuti este falsa,

—_
n%-66n+1089

de unde concluzia.

G:1394. Demonstrati ci numérul 1111...1 se divide cu 37. Adrian Stan, Buziu
H_/
de 2025 ori

Rezolvare:

1111..1=111x10"2 +111x10%" +...+111x10° +111=111(10** +10*" +...+10° +1)

de 2025 ori

Deoarece numarul 111 se divide cu 37, atunci si numarul 1111...1 se divide cu 37
de 2025 ori

G:1395. Aritati ca intre doui puteri consecutive de numere naturale ale lui 17 existd cel mult trei
puteri consecutive de numere naturale ale lui 3.
Nalbaru Ramona, Stancele Dumitru Gabriel, Craiova

Rezolvare: Presupunem contrariul , adica
17" <3 <31 <32 <32 <17 k,ne N=17" <3 /-17= 3" <17"" <317 adica 3’ <-17 fals
De aici cerinta problemei.

. Si serezolvein Zx7Z ecuatia x’+ py+ p=xy+(2p+1)x unde p este un numir prim dat.
Gheorghe Ghita, Buzau

Rezolvare: Se observa ca numarul p nu poate fi solutie.

X =Qp+x+p .

xX=p X=p
x—pe{il; +p; ipz}. De aici obtinem:

(x;y)e{(p—l;p2 —2),(p+1;—pz),(O;—l),(2p;—1),(—p2 +p;—pz),(p2 +p;p’ —2)},

EZDx—p‘pzj
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G:1397|. Sa se giaseasca cel mai mic numir de doud cifre, prin care se simplifica fractia:
g P P :
12025 +22025 +32025 +42025 +52025 +62025 +92025

1 12027 + 122027 + 132027 + 142027 + 152027 + 162027 + 192027 °
Rezolvare: Numirul g = (12025 +370% 457 192 )+ (22025 +47% 4 62025) este numir par ca sumi de

Ionel Tudor- Calugareni, Giurgiu

doua numere pare, deoarece suma numerele din prima paranteza este suma a patra numere impare
adica un numadr par, deci, divizibil cu 2. (1)
Mal mult, a= 12025 + (5 _ 3)2025 + 32025 + (5 _ 1)2025 + 52025 + (5 + 1)2025 + (10 _ 1)2025 —

=1+ M, +(=3)" +3° + M+ (=17 + 5" + M+ 17 + M, + (1) = M,:5. (2).
S-a folosit relatia (x + y)" =M_+)". Din (1) si (2) rezulta ca a este divizibil cu 10.
Analog se aratd ci b= (122027 +147%7 +16*% )+ (1 17977 413297 115277 4 192027) este un numdr par iar

b=(1177 4197 )+ (147 +16™7 ) +(12°7 +13*7) +15™"7 este divizibil si cu 5 conform relatici

( GARE yz"“) (x+y), x,y eN*. Atunci, b este divizibil cu 10. Rezulta ci fractia F este reductibila,

simplificandu-se cu 10.
G:1398.. Fie m:L- l+l+l+....+L+L si n:L- 1+l+l+.‘..+L+L .

2025 23 2024 2025 2024 2 3 2023 2024
Comparati numerele m si n. Nicolae Ivaschescu, Canada
Rezolvare: Presupunem m ) n si inmultind aceasta relatie cu 2024 -2025obtinem:
m ) n|-2024-2025= 2024- LSS S U Y2025- LIS RS U Dupi

2 3 2024 2025 23 2023 2024

desfacerea parantezelor obtinem:

0}2025+2025+2025+....+ 2025 20244 2024+ 2024+.... 2024+ 2024

3 2024 2 3 2024 2025
0} 2025-2004+ 2025 2024 N 2025 2024 - 2025 2024 N 2024 -

2 3 3 2024 2024 2025
=0) 1+l+l+....+L—% = :>l+l+.... ! +L ( 0, ceea ce este fals, de aici rezulta
2 3 2024 2025 2 3 2024 2025
cam{n.
< y . Sn+77 . - . y
G:1399. Si se arate ca fractia este ireductibila pentru orice numar natural n.
(2n+3)(3n+4)

Dumitru Preoteasa, Giurgiu, Madilina Buliga, Bucuresti
Rezolvare: Se aratd ca numerele 5n+7 si 2n+3 sunt prime intre ele, apoi si ca numerele 5n+7 si 3n+4
sunt, de asemenea, prime intre ele.
Fie d astfel incat dl (5n+ 7) si dl (2n+3). Atunci avem si dl 5(2n+3) - 2(5n+7)=d | (15-14)
=dll =d=1. Apoi, dI5Sn+ 7 si dI3n+4 =d13(5n+7)-5(3n+4) =dI(21-20) =dl1 =d=1. Asadar,
fractia data este ireductibila.

G:1400. Demonstrati ca daci numerele naturale a,b,c,d,e.f,g sunt direct proportionale, cu numerele
38,18,12,10,3,2,45 atunci a” +b° +c* +d* +e>+ P =g". Nicolae Iviaschescu, Canada
b d
Rezolvare: Stim ca 4_2_c_2.°_ f_ g . Fie k valoarea comuna a rapoartelor. Obtinem:
3318 12 10 3 2 45
a=38k, b=18k, c=12k, d =10k, e=3k, f =2k, g=45k.

Inlocuind in @® +b*> +c* +d* +e’ + f* = g° obtinem 2025k> = (45k)’ ceea ce este adevarati.
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= Clasa a VII-a

G:1401. Sa se determine 7 € 7 astfel incit numirul A :|n—1|+|n—2|+|n—3|+|n—4|+|n—5| sa fie
patrat perfect. eleva Ana Alesia Truica, Craiova
Rezolvare: Daci n>5=> A=5n-15=5(n-3)=>n-3=5k> =>n=5k"+3, ke N*.
Daci n<1=> A=15-5n=5B-n)=3-n=5k> =>n=3-5k>, ke N*,
G:1401|. Si se arate ci numirul n =4 +2025" poate fi scris ca suma a patru pitrate perfecte.

Ionel Tudor- Calugareni, Giurgiu
Rezolyvate: Cum 4 = 4.4 =4.(4)’ fie a=2025, b=4"", atunci
n=a*+4-b*=a*+4a’b’> +4-b* —4a’b* = (a2 +2b° )2 —(2ab)2 =
= (a2 +2b% + 2ab) : (a2 +2b% — 2ab) = [(a +b)’ + b2] : [(a —b)* +b’ ] Dupi desfacerea parantezelor
obtinem: n = (a2 -b’ )2 + (ab +b’ )2 + (ab -b’ )2 + <b2 )2 iar dupa Inlocuirea lui a si b se obtine

2

= (20252 _41012)2 +(2025_4506 +41012)2 +(2025_4506 _4lon2 )2 +(41012)

G:1402,. Demonstrati ca existd numerele naturale a, b, ¢ pentru care a’+b*=c*+2025.
Nicolae Ivaschescu, Canada

Rezolvare:  Folosim identitatea (3n—1)> +(4n— 4)2 —(5n- 4)2 =2n+1care se demonstreazi cu
ajutorul formulelor sau prin desfacerea parantezelor. Asadar, fie a=3n—-1, b=4n—-4, c=5n—-4

atunci 2n+1 = 2025 si obtinem can = 1012 si a = 4044, b = 3035, ¢ = 5056.
G:1403. Determinati numérul natural n, pentru care:

Vo N1 Jn+5 24+46
146 +47 1+47+8 7 1+Jn+5+Vn+6 2

Rezolvare: Rationalizam fiecare termen al sumei dupa modelul termenului general:

Junts B \/n+5(1+\/n+5—\/n+6)
1+vn+5+Vn+6 (1+\/1’TS+\/IT6)(1+\/IE—\/I’T6)

_Jn+5(1+Jn+5—Jn+6)_Jn+5(1+ﬁ—M)_l+m_m
- : .

elev Gobej Stefan, Curtea de Arges

_1+2\/n+5+n+5—(n+6)_ 2Jn+5
Calculand suma acestora se obtine: n+«/€; n+6 = 24-;/8 —n—-24=+/n+6>0. Se obtine doar

solutia n = 30.

. Un elev s-a gandit la 10 numere intregi (nu neapirat diferite) si a calculat toate sumele
posibile formate din céite 9 dintre aceste numere, obtinand astfel rezultatele: 92, 93, 94, ..., 100. (Sumele
care se repeta le-a scris o singuria dati.) La ce numere s-a giandit elevul?

Gobej Cristina-Dumitra, Curtea de Arges

Rezolvare: Fie a,, a,, ..., a,, cele zece numere intregi (nu neaparat diferite), iar S=a, +a, +...+a, +a,,.
Se pot forma Clgo =10 sume formate din cate 9 numere (nu neaparat distincte), si anume
S-a,,S-a,,..,S—a,,. Observam IOS—(a1 +a, +...+a,+a, ) =98, numar care este divizibil cu 9.

Conform ipotezei avem rezultatele 92, 93, 94, ..., 100, deci rezultatele a 9 sume (deci existd doud sume de
cate 9 numere care sunt cu acelasi rezultat).
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92+100)-9
Cum 92+93+94+...+100:¥

=969 , numir divizibil cu 9.

Deducem astfel ca suma tuturor numerelor la care s-a gandit elevul este 95, deci termenul lipsa trebuie sa fie
unul dintre numerele 92, 93, 94, ..., 99, 100 care este divizibil cu 9, deci este 99.

Asadar, 95=9-107, de unde a, +a, +...+a, +a,, =107.

Dacd a, +a,+..+a,+a,,=92=a,=107-92=a, =15

Din a,+a,+a, +...+a,+a,,=93=a,=107-93=1a, =14.

Analog, continudnd rationamentul, numerele sunt: 15, 14, 13, 12, 11, 10,9, 8, 8, 7.

G:1405. Se considerd numirul a(n)=v9" +4-3"+m, m,neN. Daci a(0), a(l)e N atunci, si se

arate ca a(n) e N. Adrian Stan, Buziu

Rezolvare: a(0)=~m+5eN, a(l)=yJm+21eN. m=4.
Observim ca pentru m = 4 obtinem a(n) =\9" +4-3" +4 =, /(3 +2) =3"+2eN.

G:1406. Aratati ca in orice triunghi ABCunde BC =a, AC =b, AB = c este adevirata inegalitatea
ab(a + b) +bc (b + C) +ac (a + C) >a’ +b° +¢ +2abc . Roxana Vasile, Botea Sorin, Gigi Zaharia, Craiova

Rezolvare: Avem O<(—a+b+c)(a—b+c)(a+b—c)=(c2—(a—b)z)(a+b—c):
=c? (a+b)—c3 —(a—b)2 (a+b)+c(a—b)2 =cla+c*h-c? —(a2 —bz)(a—b)+c(a2 —2ab+b2):
=cfa+c*b- —a’ +a*b+b*a—b* +ca’ —2abc +ch* = ab(a+b)+bc(b+c)+ca(c+a)—a3 —b* = =2abc

si de aici inegalitatea din enunt.

. . a b ¢\ b ¢ & L. .
G:1407. Daci a,b,c ) 0 atunci 3- Z+—+— +_3+E+_3212 . Gheorghe Ghiti, Buzau
c a) a c

e ns : : 1 .
Rezolvare: Mai intai se demonstreaza inegalitatea: 3x+— >4, Vx)0. Aceasta este echivalenta cu
x

3

b
(x — l) (3x +2x+ 1) >0, Vx>0 care este adevaratd. Pentru x = —)O se obtine3-— T+2 >4 si analog
b b a

pentru celelalte doua analoage se obtine prin adunare cerinta problemei.
Egalitatea are loc daca si numai dacia = b = c.

G:1409. Fie triunghiul A ABC echilateral. Pe dreapta BC se considerd punctul M astfel incit C se
afld intre B si M si m(<<CAM )=15". Daci AB = BC =CA = a determinati CM si AM in functie de a.

Razvan Lupu, Craiova

Rezolvare:  Ducem AA' L BC (4’ eBC).Atunci BA' = A'C =%§i triunghiul A AA'M este

\/_ g_g:a(\@—l) G

2 2 2

dreptunghic isoscel. De aici, 4'M = A4' =" — CM = A'M - A'C =

AM = A44'2 = A’M\/_—i

. Trapezul ABCD cu bazele AB si CD, este isoscel si are diagonalele perpendiculare. Stiind ca
inaltimea trapezului are 10 cm, sa se calculeze aria trapezului.

Dumitru Preoteasa, Giurgiu, Madilina Buliga, Bucuresti
Rezolvare: Consideram inaltimea EF, unde E si F sunt mijloacele bazelor. Triunghiurile DOC si AOB
sunt dreptunghice si isoscele, atunci EO=DC/2 si FO=AB/2, iar EF=EO+FO=(DC+AB)/2, adica
iniltimea EF este cat linia mijlocie a trapezului. Atunci aria acestuia este egald 10-10=100 (cm?).
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G:1411. Fie ABCD un trapez isoscel inscris in cercul C cu BC| AD (BC(AD).

Perpendiculara BB’ pe AD intersecteazi cercul C in punctul E. Aritati ci DE ( BC+ AE .
Marius Sgaiba, Craiova
Rezolvare: Construim BF'||CD (F € AD). Obtinem ca BCDF este paralelogram si de aici rezulta

ci FD = BC. Cum AB=BF =CD=> A ABF este isoscel si cum BB’este iniltime in triunghiul
ABF este atunci si mediatoare. Rezulti AB' = B'F = AE = EF .
in triunghiul A EFDavem DE { EF + FD = AE + BC , c.c.t.d.

G:1412|. in triunghiul ABC oarecare se consideri punctul D pe latura [AC ] astfel incat [AD] = [DC ]
si punctul £ e [BD] astfel incat [BE] E[ED] si punctul / (BC ) astfel incat D/ || AE . Construiti cu

ajutorul unei rigle negradate pe prelungirea lui [AE], dincolo de E un segment [EG], astfel incat

_[46]

[E G] = Nicolae Ivaschescu, Canada

AG
Rezolvare: Fie {G} = AE N BC. Vom arata ca G este punctul cautat astfel incat [E G] = %

In triunghiul A CAG, avem DI || AG si cum [AD]=[DC] rezulta DI este linie mijlocie, adica
DI = lAG.
2
in triunghiul A BDI , avem [BE] = [ED] si EG|| DI, deci EG este linie mijlocie, rezulta
EG= lDI adica EG :l- lAG :lAG .c.c.t.d.
2 2\2 4

G:1413. in cercul C (O;R), punctele A,B,C sunt conciclice, C apartinind arcului mic AB. Daca

AB=R si AC=2Rcos75" atunci aflati misura unghiului BAC. Ion Stanescu, Smeeni, Buzau
Rezolyare: Triunghiul OAB este echilateral cu m(<OA4B)=60". Cum triunghiul OAC este isoscel

(OA = 0Q), fie D mijlocul lui AC, atunci, AD=2Rcos75°
Rezulta, m(«<0AC)=75" si m(<BAC)=75"—-60" =15".

= Clasa a VIII-a

G:1414|. Gasiti valoarea de adevar a propozitiei:

P: \/ 1+2023- \/ 1+2024- \/ 1+2025-41+2026-2026 =2024 . Nicolae Ivischescu, Canada
Rezolvare: Pornind de la ultimul radical, avem succesiv:

V1420262028 = [1+(2027 —1)(2027 +1) = 1+ 2027> —1 = 2027.

J142025-2027 =+/1+2026° —1 = 2026.
V142024-2026 =+/1+2025> -1 =2025..
V142023-2025 = /1+2024% —1 =2024. , deci propozitia dati este adevirati.

G:1415. Sa se determine numerele prime p,g,7r care verifica egalitatea pqgr =23(p+q+r).
Florin Rotaru, Focsani
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Rezolvare: Avem p ) g si p ) r. Deoarece

par
23
vedere p—qg—reN.Deci gr =23—qg—r=qr+q+r=23=(g+1)(r+1)=24.

Analizand toate situatiile (g+1)(+1) {l -24;2-12;3-8;4- 6} obtinem
(a:7)€{(27).(7:2).(3:5),(5:3)} = (s 7) €{(27:2:7).(27:7;2),(27:3:5), (27:5;3) ).

= p—q—r €N Iinseamna ca un numar dintre cele trei, p, g, r este egal cu 23 si acesta este p avand in

3
x+1
G:1416,. Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia (—3) =x-2.
X+

Ionel Tudor- Calugareni, Giurgiu
Rezolvare: Conditii de existentd a ecuatiei: x € R\ {—3} .
Ecuatia datd devine: ()C—Z)-(x+3)3 = (x+1)3 = (x—2)'(x3 +3x*-3+3x-3° +33) =X +3x +3x+1=>
x* +6x” +6x° —30x—55=0. Descompunand in factori obtinem:
(x*—25)+(6x"=30x)+(6x" —30) = 0> (x* =25)(x" +25)+6x(x* =5)+6(x* -5)=0=
(x*=5)(x* +6x+11)=0= xe{-/5:5}.
. Se consideri expresia algebricid E(x)= ( G Xl + 1 j:(x—l—l), xeR\{-2-1}.

x+1 x+2 x +3x+2
Aflati x € Zastfel incat E(x)eZ. Ton Stinescu, Smeeni, Buzau

Rezolvare: E(x)= 2 el < xe {—4; -3; O} .
x+2

7 7 3 3 4 4
+
G:1418|. Fie a,b,x, )0 . Sa se arate ca SRS b _[x_+ %j . Gheorghe Ghita, Buzau

Rezolvare: Inegalitatea data este echivalenta cu
4

7 7 4 7 3.7 7
(a3+b3) x—4+y 2(x3+y3) LD DI SIS AN SN A SN 20 AN VPPN
a a b a b

b

3.7 3.7 3.4 4.3 3 4 4 3 4 4
ay bx' xy' x'y 3,3 X[ Xy yv[x oy
b4 + a4 - b - >0 a’b |:E(—4——4]——3[—4——4Jj|20<:>

()2 JH@ )RR
R DR D R0 —

G:1419. Demonstrati ci valoarea expresiei
G:1419. p

( ) \/n+\/_+\/n+\/_+\/n+\/§+ +\/n+ n —1+\lln+«/_
\/n +\/n +\/n J2 . +x,/n—\/n —1+\/n— n

numirul ne N". elev Gobej Stefan, Curtea de Arges
Rezolvare:

sl:Jn+J6+Jn+ﬁ+\/n+J§+...+\/n+JH+\/n+\/n_2:i\/nwa .
82:\/n—\/a+\/n—\/f+x/n—«/§+...+\/n—\/m+\/n—\/n_2:i«/n—\/a

m=0

este constanta, oricare ar fi

Notam
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l

Vom folosi formula radicalilor compusi +/n + , care aplicatd pentru

fiecare termen al sumei se obtine:

. Prin sumare rezulta

S, (v2-1
S, = =S, <:>S(1 1 J=LS2<:>M=&:> E(n):%=;=ﬁ+1:
2

Rk GSECTTE %

constanta Vne N .
G:1420,. in paralelipipedul dreptunghic ABCDA'B'C'D', Litimea si iniltimea sunt direct proportionale
cu 4, respectiv 3. Aflati sinusul unghiului dintre planele (ABCD) si (A[B[CD) .

Ion Stanescu, Smeeni, Buzau
Rezolvare: Fie M € CC', N € OC astfel incat OM L. CC’', C'N L OC.

CNZ%'CC’, OCZ%CC’ sincoc’ =22

G:1421,. Pe planul patratului ABCD se ridicd perpendiculara [EC] astfel incat

EO = 4(\/5 + l)cm, unde O este centrul pitratului. Daci masura unghiului planelor (ABC ) si
(EDB) este de 75°, determinati distanta de la E la planul (EDB) si distanta de la C la planul (MBD),

unde M este mijlocul lui [EC ] . Nicolae Ivaschescu, Canada
Rezolvare:  Se arata usor ca m(<):((EDB), (ABC ) = m(<):(EO, CO) = m(<(EOC ) =75".
in triunghiul dreptunghic EOC avem

. EC . 3+l
75" === = EC=EO-sin75" =4(~3 +1)- =2J2(2+/3).
sin EO:> sin (\/F+) 2\/5 \/_( +\/_)

De asemenea, cosO = cos75° = % — O0C=EO-cos75° = 4(\/§+1) : @ =22cm

22

Din DO 1L OC, DO L EC, OC, EC —(EOC)=>DO L (EOC) si cum

DO < (EDB)=(EDB) L(EOC)=>d(C,(EDB))=CF cu CF L EO. Dar CF este iniltime in

triunghiul dreptunghic EOC, rezultand ca

EC-0C _2\2(2+\3)22 _frled
EO 43 +1)

Pentru distanta de la C la planul (MBD) , fie CG L MO, CG este inaltime in triunghiul MOC,

CM-CO _ 4Q2+43)
MO 22183
MO s-a calculat cu teorema lui Pitagora: MO =~+MC?> +O0C?> =/22+83 .

G:1422 in cubul ABCDEFGH se noteazi cu O centrul fetei BCGF. Se stie ci segmentul HO are

lungimea egala cu 2 6 cm. Si se afle volumul cubului si misura unghiului dintre dreptele HO si EB.
Dumitru Preoteasa, Giurgiu, Mad:lina Buliga, Bucuresti

CF = (C.(EDB)).

atunci, d(C,(MBD))=CG =
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Rezolvare: M fiind mijlocul lui FG, avem si OM L FG, Deoarece fetele BCGF si EFGH sunt

2 2
perpendiculare, rezulti OM L (GHF), deci OM L HM . Gasim cd OM =x/2 si HM2=x2+xT=5%.
2 2 2
Din HO>-OM*+MH? avem H02=x7+ 5%=6%, iar HO=%. Dar HO=2+/6 implica x=4.

Volumul este 4°= 64 (cm?).

Patrulaterul EBCH este dreptunghi, deci EB este paraleld cu HC. In acest caz unghiul cerut este
unghiul format de HO cu HC. Triunghiul HFC este echilateral, iar mediana HO este si bisectoarea
unghiului FHC, care are 60°, de unde rezulti ci misura ceruti este de 30°.

G:1423. Se di o piramida patrulatera regulata SABCD. Daci latura bazei, iniltimea piramidei si
apotema piramidei au lungimile trei numere naturale consecutive, s se calculeze sinusul unghiului

format de doua fete laterale opuse. Gobej Cristina-Dumitra, Curtea de Arges
Rezolvare:
Din ASON este dreptunghic = SN >SOsi SN* =SO” +ON* (1) S

Analizam cazurile:

Cazul 1: SN=x+2, SO=x, AB= x+1:>ON—xT+1

Relatia (1) devine

(x+2) =x +(X2“j o 4(x+2) 4 =(x+1) &

(x+1)(15-x)=0=x =15, deoarece x >0.
Deci a=SN=17, h=SO=15, 1=AB=16.
(SBC) ﬁ(SAD) =d = d||BC|| AD (conform teoremei acoperisului).

SN 1 BC
SN Ld not.
SMLAD |= = m((SBC),(SAD)) =m(MSN) = u
SM 1 d
BC||AD||d
a’-sinu_1-h : : I-h  16-15 240
Ao = =—=a’sinu=l-h=sinu=—=——="—
2 2 a’ 289 289

Cazul 2: SN =x+2, SO=x+1, AB=x:>ON=§.

2
Obtinem (x +2)” = (x+1)° +Gj & 4x7 +16x+16-4x> —8x —4=x" <
& x? —8x-12=0=>(x—4)" =28 imposibil in N.

Cazul 3: SN=x+1, SO=1x, AB:x+2:>0N=§+1.

2 2
Avem (X+1)2 =X2+(§+lj = X2+2X+1=X2+X—+X+1<:><:>X2 =4x, x #0=>x=4.

Deci a=SN=5h=SO=4, |=AB= 6s1smu_1h=;4=ﬁ.

5
. a) Demonstrati inegalititile: (i): (x2 + 1)( Y+ ) > %((x +y) + 1) Vx,y =0;

(ii): (uz +1)(v2 +1) > (u+v), Yu,v=0;
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b) intr-un tetraedru ABCD notim prin F aria totald, cu F, aria fetei care se opune varfului A si
9
analoagele F,, F.., F..Aratatica (F,>+1)-(F,>+1)-(E>+1)-(F,> +1)> = F".
8 B> 2C> °D ’ ( A ) ( B ) ( ¢ ) ( b ) 16
D.M.Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti, Ionel Tudor-Célugireni, Giurgiu
Rezolvare:
a) Se desfac parantezele si se obtin relatii adevirate: (2xy—1)2 +(x—y)> =0 respectiv (uv—l)2 >0.
3

b) Seaplica (i) pentru F,, F,, F., F}astfel: (FA2+1)-(F32+1)2 y

((F, +F,) +1),
(FC2 +1)-(FD2 +l) > %-((FC +F,) + l) iar prin inmultire obtinem:
(B 41 (B2 +1)-(F2 +1)-(B,2 +1)2 - ((F, 4 F,) #1)-((Fe + F,)* +1). Mai departe pentru

u=F, +F,, v=F,+F, din (ii) obtinem: ((F, + F,)* +1)-((F. + F,}* +1)2(F, + F, + F. + F, )

Cum F, +F, +F, +F, = Frezultd (F +1):(F; +1)-(F. +1)-(F,’ +1)> %-F?

= Clasa a IX-a

L:1208. Se consideri multimea nevidi A — R cu proprietitile: a) e A; b) xeA=x"ecA ;
¢) X’ —4x+4 € A= x € A. Demonstrati ci numirul 2024 ++/2025 este element al multimii A.
elev Gobej Stefan, Curtea de Arges

Rezolvare: Fie X € A. Relatia ¢) devine (x - 2)2 eA=>XxeA.

<)
Din b) obtinem x” eA<::>[(x+2)—2]2 eA=x+2€A (Rl)

(R))
Cum din a) avem | € A = reiese prin rationament inductiv ca A contine toate numerele impare pozitive, iar

cum 2024 ++/2025 = 2024 ++/45" =2024+45=2069, demonstratia este incheiata.

L.:1209. Aritati ca pentru orice numair natural nenul n existd un numar natural A, avand n cifre, toate

impare, care se divide cu 5". elev Gobej Stefan, Curtea de Arges
Rezolvare: Vom demonstra prin inductie matematica

Pentru n=1 este evident A =5:5' Presupunem afirmatia adevarata pentru k.

Deci A=a,a,..a,=p- 5%cu (ai )ieﬂ cifre impare.  Consideram acum numerele de k+1 cifre impare,

laa,..a,,3aa,..a,, 5aa,..a, ,7aa,.a, si 9aa,..a,.

- ip. ind.
Observim ci: laa,..a, =10 +aa,..a, = 10*+p-5° =5 (2k +p)

3a,,..a, =3-10" +a,,..a, =3-10 +p-5* =5"(3-2" +p)
Analog, 5aa,..a, =5" (5-2k +p), 7aa,..a, =5 (7-2k +p) si 9aa,..a, =5" (9-2k +p).

Cum numerele 2 +p, 3-2 +p, 5-2 +p, 7-2" +p si, respectiv 9-2* +p dau resturi distincte la impértirea
prin 5 (se demonstreaza destul de usor) prin urmare, unul dintre numere este divizibil prin 5 si inductia fiind
incheiatd, problema este demonstrata.
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n+2'
L:1210. Fie n, ke N astfel incat 2"' >n. Calculati S= Z{ S }, unde [a] reprezinti

partea intreagi a numaérului real a. Gobej Adrian, Curtea de Arges

Rezolvare: S= Z{zm 5} (Rl)

1
Se cunoaste identitatea lui Hermite ‘:x + 5} = [2X] - [x] , Vx €R si folosind aceasta in suma de la

n n 2k+l>n
(R )pentm X —F obtinem S = Z(|:2‘:| {2”] :D =[n]—|:F} = n-0=n.

L:1211. Fie neN’, n>2 si numerele reale strict pozitive a;,a,,..,a, cu proprietatea

a,+a,+..+a, =2025n. Si se determine numerele reale X, X,,..., X, , care verifici ecuatia

n

\/al —X, +\/a2 -X, +...+\/arﬁ1 X, +\/a1 +X,+X,+...+X,, =45n.
Gobej Cristina-Dumitra, Curtea de Arges
Rezolvare:  Din conditiile de existentd a, —x; >0<>x; <a, <X, €(—0; 3, ], Viel, n—-1

not

NOtam {ai _Xi ZYia VIEL n_la Xl +X2 +"'+Xn71 +an ZYn :

=

(a,—x;)=a,+a,+..+a, , —X, —X, —...—X, , =2025n—a, =X, =X, —...—X, |, =

n-1

—_

=

n-1
y, =2025n—(a, + X, + X, +...+X,, ) Dy, + 2y, =2025n = y, +y, +..+y, =2025n (R,)

i=1 i=1

Din ipoteza \/;+\/;+...+\/Z=45n.
(Ry)

Folosind Cauchy: (\/;+ Yyt Ay, )2 S(l2 +1° +...+12)(y1 +y,+.ty,) = n’-2025 iar

n termeni

egalitatea are loc cand |y, =]y, =...=4y, <a,—X,=a,—X, =..=a, , —X, | =
=a, +X,+X, +..+X, (R,)

2X,+X, +...+X, ,=2a,—a_

X, +2X,+...+X_ ,=a,—a
(Rz): 1 2 n—1 2 n

X, +X, .. +2x, ,=a,

n—1 n
n) x;, =2025n-a, —(n—1)a, = > x;, =2025-a, =a, —x, =2025=

i=1 i=l
=X, =a,—2025, Viel,n-1.

L:1212. Daca (a,),.;,(b,),s1,(c,),>; sunt progresii aritmetice de numere intregi, atunci demonstrati

bn+3cn+3 _3an+2bn+2cn+2 + 2a b + 2a b c

n+l n+lcn+1 n“n-n*

Florin Rotaru, Focsani

c¢i 5 divide 2a,,,b,,,c,., +2a,.,

Rezolvare : Fie r, p,qratiile progresiilor (a,) ,;,(b,),5-(¢,),s ;notam a,,, =x,b, ., =y,c,., =z
Avem2a,.b,.,c,., +2a,.;:b,5c,5—3a,,b,,c,.,+2a,,b,c, + 2anbncn

= 2(x+27) (v +2)(z +2p) + 2(x + )Y+ @)z + p) =35z + 2Ax — )y =)z = p) +
+2(x-2r)(y—2q9)(z—2p) =5(4pgx+4pry +4qrz + xyz), c.c.t.d.

n+2
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L:1213 Daca ™7 E(O’Oo) si (2x)2 tyz (2x)3 +y aritati ca (2x)3 ty < 2.
Cezar Ozunu , Daneti , Dolj Felicia Ozun ,Craiova

(2)6)3 +)° < (2)6)2 + 7
Rezolvare: Aratam ca o= Y Avem
(2x)3 +y3 < (2)()3 +y3 +y4 —y4 < (2)()3 +y4 +y3 —y4 = (2x)2 +2y3 —y4 —y2 +y2
= (2x)2 +y =y’ (l—y)2 < (2)c)2 +y°
In Cauchy-Buniakowski (au + bv)2 < (a2 +b? )(u2 + vz) punem

a =\/§,b: y,u =2x\/£,v=y y siavem

|:(2x)2 +sz < (2x+y)[(2x)3 +y3} < (2x+y)[(2x)2 +y2] = (2)6)2 +y° <2x+y.

2 2 2 2
2x) +
Stimcﬁ( x)2 Y 2(2x+yj :>£2x+yj S2x+y:>2x+y§%:>2x+y32.

2 2 2 4
3 3 2 2 3 3
Avem (2x) +y S(2x) +y S2x+yS2:>(2x) +y S2‘
. I | 1 1 1
:1214, Fien = N. Aritaticd —+—5+..+——+ —+ —=1.
2 2 2" 3.2" 3.2"

Folosind eventual acest rezultat, aratati ca daca x, x5, ...,x,, > 0si x; + x, + ...+ x,, = 1, atunci:

X1 X2 Xn—2 Xn—1 Xn 1

= =
2y +1 - 22+ ot 2N 2, 41 + 3203y, 41 + 32n 24, +1 ~ 2°
In ce caz avem egalitate? Lucian Tutescu, Craiova
Rezolvare:
1 1
1 1 1 1 1 1 o2 241 x o x+l
—tostet——mt—mt—— == 2" H:1.Pentrux:0avem—é—@(x—l)zzo
2 2 2 3-2 32 2 l—l 32 x+1  x
2
. X x+1 .
cu egalitate pentru x = 1. Pentru x)0= 1 < e cu egalitate pentru x = 1. (*)
X+

Pentru x =2a, x=4b, x=06¢c, x=12d, avem dupa inlocuire in (*):

2a  _2a+l 2= a 2. % , analog si pentru celelalte:

2a+1 4 2a+1
- b +—< 4 d Sl(a+b+c+d)+l LN S cu egalitate pentru
2a+1 4b+1 6¢+1 12d+1 4 4\2 4 6 12) 2

2a=4b=6c:12d:1:>a:l, b=—, c:l, d=—.
2 6 12

1
4

IA

x —1 x, —1 x ,—1 x -1 n
:1215, Fie x,,x,,..., X, e[l,oo),n23.Arﬁtag:i ca \/ ! +\/ 2 +...+\/ ol +\/ - —.
X +x, Xx,+x x, ,+x, x +x 4

in ce caz avem egalitate? Moanti Cristian, Tutescu Lucian, Craiova
Rezolvare: Deoarece a + b = 2+ ab,a, b > 0, avem

-1 -1
\/xl < \/x] =l (l—l}i Sl[l—i+ij, cu egalitate pentru x, = X, si l—lzi , deci

X +x, 2 X -x, 2 X, )X, X X, X X,
A .. . . . . . V xn—l - 1 1 1 1
X, =x, =2 . Inmod similar se procedeaza si pentru ceilalti termeni, astfel: ~——<—| | -———+—|.
xn—l + xn 4 xn—l xn
Adundnd inegalitatile rezultate obtinem inegalitatea din enunt. Egalitate avem pentru

X =x,=.=x,=2.
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L:1216. Aflati n € N astfel incit ecuatia

2 3 7 n
[2x+1:|+{2 x+1:|4{2 X+l + e 4{2 );_1}:2025 sa aiba solutii in [0;1).

2 2 2
Adrian Stan, Buzau

Rezolvare: Stim ca [a] + [a +% = [Za] , Va € R (Relatia lui Hermite) , atunci [a + %} = [Za] - [a] pe

care o aplicam pentru fiecare termen al sumei:

{zx”} {%ﬂ =[2x]-[x], —22’;”} :[2x+ﬂ =[2°x]-[24]. F’;*l} :[22x+ﬂ =[2x]-[ 2]

2

.......................... 2xtl = 2""x+ 1 = [2" x} — [2 'Hx]. Adunénd relatiile de mai sus obtinem:
2 2
2025=[2"x |-[x], x€[0;1)=[x]=0=[2"x]=2025= 2025<2"-x(2026. Pentrun=11 se
202 202
verifica relatia: 025 < x( 026 . Asadar, n>11.
2048 2048

. Sa se rezolve ecuatia (2x2 - 1013)2 —4x—-2026 =0, folosind doar ecuatii de grad doi.

Ionel Tudor-Calugareni, Giurgiu
Rezolvare:  Cunotatia 1013 =¢, ecuatia devine:
(2x2 — t)2 —4x -2t =0 1> —(4x* +2)t +4x* —4x = 0 ecuatie de gradul doi in t cu discriminantul egal
cu A =16x"+16x+4=(4x+2)*>0 iar solutiile

2
_BH2E 8D a2k l) te{2x—2x; 2 +2x+2} .

1.2 >
2+242027
4 b

Pentru 2x” —2x =¢=1013=2x" —2x—-1013 =0=x, =

Pentru 2x” +2x+2=1=1013=2x"+2x-1011=0=x,, =

S_{—l—«/2023 1-42027 —1++2023 1+«/2027}

—2+242023 .
= f . Deci,

2 2 2 2

:1218. in triunghiul ABC, si se arate ci max(la—bl,|b —c|,|c —a|) < ./6(R — 2r) .
Gheorghe Ghita, Buzau

2 (Yfsyy 2, 52
2a3+b+a+32b+cj S 3)_[5(61 +b9)+8ab+czj:>

12p° <5(a® +b*)+9¢” +8ab =9 _a’ —4a’ —4b’ +8ab =18(p* —4Rr —r*) deoarece
> a*=2(p’—4Rr—r?). Rezultd 12p* <18(p* —4Rr—r*)—4(a—-by’

Rezolvare: Din 4p” =(a+b+c)’ :[

Gerretsen

2a—by <3(p’—12Rr-3r") < 3(4R’—8Rr)=> (a—b)’ <6R(R-2r)=>|a—b|< JOR(R-2r) .
Analog se obtin inegalititile |b — c| = \/2R(R — 2r), |c — a| = \/6R(R — 27r). Egalitatea are loc daci si

numai daca triunghiul este echilateral.
:1219|. Si se arate ca E(x,m)=9m’x’ —3m(2x2 —)c)+x2 —x+1)0, VxeR, VmeR.

Scrieti £(x,m) ca suma a doui pitrate perfecte si determinati minimul expresiei £(x,m).
Ionel Tudor-Calugareni, Giurgiu
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2
Rezolvare: Pentrum = 0 rezultd E(x,0)=x"—x+1= (x —%j +%>O, VxeR.

Pentru m e R*, scriem E(x,m)=9m’x* —=3mx(2x—1)y+x’ —x+1)0, Vx, y € Rsi cu notatia
mx =y, trebuie sd aritim cd 9y° —3(2x— 1) y+x* —x+1)0, Vx,yeR. Calculim discriminantul,
A, = 9(2x - 1)2 —36(x*> —x+1) =—27(0 ceea ce inseamni ci trinomul de gradul al doilea in y este
pozitiv, adica E(x,m) ) 0, VxeR, VmeR*.
Expresia E(x,m) se scrie ca un trinom in variabila x :
E(x,m)=9m"x> —6mx” +x” +3mx—x+1= (9m2 —6m+1)x2 +(Bm—-1)x+1

2 9 . .o b ? A
= (3m —1) x~+(@Bm—1)x+1 pe care o scriem sub forma canonicd a| x+ 57 "2 unde

a a
=(3m-1)’, b=3m-1, c=1, A=-3(3m~1)’, asadar,

2
3m—1 j+3(3m 1)

E(x,m):(Bm—l) (er SGm_1) 2Gm 1)’

((3 ~Dx+ 5

37712—1]2 (\E ’

+ —J Zi.Minimul

expresiei %si se obtine pentru mz%, xR sau x=—%, meR—{%}.

L.:1220. Daci a,b,c,d >0 atunci si se arate ci Z%Si(l+l+
3a’+bcd 16\a b

2
I 1
—+—.
c d
Marin Chirciu, Pitesti
Rezolvare: Datorita omogenitatii putem luaabed =1.

a* O1(1 1 1 1Y
LHS =Y => _Z <—( +—+—+—j = RHS,
3q° +bcd 3a* +abcd 3a*+1 16 d

; b ¢
a’ <1>1(1 1 1 1)2 a’ 1

unde <—| —"F+—+—+—| & <—gq", vezi:
Z3a“+1 6la b ¢ d Z3 15167

2

@__ < _aC L,
Z3a“+1 Za +at+at+1 Z4,/ . z4a Z4a 4167
Am folosit mai susqZ4,Veziq=abc+bcd+cda+dab2 4«3f(abcd ) =

Egalitatea are loc daca si numai dacia=b=c=d .

:1221|. Fie M un punct in planul triunghiului A ABC iar N, P, Q simetriile punctului M in raport cu
mijloacele laturilor AB, BC, respectiv AC. Aritati ¢i MG =2MG unde G si G; sunt centrele de
greutate ale triunnghiurilor A ABC respectiv A NPQ. Dorina Goiceanu, Camelia Dana, Craiova

Rezolvare: MN =MA +@, MP =MB+MC, st MQ=MC +MA. Prin adunarea relatiilor se
obtine W+W+@:2(M+W+M—c)@ 3MG, = 6MG = MG, =2MG.
11222\, Fie triunghiul A ABC isoscel ( AB=BC) cu m(<ABC ) =36"si De (BC ) astfel incat AD este

bisectoarea unghiului <XBAC. Daca AD = yNGi , calculati lungimile laturilor triunghiului ABC.
Alina Ciuca, Ionut Ivanescu, Craiova
Rezolvare: Deoarece m(<<BAD)=m(<DAC)=36" ( unghiurile <BAC, «BCA au 72’ ) gasim

m(<ADC)=72°, atunci AC = AD =2+/7. Din teorema bisectoarei in triunghiul A ABC rezulta
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DC _AC DC 247
BD 4B~ 2J7 BC
DC:\/g—\ﬁ.Maideparteseob;ine AB:BC:\/§+ 7 si AC:2x/7.

:»DC-(DC+2J7)=28 sau DC* +2J7DC-28=0=

:1223. Se considera triunghiul ABC ascutitunghic si fie D, E punctele de intersectie ale cercului de
diametru [AB] cu laturile [AC] , respectiv [BC]. Notam cu M intersectia dreptelor CO si DE, unde O

este mijlocul segmentului [AB].

a) Sa se demonstreze relatia E + A—C CM =CB+CA.
CE CD
b) Sa se arate cad M este centrul de greutate al triunghiului ABC daca si numai daca
AC’+BC’ =3AB’. Gobej Cristina-Dumitra, Curtea de Arges
Rezolvare: .
a) Deoarece E, M, D sunt puncte coliniare, rezulta ca existd o € (0, 1) astfel Incat :’”‘
o —— CE— CD
CM=0CE+(1-a)CD=0——CB+(1-a)——CA (1) | A
CB CA ?//M \\
- . . 1 - / / "\‘
Vectorii CM si CO = E(CB + CA) sunt coliniari, de unde deducem ca / \ \B
A (0]
CE CD CE CD) CD
a—:(l—oc)—<:>oc —t—|=—.
CB CA CB CA) CA

BC AC CE BC AC)\=—= ——= ==
Obtinem prin calcul | —+—— |ot.-—— =1 si din relatia (1) rezultd | —+— |CM = CB+ CA.

CE CD CB CE CD

—— 1= = BC AC

b) M este centrul de greutate al triunghiului ABC daca si numai daca CM = S(CB + CA) = CE + D =3.

, 2BC’+2CA’-AB’
Din teorema medianei CO” = . Scriind puterea punctului C fatd de cercul dat avem:

AB

2 5 : )
CE.CB:CD.CA:COz_[Tj s CE.CB—CD.CA _ BC HAC —AB"

2 2 B 2 + A 2 ABZ
Obtinem B¢ +£ =3 BC + AC 3 BC+AC' ==3 ¢ ¢ , ultima
CE CD BC-CE AC-CD 2
relatie fiind echivalenta cu concluzia.
:1224|. in triunghiul ABC considerim punctul A € (BC). Si se arate ci:
min(4B, AC)< AAZ : Emil C. Popa, Sibiu

COS—
2

AM  MC . AM  MB
_ si —

- = — S ,unde am notat x =1 (MAC) SI y =< (MAB), gasim ca
snC sinx

Rezolvare: Din - = —
smB siny

AM . AM . smx siny BC 2R-smx 2R-smy 2R-sinA
——sinx+——-siny = BC, ——+——— = , + =
sinC sin B smC snB AM AB AC AM

2

R- raza cercului circumscris triunghiului dat A BC.

sinx+si11y_si11A sin x +sin y >sinA
AB  AC  AM’ min(AB,AC) AM’

De aici:
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25inx+y cos” Y 2sin’-coss AM -cos™ 7 AM
2 2 ., min(4B,4C)< < .
min(AB, AC) AM A
COoS— COoS—
2 2
» Clasa a X-a
. Aratati ca:
x+y+1 N X+y+2 - X+y+2025 9005
Jxy +(x+D)(y+1)  Jxy +y(x+2)(y+2) \/E+\/(x+2025)(y+2025) -
Rezolvare: elev Gobej Stefan, Curtea de Arges

Intai se va demosntra Lema: Pentru orice numere reale pozitive a, b € (O; oo) si p numar natural nenul,

are loc inegalitatea (a + p)(b + p) —p=+ab. (¥). Sevademonstra prin ridicare la patrat

Folosind inegalitatea (*)sub forma: ‘(x+k)(yl+ k) _\/E >k, VX, ye(O; +oo) sikeN
(V1) (v +1) =y ) (Jx + ) (v +K) +xy

xy + xk + yk + k* — xy S

= >k < >
\/g+\/(x+k) y+k) \/E+\/(x+k)(y+k)
& xty+k >1 (Rz) .Sumand inegalitatea (Rz) pentru k €1,2025 obtinem
\/E+ (x+k)(y+k)
3 Xtytk >14+14..+1=2025.

;\/g+\/(x+k)(y+k) a0

1
) ) R . . . (n+1)!
11226 Fie n € N. Aflati partea intreagi a numirului 4, = T 1 1 T
—+—+—+.+—
or 11 2! n!
Rezolvare: Sorina Tudor, Craiova, Daniela Beldea, Bailesti

Evident, pentru n=0= 4, =1=[4,]=1 iar pentru n=1= 4, =%< 1=[4,]=0.

Fie n22:2si+l+l+...+l<3:>l< ! sl:
o' 1! 2! n! 371 1.1 172
o 11 2! 7 n!
1 1
0 ¢ (4,< (1=][4,]=0.
3(n+1)! 2(n+1)!

11227, Fien € N". Aritati ca:

nin+l)(n+2 n-l +2\2
a)1-2+2~3+...+n(n+1)= ( g( ) b) n!S(n+1)2 .(n?’ j . In ce caz avem egalitate?
Moanta Cristian, Tutescu Lucian, Craiova

Rezolvare: a) prin inductie sau cu formula Zk (k+1D) = w .
=1

b) Din inegalitatea mediilor:
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n(n+1)(n+2)

:1-2+2-3+...+n(n+1)2n(/(l'2)'(2'3)""'(n(”+1)) =

B (n!)z-(l’l+1) sau n(n!)z,(n+1)gwsﬂ,adicé (n!)z < nil'(n+1)n(n;2j2'

Egalitate avem doar pentrun = 1.

Daca n = 2 ca sd avem egalitate in ar trebuica 1-2=2-3=...= n(n + 1) , cea ce nu se poate.
L:1228. Daci a,b,c = 1sik = 0 sa se demonstreze inegalitatea:
Jg? a+k-1g2b +\Ig? b+ k-1g% ¢ +4/1g” c + k-1g* b > Jk+1-1g abe Gheorghe Ghiti, Buziu

Rezolvare: > \J(k+1)(g? a+klg?b) = > Jk+D)(k-1g* b +1g? a) =

_z\/(@z+12).(J;1gb)2+(1ga)2)sz\/(\/%\/%lgbﬂ.lga)z = S (klgh+lga)=

= kY lga+Y lga=(k+1)Y Iga=(k+1)(ga+Igh+lgc)=(k+1)lgabc cu egalitate cand cele trei

numere a, b, ¢ sunt egale sau pentru k = 0.

log, =
11229, Rezolvati ecuatia X (98] 1407 =1, Gobej Adrian, Curtea de Arges
Rezolvare: Conditii de existentd X € (O, + oo)

Logaritmam ecuatia problemei in baza 2 si obtinem log, (%j -log, x +log, 7-log, 14 =log, 1 <

log, x (log, x —log, 98)+log, 7{102;2 2+log, 7} =0 (R,) . Notim log, x =t si (R,) devine
=1
t* —t-log, (72 -2)+log2 7+log;7=0< t* —(1+2log, 7)t+log, 7+log; 7=0 (R,)
| 7
1+2log, 7
1+21 +1
A=(1+2log,7) ~4(log, 7+1og27)=1=t,, =%:

not

t, =log, x =log, 7= x =7 e cond.

AR 2(1+log, 7)

t, =log,x = =log,(2-7)=log,14= x =14 € cond.

:1230. Fie x :1+i\/§, y=1-iy/3 si z=2. Demonstrati ca pentru orice numir prim p, p >3 are

loc egalitatea x" +y" =z". Gobej Adrian, Curtea de Arges
1+iy3 1-i4/3
Rezolvare: Observam ca ( R1) x_ 1\/_ =g, Y_ 1\/_ =—g%, zZ_ 1 sunt radacinile de ordinul al
2 2 2 2 2
3-lea ale lui —1, adica radacinile ecuatiei x’+1=0. Din (R1) avem {X =2¢, y=-2¢>, z=2.

Relatia din enunt devine 2" + (—2)p g?=2° ‘: < e+ (—1)p g’ =1 (R3)
Cum relatia trebuie demonstratd pentru orice numar prim p >3 = p poate avea formele 6n—1 sau

6n+1, neN", jar e* =1.

Cazul I. p=6n-1, relatia (R,) devine: £ +(—1)6n?1 £ =le
@(86)“'é_(sé)znSiz:laé—giz:%<:>g—1:82C>82—S+1=0 (A)
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Cazul al II-lea. p=6n+1, relatia (R, ) devine: £ + (—1)6%1 "=l
n 2n

<:>(s6) -8—(86) g=loe-=loe’-e+1=0 (A).

Astfel, demonstratia problemei este incheiata.

L:1231. Numerele complexe z;, Z,, ..., z,, sunt astfel incat |z, —a| <r, (V) k =1, nsir € (0, a).

> (1 —;—z)-nz.

Moanta Cristian, Craiova

o 1,1 1
Demonstraticd |z; + z, + ...+ 2z, | - |—+—+ L
Z1  Z2 Zn

Rezolvare: Din ipoteza avem:
(a—a. ) +b> ( r* =2aa)a> +b> +a* —r* > 2\/(ak2 +b7)-(a*=b*) ) 0, (*¥), deoarece

a)0, r*(a’. Rezulta a,)0, k=l,_n.

2 2 2
@  ja-r

Din (*) obtinem $i ————>———, k=1Ln (1).
a, +b, a
. I 1 1
Atunci, |z, +zz+...+zn|- —+t—t. =
R Zy
_ a, —ib, a,—ib
(@, +a, +...+a,)+i(b+b, +...+b))|-| =—H+.... — =
a’ +b, a,”+b,

=Jla, + ay+ ..t a)2+ (by + by + ..t by)?-

a a a 2 b b b 2
1 2 n 1 2 n

+ S ey + ot ] =
(af + b a’+ b? az + b,%) (af +bf  aZ+Db2 az + bﬁ)

2
a a; an ) .

+ +ot
af+b12 a§+b22 a2 + b?

> J(a + ap + ot ay)?- (

(ay + ap + ot @) ( S S S -,
=(a;+ ap+ .+ @) | 5 5 sttt s | =
a; +bf a5+ b; az + b?
s oty 9-'2_7‘2_'_“2_7‘2_'_ +a2—r2
= \a a a ' vee - | =
1 2 n a?-a, a? - a, a?-a,
_ ar? (rie gt _TY L2
= (@ + Gt ot @) (a1+a2+ +an)z (1-%)-»2,

deoarece (a; + a, + ...+ a,) - (ai+ai+ et ai) = n2.
2

1 n

2(x* +2
:1232|. Si se rezolve ecuatia /8 +x +3/8—x = 2 +2) . Adrian Stan, Buziu

Jxt+1

Rezolvare:  Notim 3/8+x=a, 3I8—x=b = a’+b’=16.

2
a+b:2(x—+2):2-[\/x2+1+ ! j22-2:4 (1).
Vx? +1 Vx® +1

4-(a’+b')—(a+b)’ =3(a—b)’ -(a+b)20. Rezulta
(a+b)’ <4(a*+b)= (a+b)’ <4 =>a+b<4 (2). Din(1)si(2) rezulticia="b. x=0.

. Aritati ci: a) cos6 = cos {272'} ; b) cos9= —cos{37r} ; ¢) crgl> {%},

unde {a} reprezinti partea fractionari a numirului real a. Moanti Cristian, Tutescu Lucian, Craiova

Rezolvare:
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2) cos6 = cos[27r] = —COS(?Z' - [272']) = —cos((27r - [272']) - ﬂ') = —cos({272'} - 72') =

=—cos(7z‘—{27z'}) =cos{27z}.
b) cos9 =cos[37]= —cos(7r - [37:]) = —cos ((37z - [37:]) - 27r) = —cos(27r - {37:}) = —cos{37}.

V4 T |\ V4 V4 T\ &
c) ctgl=ctg {5} =ctg (5 — {EB =1g {5} > {E} , deoarece #gx > x, pentru x € (O, Ej . In cazul

m
nostru x = {5}

V4
1.:1234. Determinati numerele naturale nenule n, pentru care tg4— =2—A/n.
n
Ionel Tudor- Calugareni, Giurgiu

Rezolvare:  n =1 verifica relatia tg% =1=2-1 ;

. T
sin —
n = 2 nu verifica relatia deoarece #g r___ 4 _ \/5 —1#2- \/5 ;
1+cos—
4
.
. sin —
n =3 verifica relatia deoarece tg — = —67[ =2- \/g ,
1+cos—
6

Pentru n>4,=n>2=2-yn<0.Dar 0 { Z<Z( 2 60 (taZ(1deci 2-Vn <0 ( ta =
dn 16 4 4n 4n

Rezulta ca n > 4 nu este solutie a ecuatiei, deci S = {1;3} .

.:1235. Fie un triunghi cu varful in O (orig. axelor), iar celelalte in punctele de tangenta ale laturilor
ce pleaca din O cu parabola fx)=x%2 — x + 1,x dinR. Calculati aria triunghiului si aratati ca unghiul
O e ascutit. Petre Piaunescu, Rosiori de Vede
Rezolvare: Din ecuatia tangentei la graficul functiei , y = f(x)=mx rezultd ecuatia

x* —x—mx+1=0 care trebuie sa aib solutie unica, adici A =m’+2m—3=0. Rezultd m e {-3;1} .
Rezulta cele doud tangente au ecuatiile y = -3x, y = x. Punctele de tangenta sunt A(1;1), B(-1;3).
Cu formula distantei se afla lungimile laturilor.

:1236.  Rezolvati in (0;00) ecuatiile V41+29x =x+1 si J401+298x —3/41+29x =x, stiind ci

sunt echivalente. Ionel Tudor- Cilugareni, Giurgiu
Rezolvare:

341+ 29x =x+1\()2 —29x+41=(x+1)° = x> +5x* +10x’ +10x* —24x - 40 =0 <
xz(x3+5x2+12x+20)—2x3—10x2—24x—4O=O <:>(x2—2)(x3+5x2+12x+20)=0.

Pentru x € (0 ;OO) avem, X +5x° +12x+20 ) 0 si rezultd doar x° —2=0=>x = i\/z. Convine doar
xX= \/§>O , deci m = \/5 +1. Cum cele doua ecuatii sunt echivalente rezulta ca \/5 este solutie si
pentru cea de a doua. Rezulta 3/401+298-\/§ = 3/41+29-«/§ +\/§ &
Cumi(41+29-2 +V2 =2 +1+\2 =22 +1=

/401+298- 2 =22+ 1‘()5 — 40142982 = (2\/5+ 1)’ care este adevirati, demonstratia implica

folosirea binomului lui Newton.

L:1237. Sa se demonstreze ca in orice triunghi ABC exista egalitatea:
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2,°2,°2 _p-a _p-b p-c
h h, h, h,yr, hr,  hr,

Rezolvare: Relatia din enunt rezulta din relatiile trigonometrice:

Florin Rotaru, Focsani

A B C
tg— tg— tg— B 3 B _ ~
2,°2,°2 2R-r . plp=a) p(p=b) p(p—c) 2R-r

h h, h po o hyr, hyr, h.r, r

a c

= Clasa a XI-a

L:1238. a) Fie X,Y eM, ((C) matrice inversabile (7€ N, n>2) astfel incit X ' —Y este matrice
inversabila;
b) Fie X,YeM, ((C) matrice inversabile , neN, n>2 astfel incét )G(Jr(YX)f1 =1,. Ariatati ca

—1 . . % . . . . .
X —Y  este matrice inversabila. eleve Carina Viespescu, Bucuresti, Bianca Negret, Craiova
Rezolvare:

a) Din (X =Y ')(X'=Y)=1,-XY-Y ' X+1, =1, - XY —(XY)"'+1, =11 +I =1,

rezulti cd X' —Y este inversabili si in plus (X_1 —Y)_1 =X-y"

b) Din(X ' =Y)(X-Y")=1,-X "Y' =¥X+1, =1, —(YX) =YX +1,=1,—1,+1, =1, sideaici
rezultica X —Y ' si (X—Y’l)_1 =X"'-Y.

L:1239. Fie A, Be./(R) cu AB=BA.Demonstrati ci det(2A’ + 2B’ ~3AB-A-B+1,)>0.
elev Gobej Stefan, Curtea de Arges
Rezolvare: Consideram matricea X=1_+x,A+x,Be M, (C) unde X, si x, sunt radacinile ecuatiei

2 _ Y — o v
x*+x+2=0. cu X, =X, iar x, =x; (R))

Cum X-X =(I, +x,A+x,B)(I, +x1A+sz)(i)(In +x,A+x,B)(I, +x,A+x,B)=

L +X,A+x,B+xA+xx,A’+x;AB+x,B+x;BA +xx,B* =

I, Jr(xl +)(2)A+()(l Jer)B+xlx2 (A2 +B2)+(X12 +X§)AB (Rz).

Din relatiile lui Viéte {xl +x,=-1, xx,=2=x; +x; =—3= (R,) devine
X-X=I,~A-B+2A”+2B’ -3AB=2A" +2B* -3AB-A-B+I, (R,) si problema este
|2

demonstrata pentru ca det (X : i) =det(X)-det(X) = |det (X)[ =0.

(R:3>)det(2A2 +2B’-3AB-A-B+1,)20.
. Studiati daca existd matrice A, Be . /). (R), astfel incat A° + B’ = AB si

det(AB—BA) > 0. Justificati rispunsul. Gobej Adrian, Curtea de Arges
-1+ i\ﬁ
—

Rezolvare: Fie A si B doua matrice cu proprietdtile cerute si € = g =1. Cum g-g=1
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iarl+¢& = —¢ , utilizdnd relatia A*> + B> = AB obtinem

(A+8B)(A+eB)==(A+eB)(A+eB)=A’+B’+eBA+cAB=(1+¢) AB+sBA = —(AB-BA) (1)

AB
=
Utilizand faptul ca det(X -X) = det (X)-det (X) =|det (X)| €[0; +20), VX € M, (R )relatia (1) devine
det| (A +B)(A +2B) | = (-e)"" -det(AB~BA) = 2" -det(AB-BA) € [0; +c0) <R, iar cum
det(AB — BA) >0 (din ipoteza problemei) si €% = (83 )675 =1 deducem

det|:(A+8B)(A+8B } |det ( A+8B)| =—det(AB-BA)=> nu exista matrice A, Be M,,;(R) cu
>0 <0

proprietatea ceruta.

L:1241. Fie a,b R cu b <0. Aritati ci ecuatia x° +3ax’ +3bx+ab =0 are toate ridicinile reale .
Dana Camelia, Vlad Carmen, Craiova
Rezolvare: Daca a = 0 ecuatia devine x* +3bx = 0 cu solutiile reale x, =0, X,y =%N-3b .

Notind f:R—>R, f(x)=x’+3ax’ +3bx+ab avem
f(—a) =—a’+3a’ —3ab+ab= 2a(a2 —b) deoarece a® —b >0avem doui cazuri
a>0si f(-a)>0.Cum lim f(x) =—oosi lim f(x) = +eoiar f(0)=ab <0 ecuatia f(x) =0are trei
raddcini reale x, e(—oo, —a),x2 € (—a,O) sl x; € (0,00).
a<0 .Atunci f(-a)<Osi f(0)>0 Ecuatia f(x)=0vaavea trei radicini reale
X, e(—oo,O),x2 e(O,—a)si X, e(—a,oo).
a’—a, +1

11242, Fie sirul (a,) ., definit prin ¢, =2si a,,, = ————,n>1.
n

a, +4a, +..+n’a,

a) Sa se calculeze lim @, ; b) Si se calculeze lim
n—® n—e® 1+2+..+n

2 2 2
a; +2a; +...+na;

¢) Sa se calculeze lim
e q t+a, +.ta,

Florin Rotaru, Focsani

Rezolvare : ,=2,a,=3<4,a,=T7/2<4,a,=13/4<4,a,=133/64 <4 ; presupunema, <4,
_ a’—a, +1 16 a,+1 17
atunci a,,, = <—<4.
n n n

. L. . . 17 . . -
a) Sirul (a,),este marginit superior de 4, deci 0<a, <—— pentru sirul n>5si de aici

n—1
lima, =0.
by lim a, +4a, +...+na, ~ bm (n+1)’a,, ~bm (n+1)*(a; —a, +1) _
e 142440 o 41 n— n(n+1)
o) lim al +2a; +...+na. lim (n+1)an+] B (n+1)(a —a, +1) 1
e qo4+a,+..+a, e qo n— n

.:1243.  Se considerd un sir de numere rationale strict pozitive (Xn )n>l in care fiecare termen

incepand cu al doilea se obtine din produsul vecinilor sii din care se scade o unitate!
Daci x, =2025, calculati x,,,. elev Gobej Stefan, Curtea de Arges
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i 1+x 1+x, 1+x,+x 1+x X, +1
Rezolvare: Din x, = 2, X, = 3 = L2 X = b= ==l — x,=.=Xx
Xy X, X X, X3 X,
I+x, 1+x, I+x, 1+x, I+x, 1+x, . ..
X, = =—7"=X,, Xg= =—2=X,, X,= = =X,, ...Deci termenii se
Xs 1+X1 X6 X X4 X,

X

repetd periodic $i X,y,, = X5, = X, =2025.

n

L:1244. Fie (a,)  un sir convergent de numere reale pozitive. Calculati 1133 NI
k=1

Gobej Adrian, Curtea de Arges
Rezolvare: Din ipoteza ca (a, )  este convergent = 31 € R(unicd), [ = lima,,
nz N— 00

Notam x_ =an2L siy, :ZnIZL

—='n"+ak ~n?4l
2
o n-+n 1n2(1+1j |
Cum limy, =lim——="" 0 _fim 2 —lim—— > 1L _~ (R))
n—o n—o n° +I n-o % +| n—>w 2( | ) 2
n 1+72
n

Cum sirul (an )n>1 este convergent = 3IM > 0, astfel incat |an| <M, Vn >1, prin urmare

la, 1| <|a |+l | <M+, Vk>1 (R,)

. k k n k(l —a,) |
A = — = <
e Yo kz_;(n2+ak n’ +I )‘ kz_;(n2+ak)(n2+l)‘
n kla, -1 R) @ k(M+1)
- S _—
Z(n +ak)(n2+|) ; n*
=MJ:I (1+2+...+n)=(M+|)n4(n+1):(M+|)(n+l)n:;00:>hm(x _y)=0
n 2n 21’13 n—»o
. . k 1
Din (R1)§1 (Rz) = X, (X _yn)"‘Y :>11_Y)130X _}ll_{{l.om 5

N0 \‘5

n 1 . a
L:1245 Fie H = Z% si (an )m un sir de numere reale strict pozitive astfel incat lim— =g) 0
k=1 -

n—x0 an
e’
Sia se calculeze lim——. D.M.Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti, Ionel Tudor-Calugareni, Giurgiu
n—>o0 n a

. e . 11 1
Rezolvare: Folosim cunoscuta limitd lim (H,, — Inn) = lim (1 +-+-++-—1In n) =y, unde
n—co n—o0 2 3 n

y = 0,577 ... este constanta lui Euler-Mascheroni.

De asemenea aplicdm si criteriul lui Cauchy-d’Alembert. Limita cerutd o calculérn astfel:
HT[ HT[

e e n ) B n 1 n
lim - = lim ——= lim n=1lefn ——= lim efin - n(n7). - = lim efin—Inn. - =
n—co f an n—oe 71 f an n—oco f an n—co f an n—co an
n+1
~ i) (n+ 1" - .
nnn et nit (n+1) n na, m+1
— oY |i = Y lim —2L oV lim———2 - Y L i .
e’ lim e im - e im e im
n-o | a, n—oo n n—oo [ nn N—= Uy 4 n
an
1 el'l'y
= e}‘ . — e =
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:1246,. Aritati ca e ) 2+3Inx, Vx) 2. student Alin — Ionut Constantinescu, Craiova
Rezolvare:  Folosim inegalitatea cunoscutd e > x+1, Vx> 0. Atunci, e Y x* +1, Vx>0. Mai

trebuie aritat ci  x°+1) 2+3Inx. Fie f:(O;w)—)R, f(x)=x"-3Inx—1si si demonstrim ca

f(x)) 0, Vx)2. fl(x):2x—§:2x2_3:fi(x)zozx:\/g. Cum f'(x))0,Vx)2 adica feste
X x

crescitoare si f(2)=4-3In2-1) Orezulta din x)2 = f(x) ) f(2)) 0, Vx)2.

2
x +mx+1
L.:1247. Fie f:R — [—3; 2] , f(x)= R Sa se determine numarul real m astfel incat f sa
X —x+

fie bijectiva. Adrian Stan, Buzau

2
x" +mx+1
L TP«

Rezolvare: Im f C [—3;2] = -3< 2=

x2 —x+1
2_

4x* +(m—3)x+4>0

:1247b. Dacia k,a,b,c ) 0 astfel incat L + L + i >3 si se arate ci
ab bc ca

kN (kY (k)
(—+1j -(—+1j -(—+1j > (k+1)""". Gheorghe Ghiti, Buziu
bc ca ab

Rezolvare: Se logaritmeaza inegalitatea propusa:

am(£+1j+bm(£+1j+ch{%+ljz(a+b+c)ln(k+1). *)
a

bc ca

< : k : .
Se arata ca functia f': (0;00) —>R, f(x)=In (— + lj este strict descrescatoare si convexa .
X

Relatia (*) devine af(bc)+bf(ca)+cf(ab)z(a+b+c)f(“'bc+b 'C“+c'“b]=(a+b+c)f( 3abe j
a+b+c a+b+c

>(a+b+c)f(H)=(a+b+c)In(k+1) deoarecei+i+LZ3<:> 3abe <l1.
ab bc ca a+b+c

= Clasa a XII-a

1.:1248. Fie (G, ) un grup cu 2025 elemente. Aritati ci functia /:G — G, f(x)=x", Vxe G este

injectiva. Loredana Surcel, Otopeni
Rezolvare: Fie x,y€ G cu f(x)= f(y)< x* =y°. Fie ord(x)=2a+1 si ord(y)=2b+1, a,beN.
Sa presupunem ci a(b. Avem x° =y’ = x*? = > = x = > (¥)

¥ = yz — 20+2 _ y2b+2 == w22 (*%)

. . o 2a+2
Din (¥) si (**) rezulta y =y o 5= (y(z””’) Y7 = ¥ = ¢, ceea ce e fals.

2a+2 _ | 2a+2 2a+l 2a+1

Analog pentru a)b. Deci ord(x) ) ord(y)= x y U S ax=y iy
e-x=e-y=x=y=1(x) este injectiva.
:1249. Determinati functiile derivabile f :R — R cu proprietatea

(x+2)- f(x)+(x+1)- f(x)=x, Vx)—1. elevi Horia Musat, Vlad Oriviceanu, Craiova
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e = [ex'(erl)'f(x)T =x-¢' =

Rezolvare:

'[(ex -(x+l)~f(x))1dx=.|‘ x-edi=e -(x+1)- f(x)=xe"—e" +C, de unde rezulta ca
f(x)— l(x 1+— j Vx)—1.

b
L:1250. Daca f :[a,b] > R, 0 <a < b este continui astfel incat J f(x)dx =0, atunci demonstrati ci

a

b
exista ¢ € (a,b) astfel incét I f(x)dx = f(c). Florin Rotaru, Focsani

b
Rezolvare : Consideram F :[a,b] — R, unde F(x)=e"" J. f(t)dt . Avem ca F este derivabild si verifica
ipotezele teoremei lui Rolle, F'(a) = F(b) si deci exista ¢ € (a,b) astfel incat F'(c)=0.

Deoarece F'(x) = ex_bj‘f(t)dt —e " f(x)=e"" [I f(t)dt— f(x)j atunci F'(c) =0, deci

[ fGodx=f(e).

L:1251. Rezolvati ecuatia: x° +x* —4x’ —3x* +3x+1=0. Ionel Tudor-Calugareni, Giurgiu
Rezolvare:

L 1 1 1 1
Cu substitutia x =¢+-, t #0 avem X’ =t +—5+2, X =r +—3+3[t+—j,
t t t t

1 1 1 1 1 . .
xt=r+ -+ 4[1‘2 + _Zj +6, X’ =+ —+5 (13 + —3j + IO[I + —j. Facand inlocuirile in ecuatia data in x
t t t t t

: 1 1 1 1 1 . .
se obtine £ + =+ t+ -+ £+ =+ £+ — +t+-+1=0 care este echivalentd cu ecuatia
t t t t t

PO+ 4+ + 1+ 4L+ +1+1=0. (¥), ecuatie in care observim ci 1 nu este solutie. Atunci,
ecuatia (*) o putem scrie echivalenta cu ecuatia (t - 1)(1‘10 +80 4+ . + 4+ 1) =0, deci cu ecuatia
binomi ¢'' —1 = 0 care are solutiile complexe t, coszf—lﬂ- +1 s1n% k= I,TO pentru ecuatia (*). S-a
exclus solutia 7, = cos 0 +isin 0 =1 deoarece s-ar obtine solutia x =2 care nu verifica ecuatia data.

Solutiile complexe ale ecuatiilor cu coeficienti reali fiind in perechi conjugate avem

L :t_l’ 2 :t_zs Iy :gv L :Eo ho :t_-

1 2 2 2 2 2
Atunci: x, =t +—=¢ +t 0051_71[ +isin == + cos 1—71[ —1 sm1—71z =2cos 1—>O Analog pentru
tl

Xys Xgy Xy Xs.
Sx 27 47

Obtinem: S =1 -2cos—; —2cos3—7r 2c0sZ 2008 %2005 2 =(-2:2).
1’ 11 11 11 11

2
m Calculati integrala / :I
1
2

x +l x +x+1)

Simona Vladimirescu, Ileana Stanciu, Craiova
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. 1 1
Rezolvare: Fie y=—=>x=—=dx=

> . Avem
X y y
! dy
2 2 2 4
I :—.[ " Y " " =I ydy Asadar
2(4+1J(2++1j ;(y +1)(y +y+1)
Yy Yoy
2 4 2 2 X+ —
x +1 1 1 2 n
21 = dx=1 dx = dx = arct /5=
'!‘(x4+1)(x2+x+1 ‘!x2+x+1 ’1[ 1) \/g : J§ & J§ %
2 2 2(x+j + 3 Y
2 2
2 arctg —— 2x+1 [arctg > arctgij
NG J_ 5 NG 3
sin x - CoSx
1.:1253|. Sa se calculeze: [ = eR Radu Diaconu Sibiu
J‘\/8+sm4x
Rezolvare: Fie integralele
1 sin 2x cos2x
[=— ——dx. Avem:
J‘\/8+sm4x J"\/8+sm4x
sin 2x +cos 2 *
_ljsm2x cos2x = l ( a x)2 '/x=—l-ln‘sin2x+cos2x+\/8+sin4x‘+C. €))
V8+sindx 4 \/(sin2x+cos2x) +7 4
sin 2x—cos?2 ¢ i —
B 1J-51n2x+cos2x _l ( X x) zdx:l-arcsin(smzx cos2xj+c. 2
V8+sin4x 4 \/9—(sin2x—cos2x)

Adunand relatiile (1) si (2) si impartind la 2 obtinem:

I = %{ams'}(wj - ln‘sin 2x+c0s2x + /8 +sin 4xﬂ +C.

n+l 4n 2n
+(n+1 +2 +1)x—
:1254. Pentru n € N* si se calculeze J.{x‘m ((n 1))x > n}{in I;X n}dx , unde
x"+(n+Dx" +n n+Dx+n

[a], {a} repezinti partea intreaga , respectiv partea fractionari a unui numir real a.

Gheorghe Ghita, Buzau
Rezolvare: Deoarece
x* + (n+ Dx?" +2n
x4+ (n+1)x"+n
i [(n+ ljx—n} _ (n+1)x-nm

n n
s |-1+| |-
[ x4+ (n+1Dx2"+n My (n+ Dx?+n

, fractia fiind un numar subunitar,integrala data, devine:

(n+ 1)x+n - (n+1)x+n
( 1) n+1 n+1 d 2
n+1l)x—n X n
j dx = dx — j = :x|n+1— In(x+ )n+1
(n+Dx+n n+l) 4+ n n+1 n+1l/| n
n n+1
_ 2n n? +3n —|— 1
B nt+1 ' nZ+2n
m Se deﬁneste integrala aviand limita superioara infinita prin egalitatea:
x arctg x
J.f (x)dx = hmjf (x)dx. Sa se calculeze integrala: I —gd Vasile Mircea Popa, Sibiu

X —x+1)
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Rezolvare: Notam: 1= X arctg X . s J= T%tgxz
O(Xz—x+1) O(XZ—X+1)
Avem: [+] = ;f X(ar(cifi:jr:;;g X)dx _ g 0 (Xz_%l)zdx

Pentru calculul integralei definite de mai sus vom folosi o primitiva a functiei de integrat si formula
Leibniz-Newton adaptata situatiei din problema noastrd (limita superioara din integrala definitd tinde la
infinit).

X 1 2x —1+1

. 1 T RN T B
Putem scrie: _[(Xz_x+1)2 dx_2J.(X2_X+1)2 dX_2I(X2_X+1)2 dx+2J'(X2_X+1)2 dx.
1 1
P(X) J.m dX=—m+Cl.
2x
Q6= I(X —X+1)2 dx_3(X x+1) _JX _X+1
R(x) = I dx:iarctg£+cz.

—x+1 NE) NE)

Pentru P(x) si R(x) am folosit tabelul primitivelor imediate. Pentru Q(x) am utilizat o formula de
recurenta cunoscutd de la integrarea functiilor rationale.

Relatia pentru familia de primitive ale functiei f(x) = X >, X € [0, oo) este:
(x2 -X+ 1)
I X sdx = z( 2 + 2 arctg 2x 1 +C =F(x)+C unde C este o constanti arbitrara.
(x2+x+l) 3(X —X"‘l) 3\/5 \/g
T X T,
Rezultd: T+J == [ —>dx = —(hm F(x)— F(O)) .
0(x2+x+1) 2\
Dar: lim F(x) :”—f; F(0) = —i—g Rezultd: 1+ = %(18+4n\/§) (1)

In integrala J facem schimbarea de variabila X = — si obtinem:

1
o —arcctg-— o
J:_Igidt_.[ﬂdtzl )

w(tlz+1+1j2t O(Htﬂ )2

Din relatiile (1) si (2) rezulta [ = 514 (9 +2m3 ) .

wStudiaza din greu ce te intereseaza cel mai mult, in cel mai
nedisciplinat, ireverentios si original mod posibil”.

Richard Feyman
(1918-1988)
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,» Cel care insista sa nu rosteasca niciodata
o greseala trebuie sa pastreze ticerea .

Werner Heisenberg (1901-1976)

EN Probleme propuse

= Clasa a V-a

. O persoana rupe trei file consecutive dintr-o carte ale carei pagini sunt numerotate de la 3
la 100 inclusiv. Este posibil ca, adunand numerele inscrise pe filele ramase, sa obtind 49127

Dumitru Preoteasa, Giurgiu, Madalina Buliga, Bucuresti
. Ardtati cd numdrul y = 2025 +2026'"" +2027'"" nu este patrat perfect.

Doina si Mircea Mario Stoica, Arad

. Determinati cifrele distincte a, b, ¢ astfel incat abcabc = abcxaaxbc .

Alina Lazar, Luiza Dumitrescu, Craiova
. Un traseu dreptunghiular are lungimea de 510 de metri si latimea de 210 metri. Dintr-un
punct oarecare al traseului pleaca 1n acelasi timp, in sensuri opuse, doi catei cu vitezele constante
v =L5m/s si v,=5,4km/ora. Cand se intdlnesc, se salutd cu un latrat voios, apoi continua

alergarea. Cat timp a mers fiecare pana la punctul de plecare? Ton Stanescu, Smeeni, Buzau

G:1429|. a) Gasiti numerele prime p astfel incat 13p + 3 sa fie numar prim.
b) Gasiti numerele prime p astfel incat p + 10 si p + 20 sd fie de asemenea numere prime.
Cristian Udrea, Craiova

G:1430. a) Determinati cel mai mic numar natural n pentru care S=14+2434....+n! se divide
cu 81

b) Aratati ca pentru orice n = 8 numarul S,, nu se dividecu81 . (n! =1-2-3-...-n,n € N")
Dorina Goiceanu, Dan Grigorie, Craiova

G:1431|. a) Calculati: (I’ +2° +3° +4°) - (2> +3* +4> +5° +6°).
b) Demonstrati ci numarul: 10°**> —10**"" se poate scrie ca suma a cinci patrate de numere naturale
nenule, oricare ar fi £ numar natural.

. - - 3t+2 . . .
¢) Demonstrati ci numarul: 10°*° se poate scrie ca suma a patru cuburi de numere naturale nenule, oricare
ar fi { numar natural. Gheorghe Molea, Curtea de Arges

G:1432| Sisearate cd n! (n!=1-2-3-.....-n) nu se poate termina cu exact 48 de zerouri.

Nicolas Diaconu, Gaillard, Franta
G:1433|. Fie A cel mai mare numar natural format din cifre nenule a caror suma este 2025.

Determinati catul si restul impartirii numarului A la 1001. Gobej Stefan, elev, Curtea de Arges
G:1434. Determinati numarul abcd pentru care (a+b+c+d )d =abcd, stiind cd d, a sunt
consecutive in aceastd ordine. Nicolae Ivischescu, Canada

G:1435. Aratati ca 16" —9" —7se divide cu 56 pentru orice n e N*.

Mirela Tacu, Sorina Tudor, Craiova
. Determinati numarul natural A care are proprietatea ca daca la sfarsitul sdu se mai scrie n
cifre ( n € N*) numarul astfel obtinut reprezintd suma tuturor numerelor naturale de la 1 la A.
Marcu Maya — Cataleya, eleva, Craiova
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G:1437. Gasiti numerele prime p astfel incat 13p+3 sa fie numar prim. Dar ca numerele p+10n si

p+20 sa fie prime ? Cristian Udrea, Craiova
G:1438| Si se compare numerele 11°*° si 37"% . Tonel Tudor-Cilugireni, Giurgiu
G:1439. Comparati numerele a = 2% si b =366, Tonut Ivinescu, Craiova
G:1440|. Determinati catul si restul impartirii numarului 4 =2027°* la numirul

B =2027*"% +2027*" . Gheorghe Ghiti, Buziu

= Clasa a VI-a
. Daca

%z ;, xX,y,z,t € Z*, calculati 1961+ x-t—y-z.
Doina si Mircea Mario Stoica, Arad
. Numerele naturale nenule x,y,z verifica conditiile:
a) xy se divide cu 3"-5'"; b)yzse divide cu 3" -5";
¢) zx se divide cu 3°°-5%7. Aflati cea mai mica valoare posibil a produsului x-y-z.
Mirela Tacu, Alexandra Radut, Craiova
. Determinati numerele naturale x,y,z care verificd simultan conditiile: Sx—-3y=y—-5z=0

si x+2y+3z=3600. Nicolae Iviaschescu, Canada

G:1444. Fie p si q doua numere mnaturale prime diferite si multimea

A= {x|x =p™-q", m,ne N} . Aratati ca oricum am alege cinci elemente distincte ale multimii A,

existd douad dintre ele al caror produs este patrat perfect. Gobej Stefan, elev, Curtea de Arges

) ) 1 y e A .

G:1445 Sa se scrie fractia 2026 ca o suma de 5 fractii distincte, fiecare avand numaratorul egal cu

1. Dumitru Preoteasa, Giurgiu, Madalina Buliga, Bucuresti
T 111 1 2026

G:1446| Aratati ca are loc relatia —+—+—+.....+—— ) ——. Ion Stanescu, Buzau
1 2 3 2026 © 2027

G:1447| Si se rezolve in Zx7Z ecuatia x° + py+ p =xy+(2p+1)x, unde p este un numir prim dat.
Gheorghe Ghita, Buziu
G:1448|. Fie a, b, c trei numere reale strict pozitive unde a,b>1 sau a,b <1. Sa se arate ca

l1+a’-b*+c*> >ab+bc+ca. Florin Rotaru, Focsani
2 2 2 2
. . . +1 +3 +5 +2025
G:1449 Rezolvati in multimea 7Z ecuatia: al +2 +2 bt 22 21013
2 4 6 2026
Nicolae Iviaschescu, Canada
TR . 25% +47Y TPV
G:1450|. Aratati ca fractia F :W’ se simplifica prin produsul a patru numere naturale
. +
consecutive. Ionel Tudor- Cilugareni, Giurgiu

G:1451]. Doua unghiuri suplementare au bisectoarele care formeaza cu latura comuna doua unghiuri
cu masurile doud numere patrate perfecte. Aflati masurile unghiurilor suplementare.
Ion Stanescu, Smeeni, Buziu

G:1452. Bisectoarea AD a unghiului <«(BAC)intersecteazd BC in D. Paralela prin D la AC

intersecteazd AB in E si paralela prin E la BC intersecteazd AC in F. Aratati ca AE =FC.
Amelia Curca- Nistaselu, Filiasi



@ ~ PROBLEME FROPUSE - Sclipirea Mintii 37

= Clasa a VII-a

G:1453. Aflati ultimele 505 cifre ale numarului 4=1-142-24+3-3H4......+2026-2026!, unde
n!=1-2-3-...-n ( n factorial). Marcu Maya Cataleya, eleva, Craiova

G:1454|. Cercetati daca numerele a = {2% +1,(2)-0, 25} -5 % -10,

-1
b=4/33,64:2,9+ ’12 (zj sunt solutie a sistemului de ecuatii x—+l = §, y_+1 = ﬂ
36 \ 6 y 3 x 7

Ion Stanescu, Smeeni, Buzau
G:1455|. Aritati cd numarul 3 se poate scrie de forma x* + y* +(xy)” —254016°, unde x,y e N*.
Ionel Tudor- Calugareni, Giurgiu
G:1456|. Determinati numarul rational X pentru care
x—1 x-2 x-3 x-4 x—2024 x-2023 x-—2022
+ + + =X+ + +
2025 2024 2023 2022 2 3

—2025.

Gobej Stefan, elev, Curtea de Arges
G:1457|. Aratati ca ! + ! + +L> ﬂ
© st 250 T Y511 26

G:1458. Fie numerele rationale nenule a,,a,, .., a,,; invers proportionale cu numerele

Doina si Mircea Mario Stoica, Arad

I,2,3,..,2025. Aflati numarul rational x pentru care are loc  egalitatea
2025-a,,s =X 4,8, R | Gobej Adrian, Curtea de Arges
3 2026
G:1459. Sa se demonstreze inegalitatea
2
n\n”+5

L, 2 3 " < ( 2), Vn>1. Gheorghe Ghitd, Buziu

n+l1-2 n+2-3 n+3-4 n+n-(n+l) 2(n+2)
o 2-1g15° 2
G:1460. Sa se arate cd au loc egalititile: tg—250 =1g30" = —— -
1-1g°15 ctgl5’ —1tgl5

Nicolae Iviaschescu, Canada
. Fie a,b,c numere strict pozitive astfel incat ab+bc+ca =1. Aratati ca
ab(a® +b*)+bc(b® +c*) +ca(c® +a*) +4abc(a+b+c¢) =2 . In ce caz avem egalitate ?
Ana Truica, Rares Magher, elevi, Craiova

2
G:1462|. Demonstrati inegalitatea 4 < atb + 2a j atb + 2b j < (ﬁ + é) ,unde a,b,c >0
2a  a+b )\ 2b a+b b a

Mihaly Bencze, Brasov si Neculai Stanciu, Buzau

1<»\/1+x/H <2}. Enumerati elementele multimii A si apoi

T

G:1464|. Dreptunghiul ABCD cu AB=8 si BC=4 se completeaza cu patratele FADE, HBCG,
FGNAD={M}, FGNBC={N}. Aritati ca A, =(4o;) - Ton Stinescu, Smeeni, Buziu

G:1465. a) Fie ABCD un patrulater convex si M mijlocul lui AB Fie MN | BC, MN = BC,
MP || AD, MP = AD, N si P in acelasi semiplan cu C si D Daca Q este mijlocul lui CD aratati ca
punctele N, Q si P sunt coliniare

G:1463. Fie multimea A= {n eN’

determinati n € A cu proprietatea Jn-

<I. Gobej Cristina-Dumitra, Curtea de Arges
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b) Fie ABCD un patrulater convex si M mijlocul lui AB Daca MN || BC st MN = BC (N 1in acelasi
semiplan cu C si D). Fie Q mijlocul lui CD si P simetricul lui N fata de Q Aratati ca MP || AD si
MP = AD

Madalina Panduru , Bilcesti, Valcea, Gabriela Militaru- Cismaru, Craiova
. Se considera trapezul ABCD avand bazele AB si CD. Prin punctul O = AC1BD se duce
paralela MN la bazele trapezului, Me AD si Ne BC. Sd se demonstreze cd lungimea segmentului

MN este media armonica a bazelor trapezului (mn(a; b) = 202 ).
a+

Dumitru Preoteasa, Giurgiu, Madalina Buliga, Bucuresti
G:1467. In patrulaterul ABCD, m(<):ABC ) =106" si m(<IADC ) =127". Daca AB=BC=3 determinati

lungimea diagonalei BD. Daniela Stoian, Mihaela Daianu, Craiova

= (Clasa a VIII-a

G:1468. Puteti gasi cateva modalitati de a scrie numarul 2023-2025 ca o diferenta de doud patrate?
Dar pentru numarul 2024-20257? Nicolae Ivischescu, Canada

G:1469|. Determinati numirul natural x pentru care numirul x” + 2x + 2028 este pitrat perfect.
Nicolae Ivaschescu, Canada

. Rezolvati in multimea numerelor intregi ecuatia: x(x —1)> + y(y —1)* = x(3z+7y).
Molea Laura si Molea Gheorghe, Curtea de Arges

. Daca a,b,c,d sunt numere prime diferite, niciunul nu este egal cu 7, sa se arate ca

abc +bcd + cda +dab+289 < 2abcd Florin Rotaru, Focsani

. Rezolvati in R ecuatia: X5 + 2= 6 = > + 6 .

5 x—6 x-5
. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia:
|x - 1| + |x - 2| +ot |x - 65| =66- (x - 66) . Doina si Mircea Mario Stoica, Arad

G:1474|. Rezolvati in R ecuatia: x* +24x’ +176x° +512x+512=0 .

Ionel Tudor- Calugareni, Giurgiu
G:1475|. Rezolvati in R inecuatia:
(x—26)" +(x—=25) +..(x=1)> + x>+ (x +1)" + ...+ (x +25)* + (x +26)* > 2026 .
Ana Truica, eleva, Craiova
7 A a2025 _ 5 . b2025 5 5 b3 5 a3
— 5 5 daca a +; =b +? .
Mirea Mihaela Mioara, Daianu Mihaela, Craiova
G:1477|. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia:
X+l xX’+2 x’+3 x> +2025
+ + o —
9 10 11 2033
. § (11 1 1 Y 1,1, 1, 1,
G:1478,. Fie a,,a,,a;,a, € R. Sasearatecd | —a,+-a,+-a,+—a, | <—a +-a, +-a; +—a, .
23 g8~ 24 2 3 8 24

Florin Rotaru , Focsani

Mirela Tacu, Craiova

G:1476|. Calculati valoarea expresiei: E(a;b) =

=2025, Gobej Stefan, elev, Curtea de Arges
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. Daca aeRR, atunci demonstrati egalitatea:
(@ —2a)* +(2a* =1)* J(a® —2a*)* + (2a* —=1)*)(a® —24°)* + (2a° —1)* )= (a® +1)(a” +1)(a" +1).
Mihaly Bencze, Brasov si Neculai Stanciu, Buzau
. Daca k,x,y,z)0 =

(k+1D)> x5y < Jxyhor+ y)(x +ky) +yz(ky + 2)(y + kz) +y 2x(kz + x)(z + hx) < (K +1)D x°
Gheorghe Ghita, Buziu

G:1481|. Rezolvati in R, sistemul de ecuatii:

3
2+ & =6y—x-z
(1+»)1+2)
3
2+ L =6z—y—x. Mihaly Bencze, Brasov si Neculai Stanciu, Buzau
(1+2)(0+x)
3
2+ _ 8= =6x—z—y
(1+x)1+y)

G:1482.. O prisma triunghiulara regulata dreapta are aria laterala egald cu suma ariilor bazelor, iar

suma dintre latura bazei 1, si indltimea prismei h, este 1+2+/3. Aratati ca I> + 4> =13.

Ion Stanescu, Smeeni, Buziu
. ABCDEF este o prisma triunghiulara regulatd in care toate muchiile sunt congruente (ABC
este o baza). Punctele M si N sunt mijloacele muchiilor AB, respectiv BC. Sa se afle AB daca

MNFD are aria egali cu 319 cm?. Dumitru Preoteasa, Giurgiu, Madilina Buliga, Bucuresti

= (Clasa a IX-a

xX—y+xy=25
x*+)y? =58
Iorga Theoayhan Stefan, elev, Craiova

. Rezolvati in R ecuatia: [xs ] + [x“] + [x3 ] + [xzj + [x ] +1= {x} , unde [a] reprezinta partea

intreaga a numarului real a, iar {a} reprezinta partea fractionard a numarului real a.

L:1256. Rezolvati in R xR sistemul de ecuatii: {

Mirea Mihaela Mioara, Craiova, Beldea Daniela, Bailesti
IL:1258. Dacd a-a] +b-b/ +c-c] >a-a, +b-b, +c-c,, atunci demonstrati ci
a-al +b-b] +c-c/ >a-a,+b-b +c-c,+42,
oricare ar fi numerele intregi a,b,c,a,,b,,c, . Florin Rotaru, Focsani
. Fie n e N*. Determinati numerele reale x,,x,,....,x, astfel incat sa fie indeplinite simultan
relatiile: \/;+\/Z+...+\/Z=y s \jxlz +x, +otx +n’ -\/xl +x, +... X, :n\/;-y .

Felicia Ozunu, Mirela Tacu, Craiova

1 2n—-1
:1260|. Pentru fiecare n e N* fie a, :5+%+%+....+ ’;n . Sa se arate ca

[a,] (3, Vn>1, neN. Florin Rotaru, Focsani

2 3 2026 2 3 2026
:1261]. Fie numerele 4=3+3"+3 +....+37"¢ B=4+4"+4+....+477  Aflati cifra unitatilor
numarului B+ 4. Elena Daniela Cirimida, Aura Loreta Pogorevici, Falticeni
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L:1262. Fie /:R >R, f(x)=x"—6x+9. Determinati multimea solutiilor ecuatiei

F(x)=-3f3(x)=1-3f(x). Adrian Stan, Buzau
L:1263 Dacd x,y,z>0,neN si (xp)"" +(yz)"" +(zx)"" =1, atunci demonstrati ci:
x4y 2 > xyz Mihaly Bencze, Brasov si Neculai Stanciu, Buziu

L:1264. Fie numerele reale a,, a,, ..., a, €[0; +o0) astfel incat a; +a’ +...+a’ =S. Demonstrati cd

\/S—af +\/S—a§ +..+4S—a) ><n—1(a, +a, +..+a, ), pentru orice numdr natural n, n>2.

Gobej Cristina-Dumitra, Curtea de Arges
x> +xy+y° =Q2x+ yWaxz’
L:1265. Rezolvatiin R, urmatorul system de ecuatii:  y° + yz+z° =2y +2)3/ yx” .

2+ zx+x" =Q2z+x)i 2’

Mihaly Bencze, Brasov si Neculai Stanciu, Buzau

2 2 2
L:1266, Daci x,7,2)0, yz=lm>—— > < ¥ Y 2 XHty4z
X+y +z74+3 x"4+yz y +zx z 4+Xxy 2

Gheorghe Ghita, Buzau

. . . n 1
:1267. Fie neN. Determinati f:R\{1} - Rastfel incét (x-1) f(x-l-lj—f(x) =x",(V)xeR\{1}.
x_
Mihaela Cioplea, Bailesti , Amelia Curca, Filiasi

L.:1268. Pentru m € R — {1}, se considerd functia: f : R — R, f(x)=(m—-1)x"-2(m+1)x+2m—1.
a) Sa se determine m, astfel incat intre radacinile ecuatiei f(x) = 0 sa existe relatia:

1 1
—2 +—= 2

2
X X

b) Pentru ce valori ale parametrului m,inecuatia f(x)> 0 nu admite solutii?
Diaconu Radu, Sibiu

abc+}t(a+b+c)> abc

L:1269. Daca a,b,c)0 si A 2>1 atunci 25—
9A+ab+bc+ca a " +b +c

Marin Chirciu, Pitesti
:1270|. Aratati ca Intr-un triunghi de laturi a,b,c ) 0si semiperimetru s, are loc inegalitatea:
a b c
+ +
4s—3a 4s-3b 4s-3c

m Stiind ca [1+sin(a—b)]- tg[ﬂ azbjzl, Va,be(o;gj, sa se arate cd a=b.

Florin Rotaru , Focsani
:1272, Daca a, b, ¢ sunt numere reale indeplinind conditiile a,b,c>1,ab>c,bc>a,ca>b

demonstrati ca este adevarata urmatoarea inegalitate:
1 1 1

atb+c fab+bc+ca>g+g+g_
3 3 B 3

[1 l

a b

>35. Dumitru Batinetu — Giurgiu, Ionel Tudor- Calugareni, Giurgiu

Vasile Mircea Popa, Sibiu

Sa se srate ca in orice triunghi 4ABCavem (notatiile fiind cele cunoscute):

1
j (_ 4+ — _J < P . Diaconu Radu, Sibiu

er—

m 3Rr*

c
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= (Clasa a X-a

L.:1274|. Sa se determine primul termen, ratia si termenul general al unei progresii geometrice stiind

_ a,+a,+a;+a,+a,=1013 o

ca: . Caramida Elena Daniela, Aura Loreta Pogorevici, Filticeni
a,+a;+a,+a,+a, =2026

m Daci x,y € R astfel incat —— \/_ \/_ = xy atunci sd se calculeze cu cat este egal x* +y*?

Adrian Stan, Buzau
[L:1276. Determinati x €[0; +o0) pentru care [x]* +[x]** +[x]*" =[x]*, unde prin [x] am

notat partea intreagd a lui x . Gobej Adrian, Curtea de Arges
1001 1001 100 100 \'°
X x+
:1277,. Daca a,b,x,y)0, = sor T 2901 2( m ;)}100 j -(a99x+b99y) . Gheorghe Ghita, Buzau
a +

IL:1278. Fie numerele complexe z,z,,z, astfel incit z +z,+z =0, |z)| =|z,|=|z,| =1 i

Z,°Z,-Zy=1.

a) Demonstrati ca z’ +z,’ +z,’ =3. b) Calculati valoarea expresiei E =z +2," + 2,2,
Gobej Adrian, Curtea de Arges

L:1279. Saserezolvein R inecuatia: 2° +4" +15" 23" +5" +8".
Ionel Tudor- Calugareni, Giurgiu

C, +2C;)  +4C;) , +..+2"C" x ) )
:1280. Daca m = 2”(C0)22"—1(C1)22"_2 Y ", n=2"" ke N, atunci calculati [log} ],
9 +(CH +..+(C

unde [.]reprezinta partea intreaga. Florin Rotaru, Focsani
L:1281. Daca numerele strict pozitive a,,a,,a,,a,,...... a,., € R.verifica relatia
0 1 2 n n+l
a-a  -(2n+l c, C C ¢ 271
a’+a) +a’ +.... +an2:L(), Vn e N* sasearate cd —-+—"+—"+...+——= , neN*,
6 al a2 a3 an+l an+1

Florin Rotaru, Focsani
L:1282. Sa se rezolve si sa se discute ecuatia: log,(a+3")+log,(a—3")=x,acR.

Diaconu Radu, Sibiu
m Dacd a,b,c,d € C, demonstrati identitatea:

Z((a+b) +(a+c) +(a+d) +(a—b) +(a—c) +(a— ) (Za) (Zaz).
Mihaly Bencze, Brasov si Neculai Stanciu, Buziu
11284\ Triunghiurile 4,4,4, si B,B,B, au ariile F1 , respectiv F2 si semiperimetrele si, respectiv
5. Sdsearate ci (2s,+b’ +b,"+b)-(25, +a’ +a,’ +a, )2 48-(F + F,).
D.M. Batinetu- Giurgiu, Bucuresti, Ionel Tudor- Calugireni, Giurgiu
L:1285. Dacd x,y,zeR si cosx+cosy+cosz=0, sinx+siny+sinz=0 sa se arate ca
cos5"x+cos5"y+cos5"z=0, sin5"x+sin5"y+sin5"z=0, Vne N, Florin Rotaru, Focsani
:1286. Rezolvatiin R ecuatia: /8x(2x—1)+5 =1—c0s20287x

Mihaela Mioara Mirea, Daniela Stoian, Craiova

= (Clasa a XI-a
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IL:1287. Fie A, Be./ (R) si aeR, astfel incat A’ —B* = OL(AB—BA) .
a) Daca a =0 si n impar, demonstrati ca det(AB — BA) =0.

b) Daca o #0 sa se arate ca (AB - BA)n =0_ Gobej Cristina-Dumitra, Curtea de Arges
L:1288. Sa se calculeze limita sirului: a, =n” (\/ n’+1- Snl aeR Diaconu Radu, Sibiu

L:1289. Daci (a,),.;, @, €(0,), a,,, =a, —a ,Vne N, atunci calculati lim a .

n—0

Florin Rotaru, Focsani

L:1290. Fie sirul (xn) ., cu x=1 si x =x_+—, Vn=>2. Aratati ca
el 1+2+....+n
2 _—
X005 = X 004 (W. Calculati: limx, . Mihaela Mioara Mirea, Ionut Ivinescu, Craiova
C2
:1291|. Sa se calculeze lim n ,unde k e N*, k>2 si [a]este
2»1{/T + 4~/§/5 ot 2n-k/ "
2 3 n+l
partea intreaga a lui a. Florin Rotaru, Focsani
. G+ L+ CY
11292 Sa se calculeze lim —2~ 2”5n n Gheorghe Ghiti, Buziu
o 2 (42Y (52 (n+2) )
:1293|. Se consider sirul (x, ) U X, = | | ", Vne N*. Sa
nz 1.21(23) (34 n(n+1)
se calculeze lim(x, ). Adrian Stan, Buziu

n—>0

11294, Fie f:[0; +00)—(0; +o0) o functie continua, astfel incat limM = 2. Aratati ca exista
[0; +00) —(0; +00) o funct :

)

limf(x) si s se calculeze aceastd limita. Gobej Adrian, Curtea de Arges

X—>00

. Determinati functiile f:R — R, derivabile in x, =0 cu proprietatea ca f ‘(O) =1, care
verifica relatia 2f” (x)—3f(x)=f(2x)+f(x)-3, pentru orice x eR.

Gobej Adrian, Curtea de Arges
. Fie f:R,*—> R, * o functie continud astfel incat limM =a ) 0.5Sa se arate ca

= xe f(3)

1
lim|:( f(x+ 1))ﬁ - ( f (x))i} = limM . D.M. Bitinetu- Giurgiu, Bucuresti
X—>0 x

X—>0

» (lasa a XII-a
. . o)
L:1297. Determinati numerele naturale » astfel Incat
n
numerelor prime cu 7 $i mai mici sau egale cu el (indicatorul lui Euler ) .
Vasile Roxana, Udrea Cristian , Craiova
:1298. Demonstrati ca toate radicinile reale ale ecuatiei x* —4x*" —4 =0 sunt de modul mai

mare decat 24’/5 ,VneN. Molea Gheorghe, Curtea de Arges

1
= £ unde ¢(n)reprezinta numarul
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L:1299. Si se determine meR si s se rezolve ecuatia 8x* +mx’ +x+1=0, stiind ca are doua

.. 1 .
radacini cu produsul egal cu — 3 Tonel Tudor- Cilugireni, Giurgiu

L:1300. Fie Pe R[X] un polinom de grad n e N cu toate radacinile reale . Daca
P=X"+aX""'+a,X"? +..+a, X+a, si a+a,+..+a, €[-2,0]aritati ci polinomul P are cel
putin o radacind in intervalul [O, 2]. Mihaela Cioplea, Daniela Beldea , Bailesti
L:1301. Fie PeC[X] un polinom de grad n € N". Daca

P=X"+aX""'+a,X"? +..+a, X +a, si a+a,+..+a, +a, €[-2,0] aritati ci polinomul

P are cel putin o radacind x, € C astfel incat |1—xk| <1.

Nistaselu Amelia Curca, Filiasi, Mirela Tacu , Craiova

L:1302, Fie /:R — R, o functie continua. Aratati ca exista c e (0;3)astfel incét
2cf(c*)=3f(3c). Oroviceanu Vlad, Teodor Cirstov, elevi Craiova

1
11303, Fie f:R — R,o functie derivabila cu proprietatea 3'[ f(x)dx= f(l). Aratati ca exista
0
2
ce (O; 1) astfel incat f'(c)=="-f(c). elevi, Musat Horia, Craiova, Viespescu Carina, Bucuresti
c

b
L:1304. Fie 0 (a (b si functia f: [a;a+l] —)[a;b] continud. Daca .[ f(x)dx =bsa se demonstreze
a+l
1 1
a j dx=—.
AACY) b
L:1305. Daca f :[0,1] > R, este derivabila, cu derivata continud, atunci demonstrati:

o

Florin Rotaru, Focsani

~

J.[(l —2%) f(x)+ (x> = x)f'(x)]dx =0. Florin Rotaru, Focsani

:1306,. Determinati o functie f :R — R, continud cu proprietatea cd f(x)=2+ jt - f(t)dt.
0

Ana Dumitru , Daniela Barbu, Craiova
Fie f:R — R,o functie continui astfel incat x° > J. f()dt, Vx e R. Ariétati ca f(0) =0.
0

elevi Negret Bianca, Craiova, Viespescu Carina, Bucuresti

1 2
X H\F ex

3
dcx. b dx .
1-Jx ) -([ (e +1)-In(e”* +1)
1 2n+l1
:1309. Fie neN’. Calculati integrala 1, = I(l—2x) e dx.
0
elevi Viespescu Carina , Bucuresti , Negret Bianca , Craiova

Sa se calculeze: a) J- Adrian Stan, Buziu

sk ek
(73] ()
S S

1

L:1310, Si se calculeze: [ = [————dx,x € (0,0) Diaconu Radu, Sibiu
J' xvxt+x? +1
1 1+x
5 In—

L.:1311. Sa se calculeze integrala: I LS S Vasile Mircea Popa, Sibiu

0 X’ —2x+3
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» Bring forward what is true.
Write it so that it is clear.
Defend it to your last breath.”

Ludwig Boltzmann
(1844 - 19006)

E QUICKIES

A Quickie should have an unexpected, succinct solution. Submitted quickies should not be under
consideration for publication elsewhere. We invite readers to submit solutions-quickies and new
proposals-quickies, accompanied by solutions mailed electronically (ideally MS Word 2003 or PDF file)
to stanciuneculai@yahoo.com. All communications should include the reader’s name, full address, and
an e-mail address. Submited solutions should arrive before September 01, 2026.

PROPOSALS — QUICKIES

- Dedicated to D.M Btinetu-Giurgiu on the occasion of his 90" birthday -

Q120. Proposed by Marin Chirciu, Pitesti, Romania.

Ifa,b,c>0, such that a* +b*> +c* +abc =4 and A > 0 then prove that Za(l+/1\/3)é3(/1+1).

Q121. Proposed by D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucharest and Neculai Stanciu, Buziu, Romania
Yy
. n 3 n L .
Find the limit }g{}o\/\/ -5 -8/ (2n - Jf(x)dx , where (7,),.,, 7, =—Inn+ Z% with
14 k=1

limy, =y,and f:(0,00) = (0,00) is a continuous function on (0, ).

n—>0

Q122. Proposed by D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucharest and Neculai Stanciu, Buziu, Romania
}/H

Find the limit lim /) I J(x)dx  where (v,),,, 7, =—Inn+ Z%, lim , =y and
Y = n—o
f :(0,0) = (0,) is a continuous function on (0,0).

Q123. Proposed by D.M. Batinetu-Giurgiu, Bucharest and Neculai Stanciu, Buzau, Romania.

72_2

0
Find the limit 1M /7! If (X)dX  where (s,),.,,s, = Zkiz and f:(0,00) = (0,00) is a

k=1

n

continuous function on (0,0).
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SOLUTIONS - QUICKIES

~TITU ZVONARU ~

(27.11.1953 — 11.04.2025)

Q116. Proposed by TITU ZVONARU.

2 2 2
Prove that if x, y,z > 0 then Mty +2 )+ 27x + 27y + 27z >13.

Xy + yz+zx Ix+y+z x+7y+z x+y+7z
Solution by author. We have

Ax* +y° +2%) N X N y N z 13
27(xy+yz+zx) TIx+y+z x+Ty+z x+y+7z 27
2 2 2
4x" +y +z)Jr x N y N z Zl+i
27(xy+yz+zx) Ix+y+z x+T7y+z x+y+7z 3 27
2,2, .2
4x" +y +z)_i>l_ x N y ), ).

2 +
27(xy+yz+2zx) 27 3 Ix+y+z x+7y+z x+y+7z
2 2 2
We can write LES — 4x"+y +2z7) i Ax*+y* +z27) - 4(xy+yz+zx)
27(xy+yz+2zx) 27 27(xy + yz + 2x)
a2 r )
27(xy + yz + zx) ’
Solution by Marin Chirciu, Pitesti, Romania.

Using pgr -Method : p = Zx, q= ny , we have:

LHS = 4()62 +y2+z )

4(x2+y2+z ) S
Xy+yz+zx +z7x+y+z Xy+yz+zx +z7x +xy+xz
CZS4(x2+y2+z ) 27(2 ) 4(p 2q)+ 27p° _
XY+ yz+zx 72)6 +22xy q 7(p2—2q)+2q

4(p? -2 2 4(p* -2 2
A q)+ 270”2 13= RHS , where (» q)+ STy
q Tp~—12q q Tp~—12q

By homogenity inequality we can take p =1.
-2 27
q)

q 7-12¢q
Equality occurs if and only if x=y ==z

It remains to show that (

>13 <> 9¢° ~6g+1>0 < (3¢g—1)’ >0.
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Remark. The inequality can be developed.

n(x*+y +z
Ifx,y,z>0and A >0,n>0,27n >4 then ( )+Z Ax Zn+&.

XY+ yz+zx Tx+y+z 3

Solution. Using pgr -Method : p = Zx, q= ny , we have:
2 2
n(x +y 4z )+Z :
Xy+yz+zx 7x+y+z Xy+yz+zx Ix"+xy+xz
2
czsn(x2+y2+zz)+ X(Zx) :4(P2—2Q)+ D’
Xy +yz+zx 72x2+22xy q 7(p2—2q)+2q

2
n(p”—2q At ) n(p°—2q wp: O
( )+ 2p >n+—=RHS, where ( )+ 2p >n+—.
q Tp-—12q 3 q Tp-—12q 3
By homogenity inequality we can take p =1. It remains to show that:
n(1-2
(1-29),
q 7-12q

(x2+y2+22)+z A’ CZS

2n+% < (108n+122)¢* —(99n+41)q+21n>0 <

= (3q—1)((36n+4ﬂ,)q—21n)20, vezig < %@i/l >0,n>0,27n>41,

for which (36n + 42) q—21n<0. Equality occurs ifand only if x=y==z.
Note. Forn =4,1 =27 is obtained Q116 from Sclipirea Mintii number 36.

1 y—Xx zZ—X
RHS=—— ) —— = = + =
3 Cyzd;ﬂererz 6;5(9 7x+y+z] 6;6[9(7x+y+z) 9(7x+y+z)]

X—=y _
cycltc9(7x + y + Z) Z z Z

cycltc9(7x + y + Z) cycltc9(7'x + y + Z) cyclicg(x + 7y + Z)

gy L j: 2x—y)’

&9 \x+T7y+z Tx+y+z) S30x+y+z)(x+Ty+2) 3

20—y 2x-y)’
Then by (1), (2) and (3) it suffices to show that 27y +yz+2x)  3(Tx+y+2)(x+7y+2) .
If * =Y, we have equality; if *# Y it remains to prove that
1 S 1
27(xy+yz+zx)  3(7x° +7y* +z° +50xy +8yz + 82x)

& Tx*+7y* + 27 +50xy + 8yz + 8zx > 9(xy + vz + zx) true because

2 2, 2 o
Xty +z 2xy+yz+zx.Wehaveequalityifandonlyifx_y_z.

Q117. Proposed by TITU ZVONARU.

Let ABC be a triangle with AD the hight from A, and E respectively F the midlle of the sides
AC, respectively AB. For any point P from the plane of triangle ABC , let Yand Z be its symmetric

from the points E , respectively F .If P’ is the midlle at DPand M = BY () CZ , then prove that the line
MP' passes through a fixed point.
Solution by author. We choose an orthogonal system such that 1(0,0), 4(0,a), B(5,0),C(c,0).

So, E| E,ﬁ si F| — b a .Let P’ P 4q and we deduce easely Y( p,a—q),and
22 272 272
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Z(b—p,a —q). We assume that a # g, p # b—c, p # —b+ p. The equation of the line BY is
x—>b y

5 S x(a—q)+y(p+b—c)—ab+bg=0,(1)and the equation of the line CZ is
c—p-— a—q
xta—q)+y(p—b+c)—ac+cq, (2).Sinceb#c= p+b—c+# p—b+c, the system of equations (1)
b+c—p a—q
2 b
BYand CZ incases a=q or p=b—c or p=—b+c, it's easier to check that the point M is on the

lines BY and CZ .

and (2) has solution; we obtain M ( J To stop the analysis as shown the equations of lines

b 0 1
The points B,Y,M are collinear<>| c—p a—q 1 =0, which is true.
b+c—-p a-—-gq 1
|2 2

Analogous we deduce that the points C, Z, M are collinear.

Because P'(% , %j and M (b hi CZ_ P , a ; q} , we note that the midlle of the segment MP' has coordinates

b+ . . .
[ 1 ¢ , %} so is a fixed point, and the proof is complete.

Q118. Proposed by TITU ZVONARU.

Let a,b,c >0 suchthat a+b+c=1.Prove that:

abc(1+3a) N abc(1+3b) N abc(1+3c) N a’+b’ +c’ +6abc < 1
b+c c+a a+b 2 T
21 342 1
Solution by author. We prove the inequality: (1+3a) L a7 abe <—, ().
+c abc bc
2 2
Since a+b+c =1, then (*) becomes succesively: 2da+b+o) L2t 2bc < (a+b+0)
b +c bC bc

&> 8abc+2bc(b+c)+a’ (b+c)+2bc(b+c) <
<a*(b+c)+ (b +c)b+c)+2ab(b+c)+2ac(b+c)+2bc(b+c)
& (b+c)(b® +c* —2bc)+2ab” +2ac’ +2abc + 2abc —8abc > 0
& (b+c)b-c)* +2a(b—c)’ 20, true.
Writing other two inequalities similar with (*), and adding we obtain:

2(1+3a)+2(l+3b)+2(1+3c)+a3 +b’ +c’ +6abc<i+i+L= a+b+c _ 1

b+c c+a a+b abc " bc ca ab abc abc’

1
We have equality ifand only if a =b=c = 5 . The proof is complete.

Solution by Marin Chirciu, Pitesti, Romania.
Using pgr -Method : p = Za =l,q= Zab, r =abc , we have:

2 3. p=l 4 _
Zl+3a:z 1 "‘32 a _p +q+3_p 2pq+3r:4 5q+9r'
b+c b+c b+c pg-r pq-—r q-r

p=l1
a+b+c +6abc=(p3 —3pq+3r)+6r =1-3g+9r.



Sclipirea Mintii 37 - QUICKIES- @

LES — abe z 32 La +b3+c3+6abc_r.4—5q+9r+1—3q+9r_
b+c 2 q-r 2
_Tr+q- 3q° +9r7 +2qr(‘)l _ RHS.
2(q r) 2
Tr+q-3q"+9r° +2qr(”1

where

<— =3¢ -9 -8r—2qr>0 < 3q> 297" +8r+2qr,
2(q r) 2

resulting from g° >3 pr see: ¢° = (ab+bc+ca)2 > 3abc(a+b+c) =3pr p=l<q°>3r.

It remains to show that:

3-3r 297" +8r+2qr < 2q+9r <1, from: ¢ S%,rﬁ% see:lz(a+b+c)2 >3(ab+bc+ca)=3q
andl=a+b+c>3abe =33r. Equality occurs if and only ifa :b=c:§.

3
Remark. The inequality can be developed. Ifa,b,c >0,a+b+c=1and0< A < 3 then

abe ZHM X+3

btc 18
Solution. Using pgr -Method : p = Za =1l,g= Zab, r =abc , we have:

Zl+ka Z Z p2+q+7\“p3_2pq+3rp_=l1+7\‘+(1_27\’)q+3;\’r
b+c b+c b+c pg-r pg—r o _
1+ +(1-2A)g+3A
abczl+ka_7L+3 e ( )q ”S7»Jr3<::>
b+c 18 q—r T

(A+3)q+18(24—1)gr = 544> +(194+21)r, resulting from g > 3317 .
It remains to show that:

(A+3)337 +18(24-1)r-337 25420 +(194+21)r o

(2+3)-32 +18(2A-1)£ -3¢ > 5414° +(194+21) £’ =

< 542" =54(22-1) +(194+21)1-3(A1+3) <0 <

& (3t-1)[ 182 +6(3-54)1* +2(3-54)t+3(A+3) | <0,

resulting fromté%andOSlS%, see:t:i/;, rS21—7, froml=a+b+c>33/abc =33/17.

Equality occurs if and only ifa=b=c = g .

Q119. Proposed by TITU ZVONARU.

sin x \/g

Solveforxe(090 ) 5 0:1.
2sin(x + 60 ) 4sin 40

Solution by author. The equation it is written successively:
sin 60° sin x sin 60° —sin 40° sm(x+60 ) —sinx

0o . N 0
sin 40 sin(x+60") sin 40 sin(x +60°)
2sin10° cos50°  2sin30° cos(x +30°) . .o cosxcos30’ —sin xsin30°
5 = 5 < 2snl0" = TR
cos50 cos(x—30") cosxcos30” +sin xsin 30
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0 . 0
o 2sin10° = B0 e300 = 1210
1+ 1gxtg30 1+2snl10
o foxta30” = cos10° —2sin10° cos10° o torte30’ = sin80° —sin 20°
&18 cos10° +2sin10° cos10’ sHE sin80° +sin 20°
: 0 0
< tgxtg30°’ = 2sin30_cos 50 < tgxtg30° =1g30°ctg50° < tgx =1g40°, x =40°.

2sin50° cos30°

Solution by Marin Chirciu, Pitesti, Romania.
i 3 i 3
‘smx N Io=1© ‘ smx. N Io=1©
2sm(x+60°) 4sin 40 2(s1nxcos 60° +sin 60° cos x) 4sin 40

sin x «/g sin x \/g

= +— =l< +— =1
} 4sin 40° sinx++3cosx 4sin40°

. 1 3
2| sinx-—+—-cosx
2 2

sin x \/?_a 1 \/?_> 1 1 | \/?_>

. + . o @ + . o= @ =1= . o
sinx++/3cosx 4sin40 1+3cotx 4sin40 1++/3 cotx 4sin40

- 1 =4s1nf10 —O\/§©1+\/§me: 4sin40"
1+3cotx  4sin40 4sin40° -3
= 3cotx:M—lc>\/§cotx=Lc>cotx=_;
4sin 40° —\/g 4sin 40° —\/g 4sin 40° —\/?7

tan x = 4sin 40° —\/g
We have 4sin40° — ﬁ =tan 40" see:

Asin 40" —/3 =2 2sinao — V3 ~2(25in40" —cos30°) =2 2sin40"cos40” _ 200 |=
2 cos 40°

sin 80° X sin80° —cos 40’ cos 30° cos10° —cos40° cos 30°
=2 —cos30" =2 =2 =
cos40° cos40° cos40°
10°—1( 70" +cos10°)
-9 cos 2 €08 cos _5 2c0s10" —cos 70" —cos10” |
cos 40’ 2c0s40°

2sin 40° l
2 =tan 40°.

5 cos10”"—cos70" | cosl0"—cos70° 2sin40°sin30° _ sin40°
2cos40 cos 40° cos40° cos40° cos 40°

tanx = 4sin 40" —+/3,4sin 40" — /3 = tan 40° < tan x = tan 40° xe(07,907) < x=40"

The solution of the equation is x = 40".
Remark. The inequality can be developed. Let be @ € (O° ,90° ) fixed. Solve forx € (O° , 90°)
sin x N NE)
2sin(x+ 60°) 4sino’
sin x N NE) sin x N B

; — =1 — : ——
251n(x+60°) 4sin o 2(s1nxcos60°+sm60°cosx) 4sin o

=1.

Solution.
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sin x \/g sinx \/g

<> + =1

4sina’ sinx++/3cosx 4sina’
2[sinx-i+ﬁ-cosx] o o

=1

sin x N \/5 1 1 N \/g 1 \/g

=l =l =1-
sinx++/3cosx 4sino’ 1+Bcotx 4sina’ 1++/3 cot x 4sina’
= ! =4s1n<‘1 _:/5 <:>1+\/§cotx:—‘45ma =
1++/3 cotx 4sina 4s1noc°—\/§
= 3cotx:_481¢—1<:>x/§cotx=‘L<:>cotx=.;<:>
4s1n(x°—\/§ 4smo€’—\/§ 4s1noc°—\/§

& tanx =4sina’ —\/5 = x=arctan(4sin(x° —\/?7)

The solution of the equation is x = arctan (4 sina’ — \/?T ) .

©

I. Cate varfuri are Cupola Circului - gyroelongated pentagonal cupola ?

de Neculai Stanciu

Indicatii:

1) Gyroelongated pentagonal cupola este un poliedru convex cu urmatoarele fete: 25 de

triunghiuri echilaterale, S patrate, 1 pentagon regulat si 1 decagon regulat.
2) Desfasurata corpului arata ca in figura de mai jos (construiti corpul).

Raspuns la pagina 67.
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» Niciodata nu avem cu adevarat dreptate,
putem doar sa fim siguri ca gresim.”
Richard Feyman

(1918-1988 )

A Caleidoscop matematic

Cercul si poliedrul

Un poliedru si-un cerc se laudau cu ardoare
Cu obiectele din dotare.

-Am lungime si raze nenumarate,
Orice compas sa ma deseneze poate
Se rostogoli cercul, convins
Ca poliedrul cade invins.
-Controverse sunt sigur ca isc:

Abia cand esti cerc plin devii disc...

Traiesti cu iluzia cuadraturii,

Nu stii ca esti contra naturii!

Varfuri, muchii si fete posed,

De echipartitie c-ai fi auzit, nu cred! >
Documenteaza-te mai mult, te invit:
Chiar si de Euler sunt pomenit...
-Dar, zise cercul, ignori un adevar banal:
oz In regnul tiau tridimensional,
: Esti campion in ipocrizie
' Cu-atatea fete, convex sa te tie.
\ A, un fapt si mai grav,
7/ O simpla scobitura te face concav...
( -Vreau totusi sa-ti mai raspund:
\ Scuza-mi jargonul, te cam dai... rotund!

Iar poliedrul, iritat de-asa reprosuri istete,

\‘ / Se facu si mai mult... fete-fete...
\\‘_.» Dumitru Preoteasa, Giurgiu
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La Multi Ani 2026 !

Frumusetea matematicii oglindita in umbra timpului

1:(2°+2)! ‘6 13=2°+2-6
2-=2+0-26 14=2+0+2-6
32—(20+2—6) 15=2+042-6

16:2-(O+2+6)
17 = Merita efortul
18=(2+01)+2-6

4=(2+0+2)! :6
5=—(-2"+2-6)

6=2+0-2+6
= ita |
7=(2+0-2)! +6 o 19 Merl'tav efortul!
~2.(0- Frumusetea matematicii 20=Merita efortul!
8=2-(0-2+6) ,
. 21 = Merita efortul!
9=2"+2+6 SR ST . .
oglinditd in umbra timpului 22 = Merita efortui!
10=2+0+2+6 - |
11=24042+6 . 23 = Merita efortul
12=2-0+2-6 J 24 = Merita efortul!

De asemenea putem lua in considerare si zilele unei luni:
25= —(20 —26), 26=2-0+26, 27 :(2-0)!+26, 28=2+0+26, 29=2+0426, 30=(2+0+2)!+6
31 =.... Merita efortul !
Precizare:
1) Pot fi folosite toate parantezele, semnele si operatiile invatate in scoala.
2) n!=1-2-3-4-...... -n (nfactorial) ; 0!'=1; 1!=1; 2!=2; 3!=6, etc.
Ionut Ivanescu, Colegiul National ,,Stefan Velovan” Craiova.

Raspunsuri in numirul viitor.

Raspunsia Cate varfuri are Cupola Circului - gyroelongated pentagonal cupola ?

Solutia 1. Se aplica formula lui Euler pentru poliedre conveve:m+2 = f +v.
Numarul fetelor este /' =25+5+1+1=32.
25-3+5-4+5-1+10-1 110

2

Obtinem ca gyroelongated pentagonal cupola are 25 de varfuri.
Solutia 2. Se foloseste desfasurata si se obtine poliedrul de mai jos. Prin numarare se obtin 25 de varfuri.

Numarul muchiilor este m =

=155. Deciavem 55+2=32+v.
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"Cine nu cugeta decit pe jumatate, acela nu crede nici in Dumnezeu;
dar cine cugeti corect, acela trebuie sa creada in Dumnezeu."

Sir Isaac Newton
(1643 —1727)

Posta redactiei

Dragi cititori, elevi si profesori, a aparut numirul 37 al revistei de matematica ,,SCLIPIREA MINTII”,

o revista care promoveaza studiul matematicii in randul elevilor nostri, si care, sperdm noi, va aduna tot mai
multi elevi si profesori impreuna, pentru a face din obiectul matematicii o activitate atractiva si performanta.

Profesorii si elevii care doresc si trimitid materiale pentru revisti, constind in articole, exercitii si

probleme cu enunt si rezolvare completd, materiale pentru ,,caleidoscop matematic”, sau orice alte sugestii
pentru a imbunatatii calitatea acestei reviste, o pot face trimitdind materialele membrilor colectivului de
redactie sau pe adresa de ¢_mail: ady_stan2005@yahoo.com, fie materiale tehnoredactate, de preferat scrise
cu programul mathtype (salvate in Word 2003-2007). Materialele primite trebuie sa fie originale si sa nu

mai fi fost trimise sau s mai fie trimise si citre alte reviste. Dreptul de autor al materialelor trimise spre
publicare, apartine redactiei.

(Data finala pana cand profesorii pot trimite materialele, rezolvarile si comenzile pentru numirul 38 al
revistei ,, SCLIPIREA MINTII” va fi 01 OCTOMBRIE 2026. Va uram succes si va asteptam.

Flevi rezolvitori

Liceul Economic ,, Maria Teiuleanu” Pitesti, Arges.:

Clasa a XI-a: Maria- Amina Tanasi; Prof. Daniel Vicaru.

Liceul Teoretic ,,Alexandru Marghiloman”, Buzau

Clasa a X-a: Toma Ariana, Avram Alexandru, Turcu Alexandru, Bratosin Andrei, Marcu Gabriela, Serban
Mario, Grozav Vladut; Clasa a XI-a: Tudor Octavian, Petcu Petru, Dragu Florin, Zaman George, Gavrila
Rézvan, Lungu George; Petre Ana Maria, Gheorghe Magdalena;

Clasa a Xll-a: Zaharia Darius Andrei, Cazacu Rareg Stefan, Radu Catélina, Isicild Ema, Prof. Stan
Adrian

Colegiul National ., Fratii Buzesti”’, Craiova

Clasa a XII-a: Musat Horia, Negret Bianca, Cirstea Stefan, Cernaianu Alex, Colan Mara, Oroviceanu Vlad,
Prof. Moanta Cristian.

Scoala Gimnaziala Mircea Eliade, Craiova:

Clasa a VII-a: Afrem Sara, Dragan Raul, Pascu Stefan, Geand Rebeca, Prisnel Sara. Prof. Grigorie Dan
Lucian.

Scoala Preuniversitara de Misura Smeeni, Buziu

Clasa a VI-a: Nicula Andrei, Pavel Bogdan, Pipoi Antonia; Clasa a VII-a: Dobre Andrei, Stan Maria;

Clasa a VIII-a: Neagu Delia, Manolache Andreea, Dragnea lonut; Prof. Ion Stinescu.
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200 de ani de la nasterea lui G. B. Riemann de lonel Tudor —
Célugareni si Adrian Stan

2. Articole si note matematice
Prof. D.M. Bitinetu- Giurgiu la 90 de ani
de Ionel Tudor, Adrian Stan, Neculai Stanciu
Calculul limitei unui sir de tip Lalescu
de D.M. Bitinetu- Giurgiu, lonel Tudor- Calugareni
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Alte probleme cu integrale functionale de
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Asupra unei probleme de geometrie
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Aplicatii ale integralei definite in calculul limitelor de siruri
de Adrian Stan
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