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1. SOLUTII COMENTATE ALE UNOR PROBLEME DIN GAZETA
MATEMATICA

George-Florin Serban, Liceul Pedagogic “D.P.Perpessicius”, Braila

O solutie a problemei S:L1.15.250

Voi prezenta o solutic ale unei probleme de geometrie din Suplimentul Gazetei Matematice , seria
B,care folosesc teoremele Iui Menelaos , Ceva si Thales.

In suplimentul Gazetei Matematice , seria B, din octombrie 2015 profesorii Daniela Stanica si Nicolae
Stanica propun spre rezolvare urmatoarea problema :

S:L15.250 Fie un punct O 1in interiorul triunghiului ascutitunghic ABC si AO NBC ={Q}

,BONAC ={M}, COnAB={P}. Daca triunghiurile AOM , COQ , BOP sunt echivalente , atunci O
este centrul de greutate al triunghiului ABC .

Solutie: Voi arata ca punctele M,P si Q sunt mijloacele laturilor [AC] ,[AB] respectiv [BC], folosind
concurenta medianelor varezulta ca punctul O=G este centrul de greutate al triunghiului ABC .
Considerdam notatiile uzuale : AB=c, BC=a si AC=b. Dacd A,y = Ay »

. | . |
Ao :%:A&m:% , MM' L AQ , CC' L AQ deci MM'||CC'.

i c
Tn triunghiul  ACC!', aplic teorema lui Thales oQ =X= '\(/;II\C/I|| = AM Jezulta AM =Dx,

MC =b—-bx=b(—x). Dacd Ay, = Ay, Asop = PO'ZBBl = Ayoc =CO'TQQ|, BB' L PC, QQ' LPC
deci BB'||QQ' .

Tn triunghiul BCB!, aplic teorema lui Thales 8—2 =y= (;_(B?l' = % , rezulta
QC=ay,BQ=a-ay=a(l-y). Daci A=Ay » Asom ZMZA@ _Bo-PP , AA LBM,
PP' L BM deci AA/||PP'. In
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OM PPl BP

triunghiul BAA'aplic teorema lui Thales — =z = AN AR rezulta BP=cz , AP=c—-cz=c(l-2).

. 9 1 : . : C e :
Voi demonstra cd X=y=12 =§ . Pentru a obtine relatii intre x,ysi z trebuie sd aplicim teremele lui

Menelaos si Ceva .

Tn triunghiul  ABQ , aplic Teorema lui Menelaos ,cu transversala P-O-C, £~£-@:1 ,
BP QC AO

(1_Z)C-i-§:1,x(1—z)=yz ,X=Yyz+2Xx=12z(X+Yy) ,deci x=z(x+Y).

cz ayl

Tn triunghiul BMC ,aplic Teorema lui Menelaos, cu transversala A-O-Q, ﬂmg:1
MO CA BQ

1% ay =1, z(-y)=xy, z=yz+xy=y(x+2z) ,deci z=y(x+72).

z b a(l-vy)

Tn triunghiul APC, aplic Teorema lui Menelaos ,cu transversala B-O-M , EP—OC—M: ,
PB CO AM

£~X~M=1, yA-x)=xz , y=xy+zx=X(z+y) , deci y=x(y+2).

cz 1 bx

Tn triunghiul ABC, aplic Teorema lui Ceva , AP BQ CM =1, cil-2) ad-y) bld=x) =1,

BP CQ AM cz ay bx
(A—-x)(L—y)AL—2z)=xyz. Trebuie sd gasesc numerele pozitive x ,ysiz care verifica simultan relatiile
X=2z(X+Yy), y=x(y+2z) si z=y(x+2) .

Xy+Xz2=12 XZ—yz=2-X |[z(X-Yy)=z-X
Xy+Yyz=x Lescad doud catedoud < xy—xz=x—y <X(y—2z)=x-yLe Inmultesc siobtin
XZ+yz=y Xy—yz=z-y |y(x-2)=z-y

Xyz(X=y)y=2)(x=2) = (2= X)(X=y)(Z-Y), yz(x=y)(y = 2)(x - 2) = (x=2)(x - y)(y - 2)
(x—=y)(y—2)(x—2)(xyz—1) =0. Daci x=y rezulti din prima ecuatie ci z=x , deci x=y=z, 2Xx* =X ,
b
2
deci O=G centrul de greutate al triunghiului ABC .

Daca xyz-1=0 atunci xyz=1 , dar 1-xX)1-y)Q1-2z)=xyz=1, A-x)1-y—-z+yz)=1,
1-y—z+yz—x+xy+xz—xyz=1 , (i) - X—-y—z+xy+xz+yz=1 si x=z(X+Yy),
y=x(y+2),z=y(X+2), le adun siobtin (ii)) X+ Yy+2z=2(Xy+yz+Xz)

Apoi adun ecuatiile (i) si (i) siobtin xy+yz+xz=-1si Xx+Yy+z=-2 fals deoarece X,y,z>0 .

X=y=2 =% rezulta AM =—, BP :g ,QC :% , deci M,P,Q sunt mijloacele laturilor [AC] ,[AB], [BC],
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2.MATEMATICA, O LUME A CONTRASTELOR (II)

Prof. Mihaela Molodet

Fara echivoc, lumea matematicii, este o lume a contrastelor si a culorii, a nuantelor si a artificiilor de
lumina, dar si una dintre esentele cele mai rafinate ale omenirii; cum fara indoiala, intre abstract si absolut,
infinitatea rationamentelor matematicii este insasi calea infinitatii de la un Inceput numit “origine ”, cétre o
ratiune finitd numita “calcul “. Asemeni competentei de a prevedea viitorul, rezultatul unui calcul, este
transpunerea ntr-un limbaj al cifrelor si precizia unei realitatii, pe cat de probabila, pe atat de posibila de
implinit. Cu toate acestea, exactitatea calculului nu inseamna si precizia rezultatului, referinta ratiunii unui
rezultat, nu neaparat este si relevanta logicii unui raspuns. lata cat de improbabila poate fi matematica, dar si
cat de relevante sunt rationamentele sale in lumea 1n care traim zi de zi.

Intre stabilitate si relativitate sta intreg “mirajul” magiei numerelor din caruselul matematicii. lar
singurele relationari fundamentale ale acesteia, sunt aranjamentele, combinarile i permutarile probabile ori
posibile ale sensului operatiilor: adunarea, scaderea, inmultirea, Impartirea, reale pe tot cuprinsul globului
pamantesc, fie chiar si din perspective diferite decat ale matematicii: economie, inginerie, comert, industrie,
sociologie, aviatie si exemple ar fi multe.

Intreagd aceasta lume de stiinte, profesiuni si meserii in mintea celor mai mici ciutitori ai cunoasterii,
gimnazistii, poate Tncepe asemeni unei povesti cu ““ a fost odatd ca niciodata”, un tiram al magiei numerelor,
un castel al Intelepciunii mintii prin care sa descopere o apartenenta la o comunitate a lor, “catedra
matematicd” si veleitati de matematicieni, iar aceasta la pachet cu fite de vedeta, magician al numerelor,
maestru al logicii, sfetnic al castelului si nu in ultimul rdnd, rangul de castelan al cetatii Matematicii, in jurul
unui dascal si sub umbrela infinitd a unei stiinte, fie chiar si in ceea mai micuta catedra de matematica dintr-
o scoala de la munte.

“Generatiile catedrei de matematicd”, sunt de-a pururea, ratiunea profesiei de dascal si firescul
meseriei de profesor. lar toate astea prin lumina cuvintelor lui Galileo Galilei
“ Matematica este limba cu care Dumnezeu a scris Universul”, iar lumea |-a mostenit, as adauga eu.
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3.INDUCTIA MATEMATICA

“Matematica este limba cu care Dumnezeu a scris Universul!” Galileo Galilei

Prof. Mihaela Molodet

Ca orice metoda, cu avantaje si dezavantaje, Inductia Matematica ne sta la dispozitie de la
rezolvarea unor simple exercitii, pand la solutionarea unor probleme complexe sau generalizari interesante.
Este folosita pentru obtinerea rezultatului final sau ca o componenta a unei demonstratii laborioase.

Acceptatd ca rationament, intuitiv la grupele de performanta, in clasele mici, studiata la inceputul
anilor de liceu si utilizata mai departe, de cate ori ne este utila, inductia matematica este, in esentd, o metoda
de a demonstra ca unele predicate sunt adevarate (in anumite conditii date de enunt).

Dezavantajul metodei este ca relatia care se doreste a se demonstra, trebuie sa fie cunoscuta. Din
rationamente logice, cu o inventivitate uneori cultivata prin exersare, pornind de la analiza cazurilor
particulare, se poate intui relatia pe care dorim s-o demonstram. Metoda se numeste “Inductie incompletd”.
Réamaéne doar sa facem “pasul” catre “Inductia completa”, utilizdnd una din cele trei variante prezentate in
continuare.

e VARIANTA I: Fie P(n), n>a, un predicat, Daca:
- P(a) este adevarat si
-P(n) > P(n+1) este adevarat V n>a,
atunci P(n) adevarat
e VARIANTA all-a: Fie P(n), n>a, un predicat. Daca:
- P(a) este adevarat si
- VkeN,a. i.a<k <n,P(n) > P(n+1) este adevarat Vn>a,
atunci P(n) adevarat
e VARIANTA alll-a: Fie a, ke N, fixate. Daca:
- P(a), P(at+1),..., P(atk) sunt adevarate si
- P(n) —> P(n+k) este adevarat Vn>a,
atunci P(n) adevarat vn>a

A, EGALITATI

1 Ardtatical-2:3-. p+2-3-(p+D) +..+ (N+D(N+2)- ... (n+ p) = DFDO+2) -0+ p+1)

p+1
unden,peN, p=>1.
G.M. 5/1959
Solutie:
Notam P(n): 1:2-3..-p+2-3-(p+1) ..+ (N+)(N+2)-...-(n+ p) = (””)(”*2;""1'(”* p+1)
+
Pasul 1. Pentrun=0avem 1-2-3-...-p= L Z'BF')"'ip 1) , egalitate adevarata.
+

Pasul 2. Aratam P(n) > P(n+1) Vn>0

1.2.3-..-p+2-3-(p+D)+...+(n+)(n+2)-...-(n+ p)+(n+2)(N+3)-...-(n+ p+1) =

(n+)(n+2)-...-(n+ p+1)
p+1

+(N+2)(N+3)-...-(n+ p+1) =
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N+2)(N+3)-...-(n+ p+1)(n+1+1)= N+)(N+2)-...-(n+ p+2)
p+1 p+1

Conform principiului inductiei matematice complete (Varianta I)

51230 p+2-3-(p+D) 4t (N+D(N+2) - (N+ p) = (”“)(”*23:1'(”* p+1)

, adica P(n+1) adevarat.

v n>0.

2. Fie f;:R—>R (n>1]), un sir de functii definit astfel: f1(X)=

X ¥xeRsif=fiofis vn>2.
V1+ X2
Calculati ().
GH. SIRETCHI
Solutie:
X

)= (frof))= ) = VI+X® _ X g
J1+ (02 \/1+x2 J1+2x2
1+ x?
X

fi(0= (Frof)0= 2 = V142 - X gy
\/1+ f,(x)° \/1+ X2 V1+3x2

1+ 2x°

Demonstram P(n): f,(X)= VxeR, vnx>2.

X
V1+nx?
Pasul 1. Evident, din relatiile anterioare, P(2) si P(3) adevarate.
Pasul 2. Aratam P(n) »>P(n+1) Vn>2

X
/ 2
fra1(X)= (fro ) (X)= (0)  _ Arnd X VX eR adicd P(n+1) adevirat.
J1+ £ (%) \/1+ X2 Jl+(n+1)x?
1+nx’

Conform principiului inductiei matematice complete(Varianta I) = f,(X)= VxeR, vn>2.

X
V1+nx?
OBS. Folosind aceasta relatie, este evidenta aﬁrmagpa fin >0

3. Determinati sirul (xn) ., , pentru care X;=1 si oricare ar fin>1:

4(X1Xn+2XoXn-1+3X3Xn2F. . . +nxpX1)= (N+1) (X1 X2+XoX3+. . . +XnXn+1)
ONM RAMNICU VALCEA 2002

Solutie:

Pentru n=1 avem: 4x1X1=2X1Xp = 4=2Xo = Xp=2

Pentru n=2 avem 4(X1Xo+2XpX1)= 3(X1X2+XoX3) = 24= 3(2+2X3) = X3=3
Fie P(n): x,=n

Pasul 1. P(1): x;=1 adevarat. P(2): x,=2 adevarat

Pasul 2. Aratam P(n) >P(n+1) Vn>2
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Din relatia data, folosind P(n) adevarat, =
4[1-n+2-2-(n-)+3-3-(n-2)+...+4n-n-1]=(n+1)(1-2+2-3+...+(N=1) N + N Xps1) =
= NXp+1= ﬁ-sz, (1)
n+1
unde $,=1-n+2-2-(n-1)+3-3-(n-2)+...+n-n-1
S,=1.2+2-3+...+(n-1)-n

S, = Zn:kz(n—k+1)= (n +1)Zn:k2-zn:k3:(n +1)

n(n+)(@2n+1) n’*(n+1)° _

o 6 4
n(n1;1)2 (4n+23n)= n(n +1322(n +2) o 45,= n(n +1);(n +2) @
S,= Zn:k(k +1)-n(n +1):Zn:k2 +Zn:k -n(n+1)= n(n+1)6(2n+1) + n(n2+1) —n(n+1)=
n(n+1) o n(n+D(n-1)
=——~Z(2n+1-3) B a— (3)
Din (1), (2) si (3) = Mxpea= 201 +1;(” +2) _n(n +1;(” =D _n(n+1) = % = n+1 adica P(n+1) adevarat.

Conform principiului inductiei matematice complete (Varianta I) = X,=n, v n>1.
OBS. S;si S,sunt sume cunoscute, demonstrate folosind tot principiul inductiei matematice complete.

n—o0

4.Dacd x, =~/2+2cosa, ae(0,7)si X, =~/2+X,_,, VneN\{1}, s se calculeze Iim2—:|'nl_[xk
k=1

D.M.BATINETU- GIURGIU
Solutie:

ae(0,7)= cosz% >0. Vn>1(1)

Avem co%:,/“;osx vxe(0,7)(1)= x =2cos%(2)
a a
X, =.]2+2c0s— = 2c0os—- (3
27 2 22( )

Fie P(n): x,= 2coszif1

Pasul 1. P(1) adevarat datorita enuntului si P(2) adevarat conform (3).
Pasul 2. Aratam P(n) >P(n+1) Vn>1
Xpi =2+ X, = 2(1+ cos%) = \/5«/5005% = 2c032i

adica P(n+1) adevarat.

n+l ?

. .. .. . . a *
Conform principiului inductiei matematice complete (Varianta I) = X, = 2cos— vV neN

. : . a a a 1 sina
Folosind egalitatea evidenta: COSE *CO0S— +...nCOS = — a

2 2 g2

, vom avea:
n
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a
TTx =H2(:osin= sz :Iiminnxﬁ Iimin sm: = lim 2“a sina _sina
ka ka 2 sin—n n—o0 2 k2 n—o P sin & naoosini a a
2 2" 2"
110
5. Fie matricea A={0 1 1|.Calculati A".
0 01
Solutie:
1 21 1 3 3 1 4 6
A=A-A=|0 1 2|; °°=A*>A=(0 1 3[; A'=A>A=|0 1 4
0 01 0 01 0 01
Observam ca 122,3:2—., 6:ﬁ
2 2 2
(n=Dn

Pasul 1. Evident, din definitia matricei si din calculele anterioare avem adevarate P(1), P(2), P)3).
Pasul 2. Aratam P(n) »>P(n+1) Vn>2

1 n (n—21)n 110 1 nail n(n+1)
AM=A"A=A"=/0 1 n 01 1(=|0 1 n+1 |= P(ntl) adevarat.
0 0 1 0 01 0 O 1
1 n (n —21)n
Conform principiului inductiei matematice complete (Variantal) = A"=|0 1 n ,Vn>1
0 0 1
1 1 1 1
X1 X2 X3 Xn
6. Ardtatica V, =| XX x2 x5 .. Xi|= [J(x-%),¥n=2
1<i<j<n
7ot X X

(Determinantul Vandermonde de ordin n)

Solutie:
Notam P(n) egalitatea din enunt.

1
Pasul 1: V, =‘ =X, — X =P(2) adevarat.

2
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1 1 1 1
Xl X2 X3 Xn+1
2 2 2 2 H
Via=X X5 X3 X, (Din Ly scadem Xps+1lk-1,)
XX Xy Xni1
1 1 1 1
X = Xoa Xy = X Xn = Xna
Atunci determinantul anterior va fi | X, (X, = X,,;) X (X, = X,,1) X1 (X, —X.) O]=
n-1 n-1 n-1
X (Xl - Xn+1) Xy (XZ - Xn+1) e Xy (Xn - Xn+1) 0
1 1 1 ... 1
X, X X3 e X,
— n+l n-1 2 2 2 2 | =
_1(-1) (_1) (Xn+l - Xl)(xn+l - XZ) Teeet (Xn+1 - Xn) X X5 X3 Xy |=
n-1 n-1 n-1 n-1
Xl X2 XS Xn

: (Xn+l - Xn) Vn

= (Xn+1 - Xl)(xn+l - Xz) T

(X — %) H(Xj %)= H(Xj = %)

1<i<j<n 1<i<j<n+l

= (Xn+l - Xl)(xn+1 - Xz) T

= P(n+1) adevarat.
Conform principiului inductiei matematice complete (Varianta [) =

1 1 1 .. 1
X% 5o X
2 2 2 2
Vo= x! o oxg o xi o xi= J]-x%),vn=2
1<i<j<n
n-1 n-1 n-1 n-1
Xl X2 XS Xn

B. INEGALITATI
7. Fie R >R, f(x)=2 +10* —4* —5*_ Aratati ca f™(0)>0, Vn>2.
VARIANTE BAC (enunt modificat)

Solutie:
Evident, f derivabild de n ori pe R,

Determinam f ™ (x):

f'(X)=2"In2+10*In10—4*In4—-5"In5 = f (x) =2*In’2+10*In10—4*In*4—-5"In*5
Presupunem Py(n): f ™ (x) =2*In"2+10*In"10—4*In"4-5*In"5 V¥ n>2.

Pasul 1: P1(2): f (X)=2*In*2+10"In10—4*In*4—5"In*5 adevarat.

Pasul 2. . Aratam P;(n) >Py(n+1) V n>2
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FOD(x)=(FM(x)) = 2¥In"* 2+10° In"* 10— 4 In"* 4 —5* In"*5 = Py(n+1) adevarat.
Conform principiului inductiei matematice complete (Varianta I) =
f™M(x)=2*In"2+10"In"10—4*In"4-5*In"5 = f™(0)=In"2+In"10—In"4—In"5
Presupunem Py(n): f™(0) >0, Vn>2

Pasul 1. P»(2): f (0)>0

IN2+1In*10-In*4—-In*5=In*2+(In2+In5)* = (2In2)* = In*5= 2In2In5-2In*2=2In2(In5—-In2)
Cum functia In este strict crescatoare pe (0, ) = In5-In2>0 si In2>In1=0 =

f(0) >0, adica P,(2) adevirat

Pasul 2. . Arataim P,(n) > P,(n+1) Vn>2

IN"*2+In"10-In""4—In""5= In2In"2+In10In"10—In4In" 4 —In5In"5 =
=In2In"2+(In2+1In5)In"10-2In2In"4—In5In"5 =
=1n2[In"2+In"10—In"4—In"5|~In2In" 4+ In2In"5+ In5In"10— In5In" 5 =
=1n2[In"2+1n"10—In"4—In"5]+In2[In"5 — In" 4] +In5|In" 10— In" 5]

Tindnd cont de monotonia functiei In si a functiei exponentiale cu baza supraunitard, avem:

In10 > In5 > Ine=1 = In"10>In"5 (n>2) =
In5>1In4 >1Ine=1=In"5>In"4 (n>2)

In2 >In1 =0

In5 > In1 =0

( folosind P,(n) adevirat) = In™ 2+In""10—In"" 4 —In"" 5> 0, adicd P,(n+1) adevirat.
Conform principiului inductiei matematice complete (Varianta I)=> f™(0)>0, V n>2.

n
n Zxk

8. Aratati ca Ztgxk >ntg4=L—, unde x € (0,%),i =1n, vn>2

k=1 n
MARTIN DINCA
Solutie(autor):
Fie P(n) relatia din enunt.
X X
) + X sin(x, + X,) Sin 2
Pasull. P(2): tgx, +tgx, > 2tgu sau 22 >2
2 COS X, COSX, cos it X
2
25in 1 Yo gos K1t Yo i Xt Xe
sau 2 > 2| ZsinM >0, avem:
COS X, COSX,  osatXe 2
2
cos? %2 > cosx, - cosx, , sau 1+eosie ) COS X, - COS X, =>

= 1+C0S X, - COSX, —Sin X, -Sin X, > 2C0S X, - COS X, Sau
1> cos(x, — X,), relatie adevaratd. = P(2) adevarat.
Pasul 2. Aratam P(n-1) - P(n)

Presupunand inegalitatea adevarata pentru (n-1), avem:

10
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n-1
D %

n-1
D tgx, > (n-1)tg+=2—(1)
k=1 n-1

n n n ZXk
DI IN 2% X, +(n—2)kL
Dar avem si tgx, + tg <=L —+tg =L+ +tg*=L— > (n—1)tg n_1)2)
n n n n-1
— _
Y
de(n-2) ori

n-1 zxk
Zxk 2% X +(0-2) 42—

Adunand relatiile (1) si (2) = Z:tgxk +(n-2tg*L—> (n- l)tg k=l +(n tg -]

n
N D> X,

X X +(n-2)* — n
2 < (-2 T
> (n-1)2tg| -N=1 5 n-1 =2(n-1) tg“lT

Z X« 2% 2%
= Z:tgxk >2(n-1) tg*L—- (n-2tg*2L—==ntg*<— = P(n) adevarat
k=1 n n
Conform pr1n01p1ulu1 1nduc‘;161 matematice complete (Varianta [) =

ZXk
Ztgxk >ntg*L— unde x; e(O,%),i =1n,Vvn>2
k=1
OBS. Pentru n—3 si A, B, C unghiurile unui triunghi, aplicand relatia anterioard, vom obtine

A A+B+C T
tg—>3tg——— =3t —=\/§.
Zg2 g 6 g6

C. PROBLEME DE DIVIZIBILITATE

9. Sase arate ca oricare ar fi numarul natural n>1, 9| (4" +15n-1)
Solutie:

Notam P(n): 9| (4"+15n-1) , V n>1

Pasul 1. P(1): 9| (4+15-1) «<9| 18 adevirat

Pasul 2: Aratam P(n) >P(n+1) Vn>1

9| [4"" +15(n+1) -1] 9| (4" +15n +14)

11
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Dar P(n) adevarat = 4" =9k —15n+1cu keN

4™ 1150 +14=4"4+15n+14 =36k —60Nn + 4 +15n +14 = 36k —45n +18=
=9(4k-5n+2) = P(n+1) adevarat.
Conform principiului inductiei matematice complete (Varianta [) = 9| (4" +15n-1), v n>1

D. ALTE TIPURI DE PROBLEME

10. Sa se determine functiile f: N*— N* care indeplinesc conditiile:
a) f(p)=p dacd p este prim
b) f(mn)= f(m)f(n),vym,neN*
EREMIA GEORGESCU-BUZAU, EUGEN ONOFRAS

Solutie:

Pentru m=n =1, in relatia b), avem f?(1)=1. Cum f(1)>0 = f(1)=1

Dina), f(2)=2,1f(3)=3 f(5) =5,

Dinb) avem f(4)=f?(2)=4, f(6)=f(2)f(3)=6

Notam P(n): f(n)=n

Pasul 1. Avem P(1), P)2), P(3), P(4), P(5), P(6) adevarate

Pasul 2. Sa presupunem ca propozitia P(k) este adevarata, adica f (k) =k ,Vkcu 1<k <n
Daca n+1 este prim, atunci, din a) P(n+1) este adevarat

Daca n+1 nu este prim, n+1= kjky, cu ki, k, € (1,n+1)= f (k) =k si f(k,)=k,
Dinb) = f(n+1) = f(kk,) = f(k)f(k,)=kk, =n+1= P(nt+1) adevirat.
Conform principiului inductiei matematice complete (Varianta a [I-a)= f(n)=n.

11. Demonstrati ca, V neN,n>4si n=3p+2,p N, un triunghi echilateral poate fi descompus in n
triunghiuri echilaterale.

Solutie:
Notam P(n): un triunghi echilateral poate fi descompus in n triunghiuri echilaterale, n=3p+2,pe N
Pasul 1: P(4) este adevarat, pentru ca orice triunghi echilateral este impartit de liniile mijlocii in 4
triunghiuri echilaterale. A

P(6) este adevarat:

Alegem, ca in figura, punctele D, E, F, G, H astfel incat BD=EC=BF=F G=GC=l

unde I= latura triunghiului, H este mijlocul lui [DE].

Evident, cele 6 triunghiuri sunt echilaterale.
Pasul 2: P(nN) >P(n+3) n>4si n=3p+2,peN /\/\/\
Fie AAMN un triunghi echilateral, din cele n in care este impartit B
triunghiul dat, conform P(n). F G
Din P(4)= AAMN se imparte in 4 triunghiuri echilaterale noi, care, impreuna cu cele (n-1) ramase, fac
(n+3) triunghiuri echilaterale.
= P(n+1) adevarat.
Conform principiului inductiei matematice complete (Varianta a I11-a) =

vVneN,n>4si n#3p+2,peN, un triunghi echilateral poate fi descompus in n triunghiuri

echilaterale.

12
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12. Sa se arate ca orice numar natural > 2, poate fi scris sub forma n=2k;+3k,, cu ki,k, € N.
EREMIA GEORGESCU-BUZAU, EUGEN ONOFRAS

Solutie:

Notam P(n): orice numar natural > 2, poate fi scris sub forma n=2k;+3k», cu ki,kz € N.
Pasul 1:

2=2-1+3-0 Deci k;=1si k,=0 = P(2) adevarat

3=2-0+3-1 Deci k;=0 si k;=1= P(3) adevarat

4=2-2+3-0 Deci k;=2 si k,=0= P(4) adevarat

5=2-1+3-1 Deci k;=1 si k,=1= P(5) adevarat

6=2-0+3-2 Deci k;=0 si k=2 = P(6) adevarat

Pasul 2: P(n) > P(n+5)

P(n) adevarat = n=2k;+3ky, n+5 =2k;+3k,+2-1+3-1=2(k;+1)+3(ko+1) = P(nt+5) adevarat.
Conform principiului inductiei matematice complete (Varianta a 111-a) =

Orice numar natural > 2, poate fi scris sub forma n=2k;+3k,, cu ki,k, € N.

13
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4. CUBUL SI SFERA

Prof. Rusu Maria, Scoala Gimnaziala Buznea, jud. lasi

O categorie de probleme interesante si diferite in acelasi timp o constituie combinatiile de corpuri. in
cele ce urmeaza sunt prezentate cateva puncte de plecare pentru rezolvarea problemelor legate de cub si
sfera.

Sfera inscrisa in cub. O sferd inscrisa intr-un cub este tangenta centrelor fetelor cubului in sase puncte.
Observatii:

a) Centrul cubului coincide cu centrul sferei.

b) Lungimea razei sferei este egala cu jumatate din lungimea laturii cubului.

c) Centrul sferei este la distanta egala de fetele cubului.

1. Se considera cubul ABCDEFGH de latura a si M un punct arbitrar ales pe sfera inscrisa in cub. Sa
se arate ci suma patratelor distantelor de la M la toate varfurile cubului este 8a®. (G.M.1985)

Solutie:
Aplicam teorema medianei in triunghiurile sAMHB , AMGA, aMDF , AMEC pentru care MO este
mediana.
) tn medianei 2(MH? + MB?) - HB® o o
In aMHB = MO?%= —
4 M
~ th.medianel 2(|\/|G2 + MA? ) —GA? '7% f
In aMGA = MO?*= 7 J \
e L
~ th. medianei 2(MD? +MF2)—DF2 S B
In aMDF = MO?= 2 \
2 2 2 / {
I th.medianei Z(ME +MC )— EC / %
In aMEC = MO?’= 1 i
Prin insumarea relatiilor se obtine: / il
B

A
2(|\/|H2 +MB? + MG? + MA? + MD? + MF? + ME? + MC?

2
— 4AMO? + HB? + GA? + DF2 + EC? = 43> +4(aJ§) = 4a% +12a% =16a>

Deci, MH? + MB? + MG? + MA? + MD? + MF? + ME? + MC? =8a%.

2. Se considera in spatiu un cub de muchie egala cu a si o sfera tangenta la toate fetele cubului. Sa se
arate cd suma pdtratelor de la un punct de pe sfera la toate fetele cubului nu depinde de alegerea
punctului pe sfera.

Solutie:
Consideram X, Y, z lungimile distantelor la trei fete care au un punct comun A. Atunci distantele la
fetele opuse sunt a—X,a—Yy,a—z. Punctul de pe sferd impreuna cu proiectiile pe fete si cu unul din

varfurile cubului determini cate un paralelipiped dreptunghic cu diagonala AM > = x* + y* + 2%,

respectiv MG® :(a—x)2 +(a—y)2 +(a—z)2, unde G este punctul diametral opus lui A n cub.

14
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5

Aplicand teorema medianei in triunghiul format de punctul de
pe sfera si doua varfuri opuse in cub se o1
2(MA? + MG? ) - AG*

obtine MO? =
4

, de unde

2
a 2
4U +(a3)
2 2 2
MA? + MG? = MO 2+ AGT_\2 - 4: — 2a?, nu depinde de M .

2

3. Fieun cub de laturd a. Determinati cat la sutd din volumul cubului circumscris sferei reprezinta
volumul sferei.

X% 'chb circumscris sferei =sterd
a 3
47r()
X% —2 = a3 . . . . .
3 7, a fiind lungimea muchiei cubului
507
X=——
3
507

R: — %= 51.3%
3

Intersfera este tangentd muchiilor cubului in mijlocul lor; deci
existd 12 puncte de tangenta. ! G
Observatii.
a) Diametrul intersferei are lungimea cat o diagonala a fetei
cubului. £ F
b) O parte din sfera devine interna cubului iar alte sase parti
devin externe si sunt sase calote sferice identice.
c) Relatia de legatura intre raza sferei inscrise in cub si raza

Interferel Rinterferd = Rsferei inscrise \/E 2
- = < . a .
d) Pentru calota sferica externa cubului, raza este > lar ) :
A s1es av2 a
indlfimea H,q, = Rintersfeni -00, = T _E '

15
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2 2 )
00/ :(ﬂ] —(Ej -2 deunde 00,=2.
4 2

2 2
Nota: a reprezintd lungimea muchiei cubului, O centrului cubului iar O, centrul bazei de sus a

cubului.

Sfera circumscrisa include pe suprafata ei toate varfurile cubului.
Observatii
a) Centrul cubului coincide cu centrul sferei si este centru de simetrie al intregului
ansamblu.
b) Varfurile unei sectiuni diagonale ale cubului se afla pe acelasi cerc mare al cubului ,
evident cu raza cét a sferei , iar varfurile aceleiasi fete a cubului se afla pe un cerc mic cu
raza de lungime cat jumatate din lungimea unei diagonale a bazei.

Tn triunghiul AOO,M , aplicand T. Pitagora se obtine OM? =00 +O,M?, adici

a a2 —@.

2 2
2 _
R sfera circumscrisa (E] +( 2 J ' de unde Rsferd circumscrisa 2

1. Fie un cub de latura a. Determinati cat la sutd din volumul cubului inscris in sfera reprezinta
volumul sferei.

X% 'chb Tnscris ferei sterd
3
47r[a\2/§j
x%-a’ = , @ fiind lungimea muchiei cubului
X = 507r\/§

R: 50+/37 2 271,61%

Bibliografie:
https://mynixworld.files.wordpress.com/2012/01/0solideleplaton_9_stabilitateacubului.pdf

16



REVISTA ELECTRONCA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 — MARTIE 2016 www.mateinfo.ro

5. Solutii problema lunii februarie 2016

Enunt:

Un cub gol ABCDEFGH, cu muchia de lungime a, este intersectat de o sfera care trece prin
varfurile fetei EFGH si prin centrul cubului. Se inldtura toate punctele cubului ce apartin
interiorului sferei si sfera, se aseaza corpul obtinut cu fata ABCD pe un plan orizontal si se umple
cu apd. Sa se determine valoarea minima a muchiei cubului, pentru ca in acest vas sa incapa un litru
de apa.

Prof. Constantin Telteu
Rezolvare:
Pentru inceput, sa determinam raza sferei in functie de latura cubului.

Admiram figura de mai jos si, pentruanu a0 mai complica, luam separat triunghiul NOF, in care
mai desenam si indltimea din N (N este centrul sferei).

17
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Fig.1

Observam mai intai ca:

aV3. a2

PO=PM=%;OF=OG=— PG=PR= PF——2

NO = NF = NG = NR =R raza sferei

o]

J_ a2

:R-—:>

Din aria ANOF = OF -NT =NO-PF = 16 5

2 2
3 ge_ 3 =2R2:>R2=91:R=3—a .
16 16 4

Asa cum se vede 1n fig.1, intersectia sferei cu fiecare fatd a cubului este un segment circular, a carui
indltime trebuie aflata, pentru a determina care este inaltimea la care se ridica apa in vasul rezultat
dupa Inlaturarea acestor segmente de cerc.

Apelam pentru aceasta la figura 2, in care cercul albastru este intersectia planului ce contine fata
BCGF cu sfera, cercul verde este intersectia sferei cu planul ce contine fata EFGH, iar intersectia

sferei cu fata BCGF este segmentul circular delimitat de muchia FG a cubului si arcul FHG din
cercul albastru. Deci trebuie sa determinam indltimea segmentului circular, care este MH.

18
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Observam ca NP =%; NH =NS=NO = %Ta; PM = NL =% si cu teorema lui Pitagora, avem:

2 2
LH =+VNH?-NL* =, /%_% = # = LF = LG = razacercului albastru.

MH = LH — LM =ﬂ—§=@.
4 4 4

. a(\/g—l) a(5—\/§)
Indltimea pand la care se ridicd apa in vas este h, , =a- 2 = 2 .

a’(5-5) 4000

5-/5
Deci valoarea minima a lui a este a_,;,, = 13,(5 +5 ) 200 =11,3112572cm.

>1000cm® = a® >

Volumul apei este V,, = = 200-(5+\/§)cm3 .

Prof. C. Telteu

Alte solutii:

19
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1. Prof. Biro Istvan

Fie O si R centrul respectiv raza sferei cu
proprietatea ceruta, M centrul cubului si N centrul
patratului EFGH.

Observim ci R =0G > NG =%J§>%: NM |, adica din

R=0ON +NM ' a 33
2 2 ZObtlnem ON:_$1R:—_
R =0ON‘+ NG 4 4

relatiile {
Intersectia sferei cu fetele ABEF, BCFG, DCGH si ADEH
determina patru cercuri identice cu cercul C. In consecinta
vasul rezultat va fi cubul initial fara segmentele circulare
(EQF) decupate din fetele amintite.

In continuare trebuie s aflim distanta h=QV unde V
este mediatoarea muchiei AB si Q intersectia mediatoarei
cu cercul C. Pentru a afla r (raza cercului C ) putem folosi
doud metode, fie din formula volumului calotei sferice
determinat de intersectia planului ABEF cu sfera

.2 -
V= %(SR —i)= %‘(iz +3r2)sau din triunghiul dreptunghic STU folosind teorema iniltimii,

obtinand in final relatia r* =i(2R—i), unde R Z%Ta R—§=E sirezultd r ——\/g .Tn

triunghiul dreptunghic SFQ folosind teorema inaltimii avem ( x(2r—x) de unde

J -
( 5+1) =r.

X, = %(\/g —1) este singura solutie acceptabila, deoarece X, —%

In concluzie h=a-x, = %(5— \/g) si ca in acest vas sa incapa un litru de apa (1dm3 ) trebuie ca

volumul paralelipipedului dreptunghic cu baza patratul ABCD si de indltime h sa fie mai mare sau

3 4(5++/5
egal cu 1, adica %(5—@) >lea> ,3/% = s/l+§ ~ 3/1.447213595499958 ~1.13 dm .

20
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2. Prof. Antonescu Marius

Imaginea prezinta o sectiune prin cercul mare al sferei in care:
Q — centrul sfereli
Q O — centrul cubului

\/ T — centrul patratului EFGH

MN — diametrul unui cerc de centru T, situat in plan orizontal
circumscris patratului EFGH

RP — diametrul cercului de centru S, Tnscris intr-un patrat cu latura @ dm, ce reprezinta un plan se
sectiune paralel cu planul EFGH

MN = a~/2 dm:MT:%dm
a
PR:adm:RS:Edm

T0=2 dm
2

MQ = Q0 = MQ* = Q0% = MT*+ QT* = (QT + TO)* = zTaer QT2 = (QT + %)2

2 2 2
- 2%+ QT?= QT2+ a-QOT + % - %: a-QT = QT = % dm

2 2 2
MQZ:Q02:>|\/|T2+QT2:Zi+a_:gi:MQ:QO:QR:B—adm(razasferei)
4 16 16 4
9a> a’ 5a’ a+/5
$?=RQ*+RS’= = +Z =% - QS= 2 dm
Q Q 16 4 16 Q 4
rs=qs-qr= &5 _a_avh-ag,
4 4 4
_a a(5-+5
hyps=a-TS=a- a5 a_ ( , )dm

21
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6. CONCURS PROBLEMA LUNII MARTIE 2016

Fie AABC , [AA'[BB'[CC' sunt bisectoarele unghiurilor <A ,<«B,<«C, A'€[BC], B'€[AC]
VA'B-AC JB'A-B'C JC'B:.C'A_3
AA' BB’ cc 2

, C'e[AB]. Sa se arate ca

Prof. George-Florin Serban

Astepteptam solutiile pe adresa de e-mail revista@mateinfo.ro

23
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7. SIMULARE EVALUARE NATIONALA MATEMATICA
MARTIE 2016

- Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda 10 puncte din oficiu.
- Timpul efectiv de lucru: 2 ore.

SUBIECTUL | — Pe foaia de examen se trec doar rezultatele. ( 30 de puncte)

(5p) 1. Rezultatul calculului (6+3-2):3-2 este egal cui...........cceeeee

(5p) 2. Cel mai mic multiplu comun al numerelor 4, 6 si 8 este egal cu............
(5p) 3. Aria unui patrat cu perimetrul de 24 cm este egala cu.................. cm
(5p) 4. 1Tn cubul ABCDA'B'C’'D’ unghiul dintre muchia AB’ si A'D este egal cu.............

(5p) 5. Indltimea unei piramide triunghiulare regulate cu muchia bazei de 3J3cm si muchia
laterald de 5 cmeste egalacu...... cm.

(5p) 6. Diagrama de mai jos (figural) reprezinta rezultatele (nr de puncte) obtinute de membrii
unei echipe la un concurs de matematica. Numarul total de puncte obtinute este ......

=
N

Nr. puncte

Tl
U o ~N©O©O R

.

RADU MARIA MIHAI ELENA

Figura 1

SUBIECTUL Il — Pe foaia de examen scrieti rezolvirile complete. ( 30 de puncte)

(5p) 1. Desenati pe foaia de examen o prisma triunghiulara regulatda ABCA'B'C’.
(5p) 2. Aflati cel mai mic numar natural format din trei cifre care impartit la 9 sau la 12 da rest de
fiecare data 5.
(5p) 3. Se considera multimea A={xeR / |2X —Zq <3}. Enumerati elementele multimii AnZ.
4. Dupa doud scumpiri succesive, una cu 5% si cealalta cu 4% un obiect costd acum 546 lei
(5p) a) Aflati pretul initial al obiectului.
(5p) b) Cu ce procent din pretul initial s-a marit pretul obiectului dupa cele doua scumpiri?
(5p) 5. Descompuneti in factori x®+2x*—x—2.

SUBIECTUL |1l — Pe foaia de examen scrieti rezolvarile complete.( 30 de puncte)
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1. Gradina din figura 1. este formata dintr-o livada (péatratul ABCD) si o gradina de zarzavaturi (

D C

semidiscul BC). Latura patratului ABCD este de 100 m.
(5p) a) Aratati ca oriunde am planta doi pomi in livada distanta dintre ei este mai mare de 140 m.

(5p) b) Daci 3,14< 7<3,15 aritati ca aria gradinii de zarzavaturi este mai mare decat 3925 m?
s1 mai mica decat 3938 m®,

(5p) c) Daca 7=3,14 calculati lungimea gardului care inconjoara gradina.

2. Tntr-un vas in forma de cub se afld 384 litri de apa. Vasul este plin pana la % din

inaltime

(5p) a) Determinati in cm® volumul cubului.

(5p) b) Determinati lungimea muchiei cubului.

(5p) c) Cele cinci fete ale vasului sunt confectionate din material al carui pret este de 1,5 lei pentru
1 dm?. Calculati pretul materialului necesar pentru confectionarea vasului.

____________

Prof: Dima Paraschiva
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BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE
SIMULARE EVALUARE NATIONALA MATEMATICA

MARTIE 2016
SUBIECTUL | (30 de

puncte)
1. |2 5p
2. |24 5p
3. |36cm? 5p
4. | 60° 5P
o. 4 cm op
6. 36 puncte op

SUBIECTUL I (30 de

puncte)
1. Desen 4p
Notatie 1p
2. Fie n numarul cautat, n=9 ¢+ 5, n=12 c,+5 2p
n-5=9 c¢; n-5=12 ¢, 1p
n-5=[9;12](cel mi mic multiplu comun al lui 9 si 12), n-5 =36, 1p
dar cum trebuie sa fie format din trei cifre, n-5=108, n=113 1p
3. | 3<2x-1<3 1p
-3+1<2x<3+1 1p
—2<2x<4 1p
-1<x<2,xe’ 1p
Ip
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X e {—1, 0,1 2}
4. a) fie x pretul initial
2
X+ > X+ 4 (x+ > X) = 546 P
100 100 100
3p
Rezolvarea ecuatiei si aflarea lui x=500 lei
b)546-500=46(diferenta dintre pretul final si cel initial) 1p
2
P 500 = 46 P
100 5
Y
p= ﬁ, p=92%
5
5 X(X+2)—(x+2) = 2p
(X+2)0C —1) = 1p
2p
(X+2)(x+D(x-1)
SUBIECTUL Il (30 de
puncte)
1. a) cea mai mare distanta este diagonala patratului
AC =100v2m 3p
10042 > 140 2p
b) aria gradinii de zarzavat este aria semidiscului cu raza r=50 m
2 3
Aria = % =12507 m? P
2p
3925 <1250z < 3938
¢) lungimea gardului=3AB+lungimea arcului BC 1p
lungimeagardului = 300 + 507z 2p
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=300=157+457m 2p
2.
2) S, =384 o
4

2p
V,,, =512 litri

1p
V,,, =512dm°®=51200 cm®
by Vv, =1I° Ip
I* =512 2P
|=8dm 2p
¢) aria unei fete=8°=64 dm® 2p
aria celor cinci fete=320 dm? 2p
pretul materialului= 480 lei 1p
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6. SIMULARE BAC MATEMATICA MATE-INFO
MARTIE 2016

SUBIECTUL I (30 de puncte)

. .1
(5p) 1. Sa se calculeze partea intreaga a numarului ———
J5-2
(5p) 2. Daca intr-o progresie aritmetica a, +a, =8, sa se calculeze a,.
(5p) 3. Sa se determine solutiile intregi ale inecuatiei x*+2x<0

(5p) 4. Sa se calculeze modulul numarului complex z = (3+4i)2
(5p) 5. Sa se rezolve in multimea numerelor naturale ecuatia C> —3C} =-3.

(5p) 6. Sa se determine raza cercului circumscris unui triunghi cu laturile de lungime7, 5 si 26 .

SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)

2x—-y-2=0 2 -1 -1
1. Seconsiderasistemul {x+y+2z=4,simatricea A=|1 1 m|cumeR.
3X—y-z=1 3 -1 -1

(5p) a) Sa se calculeze determinantul matricei A pentru m=2.
(5p) b) Sa se determine valorile lui m pentru care determinantul matricei A este nul.
(5p) c) Sa se rezolve sistemul.

. . . X 2
2. Pe multimea numerelor reale se considera legea de compozitie xoy = xy+—+l—— .

3 3 9

(5p) a) Sa se arate ca legea se poate scrie xoy =(x+%)(y+%)—% , VX yeR.
(5p) b) Sa se determine a € R astfel incat acx=a, pentru V xeR.

(5p) c) Sa se calculeze (— 2012) o (_ 2011} o (_ 2010} 0...0 (—lj .
3 3 3 3

SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)

1. Se considera functia f :(0,00) >R, f(x)=x—xInx.

(5p) a) Sa se calculeze f'(1).

(5p) b) Sa se scrie ecuatia tangentei la graficul lui f in punctul de abscisa x, =¢.
(5p) c) Determina punctele de extrem local ale functiei f .

: 1
2. Se considera I, = jo x"cosxdx, neN.

(5p) a) Sa se calculeze 1,.
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(5p) b) Sa se calculeze 1,.(5p)

1

¢) Sa se demonstreze ca | < —.
) 201279013

Prof. Licid Roxana

BAREM DE EVALUARE S| DE NOTARE
SIMULARE BAC MATEMATICA MATE-INFO
MARTIE 2016

¢ Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul
corespunzator.

¢ Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari partiale, in
limitele punctajului indicat in barem.

¢ Se acordi 10 puncte din oficiu. Nota finali se calculeaza prin impirtirea punctajului obtinut la 10.

SUBIECTUL 1 (30 de puncte)

1. 3p
L =*/§+2=2+\/§:4,2
J5-2 5-4 2
Pratea intreaga a numarului este 4.
2. a; =a, +4r 1p
2p
a+a+4r=8 = a +2r=4
2p
a,=a +2r=4
. 2p
Solutiile in R sunt x €[-2,0]
2p
Solutiile intregi {-2,—1,0}
| [z = |3+ 4i)| = [3+4i 2p
3p
2
:(\/32+42) = 25" =25
5 | n(n-1 2p
( )—3n:—3
2 3p
n-7n+6=0,n=6
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6. 2
77 =5+ (2\/_) deci triunghiul este dreptunghic. P
1p
Ipotenuza triunghiului are lungimea 7. )
Y
Raza cercului circumscris unui triunghi dreptunghic este egala cu jumatate din ipotenuza, deci
R=3,5.
SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
1. 2 -1 -1 2p
a) _ -
DetA=|]1 1 2|=
3 -1 -1
2p
—2-6+1+3+4-1=
-1 1p
b) | Det A=—2—-3m+1+3+2m-1 3p
Det A=0 = -m+1=0=>m=1 2p
C) | Scazand ecuatiile 3 si 1 obtinem x =1 1p
y+2z=2 2p
y+2z=3 2p
z=1y=1
2. |Fie x,yeR Ip
RREETEY PREY [ THE P N VRS DOE A Sy *
3 3 9 3 3 9
b) | _. 1 1) 1 1 1 1 3p
Fie xeR. aex=a=|a+=- || X+=-|——=a=|a+— || x+=|—-|a+=|=0
3 3) 3 3 3 3
(a+1j(x+1—1j:0 —a--1 2p
3 3 3
c) ( 1) 1 3p
ool —— |=——
3 3 2p
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R0

SUBIECTUL al Il1-lea (30 de puncte)

1. 3
2) f’(x):l—lnx—xlz—lnx P
X
2p
f'(1)=—In1=0
b) | f'(e)=-Ine=-1 1p
1p
Ecuatia tangentei la grafic in punctul de abscisa o este y—f ()= f'(a)(x-«)
2p
Asadar ecuatia tangentei la graficul functiei este y—0=—1(x—e) 1
adica x+y—-e=0
) | f'(x)=0=-Inx=0=x=1 2p
X 0 1
') + o+ o+ o+ 0o - - - - - 2p
| T
1p
Un singur punct de extrem, A(11)
2 I, = chos Xdx = 3
a) 2p
. 1 .
=sin x| =sinl.
b 1 3
) Ilzjlxcosxdx:xsin X| —Ilsin xdx P
0 0 0 2p
. 1
=sinl+ Ccos X 0 =sinl+cosl-1
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©) | xe[0,]]=cosx<l= 1p
X2 cos x < X = 2p
lezm cos xdx < J. ' =L 2p

0 0 2013
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