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1. Other solutions for two problems from
The American Mathematical Monthly

by Neculai Stanciu, >’George Emil Palade’® School, Buziu, Romania and
Titu Zvonaru, Comanesti, Romania.

11816. Proposed by Sabin Tabirca, University College Cork, Cork, Ireland. Let ABC
be an acute triangle, and let B, and C, be the points where the altitudes from B and
C intersect the circumcircle. Let X be a point on arc BC, and let B; and C; denote the
intersections of X By with AC and XC, with AB, respectively. Prove that the line B,C;
contains the orthocenter of ABC.

The point B, is the reflection of the point H with respect to the side AC .

We have

Z/C,HB, = ZC,HC, + ZC,HB, + /B,HB, = ~C,C,C +180° — #BAC + /B,B,B =
= /CBX + /BCX +180° — /BAC =180° — /BXC +180° — Z/BAC =
= /BAC +180° — #/BAC =180°, and we are done.

11823, Proposed by Sabin Tabirca, University College Cork, Cork, Ireland. Let P be
a point inside a circle C.

(a) Prove that there exists a point P outside C such that, for all chords XY of C through
P, (|XP'| 4 |¥YP'|)/|XY]| is the same. (Here, |U'V| denotes the distance from U to V)
(b) Is P’ unique?

(a) We consider a system of coordinate such that the center of the circle is origin of the axes. We
assume that the ray of circle is equal with 1 and the point P(p,0) with 0 < p <1.

Let the points X (cosa,cosa),Y (cos 3, cos ) on the circle; since the points X, P,Y are collinear
we consider O < a < 7,77 < 8 < 27 . We have

cosa sina 1
p 0 1|=0<sinacospB—cosasinf = p(sina—sinf) <
cospgsing 1
cos 27
sin(a - B) = p(sina —sin f) < p:Tﬁ'
cos 5

We proof that the point P'[%,O) satisfy the statements of problem. We have
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1 2 “" 1 2
——cosa) +sin’a +Al.v'(5—cosﬂ) +sin’fB

|P,X +|P'Y - ;(p (1)

| XY| /(cos B—cosa)*+ (sin f —sina)*
Since
,a+pB a+p

(1 )a s _ 1 _ 2008 __ cos 2__2<>osa'c<n g4

* —cosa | +sin’a =5 +1= “ — +1=

P P P oo 2 zé cosZ . B

l+cm(a+£)+1+oos(a—ﬁ)—2cosa-20mazpcma;_
= 2“20_52 =
_ 2+2cosacosf —2cosa (cosa +cosf) _  sin'a
2“:0_;& w,:a_gé’
the relation (1) becomes
a- a+p a+p

IPX+PY _ sinz —sinf “___2““ ) Tl SRl RS
XY oos"—;&z"—zcos(d—ﬁ) 2008 B ain 2B cosa;é
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2. Journal Crux solutions to problems mathematicorum

By George-Florin Serban , Pedagogical High School *’D.P.Perpessicius’’,
Braila , Romania

THE OLYMPIAD CORNER

OC 272 Find all real triples (a; b; c), for which
a(b’*+c) =c(c+ab)
b(c*+a) = a(a+bc)
c(a®+b) =b(b+ac).

Journal Crux Mathematicorum VOLUME 42, NO.3, March/ Mars 2016

ab’+ac=c”+abc [ab’~abc=c’-ac (ab(b-c) =c(c—a)
Solution: {bc*+ab =a” +abc { bc’—abc = a* —ab { bc(c—a) = a(a—b) multiply equations,
ca’+bc =b? +abc, | ca’—abc =b? —bc, | ca(a—b) =b(b—c),

(abc)?(a—b)(b—c)(c—a) =abc(a—b)(b-c)(c—a), abc(a—b)(b—c)(c—a)(abc—1)=0,
a’(a—c)=c(c—a)|(a’*+c)(a-c)=0
If a=b, <ac(c-a)=0 ac(c—a)=0
0=a(a—c), 0=a(a—c),
If a=c, then a=b=c. If a=0, then b=c=0. If c=0, then a=b=0. If c=—-a?, then
a=b=-1c=-1.If abc=1. Look like a,b,c>0. If a<0,
a(b’+c)=c(c+ab) =c’+1>0, then
b’ +c<0,b*> <—c, then ¢<0, c(@®+b)=b*+1>0,then a*+b<0,a*><-b, then b<O0, then
abc=1<0, false. Then a,b,c>0,

0=c?c=0
2

If a=0, then {

ab’+ac=c?+1|ab’c+ac’ =c®+c|b+ac’=c®+c
bc’+ab=a’+1:{abc’+a’bh=a’+a Jc+a’b=a’+a gather equations,
ca’+bc=b*+1, |a’bc+b’c=b*+b, |a+b’c=b*+b,
b+ac’+c+a’b+a+b’c=c®+c+a’*+a+b’+b, a®+b*+c®=ac’ +a’h+bc,
Look like a®*+b®+c®>ac*+a’b+b’c,

3 3 3
By AM-GM #23@%%3 =3a’b® =a’,

b®+b®+¢?
3

c+c*+a’
3

> 3b*bc = ¥bc® = b,

> 3c3c%a® = Ycta® =cla,
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3 3 3 3 3 3 3 3 3
+ad+ +b+ +ci+
| gather a+a+b +b b"~+c LEFCFA S A% ibic+cla,
3 3 3
Then a°+b’®+c®>ac”+a’h+b’c, equality occurs if a=b=c, then a=b=c=1.

In conclusion a=b=c=k, (V)keR

OC274 Find all triplets (x,y, p) of positive integers such that p is a prime number and
xy’
X+Yy

p.
Journal Cr ux Mathematicorum VOLUME 42, NO.3, March/ Mars 2016

X3
zy:p, Xy* = px+py, Xy*—px=py, x(y°-p)=py, X:y3py =N

Solution:

(- p)|py, then (y°—p)|py°, (¥°-p)|(y*—p). then (y° - p)|(py° —p*) and (y*-p)|py’,
then (y°—p)|(py° - py*+p?), (¥*-p)|p*, then (y°—p)e{Lp,p’}.

i)If y°—p=1 then x= y3p =py, x=py, y'-1l=p, then (y-1)(y’+y+1)=p,

Yo +y+1>y-1, y*+2>0, true,then y-1=1 and y’+y+1=p, then
y=2,p=7,x=14.

iDif y’—p=p, y’=2p, if p=2, y°=4, false.If p odd y°=2p, then 2|p, false
since the power of 2 is a number divisible by 3.

iif y’—p=p* y>=p°+p, then y®=p-(p+1), sincethe power of p is anumber
divisible by 3, then p|(p+1), false . Inconclusion y=2,p=7,x=14.

CC217 L'hypotenuse AB d'un triangle rectangle ABC est coupee en trois parties _egales
par les points M et N. Sachant que CM?+CN? =k-AB?, quelle est la valeur de k?

Journal Crux Mathematicorum VOLUME 42, NO.4, April/ Avril 2016

Solution: AB=c¢,BC=a AC=b, AM =MN = NB :%,
AABC, T.Stewart, MC?-AB = AC2-MB+BC?- AM — AM - MB- AB,

2 2 2
MC?.cob?. 284 q2.C_C 20 o2 2 @ 27
3 3 3 3 3 3 9
AABC, T.Stewart, NC*- AB=BC?- AN + AC?-NB— AN -BN - AB,
2 2 2
NCZ.C:aZ.E bZ.E_E.E. , chzzi b__zi
3 3 33 3 3 9
2 2 2 2 2 2 2
MC? CNZZQ a__ZL Zi b__ZL_ 2 b2—4i=k c?,
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4 _

2
AABC, T.Pitagora, a’+b® =c?, a’+b’- k-c?, ¢®———=k-c’ si:k~cz, k:g.

3Inx — 4Iny

CC218 Resoudre ce systeme d'equations:
(4X)In4 — (3y)ln3

Journal Crux Mathematicorum VOLUME 42, NO.4, April/ Avril 2016

Solution: x>0,y >0, In3™ =In4", (Inx)-(In3)=(Iny)-(In4), ::]—Zzllrr:—gzk

Inx=a,Iny=b, a=k-In4,b=k-In3, In(4x)"* =In(3y)"™, In4-In4x=1In3-In3y,

IN4-(IN4+Inx)=In3-(In3+Iny), In*4+(In4)-(Inx) =In?3+(In3)-(Iny),

IN*4+(In4)-a=In*3+(In3)-b, In?4+(In4)-(k-In4)=In*3+(In3)-(k-In3),

IN24+k-(In4)=In3+k-(In?3), (@+k)-In*4=(1+k)-In?3, (L+k)-(In?4—In?3)=0,

IN*4#1In*3,In°4-1In*320, k+1=0,k=-1, a=-In4,b=—-In3, Inx=In4",Iny=In37,
1

1 11
x=41y=3" x==>0,y==>0, S={(=,9}.
y 2 0y =3 {(4 3)}
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3. in legiituri cu problema 27281 din GM 10/2016

Marin Chirciu
1. Articolul propune dezvoltari ale inegalitatii 27281 din GM 10/2016 .

al) 27281 ,Fie a,b,c numere reale strict pozitive cu a+b+c =3. Sa se demonstreze ca
a+b) (b+c) (c+a)
(a+b)’  (b+c) (c+a)

a’b? b%c? c?a? =384 7.

Traian Tamaian, Carei, Satu Mare
Solutie:

Cu inegalitatea lui Bergstrom obtinem:

arhp (@] (sa)) (s@n)]
ooy oot ] [ [
2 a?h? =2 arh >(a+b) I
a+b)’

a+b
4 2
o . (a+b) (
unde ultima inegalitate este echivalenta cu Z—b >2304 < Z b
a a

>48

Yoyt ozt (XY +zZ)
care rezultd din inegalitatea LS + A + Z > ( )

~————_ unde X,Y,Z,A B,C >0 adevarata
B C 9(A+B+C)

din inegalitatea lui Holder:

X+ v+ z* 4
TJFEJFE (A+B+C)(1+1+1)(1+1+1) > (X +Y +Z)

Y (a+b 6’
Obtinem Z _[ QZab ] QZab

32> abe a+b+c) >ab+bc+ca< Y a’>> be , evident, cu egalitate

> 48 ,unde ultima inegalitate este echivalentd cu

pentrua—b—c_l .
a2) ,,Fie a,b,c numere reale strict pozitive cu a+b+c =3 .Sa se demonstreze ca

(a+ b)Z"_1 . (b+ c)zn_1 . (c+ a)zn_l
a’b’ b%c? c’a’

>3.22" undeneN,n>2 ”.

Solutie:
Cu inegalitatea lui Bergstrom obtinem:

a+ (a+b)’ 2 (a+b) 2 (a+b) 2
N N el o .
a’b® a+b a+b — D(a+b) 6 - !

! Profesor, Colegiul National ,,Zinca Golescu”, Pitesti
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unde ultima inegalitate este echivalenta

cu(z%]le 3.2 =(3.2') & Z(a+bb)n >3.2",

a
X" Yn zh o (X4 +2)'
B C 3” *(A+B+C)
sine N,n>2 ,adevarata din inegalitatea lui Holder:

care rezulta din inegalitatea ,unde X,Y,Z,AB,C>0

+—+€J(A+ B+C)(1+1+1)...(1+1+1)2(X +Y +Z)’

a + b 6"
Obtinem Z > [%:: ZZab] e ZZab

(a+b+cf

>3-2" ,unde ultima inegalitate este echivalenta

cu3>)abe >ab+bc+ca< Y a®>> bc , evident, cu egalitate

pentrua=b=c=1.
a3) ,,Fie a,b,c numere reale strict pozitive cu a+b+c =3 .Sa se demonstreze ca
2n-1

2n-1 2n-1

(a+kb) (b+kc) (c+ka)
bt | b c’a’
Solutie:
Cu inegalitatea lui Bergstrom obtinem:

23.(k+1)2"_1 ,undene N,n>2 sik >0 ”.

a+kb)" M 2 M 2 (a+kb)’ 2
R o I o s IO
ZT_Z a+b =2 ath > (a+b) - 3(k+1) >3 (k+1)

unde ultima inegalitate este echivalentd cu

(z—(ang)n} >3 (k+1)" @Z—(“Eb)n >3.(k+1)"

a

X" Y" Z"  (X+Y+Z)
t—t—2 =

B C 3 (A+B+C)
sine N,n>2 ,adevarata din inegalitatea lui Holder:

(),(A +YE+%J(A+B+C)(1+1+1)...(1+1+1)2(X +Y +2)" .Obtinem

(a+kb)' _[D(a+ko)]' [3(k+)]
Z ab 3> ab 3D ab

(a+b+cf

care rezultd din inegalitatea .unde X,Y,Z,AB,C>0

(k +1) ,unde ultima inegalitate este echivalenta

cu3>)abe >ab+bc+ca< Y a®>> be , evident, cu egalitate

pentrua=b=c=1.
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Tn continuare extindem inegalitatea de la trei variabile la patru variabile.
bl) ,,Fie a,b,c,d numere reale strict pozitive cu a+b+c+d =4. Sa se demonstreze ca

(a+b)7 +(b+c)7 +(c+d)7 +(d +a)7

a’h? b%c? cd? d?a? S

Solutie:
Cu inegalitatea lui Bergstrom obtinem:

N o s R e
2 ah? a+b 2 a+b Y (a+b) 8 R

2
.. a+b)’ a+b)’
unde ultima inegalitate este echivalenta cu[Z%} > 4096 < Z% >64
a a
X4 oyt ozt T (X +Y +Z+T)4
,unde

care rezultd din inegalitatea —+ —+ —+—
A B C D 16(A+B+C+D)

X,Y,Z,T,AB,C,D >0 adeviarata din inegalitatea lui Holder:

X4 Y4 Z4 T4 4
(—+—+—+EJ(A+ B+C+D)(1+1+1+1)(1+1+1+1)> (X +Y +Z+T)

[Z a+b ] g
Obtinem Z ~ 16> ab 16Zab

b+c+d)’ . .
422ab<:>(a+ +40+ ) 2ab+bc+cd+da<:>(a—b+c—d)220 , evident , cu egalitate

> 64 ,unde ultima inegalitate este echivalenta cu

pentrua=b=c=d=1.
b2) ,,Fie a,b,c numere reale strict pozitive cu a+b+c+d =4 .Sa se demonstreze ca

(a+b)2"71 . (b+c)2”7l . (c+d )2"7l . (d +a)2"7l
a’b? b%c? c’d? d?a?

>2?" ‘undeneN,n>2 ”.

Solutie:
Cu inegalitatea lui Bergstrom obtinem:

(s {(a+b)"}2 (Z(Mb)njz (Z(a+b)”]2
Z(a-;—zli))z —Z :T; :Z ab . ab ~ ab S pon

a+tb D (a+b) 8 - ’

2
a+b)'
unde ultima inegalitate este echivalenta cu[Z%J > o Z
a

X" oy" ozt Tt (X+Y+Z+T)
t—t =2 ,unde
B C D 4"2(A+B+C+D)

X,Y,Z,T,AB,C,D >0 adevarata din inegalitatea lui Holder:

(a+b)’

> 2n+2 ,
ab

care rezultd din inegalitatea
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(X +Y—+Z€+TE](A+ B+C+D)(1+1+1+1)...1+1+1+1) > (X +Y +Z +T)n

" [X@)] e ) N .
Obtinem Z > == - >2"* Junde ultima inegalitate este echivalenta
4> 'ab 4" ab
(a +b+c+d )2
cud>>abe >ab+bc+cd+da«e (a—b+c—d) >0, evident, cu egalitate

pentrua=b=c=d=1.
b3) ,,Fie a,b,c numere reale strict pozitive cu a+b+c+d =4 .Sa se demonstreze ca
a kb 2n-1 b kC 2n-1 c kd 2n-1 d ka. 2n-1
( +22) +( +22) +( +2 2) +( +2 2) 24'(k+1)
ab b°c cd d-a
neN,n>2,k>0 .

Solutie:
Cu inegalitatea lui Bergstrom obtinem:

o ot [l (plegl] [plecal]
Z(a+kb - - .

™ a’h® _
a’h? Z a+b Z a+b Z(a+kb) 4(k+1)

2n-1
" unde ,

unde ultima inegalitate este echivalenta

(a+kb)' (a+kb)"

CU(ZTJ 242-(k+1)2"<:>z ~

X" oy" ozt TN (X4Y+Z+T)
F— 2 ,unde
B C D 47%(A+B+C+D)

X,Y,Z,T,AB,C,D >0 adevarata din inegalitatea lui Holder:
(XA +YE+Z?+TE](A+ B+C+D)(1+1+1+1)...(1+1+1+1) > (X +Y +Z +T)n

4-(k+1)",

care rezultd din inegalitatea

+kb [Za+kb] [4k+1]>4
y 4" ab 4" ab

(a+b+c+d)
4

Obtinem Z (k+1)" ,unde ultima inegalitate este

echivalenti cu 422ab<:> >ab+bc+cd +da<:>(a—b+c—d)2 >0 , evident,

cu egalitate pentrua=b=c=d =1.

Bibliografie:
1. Traian Tamaian, Problema 27281 ,Gazeta Matematica, nr.10/2016.

2. Marin Chirciu, Inegalitati algebrice, de la initiere la performanta, Editura Paralela 45,
Pitesti, 2014.
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4. Rezolvarea ecuatiilor irationale cu ajutorul substitutiilor

Prof. Pop Adela Terezia
Colegiul Tehnic “Aurel Vlaicu” Baia Mare

Adesea, rezolvarea ecuatiilor poate fi mult simplificata folosind unele substitutii prin care
se schimba necunoscutele, relatiile de substitutie reprezentand legatura dintre necunoscutele
vechi si necunoscutele noi. Astfel, daca necunoscuta unei ecuatii intra, in ecuatia data, numai in
componenta unei aceleiasi expresii algebrice, ce poate sa apara sub diferite forme, se noteaza
expresia in cauzi cu o litera noua. Inlocuirea expresiei, sub diferitele ei forme, in raport cu noua
litera, conduce la o alta ecuatie, a carei rezolvare trebuie sa fie mai simpla.

Schema de rezolvare a unei ecuatii cu o singura necunoscuta, cu ajutorul unei substitutii,
este urmatoarea, ea rezultand din cele precizate de mai sus :

Ecuatia data : f(x)=g(x), care este de forma F(h(x)) =G(h(x)) Relatia de
substitutie : h(X) =y Ecuatia noua : F(y) =G(y)
Radacinile ecuatiei noi (rezultate prin rezolvare) :
V1, Y2,0e. Ecuatii finale (obtinute prin revenire la ecuatia de substitutie) :

h(X)=vy;  h(X)=Y,,...

Radacinile ecuatiei date se obtin prin rezolvarea acestor ecuatii finale.
Observatii:

a) Relatia de substitutie joaca un rol important, fiind necesar sa revenim la ea spre
sfarsitul rezolvarii. De aceea, atunci cand se fixeaza o astfel de relatie de substitutie, se
obisnuieste ca ea sa se Incadreze, pentru a iesi in evidenta.

b) Deoarece multimea radacinilor ecuatiei date este reuniunea multimilor de radacini ale
ecuatiilor finale, rezulta ca, atunci cand exista mai mult decat o astfel de ecuatie finala,
rezolvarea ecuatiei initiale, consta in rezolvarea unor ecuatii, mai simple.

c) Alegerea substitutiei se face de la caz la caz, astfel incat ea sa indeplineasca
urmatoarele conditii :

- prin inlocuire, in ecuatia data, sa nu mai ramana vechea necunoscuta ;

- noua ecuatie sa fie mai usor de rezolvat ; -ecuatiile finale sa fie
usor de rezolvat.

Exemplul 1: Fiind dat3 ecuatia irationald:  vX—2 ++/X+2 + 2\/(X -2)(x+2)=6-2x, X e
[2; 3].

Se utilizeaza substitutia«/X—2 ++/x+2 =Yy, y>0. Atunci
Yo =X—2+X+2+2X—2/X+2 sau 24X —2+/x+2 = y* —2X si ecuatia devine : y+y* =6,

de unde y; = -3 (nu verifica conditia y >0 ) si y, = 2. Asadar VX=2++/X+2=2.
Aceasta ecuatie se rezolva prin ridicare la patrat si se obtine solutia X = 2.
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Cazul cand ecuatia contine doi radicali cu indici oarecare, sub unul dintre ei existand o
expresie de gradul intéi

Presupunand ca unul dintre cei doi radicali, are forma Yax+Db vom face urmatoarea
"—b
substitutie : Yax+b = y din care rezulta: X= y
a

Efectuarea acestei substitutii va conduce la o ecuatie cu o necunoscuta Y, care nu mai congine
decat un singur radical, aceasta rezolvandu-se cu ajutorul metodelor clasice.
Observatie:

Daca ambii radicali, ce fac parte din componenta ecuatiei, contin expresii de gradul intai, in
raport cu necunoscuta, putem substitui pe oricare dintre ei printr-o noud necunoscuta. Se va
prefera insa acela, care are un indice mai mare, deoarece in acest caz, gradul ecuatiei algebrice,
ce se va obtine in finalul rezolvarii, este mai mic :

Exemplul 2: Fie ecuatia irationala :

V5x+1+¥/x-2=3.

Se impune conditia de existentd X € {—%&oo}

A A= . . . < 1 .
Deoarece 1n partea stdnga a ecuatie avem o functie strict crescatoare pe [— §,+oo , rezulta ca

ecuatia are cel mult o solutie.
Vom alege, pentru substitutie, radicalul cu indicele mai mare si vom pune:

Ux=2=y

de unde scoatem : x = y® + 2 Inlocuind in ecuatia data, acesta devine:

45-(y>+2)+1+y=3

Efectuand calculele si separand radicalul, obtinem ecuatia :

4/5y° +11=3-y

care urmeazi a fi ridicati, la puterea a patra, cu conditiile : 5y° +11>0si 3—y >0. Prin
efectuarea acestei transformari, obtinem urmatoarea ecuatie algebrica, de gradul cinci :

5y° —y*+12y® —54y +108y -70=0 . Cautand
radacinile rationale, ale acestei eacuatii, se obtine radacina Yy, =1, deoarece radacina gasita
verificd conditiile impuse de mai sus, putem spune cd ecuatia In Y are o rddacina egala cu unu (si
probabil si altele). Revenind la substitutia facuta initial, rddacina y, =1 conduce la urmatoarea

ecuatieinx : Yx—-2=1

care se dovedeste a avea o singura radacina reala, X, =3 .

Cazuri special de ecuatii irationale

Anumite ecuatii irationale, date spre rezolvare, au forme mai complicate, astfel incat nu se pot
aplica metodele clasice. In astfel de situatii, ciutim o substitutie, care si transforme ecuatia data,
ntr-o ecuatie care se poate rezolva prin metodele cunoscute. Alegerea acestei substitutii depinde
de forma speciald a ecuatiei si se deduce pe baza unor observatii, facute asupra ecuatiei, dupa o
cercetare atenta.

Exemplu 3: Fiind data ecuatia irationala: 3\/x2 +X+1+ Q/X2 +X+1=2
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Conditia de existentd a radicalului de ordin 6 este x* + Xx+1> 0 ,care este indepliniti
pentru ¥x e R
Pentru rezolvarea ecuatiei efectudm urmatoarea substitutie :

UYx® +x+1=y,y>0

Conditia, scrisa langa substitutie, rezulta imediat din faptul cd noua necunoscuta, y, reprezintd un
radical cu indicele par. Facand inlocuirea, in ecuatia initiald, obfinem urmatoarea ecuatie de

gradul al doilea : y +y—-2=0
care are radacinile : y, =1 si y, =—2. Dintre acestea, radacina y, =—2 nu convine,

neideplinind conditia y > 0. Oprindu-ne deci, la radacina y, =1, revenirea la relatia de

substitutie conduce la ecuatia: §x* +x+1=1
Dupa ridicarea ambilor membrii ai acestei ecuatii, la puterea a sasea, se obfine o ecuatie

singurele radacini ale ei.

necunoscutei X, trebuie si verifice urmitoarea conditie : x* —1>0. Deoarece aceastd conditie se
mai poate scrie si sub forma (x> +1)(x* —1) >0 ea este echivalenti cu :

X2 =1>0 < x e (— 0,1 UL, o)

Mai observam ca ecuatia data poate fi scrisa si astfel:

i/(xz +1)% — 6%/(x2 ~1)? +8/x* +1-8/x°-1=0,

ea fiind o ecuatie omogena, in U = m siv= m De aceea, considerand x = +1(valori
care nu pot fi radacini ale ecuatiei, fapt ce se verifica prin simpla inlocuire), impar{im toata
ecuatia prin§/(x* —1)> ceea ce permite si o scriem astfel:

2
x2+1j:O
X -1

- y 3 . e I x> +1
In aceasta forma a ecuatiei, este utila urmatoarea substitutie : 6 =Y,y=0.

Efectuand substitutia, obfinem ecuatia de gradul al doilea :
y +y—-6=0
care admite radécinile y, =2 si y, =—3. Dintre acestea, vom pastra numai prima radécina,

2
. . . . o R . X“+1
inlocuirea ei in relatia de substitutie conducand la ecuatia: s ( 5 J =
X —_
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vvvvv

L [65
%2="63
(A—X)V4d—x+(X=2)Vx-2 _

Conditiile de existenta a radicalilor, conduc la X € [2;4]. Se noteaza V4—X =U, VX—2 =V,
atunci

Exemplul 5: 2

4—x=u?
{ 22 de unde u” +v* = 2.
X—2=V

3 3

+V
u+v

=2

Tn u si v ecuatia devine:

(U+V)(U? —uv+v?)
u+v

sicumu+V # 0, rezulta
u?-uv+ V=2,

sau 2

u?—uv+vi=2

u?+vi=2

Rezolvand sistemul {

bt u-v=0

S€ 0D1INe

! u?+v>i=2

Deoarece u > 0, v > 0, rimane Uy = 0, v, =2 i u, =+/2,v2=0de unde rezulta x, =2 si
X, =4.

Exemplul 6: Ix+7 -4x-9=2, x e [-7;9].

Se noteazd {/x+7 =u,4/x—9=v,u > 0, v > 0 si {indnd seama de ecuatia din enunt, se obtine

. u*-v*=16

sistemul ,
u—-v=2

Din a doua ecuatie a sistemului rezultd u = 2 + v, se inlocuieste in prima si se obtine ecuatia in v
4 A _

(2+v) -v' =16,

sau 16 +32v + 24v2 + 83 + v* - v* = 16,

de unde rezultd v =0 sau v® +3v+4 =0 (ecuatie care nu are solutii reale).

Prin urmare v =0 si u = 2. Rezolvand sistemul
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se obtine X = 9.

Exemplul 7: Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia urmatoare, unde [a]
reprezintd partea intreaga a numarului real a:

[2Vx+1]+[24x+1+0,5]=4

Membrul intai al ecuatiei ne trimite la identitatea lui Hermite (cazul n=2), anume:

[a]+{a+ﬂ:[2a],Vae R.

Notand a =2+/x+1, unde x e[-1,+0), 1)

ecuatia devine: [4VX+1]=4 < 4<4/x+1<5,

Dupa cateva calcule elementare, sistemul de inecuatii, astfel obtinut, conduce la: X € [O,%) . (2)

Din (1) si (2) rezulta solutia finala X e [O,%) .

Exemplul 8: Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia:
2x

P1-x-2" +31+x- 2" = 3 3X+l.

(O.L.M. clasa a X-a, Sibiu 2012)

3 +1 3X+1

Avem: >2,VXxeR > ?{/1—X~2X+§/1+X~ZX22

x ?
si obtinem relatia 3/1+ X-2* > 2 —3/1—x- 2", care ridicati la puterea a treia, conduce la:
1+Xx-2°>8-1+x-2" —631—x-2* (21— x-2%)

Notand y =3/1—x-2* , obtinem 6y(2—y)>6 <> (y—-1)> <0, de unde rezulti y =1. Revenind

la notatie, avem: X-2* =0<> x =0 care verifica ecuatia data, prin urmare S = |05.
p



http://www.profesoronline.ro/teorie_3_-2800-1.html
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5. METODE DE DEMONSTRARE A UNEI INEGALITATI

Stefanut Ciochina

Scoala Gimnaziala ”1. L. Caragiale”, Braila

In acestd nota sunt prezentate o serie de metode distincte de rezolvare a unei inegalitati
intalnite in Gazeta Matematica nr. 10/2015 (S.L.15.246). Scopul acestei note il constituie crearea

unor exemple de abordare a unei inegalitati in concursurile scolare.

Fie X, y, z numere reale pozitive cu proprietatea xy+yz+zx=2. Si se arate ca

Xyz(9xyz+X+y+2)<4 [1].

Solutial

Utilizam inegalitatea lui Schur:
X (x=y)(x=2)+y' (y-z)(y-x)+z'(z-x)(z-y)=0.
Astfel pentru t =0 obtinem
(x=y)(x=2)+(y-2z)(y—x)+(z—y)(z—x)=0
Prin calcul direct rezultd X +y* +2° 2 xy+yz+2x = (X+y+ z)2 >3(xy+yz+2x) (1)

Din (1) rezulta (xy+yz + zx)2 > 3(Xyyz + yzzx + zXXy ) = 3xyz (X + y + 2) )
Inmultind (1) cu patratul (2) rezulta
(xy+ yz+zx)3 > 27x°y%z? (3)
Adunand (2) si (3) obtinem

2,22

(xy+ yz+zx)2+(xy+ yz+zx)3 >3Xyz(X+Yy+12)+27x’y’z

= Xyz(IXyz+X+y+2)<4
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Solutia 2 (George Florin Serban)

3 13W3 3xyz SW

Utilizand inegalitatea mediilor:

111 Xy + yZ + Xz
X y 2

2,,252

= 3xyz < 23/xyz = 27x°y’2® <8xyz = x°y*z° < % = 9x°y’z sg

24,252

Dar xyz(9xyz+X+Yy+2)=9x"y*z* + xyz(X+y+2)

w| s~

Rezulta ca pentru a demonstra inegalitatea este suficient s demonstram ca Xxyz (X +y+ Z) <

Dar aceasta inegalitate este echivalenta cu

(xy+yz+ xz)2

Xyz(X+y+2z)< & XPYP + Y272+ X°2% 2 XPyz + xyPz + xyz?

Pentru demonstrarea ultimei inegalitati aplicam inegalitatea C.B.S.
(xzyz + XY’z + xyzz)2 < (xzy2 +y7% + xzzz)(xzz2 +X°y% + yzzz)
(xzyz + XY’z + xyzz)2 < (xzy2 +y°7% + xzzz)2

(XPyz+xy’z+xy2° ) <(X°y* +y°2* +X°2°)

2,,252

in concluzie, Xyz(9xyz+X+Yy+2)=9x*y*z* +xyz(X+y+2)< -+

w | oo
[SSRIEN
Il
D

Solutia 3 (Gheorghe Alexe)
Inegalitatea este echivalentd cu Xyz (9xyz +X+Yy+ Z) < (xy +yz+ ZX)2
XY 2 + XYz (X+Y+2) S XPY2 + Y222 + 22X+ 2Xyz (X + Y +2)

=X’y 22 <XPY2 + Y 2P + I+ Xyz(X+y+2)

1 1 1 1 1
>9S5+ +5+—+—+—
X°y° ozt Xy yz X

1 1 1 1 1_9

Avem (Xy+yz+X)| =+ —+— [29=> S+ —+—>2>—

(xy+y )[Xz v sz AR

1 1 1 1 1 1.9
(XY +yZ+2X)| —+—+— 29> —+—+—>=
Xy yz zX Xy yz zx 2
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.1 1
Rezultd —+—+—+ +
X° y* 7z xy yz zx 2 2

Solutia 4 [2]
Xyz(9Xyz + X+ Y +12)=Xyz E(xy+ yzZ+2x)(X+y+ z)+9xyz}

, (xy+yz+zx)3
R T

3
= xyzB(xy+yz+zx)(x+y+z)+9xyz}gw

= xyz[(xy+yz+2x)(x+y +2)+18xyz | < (xy +yz +2X)’

=Y Xy +3) XY’z +6x7 Y’z 218x°y* 2% + Y X°y’z +3x%y*z’
=Y Xy +2> x°y?z >15xy*z

Aplicand inegalitatea mediilor obtinem:
x3y3+y323+2135x3+22x3y22 21\5/x3°yTz3° y72?

= X’y +2> *y’z215x7y’7?

Bibliografie
1. Gazeta Matematica, seria B, nr. 10/2015
2. http://www.artofproblemsolving.com

www.mateinfo.ro
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6. Numere transcendente

- studiu de specialitate -

Prof. Amariei Laura — Georgeta
Colegiul National ,,Al. 1. Cuza” Galati si

Colegiul National ,,V. Alecsandri” Galati

Teoria numerelor este una dintre cele mai vechi si mai active ramuri ale matematicii.
Teoria numerelor studiaza proprietatile numerelor si relatiile dintre acestea (in primul rand al
numerelor naturale).

Un capitol important al teoriei numerelor este studiul numerelor transcendente, adica al
numerelor care nu sunt radacini ale unei ecuatii de forma f(x)=0, f(X) fiind un polinom cu
coeficienti intregi.

Teoria numerelor transcendente a fost obiectul de studiu al multor matematicieni cum ar fi:
Hermite, Lindermann, Liouville, care au dat rezultate importante in ceea ce priveste
demonstrarea ca un numar si fie transcendent. In secolul nostru, teoria numerelor transcendente
a cunoscut o dezvoltare deosebita prin lucrarile lui: C. L. Siegel, K. Mahler, Th. Schneider, A.O.

Ghelfond s.a.

NUMERE ALGEBRICE

Pentru o mai bund intelegere a rezultatelor referitoare la numere transcendente, in cele ce
urmeaza vom trata succint notiunea de numar algebric.

Definitia 1.1. Un numar 6 € C se numeste numar algebric relativ la corpul rational Q,
daca exista cel putin un polinom f(X) € Q[X], f #0, astfel incat f(6)=0.

Observatie. 1. Dacd 6 este un numar algebric, atunci el satiface cel putin o ecuatie

g(6) =0, unde polinomul g(X) are coeficienti intregi. Evident, putem elimina numitorii lui f(X).
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2. Orice reQ este un numar algebric deoarece existda f(X)=X —r, astfel Tncat

f(r)=0. Daca rzg,atunci g(X)=gX-p.

Teorema 1.1. Orice numdr algebric O satisface o ecuatie f(x)=0, unde f(X) este un
polinom ireductibil in corpul Q si normat.

Definitia 1.2. Polinomul (X), ireductibil si normat, a carui raddacina este numarul 6 se
numeste polinomul minimal atasat numarului algebric 6.

Definitia 1.3. Se numeste gradul numdarului algebric gradul polinomului minimal.

Observatie. Exista numere algebrice de orice grad > 0.

Fie € un numar algebric de grad n si f(X) polinomul sdu minimal. Ecuatia f(x) =0 admite

n radacini in corpul numerelor complexe, pe care le vom nota 6, =6, 6,, ..., 6,. Numerele 6,,

i =1,n sunt distincte.

Definitia 1.4. Numerele 6,, 6,, ..., 6, se numesc numere algebrice conjugate numarului

Definitia 1.5. Se numeste Iinaltime a numdarului algebric 6  numarul

N:n+|an|+|an_l|+...+|ao|, unde 4, a4, .., 8 sunt coeficientii polinomului

n
g(X)=aX"+a, X" +..+a,, care se obtine din polinomul minimal f(X) al lui @ prin
eliminarea numitorilor.

Observatie. Existd un numar finit de numere algebrice de o inaltime data.

Tntl’-adevér, a a .., 8, fiind numere intregi si |ai|< N, (V)i =0,n, avem

n'? n-1’

—-N<a <N, adicda a, =-N+1, -N+2, ..., -1,0,1, ..., N-2, N-1, deci exista cel mult
(2N —1)™" numere algebrice de inaltime N.

Teorema 1.2. Multimea numerelor algebrice peste corpul Q este numdarabili?.

Demonstratie. Fie A multimea numerelor algebrice peste corpul Q. Daca notam cu A

totalitatea numerelor algebrice care au indlfimea N, atunci avem

A=A UA U.UA jU..

2 Spunem cd o mulfime A este numdrabili dacd este echivalentd cu mulfimea N, adicd poate fi pusd in corespondentd biunivocd
cu multimea numerelor naturale. Deci, A este numdrabild dacd si numai dacd toate elementele sale pot fi asezate intr-un sir aq ,

as, ..., 4, ..
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si ANA =0, (‘v’)i # ], deci s-a obtinut o partitie infinitd a multimii A.

Multimea A este numarabild ca o mulfime numarabila de multimi finite (A sunt finite

conform observatiei anterioare).m
Observatie. Multimea numerelor transcendente este de puterea continuului.

Teorema 1.3. Numarul complex 6 este un numar algebric de grad cel mult s, daca exista S
numere complexe, nu toate nule &, &,, ..., & si S° numere rationale a; (1,] :1,_3), astfel incat
0 sa satisfaca urmatoarele conditii:

0%, = a8 + a8, + A g

952 = a21§1 + azzézz tot aZSé:s

eé:s = aslé:l + 352§2 +ot assgs :

Demonstratie. Sistemul de conditii poate fi considerat ca un sistem de S ecuatii liniare cu S

necunoscute &, &,, ..., &, nu toate nule, deci determinantul sistemului trebuie sa fie nul:
O-a, -a, .. -a
-a, 0-a, .. -a
0= * 2 “l=0"+a 0" +..+a,m

-a, -—-a, .. O-a
Teorema 1.4. Daca 6 si p sunt numere algebrice, atunci @+ u, @— g, Gu sunt numere

algebrice.

Demonstratie. Avem

0" +a, 0" +..+a,=0 si x"+b_ _u"t+..+b, =0,

cum,n>0sia,1=0,n—1, bi, j=0,m —1 numere rationale.

Introducem numerele complexe & . =6"4“ cu 0<h<n, 0<k<m, deci in total nm
numere.

Numerele introduse nu sunt toate nule, deoarece intr-o anumiti ordine ele sunt: 1, 8, 67,
O, O, O, O, )™ QU L, 0"

In aceste conditii avem:
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,h+l<n
egfwnk — 0h+lﬂk :{ §h+l+nk h 1_
- an—lé:n—hnk T a'Oé:OJrnk ,N+l=n

si analog

Shen(ket) k+l=m

ﬂf o — 9hﬂk+1 — |
- —by1Ghenimy =+~ BoShino K+1=m

Deci in orice situatie (6+u)&,., cu h=0,n-1, k=0,m—1 vor fi combinatii liniare de
numere &, ., cu coeficienti numere rationale si, conform teoremei 3, numarul &+ g va fi un

numar algebric.

Analog se aratd ca Gué, ., vor fi combinatii liniare de numere &, cu coeficienti numere

rationale, deci O este numar algebric.m
. . . 1 .
Teorema 1.5. Daca 6 este un numar algebric si 6 =0, atunci 5 este tot un numar

algebric.

Demonstratie. Fie g(X)=a X"+a X" +..+a, un polinom astfel incat g(@)=0,
atunci, evident si % va satisface polinomul a, X" +a,X"*+..+a X +a, .m

Teorema 1.6. Multimea numerelor algebrice peste corpul Q formeaza structura de corp.

Demonstratie. Rezulta din ultimele doua teoreme.
NUMERE TRANSCENDENTE

Definitia I1.1. Se numeste numadr transcendent numarul real care nu este algebric.

Primul numar real despre care s-a demonstrat ca este transcendent este numarul e.
Demonstratia a fost data de matematicianul francez Ch. Hermite in anul 1973.

Teorema I1.1. Numarul e este transcendent.

Demonstratie. Demonstratie se realizeaza prin reducere la absurd.

Presupunem ca e este algebric, deci este rddacind a unui polinom cu coeficienti intregi

f(X)=c,+¢, X +...4+¢, X", de unde rezulta ca ¢, +ce+...+c.e" =0.
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Notim cu M =maxc,|, deci |c,|<M pentru orice i=1n. Pentru un n dat, functia

0<k<n

n(n+1)y
—0,cénd y > «.
(y-D!
Vom alege un numar natural prim p, care sa satisfaca conditiile:

r]p(n+1) Py 1
(p-1)! 2M(n+1)e"’

p>|co|, p>n.

p-1

(p_l)!(x—1)"(x—2)”...(x—n)p.

Consideram functia f(x) =
Atunci

e f (t)dt = —f (x) + " f (0) + Iex—t f(t)dt =

O ey <

—(F )+ F' (X)) +e*(f(0) + f'(O))+JX‘e“f”(t)dt:...

f(X) fiind un polinom in X de grad np+ p—1. Vom continua procesul de mai sus pana cand

ajungem la derivata de ordin p(n+l) care este identic nuld. Vom obtine

i " f ()dt =—F (x) +*F(0), unde F(x) = f (x)+ f'(X) +...+ f ®PI(x).

0

Pentru fiecare coeficient ¢, 0<s<n, avem
S
c.F(s)+c, j s f (t)dt = c.e°F (0).
0
Tn egalitatea de mai sus, sumand membru cu membru pentru s =0,n , obtinem:

¢,F(0)+c,F@) +...+c,F(n) +Zn:csj.e5t f(t)dt=0.

s=0

Dezvoltarea lui f(x) dupa puterile lui x are forma
1
(p-D!

A,, ... sunt numere intregi.

f(X)=

(A X"+ AXP+.),

unde A

p-17

Avem f(0)=f'(0)=..=f*?20)=0, f*PP0O)=A_,=(-1)™1°-2°-...-nP.
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A, este un numdr intreg care nu se divide cu p deoarece n < p.

Din dezvoltarea lui f(x) se observa ca f®(0), f®*(0),... sunt numere intregi divizibile

cu p. Atunci F(0) = f®*(0)+ f ™ (0) +... este o suma in care primul termen nu este multiplu de
p, urmatorii fiind toti multipli de p. Rezulta ca p nu divide F(0).

Dezvoltarea lui f(x) dupa puterile lui Xx—k,unde 1<k <n, are forma:

f(X)—( )[B S(X—K)P+B . (x—K)" ],

unde coeficientii B, ,, B sunt numere Intregi.

k,p? k,p+12> ***

Prin derivarea lui f(x) scris in dezvoltarea dupa puterile lui X—Kk se observa ca
F(k)=f(K)+ f'(K)+...+ F™PD(K) este un numidr intreg divizibil cu p. Tn suma
R=c,F(0)+c,F@)+...+c,F(n) primul termen nu se divide cu p, iar urmatorii se divid (fiecare)

cu p. Deci R este un numar intreg care nu se divide cu p si avem, pentru p > n, p>|c,

R=0. Deci [R|>1.

Dar R+ ZC Ies “f(t)dt =0, de unde rezultd ci |R|=

s=0

j es f (t)dt].

s=0 o

n fiecare din integralele care apar cu |R|, t primeste valori care apartin intervalului [0, n].
Deci:

n p lnnp

I ()| (p-!’

\(t )P (t-2)°..(t-n)" \<

S

j st f (t)dt

0

(n+1)p

(p_D)! , pentru S= ﬁ si

de unde rezulta <e".

(n+1)p
n . . . . . .
IR| < (n+1)Me" P> 50, ceea ce contrazice |R|>1. Deci e nu poate fi algebric si prin

(p-D!

urmare este transcendent.m

o0

Observatie. Reprezentarea 1n serie a numarului transcendent e are forma e = Z—, iar ca
n=o N!

fractie continua
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e=2+

1+

2+

1+

1+

4+

1

1+..
..t 1

1+

2-n+i
1+... >

adica e=[2,12-11, 12-21, 12-31,...,12-n1, ...].
[N—— (R N — (R

Extinzand metoda lui Hermite, F. Lindemann a dat o teorema care stabileste transcendenta

unei clase destul de largi de numere si pe care o enuntam:

Teorema 11.2. Daca Ae* +A,e“ +..+Ae“ =0, unde A, A,, ..., A, sunt numere
algebrice, nu toate nule si a,, a,, ..., «, sunt numere algebrice, atunci «, este un numar
transcendent.

Ca o consecinta a acestei teoreme Lindemann a demonstrat transcendenta numarului 7.

Teorema I1.3. Numarul = este transcendent.

Observatia 1. Daca y este numar algebric, solutie a ecuatiei cu coeficienti Intregi
p(X)=a,x"+..+aXx+a, =0, atunci iy este numar algebric, solutie a ecuatiei cu coeficienti
intregi @(iX)p(—ix) =0.

Observatia 2. Daca y este numar algebric, solutie a ecuatiei cu coeficienti intregi
p(x)=a,x"+..+ax+a,=0, atunci y'=ja, este numar algebric, solutie a unei ecuatii

algebrice canonice cu coeficienti intregi, in care coeficientul lui X" este 1. Aceastd ecuatie este

Teorema se demonstreaza prin reducere la absurd.
Presupunem cd 7 este un numar algebric.

Din cele doud observatii rezultd ca existd ceZ astfel incat zic sa verifice ecuatia cu

coeficienti intregi X, +a, ;X" +...+aX+a, =0.
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Notam cu ¢cf,, ¢f,, ..., Cf, radacinile acestei ecuatii. Printre ele se afla si zic, deci exista
me {L2,...,n} astfel inct S, =ir, deci e’ =¢'" =—1, de unde rezultd ca 1+e”" =0.
In aceste conditii avem (1+e”)-(1+e”2)....-(1+e”)=0. Dezvoltand acest produs
obtinem o egalitate de forma
(*) C+e™+e”+..+e" =0,
unde C €Z, iar «; sunt sume nenule formate din numerele g, g,, ..., f5,.
Cum cpg,, cp,, ..., ¢f, sunt radacinile unei ecuatii algebrice cu coeficienti intregi, rezulta

ca cay, Ca,, ..., Ca, sunt radacinile unei ecuatii algebrice cu coeficienti Intregi.

(cX)P*
(p-D!

un numar prim oarecare. Gradul polinomului P(X) este sp+ p—1. Atunci (p—1)!P(X) este un

Consideram polinomul P(X) = (X —cay)P(cX —ca,)"...(cX —ce)?, unde p este

polinom in cX cu coeficienti intregi.

Notim cu Q(x) = P(X)+ P'(X) + P"(X) +...+ PP (x) . In relatia (*) inmultim cu Q(0) si

rezultd CQ(0) + Zs:e“‘ Q(0)=0.

Dar e“Q(0)=0Q(e;)+R(¢;), unde R(ai):aie“ije‘“iXP(aiX)dx. Deci avem

CQO)+Y.Qlar) =~ Y R(@).

Se observa ca:

O,r<p-1 0
<
PO(0) =1c"?(—cay)’(-Cat,)P...(~Cca,)?,r = p—1, iar P“)(ai)={L r>p .
k-p,r>p-1 P.F=P

Pentru r > p, coeficientii derivatei P (x) sunt Intregi si divizibili cu p. Dar P (X) este

S

un polinom in cX, deci Z P(r)(ai) , pentru r > p, este o functie simetrica intreaga de ca,, Ca,,
i=1

..., Cag, cu coeficienti intregi divizibili cu p.

Deci CQ(O)+iQ(ai):CP(p"l)(O)+k- p,unde peZ.

i=1
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S
Luandp>C, ¢, ce, Ca, ... Ca,, rezultd ca CQ(0) +ZQ(ai) este un numar intreg nenul.
i=1

Vom arita ci > R(e;)|<1.
i=1
Avem IR(er,)| <H-e"-M, unde H = max(jey,... |ex,|) si
c|-H)P*(2c[-H)™ | P
M = sup|P(x)| < (cl-H)™ 2 H) , deci Y R(e;)|<k" .
[x|<H (p-D! = (p-D!
p-1 s
Cum lim (oD =0, rezulta ca pentru un p suficient de mare vom avea ZR(ai) <1,
Poe(p—1) =)

deci —1< ) R(e;) <1.
i=1

In acest moment am ajuns la o contradictie Intrucat  egalitatea

CQ(0)+ ZQ(ai) = —Z R(e;) nu poate avea loc. Deci 7 este transcendent. m
i=1 i=1

Importanta demonstrarii transcendentei numarului 7 consta in faptul ca prin aceasta s-a
dat un raspuns negativ unei vechi probleme de matematicd enuntatd incd din antichitate,
cunoscuta sub numele de problema cuadraturii cercului (constructia cu rigla si compasul a unui
patrat cu aceeasi arie ca a unui cerc dat). In concluzie, cu rigla si compasul se pot construi doar
radacinile unor clase particulare de ecuatii cu coeficienti intregi.

Metoda lui Hermite — Lindemann ne permite sa stabilim transcendenta multor numere .
Astfel, daca « este algebric, a # 0, atunci Ina este numar transcendent.

Presupunand cd B =Ina este algebric vom avea e/ =a=a-e° < a-e°-e” =0 si ar

rezulta ci 0 este transcendent. Absurd!

Aceeasi metoda ne permite sa demonstram transcendenta numerelor 22 log, 3, e”, etc.

Teoria numerelor transcendente a cunoscut o dezvoltare deosebita si prin lucrarile lui C.L.
Siegel, K. Mahler, Th. Schneider, A.O. Ghelfond s.a.

Teorema I1.4. (Ghelfond) Daca o este un numar algebric, a #0, a#1 si [ este un

numar algebric irational, atunci a? este un numar transcendent.
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NUMERELE TRANSCENDENTE ALE LUI LIOUVILLE

Definitie. Un numar irational & se numeste numdr al lui Liouville (1851) daca, pentru

orice m intreg pozitiv, existd o fractie a—m care sa satisfaca inegalitatile:
m
h,>1
PR
h h "

Definitia ne asigura ca pentru orice numar al lui Liouville existd un sir de numere rationale

care satisfac inegalitatile de mai sus.
1

2m+| )

g—Sna

1 1
< < <— sau
h

h m+| h m 2m

m-+1

Astfel, |& - I

m+l

Teorema I11.1. Numerele lui Liouville sunt transcendente.

Demonstratie. Daca &£ ar fi algebric de gradul n, inegalitatea

“h

satisfacutd numai de un numar finit de fractii % Dar numarul & fiind din clasa numerelor lui

P
h m hmn+l '

m

Liouville, pentru (V) m>n+1, exista o fractie ?1—“‘ astfel incéat

m

g-Inl

m

Deci & nu poate fi algebric si prin urmare este numar transcendent. m

Teorema l11.2. Existad numere in clasa numerelor lui Liouville.

Demonstratie.  Fie & , unde ¢9,€Z, @ =2, (,,;>0,. Notam

p-1 1 g
h, =0, + 1 si T :h—p.
q2 + m=0 Y142 *Ym+1 p
qQ; +...+—
p
Atunci _9 = i ! :i ! + ! +...|, deci
p m=p qqu"'qm+l hp qp+1 qp+1qp+2
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_9%

p

1] 1 1 1 1 1
<— + > + 3 +.o = .
hp qp+1 qp+1 qp+1 hp qp+1 -1

9o

1 . R
- h_ < F . Deci exista numere in clasa numerelor
p p

Dacd alegem q,, 21+h,"™, atunci

lui Liouville. m
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7. Predarea sistemelor de ecuatii liniare

- studiu de specialitate / experiment -

Prof. Amariei Laura — Georgeta
Colegiul National ,,Al. I. Cuza” Galati si

Colegiul National ,,V. Alecsandri” Galati

Matematica scolara deriva din matematica stiinta, dar se deosebeste de aceasta nu numai prin
intindere si grad de aprofundare, dar si prin faptul cd in procesul de invatare, elevul
,descopera” rezultate cunoscute de stiintd. Matematica scolara condenseaza cunostintele de baza ale
stiintei, le simplificd, le particularizeaza si le face accesibile elevilor.

Tendintele actuale ale evolutiei lumii contemporane solicita ca procesul educational sa fie
unul ancorat in realitate, corelat cu nevoile societatii civile, axat pe orientarea profesionald a
elevului in functie de aptitudinile si abilitatile dezvoltate pe parcursul scolarizarii sale, ceea ce
determind necesitatea realizarii unui Invatamant al matematicii convergent practicii, eficient §i
flexibil, capabil sd preia din mers multe din achizitiile recente ale stiintei, care sd asigure o pregatire
conforma cu cerintele actuale si previzibile ale societatii.

In acest context, intrucat sistemele de ecuatii liniare reprezintia modeldri matematice ale unor
situatii problema intalnite frecvent in viata de zi cu zi, consider ca un studiu cu tema ,,Strategii
didactice utilizate in predarea-invatarea-evaluarea sistemelor de ecuatii liniare”, este unul
important atat pentru comunitatea scolard locald, profesori-elevi, pentru parinti sau alfi factori
locali interesati de invatamant.

Experienta acumulatd in calitate de participant activ la realizarea actului educational
confirma ca astfel de cercetdri experimentale pot fi efectuate de catre toate cadrele didactice n
unitatile scolare in care functioneaza, avand in vedere ca evaluarea a constituit fundament pentru
activitati educative, lectii deschise, teme de referat, fiind totodatd si o provocare pentru toate
cadrele didactice dornice si interesate de a concepe aceste studii calitative, de a le prezenta intr-

un mod obiectiv si de a-si asuma responsabilitétile ce decurg de aici.
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Deci, scopul primordial al studiului este reprezentat de analiza obiectiva a calitatii evaluarii

cunostintelor asimilate de elevi la disciplina matematica si de a emite ipoteze, cu titlu de
generalitate, pe baza rezultatelor obtinute si interpretate.

Trebuie precizat insd faptul ca, in ultima perioada, existd o tendintd de depreciere calitativa a
activitatii de invatare a elevilor la matematica si ca dezinteresul celor mai multi elevi fata de
invatare, si mai ales fata de propriile rezultate, este in totald disonanta cu asteptarilor noastre, ale
profesorilor, ale parintilor, ale societatii in general.

Cunoasterea in profunzime a elementelor referitoare la evaluarea cunostintelor asimilate de
elevi, modul de realizare a evaluarilor si ce tehnici si metode de apreciere a rezultatelor scolare
sunt mai apropiate de interesul lor scazut pentru invatare, a modului in care evaluarea
influenteaza evolutia comportamentului elevilor la ora de matematica, determina pe fiecare cadru
didactic in parte sa isi Indrepte atentia asupra acestui domeniu ca parte componenta a intregului
proces didactic.

Inca de la debutul meu in cariera de dascil, am manifestat interes si preocupare pentru
prezentarea continuturilor prevazute de programa scolara si care necesitau a fi asimilate de catre
elevi, intr-un mod cat mai atractiv, prin utilizarea unui limbaj matematic adecvat varstei si
nivelului de cunostinte, dar tindnd cont si de gradul de motivare al acestora. Pe parcursul activitatii
la catedra, am realizat cercetari metodico-pedagogice pe diferite esantioane de elevi, cu diverse

ipoteze de lucru.

In scopul atingerii obiectivelor cercetirii didactice realizate la unitatea scolard in care imi
desfasor activitatea si la clasele de elevi pe care le coordonez, am ales ca metoda experimentul

psihopedagogic/didactic.

Etapele realizarii studiului de specialitate:

1. Formularea i definirea problemei

Pe parcursul derularii experimentului, mi-am propus sa stabilesc eficienta predarii temei

»Sisteme de ecuatii liniare” (tema de studiu cuprinsa in unitatea de invatare cu acelasi nume,
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pentru care au fost alocate un numdr de sapte ore de curs) prin utilizarea de strategii didactice

diferite la doua clase de elevi cu un nivel comparativ al cunostintelor asimilate.

De asemenea, prin experimentul pedagogic realizat, mi-am propus sa identific un procedeu
mai eficient, care sd contribuie la dezvoltarea gandirii logice, la Tnvatare activa si constienta.
Astfel, in prima etapa, pentru o clasda am aplicat un stil de lucrul bazat pe utilizarea de metode
clasice combinate cu instruirca programata (desfasurarea a trei ore de curs din cele alocate
pentru studiul temei propuse cu ajutorul sistemului AEL — rezolvarea sistemelor prin regula lui
Cramer), iar pentru cea de a doua clasa am utilizat numai strategii bazate pe metode traditionale.

Pentru ca rezultatele experimentului sa fie cat mai elocvente, in a doua etapa, pe parcursul
ultimelor patru ore de curs alocate temei in cauza (rezolvarea sistemelor prin metoda lui Gauss)
am schimbat modul de lucru la cele doua clase, aplicand metode clasice combinate cu instruirea

programata pentru cea de-a doua clasa si metode traditionale pentru prima clasa.

2. Formularea ipotezelor
Lectiile desfasurate in laboratorul de informatica prin aplicarea de metode moderne in
combinatie cu cele clasice sunt mai eficiente decat cele realizate prin aplicarea de metode
traditionale.
3. Elaborarea planului experimental
a) Stabilirea esantionului
Pentru desfasurarea experimentului, am selectat doua clase din incadrarea proprie: clasa a XI-
a A (22 elevi) si clasa a XI-a G (21 elevi) cu nivel de informatii si nivel aptitudinal asemanatoare,
astfel incat cercetarile experimentale sa poatd fi comparate si experimentul sa fie edificator pentru
ipoteza fixata.
b) Stabilirea procedeelor prin care se controleaza variabilele
Am constituit cele doua esantioane, astfel:
Pentru prima etapa:
- clasa a Xl-a A — esantionul experimental;
- clasa a Xl-a G — esantionul de control.
Pentru a doua etapa:
- clasa a Xl-a G — esantionul experimental;
- clasa a Xl-a A — esantionul de control.

¢) Elaborarea instrumentelor de masurare si prelucrare a datelor
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- elaborarea testului initial;

- stabilirea criteriilor de apreciere (baremului);

- elaborarea testelor de evaluare curentd (dupa primele trei ore si la finalul unitatii de

Tnvatare);

- elaborarea modelului de prelucrare statistica a datelor.

Testului inifial se aplica in vederea identificarii cunoasterii nivelului initial al cunostintelor

elevilor cu privire la tema studiata si al gradului de omogenitate a colectivelor de elevi.

4. Aplicarea planului experimental

Pentru cele doua clase cuprinse in experiment se aplica acelasi test initial cu urmatorul continut:

TEST INITIAL
Matrice inversabile

1 00
Fie matricea Ae M,(R), A=|2 1 0].
3 21
a) Calculati detA;
b) Determinati A,

o : . 10 6 5 -2
. Determinati matricea X € I\/I213(R), stiind ca: 5 X = :

2 3 5 8
. . 3 4 1 2) . 10
Se considerd matricele : A= , B= sil, = )
2 3 11 01
a) S se calculeze matricea B?;
5 . o 3 -4
b) Sase verificeca A = :
-2 3
C) Sase arate ca Cc*=6*. I,,unde C = B2+ A1,
NOTA:
- timp de lucru 50 minute;
- se acorda 2 puncte din oficiu;
- barem de corectare: 1. a)lp 2.15p 3.a)lp
b) 1,5p b) 1.5p
c)1,5p

Rezultatele obtinute in urma corectarii lucrarilor elaborate de elevii celor doua clase sunt

evidentiate in tabelul urmator:

Lucrarea | Numar Nota Media
elevi 3 4 5 6 7 8 9 10
aXl-aA 22 2 5 6 4 3 1 7,04
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laxlaG| 220 | - | - | 3|46 | 5 [ 2] 1] 70 |
Din analiza datelor obtinute se observa ca elevii clasei a XI-a A, care a fost aleasa drept

esantion experimental pentru prima etapa, a obtinut la testul initial media 7,04 cu 0,05 mai mica
decat media obtinuta de esantionul de control reprezentat de elevii clasei a XI-a G, ceea ce
reflectd un nivel apropiat al cunostintelor asimilate pana la acest moment.

Pentru derularea primei etape a experimentului pedagogic, se organizeaza si realizeaza
lectiile astfel:

- clasa a Xl-a G - esantionul de control — deruleaza actul de predare intr-o clasa obisnuita,
utilizandu-se ca metode didactice traditionale: conversatia, demonstratia, problematizarea si
exercitiul;

- clasa a Xl a A - esantionul experimental pentru acest moment al experimentului —
deruleaza activitatea educationald prin combinarea metode tradifionale, utilizate pentru
prezentarea cunostintelor, cu metode de instruire programata, pentru explicarea, demonstrarea si
exemplificarea notiunilor noi prin lectii aplicative in laboratorul de informatica, utilizand
sistemul AEL.

Avand la dispozitie datele obtinute in urma aplicarii testului initial, respectiv o
evidentd riguroasa a greselilor tipice si lacunelor acumulate, pe perioada derularii primei
etape a experimentului, s-a reusit o mai buna organizare a timpului de lucru, stabilirea temelor de
maxim interes pentru elevi, cunoasterea echilibrului dintre cantitatea si calitatea cunostintelor,
elasticitate in evaluarea cunostintelor elevilor, {inand seama de dotarea lor intelectuald si de gama de
informatii acumulate, precum si eficienta studiului de efectuat, adicd progresul grupului
experimental fata de grupul de control.

Pe parcursul lectiilor s-a observat o0 mai mare mobilitate in actiuni si un interes sporit fata de
tema studiata, manifestat de elevii clasei experimentale.

La finalizarea celor trei ore de curs alocate pentru predarea temei ,,Rezolvarea sistemelor de
ecuatii liniare prin regula lui Cramer”, elevii de la cele doua clase cuprinse in proiect au fost
supusi unei noi testari de verificare a cunostintelor asimilate.

Scopul acestui test a fost de a urmari capacitatea de gandire a elevilor, manifestata intr-o
actiune independentd, priceperea acestora de a-si ordona si organiza activitatea intr-0 succesiune de
actiuni, gradul de operationalitate a cunostintelor, ritmul de lucru, tinand seama de cerintele

programei si de obiectivele operationale specifice temei de parcurs.
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S-a insistat asupra consolidarii notiunilor aplicate si au fost clarificate confuziile identificate sau
semnalate.

TEST DE EVALUARE CURENTA -1
Regula lui Cramer

. . . . L |—2x+5y=-1
1. Aplicand regula lui Cramer, sa se rezolve sistemul de ecuatii I_Ty=2
X—my+z=2m
2. Sa se determine m e R astfel incat sistemul ¢ x—-2y+z=-1 sa fie de tip Cramer
mX+m?y —2z =2
si sa se rezolve in acest caz.
3. Se considera sistemul de ecuatii A- X =B, unde

-3 2 1 X 4
A= 4 -1 2|, X=|y|siB=[8].
-5 2 3 z 8

a) Sa se rezolve sistemul de ecuatii prin metoda matriceala;
b) Sa se scrie ecuatiile sistemului;
c) Sa se rezolve sistemul de ecuatii prin regula lui Cramer.
NOTA:
- timp de lucru 50 minute;
- se acorda 2 puncte din oficiu;

- barem de corectare: 1. 1,5p 2.2p 3.a)1,5p
b) 1p
R c) 2p
In urma corectarii lucrarilor realizate de elevii celor doua clase, au fost obtinute urmatoarele
rezultate:
Lucrarea | Numar Nota Media
elevi 3 4 5 6 7 8 9 10

aXl-aA 22 - - - 2 5 5 6 4 8,22
experiment

aXl-aG 21 - - 2 4 5 5 3 2 7,42
de control

Din analiza datelor integrate in tabel se observa ca diferenta dintre rezultatele obtinute de
esantionul experimental este evident mai mare fatd de cele ale esantionului de control, 0,8
puncte, ceea ce confirma partial ipoteza enuntata la inceput.

Aceste rezultate confirmd secvential ipoteza cercetarii intreprinse, si anume eficienta
aplicarii tehnologiilor didactice active, a sistemului de lectii de predare — invatare — evaluare in

comparatie cu sistemul clasic de predare-verificare.
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Pentru confirmarea deplina a ipotezei enuntate, in urmatoarele patru ore de curs, se trece la

derularea etapei a doua, rolul clasei experimentale modificandu-se, beneficiarii metodelor activ-
participative fiind elevii clasei a Xl-a G, iar rolul esantionului de control, la care au fost aplicate
metode traditionale, revenind colectivului clasei a XI-a A.

De aceasta data, se observa ca elevii care au facut parte din grupul experimental in prima
etapa nu mai sunt la fel de activi, iar pentru asimilarea continuturile este necesara o perioada mai
indelungata de timp, in timp ce grupul experimental din aceastd etapa a devenit mai interesat
pentru acumularea noilor cunostinte.

La finalul celor patru ore de curs, a fost aplicat un nou test de evaluare curenta, tematica de

verificare fiind ,,Rezolvarea sistemelor de ecuatii liniare prin metoda lui Gauss”.

TEST DE EVALUARE CURENTA -2
Metoda lui Gauss

X+y-3z=-1
. . o 2x+y—-2z=1
1. Sa se rezolve sistemul de ecuatii liniare :
X+y+z=3
X+2y-3z=1
Xx—4y+(2m+3)z=0
2. Sa se discute dupa valorile lui me R si sa se rezolve sistemul X—-my—-z=0

2X+y=8

L+mix+y+z=1
3. Se da sistemul de ecuatii: { X+ (1+m)y+z=m ,unde meR.
X+y+(1+m)z=m?
a) Sa se calculeze determinantul sistemului.
b) Pentru ce valori ale lui m sistemul este compatibil determinat?
c) Sa se rezolve sistemul pentru m=0.
NOTA:
- timp de lucru 50 minute;
- se acorda 2 puncte din oficiu;
- barem de corectare: 1. 1,5p 2.2p 3.a)1,5p
b) 1p
c) 2p

Dupa corectarea lucrarilor elaborate de catre elevii cuprinsi in cadrul experimentului, au fost

obtinute rezultatele cuprinse in urmatorul tabel:
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Lucrarea | Numar Nota Media
elevi 3 4 5 6 7 8 9 10
aXl-aA 22 - - - 4 6 5 4 3 7,82
de control
aXl-aG 21 - - - 2 4 5 6 4 8,28
experimental

Analiza rezultatelor obfinute in aceasta etapa de noul grup experimental a crescut simtitor
fatd de cele obtinute anterior, media pe clasa fiind cu aproximativ 0,8 puncte mai mare decat cea
precedentd, dar s-a inregistrat si o crestere a calitatii procesului instructiv-educativ Th raport cu
esantionul de control.

De asemenea, se poate constata un regres semnificativ al elevilor din esantionul de control,
acestia Tnregistrand o medie mai mica decat cea a grupului experimental, dar si cu 0,4 puncte mai
putin fata de rezultatele Inregistrate de ei In prima etapd, moment in care apartineau esantionului
experimental.

Prin aplicarea testelor la celor doua clase, s-a realizat:

» o verificarea permanenta a cunostintelor elevilor;
o mai buna organizare a timpului de lucru;
evidenta riguroasa a greselilor tipice;
stabilirea temelor de maxim interes pentru elevi;

cunoasterea echilibrului dintre cantitatea si calitatea cunostintelor;

YV V. V V V

imagine relevatoare asupra potentelor creative ale unor elevi;
» un grad mai ridicat de operationalizare a cunostintelor, elevii fiind implicati in
procesul de invatare.

Astfel, rezultatul cercetarii intreprinse imi confirmd ipoteza si anume eficienta lectiilor

de predare — invdtare - evaluare in comparatie cu lectiile clasice de predare-verificare.

Rezultatul cercetarii efectuate are importantd pentru teoria pedagogica sub aspectul ca,
daca elevii aplica 1n mod constient si individual notiunile noi, atunci se realizeaza o consolidare
mai temeinica a acestora si se formeaza deprinderea de a lucra independent cu cunostintele
asimilate. De asemenea, forma de verificare aplicatd permite o mai buna sistematizare a
cunostintelor si, in consecintd, asigura un spor de calitate si un control ritmic in pregatirea
elevilor.

Experimentul realizat, intr-un interval relativ scurt de timp si cu un consum redus de

resurse didactice, a evidentiat rezultate si concluzii incurajatoare pentru organele de decizie in
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ceea ce priveste introducerea unor modalitati si procedee care sa asigure o mai mare eficienta si
un randament scolar mai mare in invatarea matematicii, dar si a celorlalte discipline de studiu.
5. Concluzii

Multitudinea de metode de rezolvare a sistemelor de ecuatii liniare da posibilitatea elevului
sa aleaga algoritmul eficient pentru determinarea solutiilor (in cazul sistemelor compatibile) sau
sa demonstreze ca nu admite solutii (In cazul celor incompatibile).

Notiunea de sistem de ecuatii liniare este predatd pentru prima data elevului de clasa a VIII-
a, care si-a Tnsusit cunostintele referitoare la determinarea solutiilor pentru o ecuatie de gradul I,
cu una sau doud necunoscute (ecuatii diofantice), reprezentarea punctelor intr-un sistem de axe
de coordonate, respectiv reprezentarea grafica a functiei de gradul 1.

In acest moment, elevul intri in contact cu determinantul unei matrice pétratice de ordinul 2
(fara ca acesta sa fie denumit astfel), respectiv cu notiunile de sistem compatibil sau
incompatibil.

Reluarea si aprofundarea in clasa a XI-a a notiunii de sistem de ecuatii liniare (de aceasta
data cu mai multe necunoscute) este propice intelegerii algoritmilor complecsi de determinare a
solutiilor, intrucat rezolvitorii beneficiazd de un bagaj mai bogat de cunostinte, din care nu
lipsesc cele referitoare la matrice, matrice inversabila, rangul unei matrice, determinanti,
proprietati si metode de calcul ale determinantilor, notiuni expuse in primele trei capitole ale
lucrarii.

In aceste conditii, suntem oarecum surprinsi de faptul ca incepand de la ciclul primar sunt
propuse spre rezolvare probleme in care intervin sisteme de ecuatii liniare, a caror solutii trebuie
determinate farda a avea la dispozitie notiuni precum cele anterior mentionate. Rezolvarea
sistemelor de ecuatii in acest caz se reduce, in special, la aplicarea unor metode figurative
(grafice), combinate cu metoda ,,mersului inapoi”.

Functie de varsta elevului de la clasd, sistemele de ecuatii liniare propuse spre rezolvare au
grade diferite de dificultate, iar metodele aplicate sunt specifice nivelului de cunostinte
Tnmagazinate.

Din experimentul prezentat, putem deduce faptul ca sistemul de calcul ca mijloc de invatamant
este extrem de eficient Tn derularea procesului instructiv-educativ.

Calculatorul poate fi folosit atat in cazul instruirii, cat si in cazul invatarii. Avantajele folosirii

acestui mijloc de invatamant de mare eficienta sunt:
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stimularea gandirii logice;
crearea motivatiei interne a invatarii;
dezvoltarea creativitatii;

adaptarea invatarii la ritmul si stilul personal al elevului;

YV V. V V V

realizarea unui feedback permanent.

Calculatorul nu poate inlocui profesorul si nici orele de studiu individual. Depinde de profesor
ca sa aleagd momentul propice pentru introducerea acestui mijloc de invatamant, ca secventa in
cadrul procesului instructiv-educativ.

Progresul elevilor este evidentiat de cresterea gradului de realizare a obiectivelor instruirii,
crestere materializatd in mirimea valorii notelor pentru nivelul de cunostinte si deprinderi atins. In
acest sens, ilustrarea grafica este convingatoare.

La orele de matematica din cadrul laboratorului AEL, lectiile au devenit mult mai placute
pentru elevi, iar transferul de cunostinte s-a realizat intr-un interval mai scurt de timp, in functie

In urma documentirii pe baza bibliografiei consultate, a experientei didactice si a probelor
de evaluare aplicate, au putut fi desprinse urmatoarele concluzii:

» predarea-invatarea sistemelor de ecuatii liniare, trebuie privita ca un fenomen complex,
dar unitar, care angajeaza intreaga personalitate umand;

» compunerea si rezolvarea de probleme, dezvoltd creativitatea ca dimensiune
psihologicd, ce este universal existenta, distribuindu-se in randul tuturor copiilor dezvoltati
normal.

Tn cadrul matematicii, predarea-invitarea sistemelor de ecuatii liniare are bogate valente
formative, fiind o modalitate principala de a dezvolta gandirea independenta a elevilor.

In scopul stimularii potentialului creativ al elevilor, profesorul trebuie sa fie cel putin neutru
fata de evolutia acestuia, in sensul de a nu-i indbusi manifestarile si dezvoltarea, sa intervina
congtient si activ pentru indepartarea blocajelor obiective si subiective ale creativitatii elevilor, sa
preia si sa dezvolte in mod organizat potentialul creativ al fiecarui copil.

E absolut necesar, ca profesorul sa cunoasca pe cat posibil situatia potentialului psihologic al
fiecarui elev in parte. Se impune astfel masurarea prin diferite probe si modalitati a potentialului
creativ al elevilor, aceste probe trebuind sa aiba doua faze: una initiala si una finald. In intervalul

de timp dintre ele trebuie sa se lucreze intens cu elevii; rezultatele finale vor reda progresul
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obtinut de elevi in ceea ce priveste insusirea cunostintelor, dar si In ceea ce priveste dezvoltarea
capacitatilor creatoare (astfel de probe se pot aplica la inceput si la sfarsit de capitol, semestru
sau an scolar).

Rezultatele obtinute oferd informatii detaliate care pot fi luate in calcul la elaborarea
masurilor ameliorative pentru elevi, astfel: elevii cu capacitati reduse de intelegere si asimilare
vor primi spre rezolvare sarcini de nivel reproductiv si de cunoastere pentru a-i ajuta sa realizeze
obiectivele programei; iar celor cu potential creativ, li se vor crea conditii propice, in care sa li se
poatd dezvolta nestanjenit capacitatile creative.

In insusirea cunostintelor de citre elevi un rol important il are munca independenti. in ora
de matematica elevii trebuie sa lucreze, sa faca efort nu numai aplicativ, cat mai ales mintal
creator. In cadrul activititii independente din clasi , trebuie s realizim si invitarea Tn ritm
propriu, deoarece intr-o clasa de elevi exista mai multe nivele de gandire si ritmuri de lucru
variate, specifice fiecarui elev.

Tn cadrul metodelor active de predare-invatare, trebuie stimulati imaginatia matematica si
ingeniozitatea elevilor astfel incat sa gaseasca singuri cat mai multe cdi de rezolvare a unei
probleme, sd faca conexiuni intre notiunile studiate.

Este imperios necesar ca elevii sd fie obisnuiti ca singuri sd caute de lucru, sd creeze
probleme si exercitii pe care sa le rezolve si in felul acesta ora de matematica sa fie o ord densa,
in care elevii sa lucreze mai mult, profesorul lucrand cu clasa, cét si cu fiecare elev in parte,
astfel elevii inteleg cad matematica este o stiintd a realitatii Tnconjurdtoare, indispensabild
diverselor activitati umane practice, nu e doar o activitate abstracta pura.

Studiul de fatd, face simtitd armonia interioard a matematicii, capabila sa trezeasca constiinta
ca exista probleme matematice atragatoare, pentru intelegerea carora nu este nevoie de un talent
special si nici o pregatire care sa depaseasca nivelul claselor elementare.

Consider ca scopul propus a fost confirmat si ca predarea-invatarea sistemelor de ecuatii
liniare se datoreazd, in mare parte, atdt capacitatilor intelectuale ale elevilor, cat si insusirii

corecte a metodelor diverse de predare a acestor cunostinte.
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8. Fractii zecimale. Sume.
Probleme propuse pentru clasa a-v-a

Profesor Apostol Adelina Monica
Scoala Gimnaziala ,,Nicolae Iorga’’ Ploiesti

1.Aratati ca numerele % Si % au a-84-a zecimala aceiasi cifra.

2.Determinati cifrele a si b din egalitatea:1,ab+0,(a) =1,47(a)

D g 1 : o : L
3.Aratati ca orice numar de forma — ,scris cu virguld ,contine o perioada.
Xy

4.Scrieti cu virguld suma: S=1+0,(3)+0,00(3)+0,000(3)

5.Calculati:

0,069(4)

6.0rdonati crescator numerele:
A=1,2(3)+2,3(4)+3,4(5)+4,5(6)
B=1,(23)+2,(34)+3,(45)+4,(56)
C=1,(233)+2,(344)+3,(455)+4,(566)

7.Daca a=9 este cifra ,verificati dacd numarul [0,0(a)+0,(a)]:[a,(a) - aa] este
numar natural.

8.Determinati cifrele distincte a si b astfel incat:[ a, (b) +%]:(a+b):a3—;b

9.Determinati cifrele distincte a;b;c si d astfel incat :a,b +b,c +c,d +d,a =6,(6)

10.Scrieti numarul 3,21(abc) sub forma de fractie,stiind ca a 100-a zecimala este 1,a
200-a zecimala este 3,s1 a 300-a zecimala este 2.

11.Aratati ca fractia 0 ! . este o fractie periodica ,oricare ar fi numarul ne IN”
n+

12.Rezolvati ecuatia: 0,(x1) +0,(x2) +.......... +0,(x9) =X
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13.Aflati cea de-a 100-a zecimala a numarului g+%

14.Determinati cifrele nenule a;b si ¢ pentru care 0,(abc) =[0,(a)+ 0,(b)+ 0,(c)]:3

15.Se dau numerele:0,(a) si 0,b(c),unde a=9 si b=9.Verificati daca suma lor poate
fi o fractie zecimala periodica simpla.

16.Aflati acIN astfel incat: 1+2+3+....... =aa
17.Calculati:40+41+42+. ..... +89+90

18.Calculati: 1) +10() +100 +1000.....0y (100 de zerouri)
19.Calculati: 123+125+127+.......... +271

20.Scrieti mai simplu:1+8+8-9+8-9%.+8.93 +....... +8.9%

21.Aflati suma numerelor naturale mai mici decat 1000,care impartite la 7 dau
restul 11.

22 Rezolvati ecuatia: 1+3+5+7............ +x=10000
23.Calculati: LA S S +_1

1.2 2.3 34 99-100
24.Calculati: 1 + L + I + 1L

1-3 3.5 5.7 99.101

25.Se considera sirul:1,2,3,4,6,7,8,9,11,12,13,14,16,17,.....Calculati suma primilor
100 termeni ai sirului.

26.Scrieti cat mai simplu numarul:n=100-99-99-98+98-97-97-96+....+4-3-3-2+2-1

27.Aratati cé:%+3i2+3—13+ +31—100 s%

28.Rezolvati ecuatia:x+2x+6x+7x+11x+12x+....+51x+52x=583-584

29.Calculati:S=18+108+1008+10008+....... +10000...008 (100 zerouri)
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30.Calculati: 14+2-3+4+5-6+7+8-9+................ +97+98-99

31.Calculati:9+99+999+........... +9999...99 (100 de cifre)
32.Determinati numerele abc daca :1+3+5++........ +bc =ahc
33.Calculati:S=1-1!4+2-21+3-314+4-41+............. +100-100!

34.Calculati: 3-1!-4-21+5-31-6-4!+........... +203-201!
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9. Patrate magice

Prof. Elena-Marcela ALEXANDRU

Scoala gimnaziala Nr. 3 Baia, structura Bogata

Patratul magic este un tablou (matrice) cu n® numere ( de reguld distincte) asezate pe n
linii si n coloane astfel Tncat suma celor n numere de pe fiecare linie, de pe fiecare coloana si de
pe cele douid diagonal si fie aceeasi. Aceastd sumi se va numi magicd, iar cele n®> numere se

numesc elementele patratului magic.

Patratele magice se clasifica astfel:
- pdtrate magice impare dacd n este impar;
- patrate magice pare, care la randul lor sunt de doua tipuri:

- pdtrate magice par pare daci n=4k, k e N si

- pdtrate magice impar pare daci n=4k +2, ke N,

Matematicienii Giorolamo Cardano (1501-1576), Bachet de Mésiriac (1581-1638),
Pierre Fermat (1601-1665), Phelippe de La Hire (1640-1718) si Leonhard Euler (1707-1783) s-

au ocupat de studiul patratelor magice.

Proprietati:
1. Daca se mareste (micsoreaza) cu acelasi numar fiecare element al sau un patrat magic ramane

patrat magic.

2 [ o[ 4 o | 16 | 11
715 |3 14 | 12 | 10
6| 1 | 8 13| &8 [ 15
-1
—
2[5 [ 4 1] 8 | 3
7[5 |3 & | 4 | 2
6| 1 | 8 510 |7
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2. Daca se Inmulteste (imparte) fiecare element al sau cu acelasi numar diferit de zero un patrat

magic ramane patrat magic.

32| 12| 16
4 20 | 36
24 28| B
32 12| 16
4 20 | 36
24 28 ([ 8

3. Daca elementele unui patrat magic sunt numerele 1, 2, 3, ...,

n(n®+1)

magicd este S = >

Daca n =4k atunci suma magici este S = 2k(16k* +1) .

Daci n =4k +2 atunci suma magici este S =32k® +48k?* + 26k +5.
Daci se mareste (scade) fiecare element cu x atunci S'=S£nx.

Daci se inmulteste (imparte) fiecare element cu x =0 atunci S'=S - X, respectiv

S'=S:Xx.

Metode de construire a patratelor magice impare:

Metoda lui Bachet de Mésiriac:

Se noteaza coloanele de la stinga la dreapta, iar liniile de sus in jos cu litere in ordine

alfabetica.

Elementele vor fi notate cu doua litere, prima literd reprezentand coloana, iar a doua litera

reprezentand linia.

Acest patrat se repetd la infinit in planul sdu atat pe orizontala cét si pe verticala.

Se va construi un patrat magic cu n =5 cu elementele 1,2,3, ...,25.

(=]

3 3 4
1 5 9
6 7 2
64 | 24 | 32
g | 40| 72
48 | 56 | 16

n?, neN, n>3 atunci suma
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Se considera un patrat magic avand casutele goale, apoi se completeaza cu casute goale pentru
obtinerea unui patrat ca in figura 2. Aceste cisute auxiliare se repeti ca in figura 1. In casutele
auxiliare se asaza In ordine crescatoare pe ,,paralelele” cu diagonal principal numerele 1,2,3,4,5
apoi 6,7,8,9,10 ..., respectiv 21,22,23,24,25. (figura 2). Numerele care au ramas in interiorul
patratului magic de baza raman pe loc, adica numerele 11, 7, 3, 12, 8,17, 13,9, 18, 14, 23, 19,

15. Se transfer numerele din casutele exterioare in casutele corespunzatoare ale patratului de

baza obtinandu-se patratul magic din figura 3.

N

M

¥

ELI\
3

%

%

13

22

4o

<3

19

15

24 1

Iz

1 2
Figura2

=]

e ———

[&[&

b &[S |&|
T 1
=

Figura 3

cc de ec ac be cc de ec ac be cc de
cd dd ed ad bd cd dd ed ad bd cd dd
ce de ee ae be ce de ee ae be ce de
ca da ea aa ba ca da ea aa ba ca da
ch db eb ab bb ch db eb ab bb ch db
co de ec ac bc cc de ec ac be ce de
cd dd ed ad bd cd dd ed ad bd cd dd
ce de ee ae be ce de ee ae be ce de
ca da ea aa ba ca da ea aa ba ca da
cb db eb ab bb ch db eb ab bb ch db
e de EC ac be cc dc eC ac be cc de
cd dd ed ad bd cd dd ed ad bd cd dd
ce de ee ae be ce de ee ae be ce de
ca da ea aa ba ca da ea aa ba ca da
ch db eb ab bb ch db eb ab bb ch db
s dc ec ac be cc dc ec ac be cc dec
cd dd ed ad bd cd dd ed ad bd cd dd
Figura 1
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Se obtin 8 solutii.
Metoda lui La Hire:
Fie urmatoarele progresii aritmetice:
1:1,2,3,4,...n si I1: 0,n,2n,3n,...,n(n-1) .
Daca se aduna fiecare termen al progresiei aritmetice | cu fiecare termen al progresiei
aritmetice II se obtin toti termenii progresiei aritmetice 1,2,3,...,n*.

Exemplu:

51 =
P B T G 10[15]20] 0 | 5 14[20]21] 2 | 8
713 13|51 20005 |10]15 22139 [15]16
5111234 5 |10]15]20] 0 10[11]17]12] 4
|4 5|12 1520015 [10 1824 5 |6 |12
L2345 0|5 |10]15]20 1| 7 |13 1925

Se obtin 8(n—23)(n—4)(n!)" solutii.

Pentru n=>5 rezulti 230400 solutii.

Metode de construire a patratelor magice par pare:

Metoda lui Dellaney si Mondésir:

56 10 11 53 52 14 15 49
48 18 19 45 44 22 23 41
25 39 38 28 29 35 34 32
33 31 30 36 37 27 26 40
24 42 43 21 20 46 47 17
16 50 51 13 12 54 35 9
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Metodd modernd:

Ch
e
b2
Ch
[
e
Lh

59 7 57

0 55 11 53 52 14 50 16

48 18 46 20 21 43 23 41

25 39 27 37 36 30 34 32

33 31 35 29 28 38 26 40

49 15 51 13 12 54 10 56

8 58 6 60 61 3 63 1

Observatii:

1. Se considera patratele magice doar pentru N> 2.

2. Pentru n =2 nu exista patrate magice cu numere distincte.

3. Pentru n =3 exista un singur patrat magic cu 8 solutii.

4. Pentru n=4 Frénicle de Bessy a demonstrate ca pentru numerele 1,2,...,16 exista 880
solutii diferite din care se obtin 7040 cazuri posibile.

5. Exista patrate magice cu bordure, cu cruce, cu ramd, cu compartimente, patrate magice
semidiabolice, diabolice si patrate hipermagice.

Patratele magice si patratele multimagice ( in care gasim acelasi produs pe linii,
coloane si diagonale) se pot folosi si in cadrul orelor de matematica la nivel de gimnaziu sau
la clasele primare pentru intelegerea proprietatilor numerelor natural sau a regulilor de calcul
in multimea numerelor reale.

Exemplu de exercitii la clasa a VII-a:

1) Verificati dacd patratul de mai jos este multimagic:

=t

J77 |33 | 545
AR ENT
357 B
Jis | 1| 7

[
[u—

@

—
LA
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2) Completati patratul multimagic de mai jos:

32| W2
2

3) Completati patratul de mai jos astfel incat sa devind un patrat multimagic:

]

M2

Prin utilizarea jocului didactic sau a exercitiului de energizare cu patrate magice ca metoda
moderna de predare-invatare-evaluare ce contribuie la formarea deprinderilor de calcul
numeric, elevii vor fi atrasi spre disciplina matematica. Astfel un obiect riguros cum este
matematicd va deveni mai atractiv, mai distractiv.

Bibliografie:

1. Exercitii si probleme pentru cercurile de matematica pentru clasa a VII-a, Petre si Catélin
Eugen Nachila, Editura Nomina, 2012

2. Auxiliar la manualele alternative, clasa a Vll-a, coordonator Artur Balauca,

Editura Axa, 2000
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10. Problema lunii IANUARIE 2017 - Solutii

“In triunghiul ABC fie D mijlocul lui AC, E mijlocul lui BC, F mijlocul lui BE si G
mijlocul lui EC. Sa se calculeze valoarea raportului %, unde M, N, P sunt punctele de
intersectie al lui BD cu AF, AE respectiv AG.”

Prof. Biro Istvan

Solutie autor: Dacd notam cu Q simetricul lui B fata de D, atunci ABCQ este paralelogram si
din asemanarea triunghiurilor BMF cu QMA, BNE cu QNA, BPG cu QPA obtinem urmatoarele:

MO _4—em =22
BM 5
N—Q:2:>BN:£ :>MN :BN—BM :Z.
NP BP-BN 5

E:4:>BP

BP 3

_3BQ

Alte solutii:

1. Prof. Negutescu Gabriela

Solutia 1
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DG linie mijlocie in AACE = DG || AE = ADPG~ANPA=

1
DP DG PG DP 3AE PG DP PG 3 {Dngk

—_—=— = — = — —
NP NA PA NP 2 PA NP PA 4
EAE

N centru de greutate in AABC = BN = 2ND = BN = 14k
In AAFG aplicam teorema lui Menelaus (B,M,P coliniare cu BEFG, MEAF, PEAQG) si
obtinem :

PA BG MF

.. =1 (1)
PG BF MA

NF=4R:‘ND:?I{

3 1 BEG
Cum BG = —B( si BF = — EBEC obtinem — = 3.
R 4 - 4 ’ BF
Inlocuimin (1) :
4 MF MF 1 4
—+3.—=1=—=-= MA=—AF
3 MA MA 4 5
Notdm A(ABC) = a.
Cum BF = FE = EG = GC obtinem ca

A(ABF) = A(AFE) = Z

- 4 4 4 a a
In ABAF,MA = —AF = A(BMA) = —A[HAF] =—r—=-
5 5 4 &
2 2 a a
In AAFE,NA = EAE = A(AFN) = —A[AFE] = E E = E
4 4 4 a 2a
In AAFN,MA = —AF = A(NMA) = —A(AFN) =_._=__
5 5 6 15
Considerand AT 1L BD,T € BD avem :
a
A(AEM) BM-AT/2 BEM E EM 3 {B‘M=3t
A(AMN) MN-AT/2 MN 2a MN 2 MN =2t
15
14k
Cum BM + MN = BN, obtinem 3t + 2t = 14k,decit= = ,de unde
28k
2 )
In concluzie ,
28k
5 _ MN

7
NP 4k NP 5
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Solutia 11

1
AE si BD mediane in AABC = N centru de greutate = ND = EBD
DG linie mijlocie in AACE = DG || AE = ADPG~ANPA=

1
DP DG PG DP 3AE PG DP PG 3 DP+NP 3+4 ND 7

—s——= == —= ——=—=—= = —=—-=
NP NA PA NP EAE PA NP PA 4 NP 4 NP 4
3
4 4 1 4
= NP=—-ND=—---ED=—ED
7 7 3 21

Notez BC=4a, H mijloc [AE] si BD n HF = {0},
HD || EC = HD || BC

H =i D mijloace [AE], respectiv [AC] = HD linie mijlocie in AAEC = [ HD = EC _ .

0 mijloc [BD]
0 mijloc [HF]

HD || BC = HD || EF
HD =BF =a
In AHFG,notez : GO N HE = {R} si FRN HG = {s).
0 mijloc [HF] = GO mediana
E mijloc [FG] = HE mediana ; = R centru de greutate in AHFG =
0 N HE = {R}

} = HDFBE paralelogram = {

1 11 1 5
— HR =—-HE=—--—AE =—AEsi AR = —AE
3 3 2 3] ’ 6

R centru de greutate in AHFG = S mijloc [HG]

HD || BC = HD || GE
HD =GE = a
= mijlocul diagonalei [HG] coincide cu mijlocul diagonalei [DE]
= S mijloc [DE]

} = HDGE paralelogram

In AEBD :
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S mijloc [ED]}:> SF linie mijlocie = > %EB
F mijloc [EB] e mylotte = op = =
2
MN AN 3AE 4 4
SF|| DB = MN || FR = AAMN~AAFR = —=—=2—=—= MN=-FR
FR AR 5 5 5
ZAE
i 2 2 BD 1
R centru de greutate in AHFG = FR = EFS = E > = EBD
4 4 1 4
Deci MN =—FR=---BD= —BED
5 53 15
MN FeBD 7
Astfel, — -1 _ .
NP 4.5 5
21

2.  Prof. Nela Ciceu, Rosiori, Bacau si Roxana Mihaela Stanciu, Buzdu.

Punctul N este centrul de greutate al triunghiului ABC. Folosim teorema lui
Menelaus (in ordinea AAGC si transversala B-P-D, ABGP si transversala A-M-F,
ABEN si transversala A-M-F):

BG DC PA_| _ PA_4 PA_4
BC DA PG PG 3" AG 7
AP FG MB _, _ 4 2 MB_,  MB_T
AG FB MP 7 1 MP MP 8
AN FE MB _,_ 2 1 MB_, _MN_2
AE FB MN 3 1 MN B 3
LUMN_T . MN_T

MP 12 NP o’

3. Prof. George-Florin Serban , Liceul Pedagogic “D.P.Perpessicius”,Brdiila

In triunghiul AAEC,aplic teorema lui Menelaos, transversala D,N,B, ﬂ-E-9=L
EN CB AD

AN L, g AN,

EN 2 EN

In triunghiul AAEF,aplic teorema lui Menelaos, transversala N,M,B, ﬂﬁﬂ:1
FM EB AN

AM11 ., AM_,

FM 22 7 FM

In triunghiul AAFG, aplic teorema lui Menelaos, transversala P,M,B, ﬂﬁg:1
FM GB AP
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Z,+-1
Fie A(z),B(z,),C(z,), (afixe), 2 =—3 :322:23, de %:%, E:ZZZZS,
1+=
Z,+-1 43Zz+23
37 3% 3z,+1z, GC 1 z,+4z, 4~ 4 2,+32,+1,
BETT T ety M5 T s 0 5
1+=
3
Z,+1
7, +2-%2 -3
y = Zl+322E = 5 2 _ 21+Z§+Z3, N este centrul de greutate al triunghiului ABC.
4 4 32,+1,
, _Zl+§ZG_Zl+§' 4  32,+12,+3z,
P 4 7 - 7 ’
1+— —
3 3
MN =|z,, _ZN|:|21+322+23_21+22+23 _|2a 42, -2
| 5 3 15
NP:|zN—zp|:|zl+22+z3—3zl+22+323 _ —27,+4z7, - 21, 1
|3 7 21
MN |2z +4z, -2z, | 21 21 7
NP | 15 | |22, +42,-22,| 15 5

4. Prof. Alexandru Elena-Marcela, Scoala Gimnazialid Nr.3 Baia
A

Fie Q mijlocul [AB], rezulta conform reciprocei teoremei liniei mijlocii ca F'’ este
mijlocul [AE].
L . . B
[QD] este linie mijlocie in triunghiul ABC rezulta QD || BC si QD ZTC =BE=EC
QD || BE si QD = BE rezulta ca QDEB este paralelogram si fie O intersectia
diagonalelor BD si QE.
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[DG] este linie mijlocie in triunghiul ABC, de unde DG || AE si DG :%.

O este centru de simetrie, de unde OF '=OF , cum F este mijlocul [BE]
Tn triunghiul ABC, AE si BD sunt mediane a ciror intersectie este punctul N, deci N este

centrul de greutate al triunghiului ABC, de unde ND =%BD si BN =§BD .
OF || AB, OF este linie mijlocie in ABQE, atunci AOFM ~ ABAM =

lgo
_OF _FM _OM OF 2 ° _1_ BM-40M siBO=0D
BA AM BM BA 2BQ 4

1
BO 50 1
BO =BM + MO =40M +OM =50M :OM:?:T:EBD
OF'|| DE, OF "' este linie mijlocie in AQED, atunci
1
OF' F'N ON OF' ,PF 1

AOF'N ~ ADEN = = = : = ==
DE EN DN DE DE 2
DO si EF ' sunt mediane in AQED rezulta ca N este si central de greutate al AQED, de unde

DN = 20N .
1
~BD
oD=30N=oN=2P_2 __1lpp
3 3BD 6
MN:M0+ON=iBD+lBD=£BD=iBD,iar
10 6 30 15
1 4
~BD —BD 2
NP=£OD=2—=EBD.Atunci raportul IVIN=15 = 4 -—=§.
3 3 6 NP 1oy (15 1 5
6
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BF =FE=EG=GC — o -1.BE_1.BC 5
FC 3'EC 'GC
AD=DC =S _;
AD

Aplicam teorema Iui Menelaus pentru triunghiul BDC si transversala A-M-F

DM BF CA DM 1 DM 3

S Y N 0 P S
MB FC AD MB 3 MB 2
DM 3 DM 3 3

DM +MB 3+2 DB
Aplicam teorema lui Menelaus pentru triunghiul BDC si transversala A-N-E

=== DM =-DB(*
5 5

DN BE CA DN DN 1
= = s = 12=1—— ==
NB EC AD NB NB 2
DN 1 DN 1

-1 PN pon=loee
DN+NB 1+2 DB 3 3

Aplicam teorema lui Menelaus pentru triunghiul BDC si transversala A-P-G

DP BG CA DP DP 1

- 2 s 322 — =
PB GC AD PB PB 6
DP 1 DP 1 1

=~ = =2 DP=ZDB(**¥
DP+PB 1+6 DB 7 7

(*)&(**)= MN =DM -DN =§DB—%DB=1iDB

(%) & (***) = NP = DN — DP = DB - 1 DB = - DB
3 7 2
4
NP 4pg 5
21

6. Profesor, Taclit Daniela Nadia , Colegiul National "Radu Greceanu”,
Slatina, Olt

SOLUTIA 1

Fie, in reperul cartezian XOY, triunghiul ABC, A(2a,2b), B(0,0) si C(2¢,0). AE si BD mediane,
atunci N este centrul de greutate al triunghiului ABC, N((2a+2c¢)/3 , 2b/3).

F(c/2,0), E(c,0) si G(3¢/2,0).

{M}=AFNBD, M((2a+2c¢)/5, 2b/5), prin rezolvarea sistemului: 2bx-(2a-c/2)y=bc si

bx-y(a+c)=0;

{P}=AGNBD, P( 6/7 *(atc), 6b/7), prin rezolvarea sistemului: 2bx+y(3c/2 -2a)=3bc si
bx-y(a+c)=0;
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Aplicand formula distantei, in plan, obtinem: MN°= 16/15**[(a+c)*+b?] si
NP?= 16/21%*[(a+c)*+b?]. Atunci, MN/NP=7/5.

SOLUTIA II

AE si BD mediane, atunci N este centrul de greutate al triunghiului ABC, NE/NA=1/2 si
BN/BD=2/3.

APLICAM TEOREMA MENELAUS :

-in triunghiul AFE si transversala B-M-N:

BF/BE*NE/NA*MA/MF=1; 1/2*1/2*MA/MF=1, atunci MA/MF=4 si FA/FM=5 (1)

-in triunghiul AFG si transversala B-M-P:

BF/BG*PG/PA*MA/MF=1; 1/3*4*PG/PA=1, atunci PG/PA=3/4 si PG/GA=3/7 (2)

-in triunghiul ANP si transversala E-G-B:

BN/BP*PG/GA*EA/EN=1; 3/7*3*BN /BP=1, atunci BN /BP= 7/9; BN/NP=7/2 (3)

- in triunghiul ANM si transversala E-F-B:

BM/BN*FA/FM*EN/EA=1; 1/3*5*BM /BN=1, atunci BM /BN=3/5 si BM/NM=3/2 (4)a
Din (4) obtinem MN=2/5*BN si din (3) obtinemNP=2/7BN, atunci MN/NP=2/5%*7/2=7/5.

SOLUTIA III- vectorial

AE=vector median, atunci Ezl/Z*(ﬁ+ﬁ);(1) ﬁzllz*(ﬁ+ﬁ) = V4*(3E+E); (2)
BD=1/2*(BA+BC) = %*(AC-24B) ;(3)

BM vector de pozitie al punctului M, MA/MF=4 (T.M. relatia (1), vezi solutia II),
BM=1/5*(BA+4BF)=1/5*(-AB+4*1/4*BC)=1/5*(AC-2AB); (4)

Din relatia (3):

BN=2/3*BD=1/3*(AC-24B) ,(5)

Din (5) si (4) obtinem:

MN=BN-BM=1/15*(2AC-44B), (6)

BP vector de pozitie al punctului P, PG/PA=3/4 (T.M. relatia (2) ,vezi solutia II),

BP =4/7*(BG +3/4*BA)=3/7*(AC -24B) , (7)

Din relatiile (7) si (5):

NP =BP - BN =1/21*(2AC -44B), (8).

Din relatiile (6) si (8) obtinem: MN/NP=7/5.
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7. Prof. Constantin Telteu, Colegiul National de Arte ,,Regina Maria”,
Constanta

Prima solutie:

Tn figura de mai jos, am dus prin punctele M, N, P paralele la BC. Consider evidenti congruenta
segmentelor marcate la fel.

A a

B

Cu teorema lui Menelaus Tn triunghiul AFE pentru transversala BN, obtinem:
BF EN AM =1 . Tinand cont ca N este centrul de greutate al triunghiului ABC, din egalitatea
BE AN MF
o 11 AM AM AM 4
precedentd obtinem: ——-—=1—=4—=——=—.
2 MF MF AF 5

AAMR ~ AAFG =AM _MR 4 MR R
AF FG 5 2x

AANS ~ AAEG > AN NS 2 NS ng 2%
AE EG 3 X 3

PN NS PN 2x 5
- — _

PN 5 PN 5

—_ = =
PM-PN 12-5

APNS ~ APMR = = > —=—=
PM MR PM 3 8 PM 12

MN 7
=%n 5
BONUS:

ANMQ ~ ANBE — YN _MQ _ MN _4x 1 _2_MN_2 ()
NB BE NB 5 2x 5 MB 3
Cu teorema lui Menelaus Tn triunghiul AGC pentru transversala BD, obtinem:
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BG DC PA PA 4 AP 4
_— =l — == ——=—,
BC DA PG PG 3 AG 7
AAPV ~AAGC = AP PV 4 PV oy o3
AG GC 7 «x 7
ADPV ~ ADNU = 2P _ PV _ DP _4x 3 _3_ DP_3 (3)
DN NU DN 7 4x 7 PN 4

Din (1):>PN=%; din (2) = MB =

E.S-MN _15-MN

4 5 28 °
15-MN

3-MN

Din (3)= DP:%PN .

BD =BM +MN + NP +PD =

— MN=2.8D: PN=2.BD; MB=2.BD; DP=1.BD.
15 21 5 7

=

www.mateinfo.ro

Folosind formula pentru lungimea medianei BD, putem determina aceste segmente in functie de

laturile triunghiului.

A doua solutie:
Consideram un sistem de coordonate ca in figura de mai jos.
Avem:

- Ecuatia dreptei AG este:  y :bi(x—a) pentru b=a si x=a pentrub = a.

- Ecuatia dreptei AE este: y= % X pentru b=0 si x=0 pentru b=0.

- Ecuatia dreptei AF este:  y = L(x +a) pentru b=-a §i x=-a pentru b=-a .

b+a

- Ecuatia dreptei BD este: y=
b+ 6a

A(b,c) y

B(—2a,0) : Fl-a,0)

(x+2a) pentru b=—6a si x=-2a pentru b=—6a




Pentru b¢{a,—a,0,—6a} :
Deoarece {M}=AF[BD , coordonatele punctului M se afla rezolvand sistemul format de

ecuatiile acestor drepte. Se obtine M

REVISTA ELECTRONICA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 — FEBRUARIE 2017

[b—4a Ej
5 '5)°

ecuatiile acestor drepte. Se obtine N (%,%) .

ecuatiile acestor drepte. Se obtine P(

2 2
MN = (b_4a—9j +(E—Ej -
5 3) |5 3

2 2
NP = (3b+4a—9j +(§—Ej -
7 3) (773

Din ultimele doud egalitati se obtine IO

aceeasi.

2

15

Voi da o solutie vectoriald. Pentru

Fie M: k . Atunci
MF

BM =~ BA+—<_BF -
1+k 1+k
I S ST

1+k 4(1+k)

Dar BD =~ BA+ 2 BC
2 2

Cum si vectorii BM si BD

aceasta voi exprima vectorii coliniari MN
si NP in functie de vectorii BA si BC .

sunt

7

«/(b+6a)z +c° .

:£~./(b+6a)2+c2 .

21

’
5.

www.mateinfo.ro

Deoarece {N}=AENBD , coordonatele punctului N se afla rezolvénd sistemul format de

Deoarece {P}=AG(BD , coordonatele punctului P se afla rezolvand sistemul format de
3b+4a 3¢ j

Pentru b e {a, -a,0, —6a} se verifica usor, in fiecare caz, ca valoarea raportului cerut este

8. Prof. Stefan Gatachiu, Liceul Teoretic ,Nicolae Balcescu”, Medgidia
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1 K

4(1+k . —
coliniari, rezulta 1J£k = ( i ) ,deunde k=4 , deci BM :%B +=BC .

2 1
2 2
Tn mod analog, W:%ﬁJr%ﬁ si @:ggﬁwgﬁ :

Atunci MN = BN —BM = 2 BA+ 2 BC
15 15
e 2 2
lar NP=BP-BN =—BA+—BC
21 21

Rezultd MN = g@ . Trecand la modulele vectorilor, rezulta MN _7 .

9. Prof. Cojocaru Petru, Romani — Neamt

Folosim teorema lui Menelaos;
1) N centru de greutate al A4BC.

. BE MF N4 _ 2 MF 2 _ . . MF — E
2) AAEF si transversala BN, ——-7=- —==1, 7-7=-7=1; si ==
. BE NA PG 2 2 PG . B4 3
3) AAEG si transversala BP, =-=. ==1, =.=.==1;s1 —=-
> Bz 4".I_E B4 i j':.l.E' P{i ’ "'I_EG ?4
4) ABPG si transversala AE, 2£2.28. 22 =1 .= .2=1q; 5 —=-
? Az NP _E}'?_Eé‘ 7 :":fﬂ ;1 > ;".ll‘ljﬂ 2 2 - c
. AN ME 2 | s i N
5) ABNE si transversala AF, —-—- —==1, =-—.-=1; §I —= > <=>—= 2
> AE MN FEB 3 MN 1 > MN 2 MN 2

: : . MN _ 7
Din 4) si 5) rezulta ~r 3

]
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10. Prof. Buzea Gabriela, Scoala Gimnazialid Nr. 56, Bucuresti

Solutie 1: B
A
Daci E este mijlocul lui [BC], SN F
rezultd ci BE = EC = 25, /SN
.o z . -'; M II - E
Daca F este mljlocul lui [BE], A :
_ BC < ,"\
rezultd cd BF = FE = — . /o) N G
r -~ - I. -
Daca G este mljlocul lu}E I_LEC] Ve \p— .
rezultd ca EG = GC = T =5 ST N\
2 Y —
A f—er — T C

Deci BF=FE=EG=GC=—-
Daca AENBD={N}, AE si BD mediane, rezulta ca punctul N este centrul de greutate al
triunghiului ABC. Prin urmare, BN=2k, ND=1k, iar BD=3k.

In ABDC, aplicam teorema lui Menelaus, cu secanta A-P-G,
cA DF BG 1 op 1 DP 1 3k
————— =1, dec;z—3—1:~— == =-==—=-=2DP=">
AD PE GO FB & DP+FPE 7 ik 7 7

NP =ND — DF=:-NF'— 11\:—?:} Np=%.(1)

Tot in ABDC, aplicam teorema lui Menelaus, cu secanta A-M-F,

cA DM BF_ . . DM1_ DM _3 DM _3_pM_3_ . 9%k
AD MB FC et B 3 Y MET 2 DM+MB 5 3k % 5

MN =DM —DN = MN == — 1k = MN == (2)

. . < MN _ 4k 4k _ MN _ 7
Din (1) si (2) rezulta ca raportul — = —:—=—=-.
’ NP 57 NP 5

Solutie 2: B
h\
Folosind datele din ipoteza, A \F
rezulti ci BF=FE=EG=GC=7. [ m\ N\
Dacia AENBD={N}, AE si BD mediane, /X N
rezultd cad punctul N este centrul de greutate ;S NN A E
. . . . 2 ! A 1 -" ™,
al triunghiului ABC, deci AN =-AE,ND = lB‘,{::, I e -,
. 3 3 ..". y -..-_.___...a- I".I P - ___-_,1>\G
BN =ZBD. 1S 7 A
n . 3 . o B . I | ™
In triunghiul AEC, GD linie mijlocie, A f ~C
deci DG = 2 i GDIIAE, 5
deci si GDIIAN =AANP~AGDP=
2
N N =AE N N N N

D& PD -"2_5 PO PD 3 NP#PD T ZED 7

In triunghiul BNE aplicam teorema lui Menelaus, cu secanta A-M-F, si obtinem
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AE NM EF 3 NM NM 2 NM 2 NMo 2

. == i i=1>— == =T = "= NM
AN ME FE 2 MEB ME 3 NM+MEB 5 EBD 5
3
4
=—FBD(2
15 (v'v.] 4BD 4BD _ MN _ 7
Din (1) si (2) rezulta ca %_?'?Z}%:E'

11. Prof. Radu Laura, Liceul Teoretic ,,Emil Racovita”, Galati

A

AE, BD — mediane in AABC = N —centrul de
greutate al triunghiului ABC = AN = ;;15,

DN =2BN
B
Notam——k=}}1M=—AB‘+—AN=}AM——A +
K+l 3|k+1}
AF =24B + ZAE
AM si AF coliniari
1 Ik _ _ 3 BM _ 3 _ BMMN _ 3+2 ﬂ_g _z
= E_a.::m} =2k=3=k 2 MN 2 = MN 2 2 BN (1)
DP — 1 —=
= | = =
BN 1= AP I+1 +1)
AG =2AC+14E
AP i AG coliniari
Ji = ;141—3;*.5_5 D_JT:E:.DP'F?N:E E PN = —DN:"
2(141) | 301 +1} 4 PN 4 PN 4 4

—%1 =2
PN=_--BN=PN=-BN (2)

MN

Din (1) 51 (2) = v
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11. Problema lunii FEBRUARIE 2017

Sa se arate ca daca punctele A, B,C,D,0,M din spatiu indeplinesc conditiile:
AB L CD, AD L BC,OALBD si M = pr,,C, atunci punctele A,C,O,M sunt coplanare.

Prof. C. Telteu, Constanta

—
—

l ,/(

Asteptam solutii cat mai interesante pdnd pe data de 4.03.2017 pe adresa de e-mail
revista@mateinfo.ro
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