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1. PUNCTE, DREPTE, PLANE. POZITII RELATIVE.
DISTANTE.

Prof. Stan llie
Colegiul Tehnic “Anghel Saligny”, Rosiorii de Vede, Teleorman

Din matematica de gimnaziu sunt cunoscute pozitiile relative a doua elemente geometrice
elementare P,d,a(Puncte, drepte, plane):

PP(distincte, identice), Pd(pe dreapta, exterior),

dd(identice, paralele, concurente, necoplanare), Pa(interior, exterior),
da(inclusa, secanta, paraleld), aa(paralele, concurente,

identice).
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Puncte Drrepte Plane
® P,=(0,0) @ P;=(1,0,2) g d:y=0 @ d:X=(0,-1,0+A(1,0,00 @ a:z=0
® P,=(1L0) @ P.=(1,-1,0) @ diy=0 @ d;ix+y=-1 @ 0y2=2
® P,=(0,0) @ P,=(1,-1,2) @ d:X=(0,-1,0)+A(1,1,2) @ 0y -2x+z=0
@ P,=(0,-1) @ d9:X=(1,-1,2)+A(-1,0,-2) @ 9;2=0
C | Pozitii Reprezentare grafica Despre
az | relative distanta
P | Puncte P, P, Distanta
P | distincte B3 este
lungimea
segmentu
lui P]_Pg
Puncte P,Pg Distanta
identice . zero.
P | Punct Distanta
d | pe zero.
dreapta
p P, a0,
Punct Distanta
exterior de la
dreptei . punct la
3 d, pr_oiec‘;ia
4 lui pe
dreapta.
d
1 Pq
Py
d | drepte Distanta
d | identice \ zero.
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drepte Distanta
paralele s de laun
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dreapta /[ Distanta
ce zero.
intersect ,
eaza '
planul /
dreapta Distanta
paralela : dintre un
cu i punct al
planul dreptei si
s - proiectia
lui pe
plan.
a | plane Distanta
a | paralele - dintre un
punct al
J unui plan
. sl
proiectia
lui pe
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plan.
plane Distanta
concure zero.
nte
plane Distanta
identice este
desigur
zero.
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2. STUDIU DE SPECIALITATE ASUPRA
VARIATIEI DISTANTEI DINTRE PUNCTELE UNEI
DREPTE SI UN PUNCT, O DREAPTA SAU UN PLAN

Prof. Stan llie
Colegiul Tehnic “Anghel Saligny”, Rosiorii de Vede, Teleorman

Actualul studiu este 0 abordare generalizata a articolului precedent “PUNCTE, DREPTE,

PLANE. POZITII RELATIVE. DISTANTE.”
Ne propunem analiza variatiei distantei dintre punctele unei drepte(...d) si un element

geometric elementar(Punct, dreapta, plan). Reprezentarea grafica este realizata cu GeoGebra

5.0. Prezentarea rezultatelor este pe principiul “O imagine face cat 10° cuvinte™.
Uneori este ilustrata, in succesiunea ei logica, chiar constructia geometrica necesara.

De la punctele unei drepte la un punct (...dP)

Fie dreapta d; si P un punct exterior ei precum si punctele A-J situate pe dreapta. Pentru

usurintd alegem d;=0x si PEOY.
Construim cercul de centru A si raza [AP]. Acesta va intersecta perpendiculara pe d; dusa in

A. Alegem A; in semiplanul cu y pozitiv. Analog se obtin B;-J;.
f

AlBy|c, ole| [F,[efH h |y,
1
. e =N P =
1 — ] . et
e 4 — il
577 SN\
2 \




REVISTA ELECTRONICA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 — MARTIE 2017

Prin eliminarea succesiva a diverselor elemente “simplificdim” imaginea.
T

ca, —

www.mateinfo.ro

17

I AL By G G, H
F, G H T R
.

feiiant’ d, A BCDEFPFGHI J
d, A BCDEPFGHIJ
@
P " P

|mpe-:-c:a K, Conie thiough A, B, C ,01,611




REVISTA ELECTRONICA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 - MARTIE 2017 www.mateinfo.ro

Am obtinut astfel o hiperbola!
4 -

Aceasta se poate si demonstra usor

Fie P(0,d), O(0,0), A(xa0),

Ax(xa, d(P,A))

PAZ=d?+ xaZ.

* Avem deci Ai(xa, Vd? + x42)

Aa(xy) si avem relatia y*-x*=d?

Adica Ai apartine unei hiperbole.

Modificand pozitia lui P obtinem diverse hiperbole.
In cazul extrem cand P aparfine dreptei obtinem ramurile pozitive ale celor doua bisectoare.

N
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De la punctele unei drepte la o dreapta (...dd)

Drepte paralele — graficul este cel rosu

2_

Drepte concurente

Fie dreptele concurente d; si d,. Pentru usurinta reprezentarii, printr-o rototranslatie, aducem
punctul de intersectie in origine, iar pe d; 0 suprapunem cu axa OxX.

Fie punctul mobil M pe d.

dz

-2 4

Fie F proiectia lui M pe dreapta d,. Cercul de raza MF si normala la d; in M determina in
semiplanul cu y pozitiv, punctul G.
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[T} o

da

Miscarea lui M determina traiectoria lui G.

Variind d; de la Oy la Ox obtinem grafice de la ramurile pozitive ale bisectoarelor unghiurilor
drepte pana la Ox.
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Drepte necoplanare

Doua rototranslatii aduc dreptele in pozitia mai convenabild reprezentarii grafice

(d; coincide cu Ox, iar perpendiculara comuna a lui d; si d, se gaseste pe Oz partea negativa).
Folosind elementele geometriei analitice, determindm distanta de la un punct oarecare al dreptei
d; la dreapta d,. Calculele vor confirma faptul ca graficul este o...hiperbola!

In figura urmatoare se evidentiaza modificarea graficului in functie de modificarea unghiului
dintre drepte( de la 0 la 90° ), distanta rimanand aceeasi.
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Modificarea graficului in functie de modificarea unghiului dintre drepte, respectiv de
modificarea distantei dintre drepte.
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De la punctele unei drepte la un plan (...da)

Dreapta paraleli cu planul — determina un semiplan perpendicular pe planul nostru

Dreapta concurenti cu planul

Dreapta coincide cu Ox, iar intersectia cu planul este Tn origine(o translatie si o rotatie duc
oricum la aceasta situatie...).

Folosim cazurile studiate anterior: drepte concurente(dreapta si proiectia ei pe plan), respectiv
drepte necoplanare(dreapta si paralele la proiectia ei pe plan). Paralelele la proiectia dreptei pe
plan acopera intregul plan.

Tn prima imagine sunt ilustrate cateva dintre hiperbolele cuprinse ntre laturile unghiului
(corespunzator siuatiei “dreapta si proiectia ei pe plan”).

In a doua imagine se ilustreaza cum hiperbolele acopera intreg spatiul dintre laturile
unghiului.

Ultima imagine aratd(cu verde) variatia graficului relativ la variatia inclindrii planului fata de
dreapta d;.
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3. INLEGATURA CU PROBLEMELE X.440 DIN RMT 3/2016
SI XI.41 DIN RMM NR.18

Marin Chirciu*

In Revista de Matematici din Timisoara 3/2016 este propusi problema:

X.440 Aratati ca in orice triunghi are loc inegalitatea:
1 tg A 1 tg B 1 g 9
2 b 2 4 p’R

Marian Cucoanes, Marasesti
iar ’n Romanian Mathematical Magazine nr.18- martie2017 este propusa problema:

X1.41 Leta,b,c be the side lenghts of a triangle ABC with inradius r .Prove that:

itgA+1th 1gg R
b® 2 48r!

Proposed by George Apostolopoulos,Messolonghi, Greece

A

1
Solutie: Articolul prezintd modalitati de obtinere a unor inegalititi cu sume de forma Z—ntgz,
unden=12,3..., precum si intarirea inegalitatilor X.440 si X1.41.

1)Aritati ca in orice triunghi ABC are loc egalitatea

2 (4R 41
2 b2 ¢ 2 4Rp

Solutie .

Folosind tggz (p-b)(p—c) ,S=\/p(p—a)(p—b)(p—c)=rp

p(p-a)
, 1 2+ (4R+1)"
§1Za(p_a _P 4p°Rr obtinem
A 1 [(p-b)(p 1 Je(p-a)(p-b)(P-¢) S 1 _
Z N _Z p(p- a) Z p(p a) pza(p—a)
_ p2+(4R+r) _p +(4R+r)
4p*Rr 4p°R

Cu ajutorul acestei egalitati se poate propune:

t Profesor, Colegiul National ,, Zinca Golescu”, Pitesti
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la)Aratati ca in orice triunghi ABC are loc inegalitatea
1. A1 B 1, C_1
—t —+—tg—+—-tg—2=2—.

J 2 b g c J 2 R

Solutie .
o 24 (4R+r1)°
Folosind |dent|tatealtgé+1th+1th: P +( 2+ )
a 2 b™2 ¢ 2 4Rp

AR+r > p\/§ obtinem concluzia.

si inegalitatea lui Doucet

1b)Aratati ca in orice triunghi ABC are loc inegalitatea

1. A1 B 1 C 1
—tg—+—-tg—+—-tg—<—.
g2 b g g2 2r

Solutie

4R
Folosind identitatea - tg ';+ 1 tg— B 1S M

g— > , inegalitatea de demonstrat se
b~2 ¢ 2 4Rp

w < 3 < p*(2R-r)>r(4R+ r)2 , care rezultd din inegalitatea lui
4Rp 2r
Gerresten p° >16Rr —5r° Ramane s aratim ca (16Rr —5r°)(2R—r) > r(4R+r)" <

8R*—17Rr+2r’ >0« (R-2r)(8R—r) =0 ,evident din inegalitatea lui Euler R > 2r .

scrie

1c)Aratati ca in orice triunghi ABC are loc inegalitatea

R 2 b 2 2r
Solutie
Se folosesc inegalitatile 1a) si 1b).
Observatie.

S-a obtinut o rafinare a inegalitatii lui Euler.

2)Aritati ci in orice triunghi ABC are loc egalitatea

‘_2p*(2Rr=r?)+r(4R+r)’
A 1thJritg£=IO p( )+( +).

= g~

2 b ¢ 72 16 p°R°r
Solutie .
g A_ [(P=b)(p-c)
Folosind tg—= [————= ,S=,/p(p-a)(p-b)(p-c)=rp
27\ p(poay S~ VP(P-a)(p-D)(p=c)
. 1 p*-2p*(2Rr-r’ +r(4R+r)3 ,
§1Z:a2 p—a)= ( 16p3R2?’2 obtinem




REVISTA ELECTRONICA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 - MARTIE 2017 www.mateinfo.ro

yiuhoyd [(B00el g1 fo(palp Bee) sy 1
a> 2 a p(p-a) a’ p(p a) p—a’(p-a
. p4—2p2(2Rr—r2)+r(4R+r)3_ p*—2p°(2Rr—r?)+r(4R+r)’
16 p°R?r? 16 p°R%r

Cu ajutorul acestei egalitati se pot propune:

2a)Aratati ca in orice triunghi ABC are loc inegalitatea
LA LB = tg C_+3
2 b* 72 2 ?>R2 '

Solutie .
i . 1 A 1 B 1 C p'-2p*2Rr-r? +r(4R+r)3
Folosind egalitatea ?tgf x —tg— 5 +—2th= ( 1 p3R2)r
p*—2p?(2Rr —r? +r(4R+r) J3
( 16p3R2)r > 3R & p2[3p2—2(38Rr+5r2)]+3r(4R+r)320 .

Distingem cazurile:
i)3p®— 2(38Rr + 5r2) >0, inegalitatea este evidenta.

ii)3p* - 2(38Rr +5r2) <0, inegalitatea se rescrie

= [2(38Rr +5r2)—3p2] <3r(4R+ r)3 , care rezultd din inegalitatea lui Gerresten
16Rr —5r% < p® <4R*+4Rr +3r? Ramane si aritim ca

< (4R*+4Rr +3r”)| 2(38Rr +5r”)~3(16Rr —5r*) | <3r(4R+r)

& 20R°~17R°r —37Rr* —18r° 20 <> (R—2r)(20R*+23Rr +9r*) > 0 , evident din

inegalitatea lui EulerR > 2r .
Observatie.
Inegalitatea poate fi intarita:

2b)Aratati ca in orice triunghi ABC are loc inegalitatea
A 1, B 1 C 3

g—+—=tg—=>——.
Zg2 TR 2pR
Solutie .
—2p*(2Rr=r?)+r(4R+r)’
Folosind egalitatea Z—tgé: P-2p ( ) ( ) , inegalitatea lui Doucet

16 p°R°r
(4R+r)" >3p? si inegalitatea lui Gerresten p> > 16Rr —5r? obtinem

5 LA, p'-2p”(2Rr—r*)+r(4R+r)-3p° p?45r24BRr _16Rr-5r+5r*+8Rr _ 3

a2 16 p°R%r ~ 16pR*r 16 pR?r ~ 2pR
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Observatie.
Inegalitatea 2b) este mai fina decat inegalitatea 2a).

2c¢)Aritati ca in orice triunghi ABC are loc dubla inegalitatea

1. A 1 B 1 C_ 3 _+3
Sl TPy Bl 1 i S S
R A PR

Solutie.

Folosind inegalitatea mediilor obtinem

Z%tgézsi/niztgézgg,%.L:gs 1 2.121.3 12 Zisfiszi_
a~ "2 a- "2 abc” p (4Rrp) p p V2Rr 2p\VR® 2pR

3RV3 1 A1
2 2

Cu inegalitatea lui Mitrinovi¢ p <

2d)Aritati ca in orice triunghi ABC are loc inegalitatea

1 A 1. B cf

—tg—+—t
a292 bzg zg2 12r2

Solutie.

Tripletele l,l,l si 1tgé Eth,lth sunt invers ordonate. Cu inegalitatea lui Cebasev
abec 2 b 2c"2

obtinem
1, A 11 A 1wl wl, A 1 p p*+(4R+r) p*+(4R+r)’
Stgo=Y | = Stgs <2 Y = Y Sg o< S = <
Za2 97 Z[a a gzj 3 Za Za 92 >3 3Rr 4Rp? 36 pRr

< —1\2@2 , unde ultima inegalitate este echivalentd cu I’[ p*+(4R+ r)z} <3R?- p+/3, care rezulta
r

din inegalitatea lui Gerresten p? < 4R? +4Rr +3r? si inegalitatea lui Doucet4R+r > p+/3.
Réméne sa demonstram ca r| 4R” +4Rr +3r* +(4R+1)" | 3R (4R+1) <

12R° ~17R*r—12Rr* —4r*20 <> (R-2r)(12R*+7Rr+2r*)>0 , evident din inegalitatea lui
EulerR>2r.

. . o .~ 1
S-a folosit inegalitatea cunoscutd in triunghi » —< 3% .
a r

Observatie
Inegalitatea poate fi imbunatatita.

2e)Aritati ca in orice triunghi ABC are loc inegalitatea

1. A 1 c 3
—t gl Lt ¥3
295 9T gz 6Rr

Solutie.
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Tripletele(l,%,lj si (ltgé ith 1tg Cj sunt invers ordonate. Cu inegalitatea lui Cebasev
a C a

2 b2
obtinem
slulog(llgh)lylylphol b PUUR PR
a’ 2 a a 9253 3R 4ARp® 36pRr
< £ , unde ultima inegalitate este echivalentd cu p® + (4R + r)2 <6R- p/3, care rezultd din
r

inegalitatea lui Gerresten p? < 4R?+4Rr +3r? si inegalitatea lui Doucet 4R +r > p/3.
Ramane s demonstram ci 4R?+4Rr +3r% +(4R+r1)° <6R-(4R+Tr) <
2R*-3Rr-2r*>0 < (R-2r)(2R+r)>0 , evident din inegalitatea lui Euler R > 2r .

.. : N .~ 1
S-a folosit inegalitatea cunoscutd in triunghi » —< 3% .
a r

2f)Aratati ca in orice triunghi ABC au loc inegalititile

1. A 1. B 1tg<J§<3<J§

+ < < < .
202 V2 292 T 6Rr 4pr 12r?
Solutie.
Se foloseste 2e) si inegalitatile lui Mitrinovi¢ 3ry3 < p< 3sz/§ .
2g)Aritati ca in orice triunghi ABC au loc inegalitﬁtile
2pR ~ a’ 2 b 2 4p

Solutie.
Se foloseste 2a) si 2f).
S-a obtinut o rafinare a inegalitatii lui Euler.

3) Aritati ca in orice triunghi are loc inegalitatea:
1. A1 B 1 C S 9

—t t +—t > .
20 T E g 4p°R

Marian Cucoanes, Marasesti

Solutie .

r
Folosind inegalitatea mediilor, Htg— =— si inegalitatea lui Mitrinovi¢ p > 3ry3 obtinem

A
—t >3 — = — , ultima inegalitate
2 \/H %2 \/3b33 \/; 4Rrp \/; 4p7R |

fiind echivalenta cu1 #E>§<:> p°>27r’ & p>3rf
ryp p
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3a)Aratati ca Tn orice triunghi are loc inegalitatea:
1 A 1. B 1 C> 9

= tg— tgz+?tg—

2 2 2[p2(2R+3r)—r(4R+r)2]

Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
Folosim inegalitatea lui Bergstrom si identitatea Z a® ctgg = 2[ p*(2R+3r)—r(4R+r )ZJ :
Obginemzistgé=z L Az J 5= . 9 — .
a2 gl Yarogh 2| p*(2R+3r)-r(4R+1)’|
Inegalitatea 3a) este mai tare decat inegalitatea 3) propusa de Marian Cucoanes, Marasesti
n RMT 3/2016 ,Problema X.440.

3b)Aritati ca in orice triunghi are loc inegalitatea:
1 A i B 1 9 9

>
2 2[p2(2R+3r)—r(4R+r)} 4p°R

Solutie.
Se foloseste 3a) si inegalitatea lui Doucet (4R + r)2 >3p®.

3c¢) Aritati ca in orice triunghi are loc inegalitatea:

itgA 1gB 1 C. R
2 b¥T2 ¢ T2 48rt

George Apostolopoulos,Messolonghi, Greece

Solutie.
Tripletele(iz,iz,izj §i(£tgé,1tgﬁ,ltggj sunt invers ordonate. Cu inegalitatea lui
a c a 2b72c¢c 2

Cebasev obtinem

1. A 1 1. A 1wl <1 A 1 1 p°+(4R+r)* p*+(4R+r)

a’ "2 a’ a 2 3 4r? 4Rp? 48p°R

<o [ P+ (4R+1)" | < PR
p’ (R2 — rz) >r? (4R + r)2 , care rezultd din inegalitatea lui Gerresten p* >16Rr —5r7.
Rimane si demonstrim ci (16Rr —5r2)(R2 — rz) >r?(4R+ r)2 =
16R° —21R°r —24Rr? +4r° >0 <« (R—-2r)(16R*+11Rr —2r”) >0 , evident din inegalitatea lui
EulerR>2r.
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. . . . 1 1
S-a folosit inegalitatea cunoscutd in triunghi ) —<— .
a~  4r
Observatie
Inegalitatea poate fi imbunatatita.
3d) Aratati ca in orice triunghi are loc inegalitatea:
1. A1 B 1, C _ O9R
—3tg +— 3 tg— —3t —< >
2 b 72 2 16S

Solutie.
. 1 11
Trlpletele(?,ﬁ,c—2

Cebasev obtinem

J (1tg A lth 1tgcj sunt invers ordonate. Cu inegalitatea lui

Zitgézz[l 1, j<_ Z Z— GA L1 'p2+(4R+r)2: p?+(4R+r)°

a® 2 2 ad 2 3 4r? 4Rp? 48p°R
9R

T 16r2p?’

inegalitatea lui Gerresten p> <4R*+4Rr +3r°.

unde ultima inegalitate este echivalenti cu p* + (4R + r)2 < 27R?, care rezulti din

Ramane si demonstram ca 4R? + 4Rr +3r? +(4R + r)2 <27R* &

7R*—12Rr —4r*>0 < (R-2r)(7R+2r)>0 , evident din inegalitatea lui Euler R > 2r .

. . N ~ 1 1
S-a folosit inegalitatea cunoscuta in triunghi » — < e
a r
Observatie
Inegalitatea 3d) este mai tare decat inegalitatea 3c),propusa de George Apostolopoulos,

Grecia in RMM nr.18-martie 2017, Problema X1.41.

3e) Aritati ca in orice triunghi are loc inegalitatea:

itgA 1
2 b

1
+—=1g

c 1
—<
c T2

LB,
2 ~12Rr?’
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.

TripIeteIe(l,l,lj si( L tg— A — gE itgcj sunt invers ordonate. Cu inegalitatea lui
abec 2'b? 7 2'c

Cebasev obtinem

1. A 1 1 A) 1 1 1, A1 p 3 1 .
Z_t _=§: . tg— g_.E:_.E:_ <z = , unde ultima
2 07 ( 2} 3 “~a “a’>2 3 3Rr 4pr 12Rr?

a a’

. ) . ) ) .~ 1 p 3

inegalitate rezultd din inegalitatea cunoscuta in triunghi » — < —— — < —_—
8 8 ghi 2 a 3Rr° z a’ 9 2 4pr’

vezi 2f).

Observatie
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Inegalitatea 3e) este mai tare decét inegalitatea 3d),care la randul ei este mai tare decét 3c)
propusa de George Apostolopoulos, Grecia in RMM nr.18-martie 2017, Problema X1.41.

3e) Aritati ca in orice triunghi are loc inegalitatea:

Lhilyl LS L SR R
a® 2 b2 2 12Rr? 1682 48r*

Solutie.

2
Vezi 3e) si inegalititile lui Mitrinovi¢ 27r? < p* < 27R .

3f) Aratati ca in orice triunghi au loc inegalitétile:

9 1, A1 B C 1
gDy g
4p°R " a®> "2 b 2 12Rr
Solutie.
Vezi 3a) si 3d)

S-a obtinut o rafinare a inegalititii lui Mitrinovié¢ p* > 27r”.

4) Aritati ca in orice triunghi ABC are loc inegalitatea

itg§+itg5 19_ 27
a2 b 2 8p°R

Solutie.

Folosind inegalitatea mediilor, Htgg L inegalititile p*> > 27r” si 2p* > 27Rr obtinem
p

1 A 1. A 1 1 r 27 . . . ..
—tg—=>33| | —tg— =33 = . , ultima inegalitate fiind
Z a4 g 2 \/ a4 g 2 \/a4b4c4 #( 4 3R g

4Rrp)” P 8p

echivalentd cu2p* > 3°Rr®, adevirati din inmultirea inegalititilor p>>27r?si 2p® > 27Rr.

4a) Aritati ci in orice triunghi ABC are loc inegalitatea
1. A 1, B 1, C < 1

Solutie.

Tripletele iziziz si(itgé,itgﬁ,itggj sunt invers ordonate. Cu inegalitatea lui
a“ b®c a- "2 c” "2

Cebasev obtinem
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1 A 1 1 A l 1 3 1 ]
—tg—= = , unde ultima
Z:a4 g2 Z(az a’ j Z Z 2 3 4r? 4pr 16pr®

1 A

inegalitate rezulta din inegalitatea cunoscuta Z— < 41 si Z—Ztg —< 4i ,vezi 3e).
r pr

4b) Aratati ca in orice triunghi ABC are loc inegalitatea

27 _ 1A, 1tg_ 140 1
8pR a* ~2 bt 2 16pr®

Solutie.
Vezi 4) si 4a).

5) Aritati ca in orice triunghi ABC are loc inegalitatea

Solutie.

Folosind inegalitatea mediilor, Htgg L inegalititile p> > 27r® si 2p® > 27Rr obtinem
P

4
1. A 1. A 1 1 r 3 1 L ) ..
—tg—=>33| | =tg— =33 = .—>| — | -=, ultima inegalitate fiind

4Rrp)” P \2p
echivalentd cu4p* > 3°R’r*, adevirati din inegalititile p®>27r*si 2p*>27Rr.

5a) Aratati ca in orice triunghi ABC are loc inegalitatea

itgA lth+lgC< 3R
a° 2 " 64prt’

Solutie.
. 1 1 1 A1 B1 C . . ) )
Tripletele| = ,—,— | si| —tg—,—tg—,—tg— | sunt invers ordonate. Cu inegalitatea lui
P (az czj’[a392b 92 c392) g
Cebasev obtinem
1. A 1 1. A 1 1 1 A 1 1 9R 3R .
—tg—=) |5 =tg— <= ) =) —tg—<= . = , unde ultima
ZaS gz Z( 2 3 QZ) 3 ZaZ Za?: 2 3 rZ 16p2 64p2 4
1

a a
inegalitate rezulta din inegalitatea cunoscuta Z— siz L tg— A
a’ 4ar® 2~ 16p7r?

vezi 3d).

Observatie
Inegalitatea poate fi imbunatatita.

5b) Aritati ca in orice triunghi ABC are loc inegalitatea
1. A1 B 1 ¢ C < 1

— 1 +—t —< .
g2 bSg 592 144Rr*
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Solutie.

. 111 1. A1, B1,C . . . .
Tripletele| —,—,= | si| —tg—,—tg—,—tg— | sunt invers ordonate. Cu inegalitatea lui
P (abcj’(a“gz b492 c“gzj g

Cebasev obtinem

I Y L EED YD IR

a a a’

p 1 1
3Rr 16pr’ 144Rr"’

unde ultima

1
3
inegalitate rezulta din inegalitatea cunoscuta Z— < % si Z%tgg < 16% ,vezi 4a).
pr

Observatie
Inegalitatea 5b) este mai tare decéat inegalitatea 5a).

S5c) Aratati ca in orice triunghi ABC are loc inegalitatea
202 02" 2 144Rr 64 pir*’

Solutie.
Vezi 5b) si inegalitatea lui Mitrinovi¢ ~ 4p® < 27R?.

5d) Aritati ca in orice triunghi ABC are loc inegalitatea
81 <L 1, A1 1. C < 1

t g2+ St
6pR & 22 b 02

2~ 144Rr*’

Solutie.
Vezi 5) si 4b).
6) Aratati ca in orice triunghi ABC are loc inegalitatea
n-1
i gé itg— itggz 3 -i,undeneN*
2 b" c" "2 (2p R
Marin Chirciu, Pitesti

Solutie.
Folosind inegalitatea mediilor,l_[tggzL , inegalititile p> > 27r* si 2p® > 27Rr obtinem
p
n-1
Zit9523§/ itgé =3§/ L =3 ! - z > 3 -1, ultima inegalitate fiind
a" "2 a" "2 a"b"c" (4Rrp)" p (2p R

echivalenti cu2"° p** > 3" °R"°r"? adevirati din inegalititile p*>27r’si

2p* 2 27Rr = (2 pz)n_3 >(3°Rr) *, adevarate pentru n >3 Pentrun=1 vezi 1a), iar
pentrun=2 vezi 2b).

6a) Aritati ca in orice triunghi ABC are loc inegalitatea
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n-1
igA+ith itg% (Lj -i,undeneN*

2 b" 9Rr 2r

Marin Chirciu, Pitesti

Solutie.
Se foloseste metoda inductiei matematice.

n-1
Fie propozitia P(n): —tg +itg— itg% (ij s neN”

9Rr
B 1

Pentru n= 1avemltgA+1tg += th<2i adica 1b).
a C r

b

Sa presupunem ca P( )este adevarat si sa demonstram ca P(n +1) este adevarat.

Tripletele(l,%,lj ( L tgA itg B tgcj sunt invers ordonate. Cu inegalitatea lui
abc

2'p"

Cebasev obtinem

1
2o

a

n-1 n
tgé: litgéjﬁlzl itgé<1.L.( P j .i: b i . unde
2 aa" "2 3 a 2 3 3Rr \9Rr 2r 9Rr 2r’

P

ultima inegalitate rezulta din inegalitatea cunoscuta Z— <—— si inegalitatea

3Rr
p

n-1
Z— g— (—j Zi , conform presupunerii ca P(n)este adevarat.

9R r

6b) Aratati ca in orice triunghi ABC are loc inegalitatea

n-1 n-1
i i<i gé itg_ ig£< P -i,undeneN*
R 2 b c" 9Rr 2r

Marin Chirciu, Pitesti

Solutie.

Vezi 6) si 6a).

S-a obtinut o rafinare a inegalitatii lui Euler.

La fiecare din inegalitatile de mai sus egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este

echilateral.
Bibliografie:
1. Marian Cucoanes, Revista de Matematica din Timisoara nr. 3/2016, Problema X.440.
2. George Apostolopoulos, Romanian Mathematical Magazine nr.18- martie2017 ,
Problema X1.41.
3. 0O.Bottema,R.Z.Djordjevic,R.R.Janic,D.S.Mitrinovic,P.M.Vasic,Geometric  Inequalities,
Groningen 1969, The Netherlands.
4. Marin Chirciu, Inegalitdti geometrice, de la initiere la performanta, Editura Paralela 45,
Pitesti, 2015.
5. Marin Chirciu, Inegalitati trigonometrice, de la initiere la performantd, Editura Paralela

45, Pitesti, 2016.
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4. CALCULATORUL SI PROBLEME CU NUMERE

Nela Ciceu, Bacau si Roxana Mihaela Stanciu, Buzau

Punctul de plecare al acestor randuri este urmatoarea problema
1. Determinati numerele abced  stindca  ab cd + abd = abed.

Gheorghe lacob, E:15072, G.M.-B 10/2016

Relatia din enunt se scrie sub forma @b (ed —90) = (¢ — )0, si
incercand pentru numerele de doua cifre cd valorile 91, 92, ..., 99 obtinem solutiile
9091, 4592, 3093, 1895, 1596, 1099.

Fara sa negam importanta unei solutii in care se folosesc observatii legate de
relatiile din problema, dorim sa aratam ca se poate folosi si calculatorul. Cele mai
multe probleme de acest tip nu necesita cunostinfe aprofundate de programare.
Consideram ca in acest fel se poate trezi interesul elevilor pentru folosirea
calculatorului si pentru altceva in afara jocurilor sau a retelelor de socializare.

In limbajul de programare BASIC, solutiile problemei de mai sus se obtin foarte
repede cu un program usor de infeles chiar de catre un elev de gimnaziu fara prea
multe cunostinte de programare.

fora=1t09
forb=0to9
forc=1t09
ford=0to9

st = (10*a+b)*(10*c+d) + (100*a+10*b+d)
dr = 1000*a+100*c+10*d+c

if st = dr then print dr

next d: next c: next b: next a

Continuam cu alta problema.
2. Determinati numarul  abed cu proprietatea

Jabed =8,/ab +/ad .

Aurel Dobosan, E:15079, G.M.-B 10/2016
Programul cu care obtinem solutia unicd 1681 este urmatorul

fora=1t09

forb=0t09

forc=1to9

ford=0to9
nr = 1000*a+100*b+10*c+d
st = sqr(nr)

dr=8*sqr(10*a+b) + sqr(10*c+d)
if st = dr then print nr
next d: next c: next b: next a
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Apare natural intrebarea daca putem obtine alte probleme inlocuind coeficientul
"8". Vom determina daca urmatoarea problema are sau nu solutii:

Jabed =m/ab +n./cd .

Deducem usor ca m + n <= 32, Cu programul

form=1to 32
forn=11t032-m
fora=1t09
forb=0to9
forc=1t09
ford=0t0o9
nr = 1000*a+100*b+10*c+d
st = sqr(nr)

dr=m*sqr(10*a+b) + n*sqr(10*c+d)
if st = dr then print nr
next d: next c: next b: next a
next n: next m
rezulta ca problema nu are solutii.
Putem utiliza acelasi program pentru a vedea daca obfinem solutii pentru
urmatoarele trei probleme:

I

Jabed =m/ba +n/ced (1)

Jabod =m/ab +n/de  (2)
ﬂ‘.f';a,bcd =m/ ba + ﬂffa (3)

Modificand corespunzator linia dr=m*sqr(10*a+b) + n*sqr(10*c+d), obfinem
pentru (1)
/5445 =3,/45 +8,/45, /5445 =4./45+7/45,
/1849 = 4./81 + /49,
/8427 =2./48 +15.,/27, /8427 =5,/48 +11,/27,
/8427 =8./48 +7,/27, /8427 =11,/48 +3/27.
Pentru (2) si (3) nu obtinem solutii.
Propunem cititorilor sa rezolve in acelasi mod urmatoarele probleme (eventual
sa obtina probleme inrudite):
1. Determinati numerele  ghed care verifica relatia

v abed — ./ acd = bb.

Petru Todor, E: 15114, G.M.-B. 12/2016
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2. Rezolvati in multimea numeror naturale ecuatia

Jx +/y =./2017.

Cristina Maria Militaru, E:15096, G.M.-B 11/2016

3. Aflati numerele naturale g be  stiind ca
e = —_—
Jabe =/cb +/ab +/ath+ /atctate
Nicolae lvaschescu, G:568, Sclipirea Mintii nr. 16 (2015)

4. Determinati numerele agbecd formate din numere prime, stiind ca

2a+ad+3b+bd +cd® +4cd + 3c = d° + 7d*+ 15d + 9.
Gheorghe Ghita, G:618, Sclipirea Mintii nr. 17 (2016)

5. Aflati numerele naturale ab pentru care avem:
II_J' — — —_— —
a) +(aa+bb)(a+b)+aa-b=aa;
[ — —_— —_—
b) /(aa+bb)(a+b)+aa-b=Dbb.
Nicolae Ivaschescu, G:667, Sclipirea Mintiinr. 18 (2016)
. . . a1 13
6.Sa se determine cardinalul multimii A =jayz |—+=—+==1;.
r v =z
Gheorghe Ghita, G:670, Sclipirea Mintii nr. 18 (2016)
7.5a se afle numerele N formate din 4 cifre avand proprietatea ca rasturnatul
lui N se divide cu N + 2.
Titu Zvonaru, E:10705, G.M. 31994
8. Aflati cel mai mic numar abe astfel incat suma cifrelor numarului

n = abc + cbag safieimpara.
Andrei Eckstein, Concursul interjudetean "Traian Lalescu", Petrosani 2012

9. Existd numere naturale de trei cifre care sa fie obtinute prin adunarea sumei
cifrelor lor cu produsul cifrelor lor ?
Gheorghe Stoica, 0.V. 300, RMT 3/2012

10. Cate numere ghed au proprietateaca absicd divid abed ?
Dr. BMT, O.V1.30, BMT 1/2013
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5. DESPRE PROBLEMA S:E16.70 DIN GAZETA
MATEMATICA NR. 2/2016, PROPUSA PENTRU CLASA A
VII-A

Prof. Buzea Gabriela
Scoala Gimnaziala Nr. 56,
Bucuresti

Fie triunghiul ABC si punctele P€(BC), Q€(AC) si Re(AB) astfel 1incat
APNBQNCR={E}. Stiind ci EQ=5cm, EB=15 cm, EA=EP=18 cm si CR=52 cm, calculati aria
triunghiului ABC.

Autor Prof. Mihaela Berindeanu

Solutia 1
A
/o 13\____
38 18",

In triunghiul ABC, APNBQNCR={E}, aplicim teorema lui Gergonne si obtinem
EP E{ ER 18 5 ER
4 =1+ 4+ —1=FER=13cm CE= 39 cm.
AP B@ CR 36 20 52
Construiesc simetricul punctului E fatd de punctul P.
Sp(E)=M=E, P, M si EP=PM=18 cm, EM=36 cm.

Demonstram ca punctul P este mijlocul segmentului BC.
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1
3| RE

EC 3 =}—=Q—=}RQ 1
1({ "Ec BB —==

RQ ”BCI AR 1
= BC 3

in triunghiul ABP aplicam teorema lui Menelaus, cu secanta R-E-C, obtinand

BEC PE AR
—+—+—=1= BC = 2CP = P este mijlocul segmentului [BC].

) BCNEM = {P}
In patrulaterul BECM, Ep=pPM }:‘- BECM paralelogram =
BP = PC
EC =BM =39 cm.
In triunghiul BEM, BE=15 cm, EM=36 cm, BM=39 cm, conform reciprocei teoremei
lui Pitagora rezulta ca triunghiul BEM este dreptunghic in E.
Atunci BELAP.

P = 270 em?.

BE
AnaBp= —

Cum AP este mediana in triunghiul ABC, rezultd ca Aaagc=2 Aaasp, deci Axapc=540 cm?.

Solutia 2
S
..I_.' | "'- "'-\.-\.-\.-\. )
R A1\ jTQ
.I:I_-'. ]:"l;'j__-".ff".f --L_‘_HH‘.‘.‘. lg-. | .-.-.-"'--.____-21-6- HH"\-\_\
.I__". J-'-__ - e x\_\_‘ | '-.____
B/ \ ¢

Fie punctul Ge[BE]astfel incAit GE=5cm, BG=10 cm.

in triunghiul ABP, BE mediana si g = i, rezulta ca punctul G este centru de

greutate al triunghiul ABP.
AP NGQ = {E}
In patrulaterul AGPQ, AE = EP = AGPQ
GE = EQ

GP || 4
0 E”AL?} = GP || AC si cum BG=GQ=10 cm, rezulta ca GP este linie
mijlocie 1n triunghiul BQC, deci punctul P este mijlocul lui BC.

in triunghiul APC, aplicim teorema lui Menelaus, cu secanta B-E-Q,

paralelogram=
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CB PE AQ A0 1

BP EA QC oc 2
In triunghiul ABC aplicim teorema lui Ceva si obtinem

AR EBP C¢ AR

1
= —.
RE PC (4 RE 2

In triunghiul ARC aplicim teorema lui Menelaus, cu secanta B-E-Q
AEB RE CQ RE B 1

BR EC QA EC 3
Cum RC=52 cm, obtinem RE=13 cm si EC=39 cm.
Fie S € [EC] astfel incAt ES=13 c¢m, deci SC=26 cm si cum

= QS || AE =

> L =-505=120cm
in triunghiul EQS, EQ=5 cm, QS=12 cm, ES=13 cm, conform reciprocei teoremei

lui Pitagora obtinem ca masura unghiului EQS este de 909, deci, EQLQS. Dar, QS|IAE, si
atunci AELQE.

_BE-AP __ 1536
Aaap= =

- — =270 cm2
in triunghiul ABC, AP mediana, deci Aaapc=2 Axasp= 540 cm?.
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6. RELATII IMPORTANTE IN TRIUNGHI

Oprea Elena Georgiana, Liceul Tehnologic, Puiesti

1. Distanta dintre centrul de greutate G si centrul cercului circumscris O al triunghiului
AABC este data de

+b*-

Wk
Wl
Wk
:}OOII—‘

Wl
Wl

2 2 2
OGZ=R2+(a2- j=R2—$.

Demonstratie: Cum G are coordonatele baricentrice G(%%%) consideram O punctul
oarecare din plan avem
1l 1= 1
OG==-0A+=-0B+=-0C
3 3 3
rezulta
1 1 1 1 1 1

0G? :§-OA2+§-OBZ+§-OCZ+2-§-OA2-082+2-§-OA2-OC2+2-§-OBZ-OC2 ,

2 2 _ AR2
OA-OB = OA-OB-cos(«AOB) = OA.0B . 2A T OB" ~AB"

2-OA-0OB
Astfel
062 =1.0a7+1.08? +1-oc2+1-(0A2+OBZ—ABZ)+
9 9 9 9
+1-(OA2 +ocz—Ac2)+1-(OBZ+ocz—Bcz)
9 9
=§-R2+§-R2+§-R2—l-(a2+b2+cz)
9 9 9 9
= Rz—l-(a2+b2+cz)
9
2. Distanta dintre centrul O al cercului
circumscris si | al cercului inscris triunghiului AABC este data de

Ol =R*-2Rr.
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or-2 .0A: L 0B+ 0oC.
2p  2p O 2p

Astfel obtinem
— a® 2 b —2 C ~— == b ¢ — ==
Ol=—-0OA +—-0B +—-0C +2-— —- OA-OB+2-—-—- OA-OC+2-— —- OB-0OC
4p 4p 4p 2p 2p 2p 2p 2p 2p
Deci

L s n e
OA-OB=|OA|-|OB|-cos(<1onB):|0A|.|o|3|,OA +O0B” - AB

OA* + OB? — AB?

2
De unde rezulta
, a , b? , ¢C° , ab ~+ —= aC =~ ~= bC = =

Ol? == .0OA? + —-OB? + ——-OC? + —-OA-OB + —;-OA-OC + —-OB-OC =

4p 4p 4p 2p 2p 2p
=R*-| a- bcz+b~ acz+c- ab2 _Re_3C_

4p 4p 4p 2p

=R2—ﬁ=R2—2Rr.

2p
Bibliografie:

1. Chis, M.Smale, Coordonate baricentrice,(http://www.viitori
olimpici.ro/uploads/attachdata/68/17/25//coordonatebaricentrice.pdf).

N., Teodorescu, Culegere de probleme pentru concursurile de matematica, vol.5,
Bucuresti, 1977.

3. http://ro.math.wikia.com/wiki/Coordonate baricentrice.
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/. STUDIUL PUNCTULUI DE ECHILIBRU DE TIP FOCAR

Studiu de specialitate

Oprea Elena Georgiana, Liceul Tehnologic, Puiesti

Punctul de echilibru este de tip focar daca valorile proprii ale matricei liniare

a b
A=
c d
sunt reale si diferite de zero. Aceste valori proprii sunt radacinile ecuatiei caracteristice

A% —tr(A)- A +det(A) =0,
care are doud solutii complexe 4, , e Cdiferite de O daca si numai daca

A<OQ
(1.1)
det(A) >0
2
Conditia (1.1) este echivalenta cu (@+d)"+4-b-c<0 (1.2)
b-c<0
Observatie : Din b-¢ <0 rezultd ca b,c#0.
Cazul a=0
- ) X = ax+hy . X =hy 0 b . ..
In acest caz sistemul < devine < , unde A= cu valorile proprii
y =cx+dy y =cx+dy c d

- d+d?+4bc  d+ivabc+d?
2 - 1
‘ 2 2

‘14 dl<2|-bc
iar conditia (1.2) devine a"+ bC<Oc> di<2] |.
bc<0 bc<0

a=0; b<ly; ¢>0; d<0 a=0: b<l: ¢>0; d>0
a) b)

a=0; b>0; c<0; d<0 a=l: b>0; c<i); d>0

Fig.1. Portrete de faza pentru sistemul dinamic
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Conditii asupra parametrilor Figura Denumire
d>0 b<0, c>0 Fig.1.a) Focar repulsiv
b>0, c<0 Fig.1.b)
d<0 b<0, ¢>0 Fig.1.c) Focar atractiv
b>0, c<0 Fig.1.d)
Cazul d=0
X =ax+ by ab i .
In acest caz sistemul devine {y o ,unde A= (c Oj cu valorile proprii

iar conditia (L1.1) devine {a +4bc<0@{

\/a +4bc a+|\/4bc+a

lal< 2] bc|
bc<0

a=0: b<; c=0: d=0

a)

a<il; b<ly; ¢>0; d=0

b)

a>ll; b= <l d=0

a<i: b>0: e<i: d=0

Fig.2. Portrete de faza pentru sistemul dinamic

Conditii asupra parametrilor Figura Denumire
a>0 b<0, c>0 Fig.2.a) Focar repulsiv
b>0, c<0 Fig.2.b)
a<0 b<0, c>0 Fig.2.c) Focar atractiv
b>0, c<0 Fig.2.d)
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8. CARACTERIZAREA NODULUI PENTRU UN SISTEM
DINAMIC BIDIMENSIONAL LINIAR IN CAZUL IN CARE
AVEM DOI PARAMETRII NULI

Studiu de specialitate
Florea Maria Luminita- Scoala Gimnaziala ,,Sf. Andrei” Tacuta, Vaslui

Consideram sistemul dinamic bidimensional liniar
x = ax + by
- , (1)
Vv =rcx+dy
unde a,b,c,d sunt parametrii reali.
In ceea ce priveste parametrii vom determina numarul si pantele directiilor asimptotice.
Stiind ci punctul de echilibru (0,0) este nod atunci valorile proprii 4,4, ale matricei

A= (i’ j) sunt reale si diferite de 0.

Solutia sistemului anterior este
i =cqag et + oy, et
¥ =ciape’t + qagett
unde ¢,, £, sunt constante reale, si (e, @15)7 (@5, &5, )7 sunt vectorii proprii corespunzitori
valorilor proprii A4, 4,.
c._ﬂ:._z.f{._a‘]"—r+czzzzins‘]'5r
Oy, dy 9‘]'1[‘+cz:zz._ﬂ.ns‘]"a‘-r >

. dy
Avem y == =
dx

| |2

prin urmare avem urmatoarele cazuri
dt
e Dacd Ay ¥ A; atunci punctul de echilibru (0,0) este un nod nedegenerat cu dous directii
asimptotice. Traiectoriile au aceeasi directie ca si vectorul propriu al valorilor absolute mai mici
fata de punctul critic, pentru £ mai mare se duc spre directia vectorului propriu corespunzator

valorii proprii cu valoarea proprie absoluta mai mare.
e Daci 44 = A5 si existd doi vectori liniar independenti, atunci punctul de echilibru {0,0) este un

nod nedegenerat cu o infinitate de directii asimptotice. Traiectoriile pleaca in directiile
Ealiygtoaligy

Cattys+ep@ns
e Daci Ay =3 siexistd un singur vector, atunci punctul de echilibru {0,0) este un nod degenerat

cu o singura directie asimptotica. Traiectoriile merg spre directia vectorului propriu
corespunzator valorii proprii.

Valorile proprii ale sistemului (1) sunt radacinile ecuatiei caracteristice
A*+tr4d A+ detd =0,
care are doua solutii reale diferite de 0 daca si numai daca
{.-'1'; =0 )
i P=0
unde A = tr“A — 4detAd si P = detA.
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Sistemul (2) este achivalent cu
{[a —d)*+4bc =0 ?)

) ) N A ad —bec =0
prin urmare, valorile proprii ale matricei A sunt

7. = leta)t/la—di+4be
12 2 .
Dacd b = 0,c = 0 sistemul (1) devine
X = ax
L;, =dy’ )
unde A4 = (3 2) cu valorile proprii 4; = a, A, = d si sistemul (3) este (a ;ddi‘ﬂE 0

Daca ad > O rezulti ci a > 0,d = 0 caz n care punctul de echilibru (0,0) este un nod
repulsiv sau a << 0,d < 0 caz in care punctul de echilibru (0,0) este un nod atractiv.

Vectorii proprii corespunzatori valorilor proprii A; = a, 4, = d pentru a # d sunt
(1,0)"si (0,1)7 pentru care punctul de echilibru (0,0) este un nod nedegenerat cu
doua directii asimptotice, sianume cele doua axe de coordonate (0X si 0Y). Daca
a = d, exista doi vectori proprii liniar independenti, pentru care punctul de echilibru
(0,0) este nod degenerat cu o infinitate de directiii asimptotice. Se numeste sursa daca
a < 0,d < Osaucentrudacaa = 0,d = 0.

In figura urmatoare vom reprezenta portretele de faza ale sistemului

_ _ A [}
A 4 N AR hivg
< > 7 ™~ % =S L
< | > > 2 = e <
t
I <
2 > > 7 : =
N .‘ ey % 7 <
£ I 3 | 7 =
B A V| A
be=l; ag>0; 3 bee=ll; ad>0; a<d bee=ll ad<; a>d bee=0; ad<l a<d
L A \
I 1 4:\1 Vi
< = > &
o<
7 -
£ RN /"/I 5
b N
b=l 40> aalas)
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9. SOLUTION TO IRAN 1996 GENERALIZATIONS

By Leo Giugiuc

2m+2 1 °
If x,v,z,m = 0 and, then (Zx )(Z{}r+z]2m”)2 yersl

Authors: D. M. Batinetu Giurgiu and Neculai Stanciu, Romania

%

1 9
Lemma 1 (Iran 1996):1f a,b,c = 0 then (ab + bc + ca) (Z m) 1
Lemma 2 : The function f(t) = t™ is convex on (0,00) .

Both results are well known, hence we'll not prove them . Back to the problem .
1 1

{}"l‘ z}2m+2 = 4m{}rm+1 +zm+1]2 )

Let x™ = gq,y™* = b and z™" = ¢ .Then sz'm” = Z a’

Fromlemma 2,(y +z)™t < 2m(y™ 1 4 ;™) =

=ab + bec+ ca and from above,

Z{}F-I-.:w = %"Z (ym+t -:z"”""ij2 - %(Z{a-:—bjz) '

1 9
But from lemma 1, (ab + bc + ca) (ZW) = p .Done !!
a
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10. APLICATII ALE TRIGONOMETRIEI IN GEOMETRIE

Isaia Dida-Cristina

Profesor, Scoala Gimnaziala Nr. 20 Galati

Functiile trigonometrice prezentate in trigonometrie fac posibila folosirea unghiurilor
pentru determinarea elementelor necunoscute din diferite figuri geometrice. Dupa cum ne indica
si numele trigonometria (masurarea a trei unghiuri) se ocupd cu rezolvarea triunghiurilor,

respectiv a tuturor figurilor care se pot reduce la triunghiuri prin trasare de diagonale.

Rezolvarea triunghiurilor dreptunghice

Metode generale

In trigonometrie se dau definitiile functiilor geometrice ale unghiurilor dintr-un triunghi
dreptunghic care se extind cu ajutorul cercului unitate la orice fel de unghiuri. Aceste definitii
contin relatii intre laturile si unghiurile unui triunghi dreptunghic astfel incat cunoasterea a doua
elemente este suficienta pentru calculul celorlalte. Notam ipotenuza cu c, catetele cu a si b, iar
unghiurile opuse lor cu a si B. Folosim doud relatii din geometrie referitoare la triunghiul

dreptunghic (fig. 1):

?\

1. Teorema lui Pitagora c®=a+b?.
2. Unghiurile alaturate ipotenuzei sunt suplementare: o+ B=9OO.
Exista patru cazuri tipice pentru rezolvarea triunghiurilor dreptunghice.

I. Se da ipotenuza C si un unghi aldturat, de exemplu a:
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) . b
1. [32900- o; 2. sin 0= E, a=c sin a; 3. cos a=—, b=cC cos a.
C

II. Se da ipotenuza C si o cateta, de exemplu a:

1. sino=2; 2. =90°- «; 3a. b=v'cZ — aZ sau cu ajutorul unghiului calculat a
c

-] b
3b. ctg o= b=a ctg a sau 3c. cos a=, b=c cos o.

III. Se da o cateta, de exemplu a si un unghi, de exemplu a.

1.p=90% o; 2. ctg OL:%, b=a ctga; 3. sin o= g,_C: —

[—
ElNn X

sau cu ajutorul unghiului calculat 3

o

I'.'DBE.

2a. tg B:% b=a tg B; 3a. cos BZ%, c=

IV. Se dau ambele catete a si b:

1. tg a=§; 2. [3:900- a; 3a. c=va’+ b?;

sau cu ajutorul unghiului calculat o 3b. c=—— sau 3c. c=——.
Ein @ coe B

Relatii trigonometrice intr-un triunghi oarecare

Elementele pe care vrem sa le calculam nu se afld in general in triunghiuri dreptunghice.
De aceea trebuie studiate relatiile dintre unghiurile si laturile unui triunghi oarecare. Cele mai
importatnte relatii sunt teorema sinusurilor si teorema cosinusului. Teorema cosinusului in cazul
in care lucrdm cu tabele este mai putin folositd si poate fi folosita inlocuitd cu teorema

tangentelor sau cu formulele referitoare la jumatatea unghiurilor.

Teoremele geometriei plane

Teorema sinusurilor

Orice triunghi ABC are un cerc circumscris lui, al carui centru se afla la intersectia

mediatoarelor (fig. 2). Laturile triunghiului vor fi coarde, iar varfurile triunghiului se afla pe cerc.
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Daca notam cu R raza cercului circumscris, laturile vor fi a=2R sina, b=2R sinf, c=2R

b c

siny. Deci, 2R = —

sine zinfl = siny’
Tntr-un triunghi raportul dintre o laturd si sinusul unghiului opus este egal cu diametrul

cercului circumscris triunghiului.

Teorema sinusurilor

a _ B _ ¢

ginm  sinf siny

Intr-un triunghi raportul a doud laturi este egal cu raportul sinusurilor unghiurilor opuse.

Teorema cosinusului

Tn triunghiul ABC notim cu D punctul de intersectie al iniltimii h, cu latura ¢ si AD=q
este proiectia laturii b pe latura c. Aceasta proiectie g=b cos a este pozitiva in cazul lui o ascutit
si negativa pentru o obtuz. Lungimea lui DB va fi egala cu ¢ — q, iar h¢ = b sina. Conform
teoremei lui Pitagora n triunghiul dreptunghic DBC,
a? = hcz + (¢ —gq)* = b*sina + ¢* + b?cosa—

- 2bc cos o sau grupand termenii a* = b* + ¢ — 2bc cosa. Relatii aseminitoare se obtin prin

permutari circulare.

Teorema cosinusului

a® = b? + ¢? — 2bc cosa sau b® = a® + ¢? — 2ac cosf sau ¢* = a® + b* — 2ab cosy
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Patratul lungimii unei laturi a unui triunghi este egal cu suma patratelor lungimilor celorlalte

doua minus de doua ori produsul lor inmultit cu cosinusul unghiului dintre ele.

Teorema tangentei

a—f a-b, atf c:+,f.?=13|}°—}r

tg" = e,

a+b 2 2 2

f-y _ b-c, P+y F+y _ 180°-az
tg " - tg a4 F 7 - a3
2 b+e 2 2 2

t - S c—rztg}f+rx yta 180% -8
9 2 cta z ' 2 z

Formulele tangentei

@ [lp—blip—c) . F [lp—allp—c) . ¥ [(p—B)(p—a)
tg— = | — . tg— = | )l ’ tg— = | ETEL ’ unde 2p:a+b+c_
2 Y, pip—a) 2 A pip—b) i ! plo—c)

Raza cercului Tnscris in triunghi

Tn triunghiul ABC bisectoarele se intersecteazi in centrul cercului inscris. Trasam razele
cercului Tn punctele de tangenta E, F, G si vom obtine sase triunghiuri dreptunghice. Ele sunt
doua cate doua congruente, deci laturile notate cu X, Y, z respectiv sunt egale. Lungimile laturilor

egale vor fi

X=p — a, y=p — b, z=p — ¢, unde 2p=a-+b-+c. In triunghiul AGM, tg == E = i. Folosind
o [(p—B)ip—c) . r [(p—B)ip—c) <
formulatg—= [=—————, obtinem = [=————, de unde rezulta:

2 4 pip-a) p-a 4 plp-a)

lo—a)@-b)p—0)
\ P

Aria unui triunghi

- IR . 1 . . 1 . .
Inlocuind in formula ariei A = >¢ - h_ pe h, cu b sin a, obtinem A = = bc sin a. Aplicand

teorema sinusurilor in formula ariei obtinem urmatorele formule pentru arie:
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abe z . . , 7 sinfl siny 7 giny sing
A = — = 2R*sina sinfl siny = a =b =

7 sina sinf
4R Ising 2zinfi siny

Prin adunarea ariilor triunghiurilor ABM, BCM, CAM, din figura 2, ale caror indltimi sunt

egale cu raza cercului inscris obtinem formula lui Heron pentru arie:
1 I
A=L(er+br+ar)=rp =P - D@~ D@0,

unde2p=a+b +c.

Aria unui patrulater oarecare
Un patrulater oarecare ABCD este determinat de cinci elemente, cele patru laturi si suma

a doud unghiuri opuse, de exemplu o si .

e+ btetd

Notam cu p semiperimetrul: p =

sicue=a-+vy.

Ariile triunghiurilor ABD si BCD si aria patrulaterului 4, vor fi:
Alzgad sina; A, = %bc siny; A, = % (ad sina + be sinf3).
Aplicand teorema cosinusului obtinem:

a’ + d* — 2ad cosa = f* = b* + ¢* — 2bc cosy.

Atunci:

(44)2 + (a® + d* — b% — ¢2)? = 4(a®d? + b*c? — 2abed cos2s).

Efectuand calculele obtinem:

A, = [(p—a)(p—b)(p—c)(p —d) — abed cos?e.




REVISTA ELECTRONICA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 - MARTIE 2017 www.mateinfo.ro

Probleme rezolvate

1. Sa se arate ca triunghiul ABC este dreptunghic isoscel daca si numai daca:

(a+ b ab
Apapc = T
Rezolvare:
n =. L}

z —
Daci a = b si triunghiul ABC este dreptunghic = A,,,- == = w =

__iat Bivab

-
s

" ="

(a+biab

PR R(a + b) = c\/ab.

. - abec - -
Se stie cd R = ——. Observam ca Ay 5c =
2AMAEC

atb

Deoarece c=2RsinC = R{a + b) = 2R\JabsinC=> sinC =

d

£

2z

at+b

zvﬂb

=1 =C=90%a=5hc=a/2

Din inegalitatea mediilor rezulta ca sinC =

2. In orice triunghi exista relatia: OI> = R(R - 2r), unde O si | sunt centrele cercurilor

circumscris, respectiv inscris. (Euler)

Rezolvare:
Tn triunghiul ABC, mediatoarea OM intersecteaza arcul BC Tn punctul D. Rezulti ca AD este
bisectoarea unghiului A si deci trece prin centru cercului inscris. Avem:

m(< DBI) = m(<DBC) + m(<CBI) =2 [m(A)+m(<B)],

dar m(< DIB) = 3 [m(A)+m(=B)](exterior unghiului BIA).

Fie M; si M punctele in care dreapta OP intersecteaza cercul circumscris. Avem:
ID-AI = IMyIM; = (R + OI)(R — Ol) = R* - OI?

Deci R? — OI° = 2Rr, de unde OI> = R(R - 2r).
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3. In exteriorul triunghiului echilateral ABC se construieste triunghiul BDC astfel ncat
m(<BCD)=10° si m(<CBD)=20°. S se demonstreze ca triunghiul ABD este isoscel.

Rezolvare:

Notam m(<DAC)=x. Aplicand terorema sinusurilor obtinem:

BO co gin10° 2 gin 10" coz 20" . o
—_—= = CD=E8D- =BD — adica CD = 28D cos 10",
gin10? gin 20° gin 20° sin 107 ’

. o AD AD-sinx ED AD AD-sin(60" —x
Maiavem: — = —— = (D = —; — = — — pp = 22:=in(80 ~x)
Eim x gin 70 co220% 7 gin(60% -x) gin 807 cos 107

Inlocuind obtinem:

sinx 2ein{60"—x . . . .
e o L. c0s10° & sin 20° sinx = 2 sin 20° cos 20° sin(60° — x) =
COE & COoE

& sin 207 sin x = sin 40°%sin(60° — x) = cos(x — 20%) — cos(x + 20%) = cos(x — 20%) —

— cos(100% — x) < cos (100" — x) — cos (x + 20%) = 0 < 2sin 60%sin(40° — x) = 0.
Rezulta ci x = 40° si m(<ADC)=180°- 40°- 70°=70°, deci AADC este isoscel cu AD=AC.

5. Sa se demonstreze ca triunghiul ABC in care a = 2b sin %1, AE [ﬂjB , ), este isoscel.

Rezolvare:

. . . . . g o . . 4 A .
Din teorema sinusurilor si relatia data se obtine sin A = 2 sin B sin =, de unde cos = = sin B sau

m—A

"
r

m—A m—A m+d
—sauB=m-A- —=——

:deci B =

sin B = sin

in primul caz C =7 — A — =2 =2 = B i triunghiul ABC este isoscel.

= =
s rs

Cazul al doilea nu este posibil deoarece A + B = ﬂ € [m, 2m), oricare ar fi A € [T/3 ,m).
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Determinarea inaltimii unui turn inaccesibil, situat pe un deal.

Fie turnul marcat prin segmentul AB. Alegem un punct accesibil C si lucram in planul

determinat de punctele A, B, C. Luam inca un punct accesibil D€ BC si notam cu E punctul de

intersectie al verticalei prin A cu orizontala prin D.

Prin masuratori se obtin: A
CD =a, m(<EDB) = ¢, m(<ADB) = § si m(<ACB) = a.
In triunghiul ACD, avem:
ac a . _ aoEinf
ginf  sin(e— £) deci AC = gin{a— B
Din triunghiul ABC se obtine: B
C
AE A€ . _Eina
min - S'E'?!E:E-I- m}1 dECI AB - cozw AC E D

Asadar
AB = agEine sin ff

gin(e— Bleozg’
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11. SOLUTII PROBLEMA LUNII FEBRUARIE 2017

Sa se arate ca dacd punctele A,B,C,D,0,M din spatiu indeplinesc conditiile:
AB L CD, AD L BC, OA_LBD si M = pr,,C, atunci punctele A,C,M,O sunt coplanare.

Prof. C. Telteu, C. N. A. ,,Regina Maria”, Constanta
Solutie autor:

Incepem cu observatiaci M = pr,,C=M,B,D coliniare si M,B,D,C coplanare. Fie « planul
lor.
Fie A'=prA.

1) Fie F=pr,,A'=(A'AF)LBC sipentruca AD LBC= ADc(A'AF), care este planul
normal dreptei BC, ce trece prin A.
Deci punctele F,A',D sunt coliniare (e(A'AF)na).

2) Fie E=pr,,A'=CD L(A'AE) si pentru cd AB LCD = ABc(A'AE), planul normal dreptei
CD cetrece prin A. Deci B,A'E sunt coliniare (e(A'AE)na ).
Acum figura aratd ca mai jos.

C F

AN,

IS

.
NVA

Din 7 reyulta ca A’ este ortocentrul ACBD = CA' L BD = M < CA' dgfENe A'M sunt
coliniare
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(e(ACM)nea), (ACM) fiind planul normal dreptei BD ce trece prin A. Deoarece
AO L BD= AO = (ACM )= A,C,M,0 sunt coplanare.

Alte solutii:
1. Prof. Biro istvan

Presupunem ca punctele A, B, C, D, O, M sunt distincte si notdm cu
(1)ABLCD,

(2) AD L BC,
(3) OA L BD.
Din conditia M = pr,, C rezulta ca punctele B, C, D, M sunt coplanare (M € BD si
C ¢ BD) si triunghiul BCD nu poate fi dreptunghic. Avem urmatoarele cazuri:

I. Ae(BCD): din conditiile (1) si (2) rezulta ca A este ortocentrul triunghiului BCD si O poate fi
oriunde pe dreapta AM; in acest caz A, C, O, M sunt colineare.

Il. A¢(BCD): din conditia (1) rezultd AB 1 (BCD) sidin (2) rezulta AD L (BCD), ceea ce
contrazice teorema “Printr-un punct putem duce o unicd perpendiculara pe un plan dat”.

In concluzie conditiile din enunt sunt adevirate daca toate punctele sunt coplanare.
2. Prof. Buzea Gabriela , Scoala Gimnaziala Nr. 56, Bucuresti

Din M=prgpC rezulta ca CM_L1LBD, MeBD.
Construim BNLCD, NeCD.
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CM tnaltime
In ABCD{ EN inaltime | rezultd cd H este ortocentrul ABCD =DH.1BC =DP.LBC, PeBC
CM n BN = {H}

1)
CD 1 AB(ip)
. |CD 1 BN(constr.) .
Din AB(BN = {8} = CDL(ABN) si cum AHC(ABN), avem CDLAH (2).
AB,BN < (ABN)
BC L DP(1)
| BcLap(
Din () =BCL(DAP) si cum AHC(DAP), avem BCLAH (3).

DP N AD = {D}
DP,AD c (DAP)
AH 1 cD(2)
AH 1 BC(3)
CcDNBC = {C}
CD,BC c (BCD)

Stiind ca rezultd ca AHL(BCD).

AH 1 (BCcD)
Folosind teorema celor trei perpendiculare, HM L BD =AMLBD(4).
HM,BD c (BCD)

BD 1 AM (4)
BD 1 CM
AMMNCM = {M}
AM,CM c (ACM)

Din = BD 1 (ACM) (5).
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BD 1 0A(ip)
BD 1 AM(4)
0ANAM = {4}
04, AM c (0AM)
Din relatiile (5) si (6) rezulta ca punctele A,O,C si M sunt coplanare.

Din = BD 1 (0AM) (6).

3. Prof. Cojocaru Petru, Roméani — Neamt

Consider punctele A, B, C, D din spatiu, varfurile tetraedrului ABCD si AH L (BCD).

Din AB L CD (ipoteza) si AH L CD (AH inaltime) => CD 1 (ABH) si BH L CD (1).

Din AD 1 BC (ipoteza) si AH L BC (AH inaltime) => BC L (ADH) si DH 1L BC (2).

Din (1) si (2) => H este ortocentru ABCD si CH 1 BD (3) in M. (ipotezd; M = prgpC)

Din AH L BD (AH iniltime) si CM L BD => BD L (ACH) in speti BD L AC (4)

Din (4) si BD L AO (ipoteza) avem BD L (ACO) in M. (CM L BD unic). Planele (ACH) si
(ACO) au doua drepte concurente (AC si CM) incluse, deci coincid.

Tn planul astfel determinat intalnim punctele A,C,0,M. (g.e.d.)
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12. PROBLEMA LUNII MARTIE 2017

D.M. Batinetu — Giurgiu, Bucharest and Neculai Stanciu, Buzau, Romania

i i i i >
Prove that in all triangles ABC holds the inequality ; SinA+sinB)

If you solve the problem, you can post your solution sending it by email to
revista@mateinfo.ro .

Deadline 01.04.2017.

Aratati ca in orice triunghi ABC este adevarata inegalitatea

> — 1_ >1
& (sin A+sinB)®

Asteptam solutii cat mai interesante pdna pe data de 1.04.2017 pe adresa de e-mall
revista@mateinfo.ro
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