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1. PROBLEMA LUNII MAI 2017

FO.RO

/ Matematica

Prof. Buzea Gabriela , Scoala Gimnaziald Nr. 56, Bucuresti

Given the right triangular prism ABCA’B’C’ with the equilateral triangle ABC as
its base, its height AA’=6 cm and P a point inside the triangle A’B’C’ so that

PA=44/3, PB=6+/2 and PC=2+/21. Calculate tan(« (A’B’C’),(PBQC)).

If you solve the problem, you can post your solution sending it by email to
revista@mateinfo.ro .

Deadline 01.06.2017.

Se da prisma triunghiulara regulatda ABCA’B’C’ cu AA’= 6 cm. Fie un punct P in

interiorul triunghiului A’B°C” astfel incat PA=4+/3, PB=6+/2 si PC=2+/21.
Sa se calculeze tg(« (A’B’C’),(PBC)).

Asteptam solutii cdt mai interesante pana pe data de 1.06.2017 pe adresa de e-mail
revista@mateinfo.ro



http://www.mateinfo.ro/
mailto:revista@mateinfo.ro
mailto:revista@mateinfo.ro

REVISTA ELECTRONICA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 — MAI 2017 www.mateinfo.ro

2. SOLUTI PROBLEMA LUNII APRILIE 2017

WWW.MATEINFO.RO

Proposed by Neculai Stanciu, >’George Emil Palade’’ School, Buziu, Romania and Titu
Zvonaru, Comanesti, Romania.

Prove that in any triangle ABC with the lengths sides a,b,c the areaS the semiperimeter p and
circumradius R holds

9R 1 = (a—b)?
88 cyclica'|'b _cyclicz(p_a)(p_b)(a+b+20) .

Solution. Since16S? =2a%h? + 2bzc2 +2a%c?-a*—b* —c*, we have:

9R 1 9abc 3abc 1
e

8S cyc|,Ca+b " 3287 cyc|,ca+b Satic 325 a+b
Z3a2bc+3abzc 4a’b? —4b’c? —4a’c? +2a’ +2b" +2¢*

3282 Sl a+b
Z2(a —b?)? +(c—a)(c® +ac® —3b’c) + (c—b)(c® +bc® —3a’c) _
3282 Sl a+b
1 2(a® —b?%)? (c—a)(c®+ac*-3b°c) (c—b)(c® +bc? —3a’c)
=3282(Z a+b +Z a+b +Z a+b -
cyclic cyclic cyclic
1 2(a® —b*)? (a—b)(@®+a’b—-3ac® ) (b—a)(b* +ab* —3bc? )|
= 2 Z + Z Z
32S°\ gac a+b e b+c e a+c
2a’® +2a’b-2ab” -2b*® a’+a’b-3ac® 3bc’-b®-ab’
LS (a-b) " ¥ .
328 Gac a+b b+c a+c

We denote t =ab+bc+ca, and we obtain

(2a® +2a’b —2ab* - 2b®)(c +a)(c +b) + (a® + a’b—3ac?)(a+b)(a+c) -

—(b* +ab® —3bc?)(b+a)(b+c) = (2a° + 2a’b —2ab® — 2b%)(c® +t) + (a® + a’b —3ac®)(a® +1t) —
— (b +ab® —3bc?)(b? +t) = 2a’c? + 2a’bc? —2ab’c? —2b%c? +a® +a’b—3a’c? —b° —ab’ +
+3b°%c? +t(2a° + 2a’b —2ab® — 2b® + a® + a’b—3ac® —b® —ab’ + 3bc?) =after some
algebra=(a—b)|(a® +b?)(a+b+c)(a+b—c)+abc’ |+ 3t(a—b)(@a+b+c)@a+b—c).

Hence

9R 1 Z(a b)?[(a® +b?*)(a+b+c)(a+b—c)+abc® +3t(a+b+c)(@a+b—-c)

8S cyC.,Ca+b BZSZWC.,c (a+b)(b+c)(a+c)
Since (a® +b*)(a+b+c)(a+b—-c)+abc® +3(ab+bc+ca)(a+b+c)a+b—c) >
>(a®+b*)(a+b+c)a+b-c)+2(ab+bc+ca)(@a+b+c)a+b-c) =
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=4p(p-c)(@® +ab+bc+ac+b’+ab+bc+ac)=4p(p-c)[(a+b)@a+c)+(b+a)b+c)]=
=4p(p-c)(@a+b)(a+b+2c) and

a+b+2c S 4

(@a+c)(b+c) a+b+2c

(a+b+2c)* =[(a+c)+(b+c)f =4(a+c)(b+c) =

So we have that:
(a—b)’[(a® +b?*)(a+b+c)(@a+b—c)+abc® +3(ab+bc+ac)(a+b+c)@a+b—c)] S

(a+b)(b+c)(c+a)
(a b)?4p(p—c)(a+b+2c) 16(a b)? p(p— c)
(a+c)(b+c) = a+b+2c
R . 1 216(61 b)* p(p—c) -y (a—h)*p(p-c) _
85 cyclica-'{'b cyclic 328 (a+b+2C) cycli02p(p_a)(p_b)(p_c)(a+b+zc)
B (a—b)? .
= %“CZ(p—a)(p—b)(aerJch) , and the proof is
complete.

We have equality if and only if a=b=c.
Alte solutii:

1. Prof. Marin Chirciu

2 2
Folosind identitatea cunoscuta in triunghiz 1 0 = 5 5(p 2+r 2+4§Rr ) , membrul stang se
a+ p(p°+r’+2Rr

2 42 ?(9R—20r)+r(18R*—7Rr —4r?
crien, = IR __SP°+rt+4Rr _ P )+r( )

8pr 2p(p®+r®+2Rr) 8pr(p®+r’+2Rr)
Sa calculam membrul drept:
~ (a—b)2 B (a+b)2—4ab _
M= 2 a)(p_b)(asb+2s) Z2(p—a)(p-b)(a+b+2c)
(a+b)2 ~ ab o
=25 (pa)(p-b)(arbr2s) ‘Z{p-a)(p-b)(arbizs) = -
vemE, = (a+b)’ 2p c) =
AvemE, Z2(p—a)(p—b)(a+b+2c Z )(p-b)(2p+c)
_9p4—2p2(39Rr+3r2)+r2(4R+r)(6R+r)
- pr(9p® +r”+6Rr) '
Analog E, =" ab =3 ab -
? (p-a)(p-b)(a+b+2c) (p-a)(p-b)(2p+c)



http://www.mateinfo.ro/

REVISTA ELECTRONICA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 — MAI 2017 www.mateinfo.ro

9p*+2p*(5r° —42Rr)+r°(4R+r)

2pr2(9p2+r2+6Rr)
Obtinem
M, = E,— 2E, = 9p4_2p2(39R2I‘+3r2)+r2(4R+r)(6R+r)_2.9p4+2p2(5r2_42Rr)+r3(4R+r)
pr (9p2+r2+6Rr) 2pr2(9p2+r2+6Rr)
_ p?(6R—16r)+6Rr(4R+r)
- pr(9p2+r2+6Rr) '

S& aratam acum ca M > M, . Acest lucru revine la demonstrarea inegalitatii:

p(9R—20r)+r(18R*~7Rr —4r*) = p?(6R—16r)+6Rr (4R-+T) -

8pr(p®+r”+2Rr) ~ pr(9p®+r*+6Rr)

?(9R—20r)+r(18R* —7Rr —4r? 2(6R -

P ( )+ ( )2 P (6R 126r)42—6RI’(4R+I’)’ (*) care rezulta usor
8(p®+r°+2Rr) 9p”+r°+6Rr

aratand inegalitdti intre numitori si numaratori, dupa cum urmeaza:
1) 9p*+r°®+6Rr> 8( pZ+ri+ 2Rr) < p? 210Rr +7r?, adevirati din inegalitatea lui

Gerretsen p> >16Rr —5r? si inegalitatea lui Euler R > 2r .
2) p°(9R—20r)+r (18R’ ~7Rr —4r®)> p?(6R—16r)+6Rr (4R+T) <
< p*(3R—-4r)> r(6R2 +13Rr+4r2) , adeviarata tot din inegalitatea lui Gerretsen

p? >16Rr —5r” si inegalitatea lui Euler R > 2r .
Intr-adevar este suficient s aritim ca:
(16Rr —5r*)(3R—4r) > r(6R* +13Rr +4r”) <> 21R* ~46Rr +8r° 20 <
<(R-2r)(21R-4r)>0 .
Din 1) si 2) deducem inegalitatea (*) si cu aceasta problema este rezolvata.
Egalitatea are loc dacd si numai daca triunghiul este echilateral.

Inegalitatea propusa intareste inegalitatea cunoscutd in triunghi:

1SR
a+b 8S
1 _p <3(R+r)£9_R_

a+b 6Rr  4S 8S

De fapt sunt adevarate inegalitatile Z
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2. Marian Cucoanes

Se demonstreaza usor (prin calcul direct) urematoarele egalitati:

(X+ Y)(X+2)(y+2)—8xyz = (X+ Y+ 2)(Xy + X2+ yz) —Oxyz = X(Y = 2)* + y(z - 2)* + 2(z - ¥)* (1)
1+1+1 9 x(y 2)? +y(x—12)° +z(x—2)? )

X Yy Z X+Yy+2z XyZ(X+Yy+2)

n (1) lugm:x=p-a,y=p-bz=p-c=
abc—8(p-a)(p-b)(p—c) = (p-a)(b—c)* +(p-b)(@-c)’+(p-c)a-b)’@

In (2) luam:

X=b+c; y=a+c;z=a+b sicuma+b+c=2p obtinem:

1 1 1 ~ 9 _(b+c)b-c)’ +(a+c)(@-c)’ +(a+b)(a-b)’

a+b b+c a+c 4p (a+b)9a+c)(b+c)-4p
Atunci:
9.[abc—8(p—a)(p—b)(p—c)] (p-a)(b—c)’ +(p-b)(a—c) +(p-c)(a-b)’ _
32p(p—a)(p—b)(p—0) 32p(p-a)(p-b)(p-c)
9(a—h)?
== (5)
88 4p czyc:32p(p—a)(p—b)
. 1 (a—b)?
Din (4 —|-= 6
in )3(§a+bj 0 2@ ybodp O
Scriem inegalitatea din enunt sub urmatoarea forma:
9R 9 1 (a—b)
85 ap \Za+b) 4p-2Ap-ap-
p (Gra+b 4p o 2(p—a)(p—b)(a+c+2c)
Tinand seama de (5) si (6) ultima inegalitate este echivalenta cu :
Z 9(a—b) —Z (a—b) +Z (a—b) 7
cyc 32p(p_a)(p_b) cyc (a+c)(b+c)(4p) cyc 2(p—a)(p—b)(a+b+20)
Pentru a demonstra inegalitatea (7) este suficient sa demonstram inegalitatea:
9 1 1
> + (8)
32p(p-a)(p—-b) (a+c)(b+c)dp 2(p—a)(p-—b)(a+b+2c)
Cum a+b+2c>a+b+c=2p= 1 > L 9)
4p(p—-a)(p—-b) 2(p-a)(p-b)(@a+b+2c)
9 1 1 1 1
> + (10) > =
32p(p-a)(p—b) 4p(p-a)(p—-b) (a+c)b+c)-4p 32p(p-a)(p—b) (a+c)(b+c)-4p

(a+b)(a+c)>8(p—a)(p-b) < ab+ac+bc+c’>2(b+c—a)(a-b+c) <
Avem (10) ab+ac+bc+c? >2¢° -2(a-b)* < 2(a—b)* +ab+ac+bc—c* >0 <
2(a-b)*+ab+c(a+b-c)>0.

Aceasta ultima inegalitate este evidenta . Prin adunarea inegalitatilor (9) si (10) se obtine
inegalitatea (8).
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3. O GENERALIZARE A PROBLEMEI LUNII MARTIE
www.mateinfo.ro

Marius Dragan, Bucuresti

Daci t € (—o0,—1]U[0,+o0) atunci in orice triunghi ABC este adevarata inegalitatea

1 =2
D> — _ >32
(sinA+sinB)"

Demonstratie. Consideram functia

0 !
f:(0,4%) > R, f(X) = T
Deoarece
PN { (3 )
f (X) - (23 _ X)t+2 !

rezulta ca funtia f este convexa pe (0,+00).
Din inegalitatea lui Jensen avem

1 1 1 3t+1
Z:(bJFC)t =Z(ZS—a)t ZBZ[ZS—ZST Tt , (D).
3

Din teorema sinusurilor, (1) si inegalitatea lui Mitrinovic R > 32% obtinem

o) 3t+l Rt (g) 3t+l 2t %

1 « 2'R _a
Z(s,inA+sinB)t T ~(btc) 2t o2t E T
32

, g.e.d.

Observatie. Pentru t = 2se obtine problema lunii martie 2017.
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4. IN LEGATURA CU O INEGALITATE iN TRIUNGHI
DIN RECREATII MATEMATICE NR. 1/2017

Marin Chirciu®

In revista de matematica Recreatii Matematice Nr. 1 /2017 este propusi urmitoarea inegalitate in

triunghi:
IX.179. Aratati ca in orice triunghi ABC are loc inegalitatea

> a’r, >108r°.

D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti, Neculai Stanciu, Buzau

Solutie.
Folosim identitatea cunoscuta in triunghi Zaz r,=4p*(R-r).

Inegalitatea se scrie 4p*(R—r) >108r°, adevarati din inegalitatea lui Euler: R > 2r si din
inegalitatea lui Mitrinovié: p® > 27r% Egalitatea are loc pentru triunghiul echilateral.

Articolul prezinta o modalitate unitara pentru calculul unor sume in care apar laturi ale

triunghiului si razele cercurilor exinscrise acestuia, precum si obtinerea de inegalitdti generate de

identitatile in triunghi rezultate.

Aplicatial.
a) Y ar,=2p(2R-r); b)Y ar, >183r.
Solutie.
a) Zara :Zai: sziz pr.M: 2p(2R-r)
p-a p-a

b)Folosind identitatea a) obtinem:

M+E
>ar, =2p(2R-r) > 2-3ry/3-3r =18{3r, undeM este inegalitatea lui Mitrinovié p > 3r+/3si
E este inegalitatea lui EulerR>2r .

Aplicatia 2.
a) > r,=4R+r;b)>r, >0r.
Solutie.
S 1 4AR+r
a)Avem > r,=)» ——=S =pr- =4R+r
) 25 Zp—a Zp—a P pr

E
b)Folosim a) si inegalitatea lui Euler: Z r,=4R+r>9r.

t Profesor, Colegiul National ,, Zinca Golescu”, Pitesti
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Aplicatia 3.
a) Y a’r,=4p’(R-r); b) D a’r,>108r°.

D.M. Batinetu-Giurgiu, Bucuresti, Neculai Stanciu, Buzau

Solutie.
2 p—
a)Avem > a’r, =S pa 2 pr-4p(F: ")

b)Folosind a) obtinem Zazra =4p°(R-r)>4-27r*.r =108r°, in baza inegalititilor Mitrinovi¢

si Euler.

=4p*(R-)

Aplicatia 4.

a) > a’r, =2p| p?(2R-3r)+r’*(4R+r1) |; b) Y a, >108+/3r.
Solutie.

S a® 2[ p*(2R-3r)+r*(4R+)]
a) Yarr=>Ya*— =9 =rp-
)Z 2 z p-a Zp—a P r
:Zp[pz(ZR—sr)+r2(4R+r)].
b)Folosind a) obtinem
M+G+E

Zasra:Zp[pz(ZR—Br)+r2(4R+r)] > 2-3rJ§[(16Rr—5r2)(r)+r2(9r)]:

= 6rJ§[27r2 r +9r3] =108/3r*, unde G este inegalitatea lui Gerretsen p? >16Rr —5r2 .

Aplicatia S.
a) Y a’r, =4p’[ p’(R—2r)+r*(5R+2r)]; b) Y a'r, >1296r°.
Solutie.
4 4p| p*(R=2r)+r’(5R+2r
a)Avemza“ra =Za4.izsz a_ _ p- p[p ( ) ( )] _
p-a p—a r

:4p2[p2(R—2r)+r2(5R+2r)].
b) Folosind a) obtinem

Ya'r, =4p’[ p’(R-2r)+ r2(5R+2r)]§4(16Rr —5r?)[ (16Rr -5r*)(R—2r) +r*(5R+2r) | =

= 4r?[ (16R —5r)[(16R—5r)(R—2r) + r(5R+2r)]]§4r2(27r)[27r -0+1r-12r]=1296r°.

Aplicatia 6.

> a, 2(%) -(4R+r) ,unden e N,
Marin Chirciu, Pitesti
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Solutie. Tripletele (a”, b", C”) si (ra, I, I’C) sunt la fel ordonate. Cu inegalitatea lui Cebasev

avem Za”raZ%Za”-Zra . Din ,n/a +2 e 2a+2+c,n22, neN=

:Za”z(“;jc) :(éﬂz > 1 (Zp) (4R+1) = ( ) (4R ).
Aplicatia 7.

a) D17 =(4R+r)*=2p*;b) > 7 28R*~5r*; ) 3 1 28R* —5r° 2 27r".
Solutie.

a) Avem > r? = (Zra) —2> L, =(4R+r)’ -
b) Se foloseste a) si inegalitatea lui Gerretsen: p* < 4R2 +4Rr +3r?,
c) Se foloseste b) si inegalitatea lui Euler: R > 2r.

Aplicatia 8.
a) Y ar’ =4R(4R+r)—-2p*; b) > ar?>18r%
Solutie.
2
S a AR(4R+r1)-2p°
a)y ar’=>» a| — | =§? =r’p*. =4R(4R+r)-2p’.
2.0 =2, (p—aJ Z:(lo—a)z P r’p’ (4R+r)=2p

b)Se foloseste a) inegalitatea lui Gerretsen si inegalitatea lui Euler:

G
D ar? =4R(4R+r)—2p*>16R? + 4Rr — 2(4R’ + 4Rr +3r?) =8R? —4Rr —6r° =
E
=4R(2R—r)—6r’>4-2r(4r —r)—6r> =18r°,
Aplicatia 9.

a) > r’=(4R+r)’-12p°R; b) > r’ >81r’.
Solutie.

a) erz(Zra) 3[(r,+r,)(r,+1,)=(4R+r)*~12p°R.

b) Folosind a) obtinem:

G
D ord=(4R+r)’-12p°R>(4R +r)* —12R(4R? +4Rr +3r?) =16R° — 24Rr? + r° =

=8R[2R2 —3r2]+ r3§8~2r[2-4r2 —3r2]+ r®=81re.

Aplicatia 10.

1 _p 2+ (4R+1)* r
a —. — = 7 Db .
D 4R ) Z V3
Solutie.
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1 24+ (4R+1)  p2+(4R+1)>
a)Z——= sy ———=pr- (2 L _prUReD)
a a a(p-a) 4p°Rr ARp
2 2 D D
b) Folosind a) inegalitatea se scrie %23«/@%@ p’+(4R+r)*> >12r(4R+T7),

unde (D) este inegalitatea lui Doucet: p~/3 < 4R + r. Folosind inegalitatea lui Gerretsen: p® >
16Rr — 5r%, ramane sa aratam ci 2R? — 3Rr — 2r’ > 0 < (R — 2r)(2R + r) > 0, evident, din
inegalitatea lui Euler.

Aplicatia 11.
1 “+2p*(r*—=2Rr)+r(4R+r)* 1 3
a) Z_Z‘ra:p p( ) ( ) ,b) Z_Z.razz_.

16p2R2r
4_ 2 _ 2 3
Solutie. a)Z— r, _Z_ 2 Z —1p P 2p°(2Rr 3rz);lrr(4R+r) _
a* p-a a(p a) 16 p°R?r
p*+2p*(r’ 2Rr)+r(4R+r)3
16 p°R°r
b) Folosind a) obtinem:
- - Q)
Ziz'ra_ 2p*(2Rr r2+r(4R+r) 3 unde
a 16 p°R°r

(1)< p*-2p*(2Rr—r?)+r(4R+r)* > 24p°Rr <
& pt+ pP(—4Rr +2r? —24Rr) +r(4R+r)’ >0 < p* + p*(-28Rr + 2r’) +r(4R+r)’ >0 &
& p?(p*—28Rr+2r°)+r(4R+r)° 20.
E
i) Daca E > 0, inegalitatea este evidenta.
ii) Daci E <0, inegalitatea se rescrie p®(28Rr —2r* — p?) <r(4R +r)*, adevirati din
inegalitatea lui Gerretsen. Rdmane sd demonstram ca
(4R? +4Rr +3r®)(28Rr —2r* —16Rr +5r’) < r(4R+r)’

< (AR*+4Rr +3r°)(12R+3r) < (4R +r1)} < 16R*-12R*r —36Rr*—-8r’ >0 =
< 4R*-3R’r—9Rr’ - 2r® >0 < (R-2r)(4R* +5Rr +r?) > 0, evident, din Euler.

Aplicatia 12.

1 , p*(r-8R)+(4R+r)* 81r

Zort= ‘b =
) Za " 4pR ) Z
Solutie.

2

1 1 S ) 1 » o PAr— 8R)+(4R+r)
a —.rc= —| ——1 =8 ———=r
)Za ¢ Za [p—aj Za(p a)’ b 4p°Rr?

p?(r—8R) + (4R +r)?

- 4pR '

b) Folosind a) obtinem:
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Zl' - p*(r—8R)+(4R+r)’ S (4R+r)°+(4R* +4Rr +3r*)(r—8R) _

2 4pR B 4pR
_ 32R®+20R’r —8Rr> +4r’ _ 4(8R’+5R’r —2Rr’+r°) 8R®+5R’r —2Rr’+r’ _
B 4pR - 4pR B PR -
=£{8R2 +5Rr—2r? +r—3}§l[8~4r2+5-2r2—2r2+r—3} =1(40r2+r_3j=M§
p R p R P R pR
cd0-2°+r° 8l
PR PR

Aplicatia 13.
1 1y 51.2
a) Zr—a—F,b)zraZR.
Solutie.
1.y 1 _ypa lsgp gog-P_1
a)Zra_z S 2 S —SZ(D ) p r

p—a
b)Se foloseste a) si inegalitatea lui Euler: R > 2r.

Aplicatia 14.

)z 2(4R+r) b)z >2\/—

Solutle.
:_Za p a (4R ) M
2 p P
p—a
b)Za 2(4R+r)Doucet2 zf 23,

Aplicatia 15.
a2 aZ

a) Y —=4(R+r) ;b) > —=>12r.
rﬁ ra

Solutie.

:_Za (p-a) :p— 4pr(R+r)=4(R+r).

p-a

b)Se foloseste a) si inegalitatea lui Euler.
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Aplicatia 16.
a® 2p%(2R+3r)—2r(4R+r)? a®_ 216r?

p ’ L P

Solutie.

) Z—=—Za p-a) =p—2r[p2(2R+3r)—r(4R+r)1=

2p*(2R+3r)—2r(4R +r)?

p
a3 2p*(2R+3r)—2r(4R+r)? 8 2(16Rr —5r?)(2R+3r) —2r(4R +r)?
b) Z—= > —
p P
2 ar 2 S
[(16R 5r)(2R +3r)— (4R +T) ]— (16R +30Rr —16r®) = —(8R*+15Rr —8r°)>
p p
E 3
>£(8 4r? +15.2r? 8r2):£-54r2:ﬂ.
p p p
Aplicatia 17.
-2r 4R+r
a) Z—_p ( ). : b) Zr_>_
Solutle.
1 11 e 1o, L 2r(4R+r)
a) Zr_az_z S 2 _?Z(p—a) = pzrz'(p —2r _8Rr) p r2
p—a
b)Folosind a) inegalitatea < p® > 12Rr + 3r?, apoi Gerretsen si Euler.
Aplicatia 18.
a 2 2R-r a_=o
8 27 ( ) b) 2o
r;op
Solutle.
a a 1 2 1 2(2R—-r)
a Yy —=Y———>=">a(p-a) = . 2R-r)=—""—2,
)zraZ Z S 2 SZZ (p ) erZ ( ) pr
p-a
b)Se foloseste a) si inegalitatea lui Euler.
Aplicatia 19.
a> 2 , o a’
a) ZF=F[(4R”) -p°]; b) ZF24.
Solutie.
a’ a’ 1 2 2 2 2 51 2 2 2
a) Zr—;zzT:?Za (p-a)’ = 7 r [(4R+r) -p }zF[(4R+r) -p ]
p-a

b) Se foloseste a) si inegalitatea lui Doucet: (4R+r)? >3p°.
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Aplicatia 20.
a)zrgrc 2+— D) 3 L <—
Solutie.

S

rbr b 2 2.2 r
c = =2+—.
a)z Z Zbc(p—b)(p—c) b 2p°Rr> 2R "R

b) Se folosegte a)si 1nega11tatea lui Euler.

L
p

4R+r1 4R+r

Aplicatia 21.
a)Z—_l (4R+r] b) Z—>4

rb c rb c
Solutie.

2
bc 1 AR+r

9 Y2 LS be(pb)(p—c)- rZ[p2+(4R+r)2}zl+( J |

rr. S P
b) Se foloseste a) si inegalitatea lui Doucet: 4R +r > p\/§ .
Aplicatia 22

r, 3
£ = b 2>
)23 bc 2Rr ) Zbc 4r
Solutie.
S
r p—a 1 2R—r 2R—r
a 2 =>» ——=3S =pr-
) Zbc 2 bc Zbc(p—a.) P 2pRr?  2Rr

b) Se foloseste a) si inegalitatea lui Euler.
Aplicatia 23.
a)ZbC w  b) Z—>4 2R-r)>12r.
Solutle.

bc bc 1 1 24+r>—8Rr
a) Zr—zz 5 =§Zbc(p—a):a~ p(p2+r2—8Rr):pf.

p—a

b) Se foloseste a), inegalitatea lui Gerretsen p> >16Rr —5r® si inegalitatea lui Euler.

Aplicatia 24.
rr,  Pp(p*+r?—8Rr) rr. . p(2R-r) _3S
a) )y &= by ) e>————~>—
)z a 4Rr ) Z a R R
Solutie.
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a a a(p—b)(p—c)_IO 4pRre 4Rr

b) Se foloseste a), inegalitatea lui Gerretsen p> >16Rr —5r® si inegalitatea lui Euler.

S 2,02 2,2 _gR
2 Y By b poc g 1 o DT 8Rr p(p*+r r).

AplicatiaZS
2(2R-r)
)Z—= ) 2—>—
rbrc
Solutle
a 2(2R—r)
- - b 2R-r)=———+.
a>Zrbc 25 5 ~gr2@(Pb)(pc)=oz2pr(R-r)=—=1
p-b p-c
b) Se foloseste a) si inegalitatea lui Euler R > 2r .
Aplicatia 26.
a)Y bec-r, —r[p +(4R+r1) } b) > bc-r, >4p’r>108r°.
Solutie.
bc p?+(4R+r)’ ) 2
b — b — = . = 4R .
a) > bc-r, = cha zp—a pr . r[PJf( +r)}

b) Se foloseste a), inegalitatea lui Doucet 4R +r > p\/§ si inegalitatea lui Euler.

AplicatiaZ7
r—8R)+(4R+r) r_ 8R¥+5Rr—2Rr’+r?
a)z ( )2 ( ) ; b) Z a_> > ;
L+, 4p°R L+, PR
2, 2, .3
C)Z +5Rr2 2Rre+r 2§21+L.
L+, p°R 2 R
Solutie.
S
_a p?(r—8R)+(4R+r)’

a) > L =3 5 5 :Z(p—b)(p—c)z frat

+— p-a

b) Se foloseste a), inegalitatea lui Gerretsen p” < 4R* + 4Rr +3r?
¢) Se foloseste b), inegalitatea lui Gerretsen p° <4R”+4Rr +3r? si inegalitatea lui Euler .

Aplicatia 28.

r+r
a)Zb c _
I,

Solutie.

2(2R-r)

r+r. 3R
B 2 e
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L+, p-b p-c a(p-a)  2(2R-r)

a) ) —=t= = = :
R T S ) R R
p—a

b) Se foloseste a) si inegalitatea lui Euler.
Aplicatia 29.

1 p*+(4R+r) 1.9 .1
a)Zrb+rc_ 4p°R ' )Zrb+rc_2(4R+r)_R'
Solutie.

a)z

r+r, a pr 4pR 4pR

www.mateinfo.ro

Z(p b)(p—c):i_L[p (4R+r)} p +(4R+r)

b) Se foloseste a), inegalitatea lui Gerretsen p” < 4R* +4Rr +3r? si inegalitatea lui Euler sau

inegalitatea mediilor AM-HM.

Aplicatia 30.
ar, 4R+r) -2p ar,
b >
a)Zr+r p )Zr+r P
Solutie.
g
a-r, p-a _<(p-b)(p-c) (4R+r) -2p?
azrJrr_ZS E =2 p-a p '
p-b p-c

b) Se foloseste a), inegalitatea lui Doucet 4R +r > p\/§ .

Aplicatia 31.

r+r. p°—2r>—8Rr L+ 8R m_o9R 9
a b c: ‘b >—.
)2, : pr? )Z pr 2pr p
Solutie.

S S

p— b p p-a p®—2r? —8Rr
a) = :
DY () (s R

p-a

b)Se foloseste a), inegalitatea lui Gerretsen p> >16Rr —5r” si inegalitatea lui Euler.

Aplicatia 32.
a)z%=$  b) 2%23\@-

Solutie.
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si inegalitatea lui Mitrinovi¢ p > 3ry/3.

Se foloseste formular, =

p-a
Aplicatia 33.
4R+r
a b
Z L+, ) z L+,
Solutie.

Se foloseste formular, = si inegalitatea lui Doucet4R +r > p\/g .

Aplicatia 34.
a) Y a-nr,=2pr(4R+r) ;b) > a-rr, >18pr?.
Solutie.
a 2(4R+T)
a) Yy a-—— =82y — — = pr’*-——2=2pr(4R+r).
2 p— b p-c Z(p—b)(p—c) pr ( )
b) Se foloseste a) si inegalitatea lui Euler.
Aplicatia 35.
a) D bc-r, = p?(p*+r*=8Rr); b) D bc-rr, >324r",
Solutie.
bc p’+r?—8Rr
a)  bcorr =58> ——F = p*r*.-————— = p*(p°+r>-8Rr).
20 =S L () ) PR

b) Se foloseste a), inegalitatea lui Gerretsen p> >16Rr —5r® si inegalitatea lui Euler.

Aplicatia 36.
)Z _4(——1j b) Z—>2—R>4
(A Lr. r
Solutie.

ZE=812 Zaz(p_b)(p—c)z pg-rz. 2 (R—r)=4($—1j.

b) Se foloseste a) si inegalitatea lui Euler.

Aplicatia 37.
4+ p*(2r° =12Rr)+r}(4R+r 2
oy PP ARy (5
a 16R°r a R 4
Solutie.

4 2 2 3
6L p*+p®(2r’ ~12Rr)+r*(4R+r)
c_g - .

b) Se foloseste a), inegalitatea lui Gerretsen p> >16Rr —5r® si inegalitatea lui Euler.
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Aplicatia 38.

a(b+c) a(b+c)

> 24r .

9y 200

Solutie.

)Z a(b+e) _ Za b+c)(p- a)_ﬁ-lszrzlzR.

=12R ;b) > ——

a

b) Se folose§te a) si inegalitatea lui Euler.

Aplicatia 39.
p4+ p?(32R? +4Rr +2r2)+r (4R +r)’ r 3
a) Z ( . — ) ( )  b) Z—az_-
b+c 8p R(p +r +2Rr) a(b+c) 4R
Solutie.
S
1 p*+p’(32R* +4Rr+2r°)+r(4R+r)’

22 >

b+c za(b+c)(p—a)_ 8p°R(p?+r°+2Rr)
p*+p’(32R* +4Rr+2r°)+r(4R+r)’ .3
8p°R(p*+r°+2Rr) " 4R

b+c

b)Folosind a) avem

=

o pht p2(32R2+4Rr+2r2)+r(4R+r)3 26p2(p2+r2 +2Rr) &

& p?(5p° +4r® +8Rr—32R*) <r(4R+ r) .

Distingem cazurile:

Cazul 1). Daca5p® +4r? +8Rr —32R* <0, inegalitatea este evident.
Cazul 2). Daca5p” +4r® +8Rr —32R?* > 0 ,folosim inegalitatea lui
Gerretsen: p® <4R?+4Rr +3r? .Ramane si aritim ca:

(4R? +4Rr +3r)| 5(4R” +4Rr +3r* )+ 4r” + 8Rr —32R” | <r (4R +1)’

& 12R* ~26R*r* —37Rr*~14r* >0 < (R-2r)(12R*+24R%r +22Rr’ +7r*) 2 0 evident din

inegalitatea lui Euler: R > 2r.
Solutia a doua.Se foloseste inegalitatea mediilor

sir,hr = pr,abc=4pRr,[ J(b+c)=2 p( p?+r’+ 2Rr) Rimane si aritim
cd2R*-3Rr-2r>>0< (R-2r)(2R+r) >0 , evident din inegalitatea lui Euler: R > 2r .

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

Aplicatia 40.
“4+p?(2r’—4Rr)+r(4R+r)’
a)z bc IO p( 2) ( ) ;b)zbc S 6r
I+, 4p°R r+r,
Solutie.
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) Y-

h,+r

)(p- c) p4+p2(2r2—4Rr)+r(4R+r)3

:_Z 4p?R

b)Folosind a)inegalitatea se scrie p*(p”+2r” —28Rr)+r(4R+r)’ 0.

Distingem cazurile:1)Daci p® + 2r°> — 28Rr > 0, inegalitatea este evidenta.

2) Daci p* +2r° - 28Rr < Oinegalitatea se rescrie p*(28Rr —2r° — p®) <r (4R + r)’, care rezulta

din inegalitatea lui Gerretsen16Rr —5r” < p® < 4R + 4Rr +3r?
Ramane sa artam ca (4R* +4Rr +3r®)(28Rr —2r* ~16Rr +5r*) <r (4R+r)’
4R*—3R’r —9Rr* —2r* 20 <> (R—2r)(4R* +5Rr +1?) =0 , evident din Euler R > 2r.

Aplicatia 41.

r+r. 1 1 rL+r, 3
a))y ~—=t=—+—;b) ) >—F>—.
)2 bc R r 3 bc R

Solutie.

2) 2.~

ith_gy 8 Rer 11
bc(p-b)(p-c) 2 R r’

b) Se foloseste a) si inegalitatea lui Euler.

Aplicatia 42.
== ab —CZ —_—— —_ —_
a)za'ra 4Rr? ) Z a-r, p r R 2 R
Solutie.
A p-a  p*+r’-12Rr p(p*+r’-12Rr)
K za'ra ) Zal(lo—b)(lo—c) TR T 4Rr? '

b) Se foloseste a), inegalitatea lui Gerretsen p> >16Rr —5r® si inegalitatea lui Euler.

Aplicatia 43
R(4R+r)-2 2
a) Z a-r, p b) Z I, > ﬁ > %
rb c pr rbrc p
Solutie.
a-r, (p—b)( p c AR(4R+1)-2p?
a) > == =—Z )_ -[4R(4R+r)—2p2]= ( ) .
[ pr pr
b) Se foloseste a), 1nega11tatea lui Gerretsen p° < 4R*+4Rr +3r? si inegalitatea lui Euler.
Bibliografie:
1. D.M.Batinetu-Giurgiu,Neculai Stanciu, Recreatii Matematice, Nr. 1/2017 .

2.

3.

Marin Chirciu, Inegalitati geometrice , de la initiere la performanta, Editura Paralela 45,
Pitesti, 2015.

Marin Chirciu, Inegalitdti trigonometrice , de la initiere la performantd, Editura Paralela
45, Pitesti, 2015.
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5. ALTE METODE DE REZOLVARE PENTRU
PROBLEMELE DE LA ONM 2017

Profesor George-Florin Serban, Liceul Pedagogic “D.P.Perpessicius”,Briila

Voi prezenta in continuare cateva solutii ale unor probleme date la Olimpiada
Nationala Matematica, 2017 diferite de cele din barem.

Problema 2, clasaa 7-a Se considera triunghiul ABC, in care m(A)=90°, m(B) =30°,iar
D este piciorul inaltimii din A.Fie punctul E € (AD) astfel incat DE=3AE si F piciorul
perpendicularei din D pe dreapta BE.

a)Aratati ca AF 1 FC.
b)Determinati masura unghiului AFB.

Solutie:a) Fie BC=2a. Din T.30° = AC =a, din T.Pitagora AB = a~/3.In AABC,aplic T

2 2
catetei BD=AB =31=3_a CD_— In
BC 2a 2 2
2
AABC, AD = AB-AC _a V3 :a‘/é, AD = AE + DE,
BC 2a 2
AE=%="%/§,DE=¥=36“/§.|n ABED dr. aplic T.Pitagora, BE? = DE?+BD?,
2 2 2
BE2:276l +9a _1lrla ,BE:Ba\/l_g.ln ABED dr. aplic T. catetei,
64 4 64 8
cp _DE’_27a® 8 9a - _DE-BD 9a’y3 8 _3ay3
BE 64 3ay19 8\/_ ’ BE 16  3aJ19 2419°
2
BF = DB _ga 8 In AAEF, aplic T.cosinusului,
BE 4 3ayi9 J_

a? 81612 a\/§ 9
64 6419 8 819
2 2 2
AF? 13832 oa J3 cos(DEF) - 138a? L V3 9a 8  138a° 27a 3’
64.19 ' 32410 64.19 ' 32419 819 3ay3 64.19 19.32 19
In ADCF, aplic T.cosinusului, FC* = DC? + DF? —2DC - DF cos(CDF),
2 2 2 2 2
a 27a ,.2 Sa\/_cos(180° BDF) = 462 | 3°y3 3ay3 2 _46a’ Ya

+
4 4 2 219 419 219 2419 3a 419 IPRT)

AF? = AE? + EF2 — 2AE - EF cos(AEF) = cos(180° — DEF),

FC? =
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16a* 16a*

2
FC? = +FC?=Ac?, 21080 2 (), deci
19 19
m(AFC) =90°, AF L FC. b)In AAFB, aplic T.cosinusului,
AB? = AF? + BF? - 2AF - BF cos(AFB), 3a2 = 22, 362" )28 6a cos(AFB),
19 19 J_ J19

2 2 2 2 2 -18 \/§ .

57a° =39a“ —12a°«3 cos(AFB), 12a°+/3 cos(AFB) = —18a°, cos(AFB)=@=—7,deC|

m(AFB) =180° —30° =150°.

30°

B

Problema 1, clasaa 7-a. Fie multimea M :{b%+%|a,be{1, 2,3,4,5,6,7,8,9}}

a)Aratati ca multimea M nu contine nici un numar natural.

b)Determinati cel mai mic si cel mai mare element din multimea M.

Solutie:Notez ba=x,ab=y, =10b+a=x,10a+b=y, ~100b—10a=-10x,10a+b=y, =

10x—-vy 10y —x
99

m:i+gzloy—x+10x—yzgx y)——Dar +y>2, y=2,(inegjalitatea
ab y X y X

—-99b =y-10x, b=

, >10b+a=x,-100a-10b =-10y,= -99a=x-10y, a=

ba 99x 9y 9y x° 99

mediilor).Deci m>E 2—i Ezi , cel mai mic element din M este 3
99 99 99 11’ 11

10 91 19 10 8642 2 82962 9218 838
Deci m——(— —)—— —(=+ _)__:_.___

99 x’ 99 9919 91 99 99 1729 99 171171 19019 1729

838
mai mare element din M va fi E.Dar cel mai mic element din M si cel mai mare element din

M sunt numere subunitare rezulta ca toate elementele din M sunt numere subunitare, deci M nu
contine numere naturale.

Problema 4, clasa a 8-a
Fie a,b,c,d €[0,1]. Demonstrati inegalitatea:
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a

b c d

Arat ca

a

+ + + +abcd < 3.
1+b 1+c 1+d 1+a

Solutie:a<l,b<l1=a-1<0,b-1<0,= (a-1)(b-1)>0,ab—a-b+1>0,= ab>a+b-1.
b c d

<2.

+ +
1+b 1+c 1+d 1+a

b C d ab bc cd ad

+ + + =a-— +b- +C— +d - ,
1+b 1+c 1+d 1+a 1+b 1+c 1+d l+a

ab bc cd ad ab bc cd ad
a— +b- +C— +d-—<a-—+b-——+Cc——+d ——,
1+b 1+c 1+d l+a 2 2 2 2
ab bc cd ad a+b-1 b+c-1 c+d-1 a+d-1
a——+b-—+Cc——+d-——<a- +b- +C— +d - =2.
2 2 2 2 2
Deci b c . d <2.Dar a,b,c,d €][0,1], rezulta abcd <1.Adunam cele doua

inegalitati si obtinem inegalitatea ceruta

+ +
1+b 1+c 1+d 1+a
b C d

+ + +
1+b 1+c 1+d 1+a

+abcd < 3.

Problema 3, clasa a 6-a
Daca pentru numerele naturale nenule a,b,c sunt adevarate inegalitatile a>b > csi
12b >13c >11a, aratati ca a+b+c>56.

Solutie: Din a>b>csi 12b>13c >11a, rezulta a>b+1>c+2 si 12b>13c+1>1la+2, =
13c>1l1a+1.Din 13c>1la+1 rezulta 13c >11(c+2)+1, ¢>12.Din
12b>13c+1>13-12+1,12b>13-12+1,= b >14.Din 13c >11a+1 rezulta
13c>11la+1>11-(14+1)+1,13c >166,= c >13.

Din
Din
Din
Din
Din
Din
Din
Din
Din

12b>13c+1>13-13+1,12b>170,= b >15.
13c>11a+1>11-(15+1)+1,13c >177,= c >14.
12b>13c+1>13-14+1,12b >183,= b >16.
13c>11a+1>11-(16+1)+1,13c >188,= ¢ >15.
12b>13c+1>13-15+1,12b >196,= b >17.
13c>11a+1>11-(17+1)+1,13c >199,= c >16.
12b>13c+1>13-16+1,12b > 209,= b >18.
13c>11a+1>11-(18+1)+1,13c > 210, c>17.
12b>13c+1>13-17+1,12b > 222,= b >109.

Deci a>20,b>19,c>17=a+b+c>20+19+17 =56.

Problema 1, clasa a 5-a

Fie

numarul natural n=7+72+7°+..+ 7%

a)Aratati ca 7°*"® da prin impartire la 6 si prin impartire la 48 acelasi rest.
b)Aflati ultimele doua cifre ale numarului 6n.
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Solutie: @) 7%%° = (6+1)™* = (M, +1)™® = M, +1=6c, +1,

77 = (77)%% = (48+1)"" = (M 4+1)'*® =M 4+1=48c, +1, rezultaca 7°°° impartit la 6 si 48
da restul 1.

b) 7* = 2401, = (7* —1) = 2400:100. Calculez

6 . 72 . (72016 _1)

BN=6-7+6-(7°+7° +..+7°") =42+ =424+ 7% (77 1),

7 1= (7 -1= (M, +)*™ -1= M, +1-1= M,,, =100k.
6n=42+7%-(7°° -1) =42+ M, deci ultimile doua cifre ale numarului 6n sunt 42.
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6. PRINCIPII SI METODE DE REZOLVARE A PROBLEMELOR
DE MATEMATICA

Profesor loan Viorel Codreanu, Scoala Gimnaziald Satulung, Maramures

In randurile care urmeaza vom face o scurtd prezentare a unor principii si metode de rezolvare a
problemelor de matematica. Aceste principii si metode vor fi exemplificate prin probleme de tip
olimpiada, unele dintre ele folosite in concursuri nationale si internationale sau aparute in reviste
prestigioase de matematica.

1. Principiul parititii. Divizibilitatea prin 2, cea mai simpla, furnizeaza primul criteriu de triere
a numerelor naturale. Existd numere care sunt divizibile prin 2, numere pare, si cele care nu sunt
divizibile prin 2, numere impare. Multimea numerelor naturale poate fi partitionata in doua
submultimi, multimea numerelor naturale pare si multimea numerelor naturale impare. Notiunea
de paritate, chiar daca este de o simplitate dezarmanta, apare 1n solutiile multor probleme,
inclusiv ale unora care sunt destul de dificile. Rezolvarea problemelor din aceasta tema este
consideratd un exercitiu 1n care spiritul de observatie trebuie sa vind in ajutorul rezolvitorului.

Problema 1. Trei oameni au scris fiecare cite o suti de cuvinte diferite. Dupa aceea,
confruntand listele, s-au sters cuvintele care s-au gdsit cel putin de doua ori. Ca rezultat, unul
a ramas cu 45 de cuvinte, altul cu 68 iar al treilea cu 54. Sa se demonstreze ca cel putin un
cuvdnt a fost scris de toti trei.

Olimpiada Moscova, 1996
Solutie. S admitem ca fiecare cuvant sters a fost scris exact de doi oameni. Fiindcd ambii il
sterg, numarul cuvintelor sterse este par. Dar initial numarul cuvintelor scrise a fost 300, par.
Deci si numarul cuvintelor raimase ar trebui sa fie par. Insa din problema rezulta ci a rimas un
numar impar de cuvinte: 45+ 68+54=167. Contradictie.

2. Metoda reducerii la absurd. Metoda reducerii la absurd se foloseste in demonstrarea
implicatiei p — ¢ . Presupunem concluzia q falsa si demonstram ca aceasta presupunere
conduce la o contradictie. De exemplu, teorema care afirma ca existd un numar infinit de numere
prime se poate demonstra astfel: sa presupunem, prin absurd, ca existd un numar finit de numere
prime, fie acestea p,, P,,..., P,. Sa consideram atunci numarul N = p,p,...p, +1. Numarul N

nu se divide cu nici unul dintre numerele p,, p,,..., P, si atunci fie este numar prim, fie se divide
cu un numar prim diferit de p;, p,,..., P, . Oricum, rezulta existenta unui numar prim diferit de

Py Pyyes P, ADSUT.

Problema 2. Se stie ci la un concurs dintre oricare patru participanti existd cel putin unul
care este cunoscut cu ceilalti trei. Sa se demonstreze ca exista cel putin un participant,
cunoscut cu toti ceilalti.

Olimpiada Moldova, 1997
Solutie. Presupunem ca nu exista nici un participant, cunoscut cu toti ceilalti. Fie un participant
A . Existd un participant B, cu care A nu este cunoscut. Ludm inca doi participanti arbitrari C
si D dintre cei rdmasi. Dintre participantii A, B,C, D exista unul, care 1i cunoaste pe ceilalti trei.
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Acesta nu poate fi nici A, nici B . Deci acesta este sau C, sau D . Rezulta ca orice doi
participanti C, D, diferiti de A si B, se cunosc. Printre orice participanti A,B,C,D este unul,
de exemplu, C, care ii cunoaste pe A si B. Dar atunci C ii cunoaste pe toti participantii,
contradictie cu presupunerea facuta.

3. Principiul cutiei. In forma sa cea mai utilizata, Principiul cutiei (sau Principiul lui Dirichlet)
se enunta astfel: Daca n+1 obiecte sunt repartizate in n cutii, atunci exista cel putin o cutie
care contine mai mult de un obiect. Dificultatea utilzarii acestui principiu simplu si eficient
consta in identificarea corecta a cutiilor si a obiectelor. O generalizare a Principiului cutiei este:
Daca repartizam nk +1 obiecte In n cutii, atunci exista cel putin o cutie cu cel putin K +1
obiecte.

Problema 3. Tntr-o incipere se afli n persoane. Demonstrati ca printre acestea se afla doud
cu acelasi numar de cunostinte in acea camerd.

Solutie. O persoana (obiect) merge in cutia i daca are i cunostinte. Avem N persoane si N cutii
numerotate 0,1,2,...,n—1. Dar cutiile 0 si n—1 nu pot fi ambele ocupate. De aici, exista cel
putin o cutie cu mai mult de un obiect.

4. Numirarea in doua moduri. O strategie importanta de rezolvare a problemelor este
demonstratia prin exprimarea in doud moduri a unor marimi. De exemplu, prin exprimarea in
doua moduri a ariei triunghiului se poate afla inaltimea din varful unghiului drept intr-un triunghi
dreptunghic.

Problema 4. In fiecare din patritelele unui tabel dreptunghiular cu 4 linii si 5 coloane
scriem cdte un numdr natural, astfel incdt suma numerelor de pe fiecare linie sd fie acceasi si
suma numerelor de pe fiecare coloand sa fie acceasi (nu neaparat egald cu cea de linii). Fie S
suma numerelor din tabel. Putem avea S =307?

Solutie. Fie S, suma numerelor de pe linie. Calculand S in douda moduri avem S =4S, , deci

egalitatea 30 =4S, nu are loc.

5. Principiul includerii si excluderii. Este o generalizare a regulii sumei: el da o relatie prin
care se poate calcula cardinalul reuniunii unor multimi finite, nu neaparat disjuncte. In cazul a

doud multimi, avem: |AU B| = |A| +|B| —|Aﬂ B| :

Problema 5. Dintre cei 101 de dalmatieni, 56 au o pata neagra pe urechea stingd, 25 au
pata pe urechea dreaptd, iar 29 au ambele urechi albe. Citi dalmatieni au pete negre pe
ambele urechi?

Solutie. Notam cu S - multimea dalmatienilor cu pata neagra pe urechea stanga, D -multimea
dalmatienilor cu pata neagra pe urechea dreaptd. Conform principiului includerii si excluderii

avem |SUD| =|S|+|D|-|SN D| si dupa inlocuire obtinem 101—29=56+25—|S D
SND|=9.

, adica

6. Principiul extremal. A rezolva o problema cu ajutorul principiului extremal inseamna a
considera in rationament minimul sau maximul unei multimi finite ce apare in problema
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respectiva, atunci cand acesta existd. Acest principiu are o larga aplicabilitate si conduce deseori
la demonstratii foarte scurte. Urmatoarele doua tipuri de multimi se preteaza aplicarii
principiului extremal:

e multimile finite nevide de numere, care au atat un cel mai mare, cat si un cel mai mic element.
e submultimile lui N, nevide, care au intotdeauna un cel mai mic element.

Problema 6. Tntr-un turneu de sah, fiecare dintre jucdtori disputa cdte o partida cu fiecare
dintre ceilalti. Stiind ca nu se inregistreaza nicio remizd si cd fiecare participant obtine cel
putin cite o victorie, demonstrati cd existid un grup de trei sahisti A, B,C astfel incat A il
fnvinge pe B, B ilinvinge pe C si C 1l invinge pe A.

Olimpiada Irlanda, 2004

Solutie. (Titu Zvonaru) Fie P, P,,..., P, sahistii care participa la turneu si notdm cu a; numarul

invinsilor jucatorului P,. Din ipoteza problemei, avem ci a, >1, oricare ar fi i =1,n.
Multimea finita {al y 8y, an} are un cel mai mic element; putem presupune ca acesta este a; si

fie P,,R,,..., P, ,, sahistii pe care i invinge P,. Cum a, < a,, existd un participant P, Tnvins de

catre P,,unde k >a, +2. Considerand A=P,,B =P, si C = B, avem indeplinita cerinta
problemei.

7. Principiul invariantilor. Exista o categorie de probleme propuse in care se da un anumit
obiect (sau mai multe obiecte) asupra caruia se efectueaza anumite transformari. Se cere sa se
demonstreze ca in urma acestor transformari obiectul nu poate fi adus la 0 anumita forma. Acest
lucru se poate face alegand o caracteristica a obiectului care nu se schimba in urma acestor
transformari. O astfel de caracteristica se numeste invariant . Daca obiectul final al problemei nu
poseda aceasta caracteristica, atunci el nu poate fi obtinut in urma transformarilor descrise.

Problema 7. Tn alfabetul limbii AO — AO sunt numai doui litere: A si O. Limba satisface
conditiile urmdatoare: daca se sterg literele vecine AO sau se introduc combinatiile OA sau
AAOOQ oriunde in cuvint, obtinem un cuvant cu acelasi sens. Sunt oare AOO si OAA
sinonime?

Solutie. Fie n,,n, numarul de A, respectiv O dintr-un cuvant. Dupa orice stergere permisa
diferenta dintre numarul de A si numérul de O este n, —1—(n, —1)=n, —n,, iar dupa orice
introducere permisa diferenta este n, +1- (no +1)=n, —n, sau n, +2— (nO + 2) =N, —Ng.
Deci, diferenta dintre numarul de A si numarul de O este un invariant. Pentru AOO ea este —1,
dar pentru OAA este 1 si aceste cuvinte nu sunt sinonime.

8. Probleme de colorare. ,, Ce sunt problemele de colorare?” va intrebati, probabil. Acestea nu
sunt probleme a ciror rezolvare este si desenati si colorati un dinozaur, de exemplu. In
problemele de colorare impartim multimea de elemente considerate in submultimi carora le
asociem diferite culori. O categorie de probleme se refera la table. Ele se rezolva folosind un
anumit mod de “a colora” acele table. Nu se poate explica cum se coloreaza tablele, fiecare le
coloreazd in modul pe care il crede de cuviinta, particular problemei, de aici frumusetea
rezolvarii.(Laura Georgescu-eleva)
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Problema 8. Poate fi acoperitd tabla de sah cu dominouri 1x 2 astfel incdt patratelele al si
h8 sa ramdna libere?

Solutie. Nu se poate. Fiecare domino acopera un patratel alb si unul negru, deci dominourile
acopera acelasi numar de patratele albe si negre. Dar daca patratelele al si h8 raman libere,
dominourile ar acoperi cu doua patratele albe mai multe decét negre; contradictie.

9. Evaluare si exemplu. Evaluare si exemplu este o sintagma folosita pentru a demonstra ca un
numdr maximul (respectiv minimul) unei multimi. Trebuie aratat ca acesta este mai mare sau
egal (respectiv mai mic sau egal) cu toate elementele multimii — evaluarea - si apoi ca apartin
multimii — exemplu.

Problema 9. Avem un numar nemdrginit de jetoane de opt culori. Stabiliti care este cel mai
Mic numdr de jetoane care trebuie asezate in rdnd astfel incit, pentru oricare doud culori
diferite, sa se gdaseascd in rand doud jetoane vecine avind aceste culori.

Ioan Viorel Codreanu, Recreatii Matematice 2/2015
Solutie. Pentru o culoare fixata A, un jeton de culoare A trebuie sa fie vecin cu jetoane de alte
sapte culori. Cum un jeton nu are mai mult de doi vecini, in rand trebuie sd existe macar patru
jetoane de culoare A analog pentru celelalte culori. In total, trebuie si avem macar
4.8 =232 jetoane. Un exemplu de asezare a 32 jetoane este urmatorul:

12345678248573152718361853462.

10. Jocuri. Consideram jocuri pentru doi jucatori A si B, care fac, pe rand, cate o mutare.
Primul mutd A, iar regulile sunt aceleasi pentru A si B . Un jucator pierde atunci cand nu mai
poate face nici o mutare legala. A rezolva jocul inseamna a gasi o strategie de castig pentru unul
din jucatori, sau a gasi o strategie ca jocul sd se termine remiza. Un pas important in rezolvarea
unui joc este sd demonstram ca el are sfarsit. Sunt jocuri (sahul, de exemplu) care pot continua la
nesfarsit. De aceea, chiar daca gasim o strategie prin care un jucator poate intotdeauna sa mute
sau sa evite pierderea, trebuie sa stabilim daca jocul se va termina sau nu.

Problema 10. Asterix si Obelix scriu, alternativ, numerele naturale 1,2,4,510,20,25,50,100
in cdasutele unui tablou 3x 3, fiecare numdr cdte o singurd datd. Asterix incepe si doreste ca,
la final, sa existe o linie si o coloand avind produsele numerelor egale cu 1000; in caz
contrar, cdstiga Obelix. Care dintre jucdtori are strategie de cdstig?

Ioan Viorel Codreanu, Recreatii Matematice 1/2016

Solutie. Asterix are strategie de castig; el incepe prin a scrie undeva numarul 10. Coloram cu
rosu cele douad casute ramase pe linia lui 10, cu galben cele doud casute ramase pe coloana lui
10 si lasam albe celelaltepatru casute. Grupam numerele care mai trebuie scrise in perechi cu
produsul 100: (LlOO), (2,50), (4,25), (5,20). Indiferent ce joaca Obelix, Asterix va raspunde
completand, pe aceeasi culoare, cu celilalt numir din pereche. In acest fel, produsele numerelor
de pe linia rosie si de pe coloana galbena vor fi?

11. Metoda inductiei matematice. Inductia matematica este o metoda utila si elegantd in
demonstrarea unor afirmatii care depind de multimea numerelor naturale. Fie (P(n)),., un sir de
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propozitii. Metoda inductiei matematice ne ajutd sa demonstram ca propozitia P(n) este
adevarata pentru orice n > n,, unde n, este un numar natural fixat.

Inductia matematica (forma slaba): Presupunem ca
o P(n,) este adeviratd;

e Pentru orice k > n,, din faptul ca P(K) este adevirata rezult ca P(k +1) este adevirata.

Atunci propozitia P(n) este adevarata pentru orice N > Ny.

Problema 11. Pe un traseu circular sunt n masini. Impreuni au exact atita benzind cit
i-ar trebui uneia sd parcurgd un tur complet. Demonstrati cd existd o masind care poate face
un tur complet, luand de pe drum benzina celorlalte masini.

Solutia 1. (folosind metoda inductiei matematice) Cazul n =1 este evident. Presupunem acum
problema rezolvati pentru k,k >1 si o demonstram si pentru k +1 masini. In acest caz existi o
masind A care poate ajunge la masina urmatoare B (altfel nu am mai avea benzina pentru un tur
complet). Sa punem benzina lui B in rezervorul lui A si sa eliminam B . Avem astfel n masini
si benzina suficienta pentru un tur complet. Din ipoteza de inductie rezulta ca exista o masina
care poate face un tur complet. Atunci acea masina poate face un tur complet si cand pe drum
exista n+1 masini. Intr-adevir, de la A la B 1i ajunge benzina lui A, iar pe restul portiunilor de
drum are la dispozitie aceeasi cantitate de benzina ca si In cazul a N masini.

Solutia 2. (folosind principiul extremal) Sa consideram o masina suplimentara care are in
rezervor exact cantitatea necesard unui tur complet. Sa presupunem ca aceastd masina porneste
dintr-un punct oarecare, ori de cate ori intdlneste una din celelalte masini ii ia toata benzina, si se
opreste dupa ce a efectuat un tur complet. Fie A punctul in care masina suplimentara a avut
cantitatea minima de benzina. Atunci in A trebuie si fie o masina. In acest caz, masina din A
poate face un tur complet.

Inductia matematica (cu pasul s): Fie S un numar natural fixat. Presupunem ca
° P(no ), P(nO +l),..., P(nO +5S —1) sunt adevarate;
e Pentru orice k > n,, din faptul ca propozitia P(k) este adevarata rezulta cd P(k + S) este

adevarata.
Atunci P(n) este adevarata pentru orice N 2 n,.

Problema 12. (Teorema Erdos-Suranyi) Pentru orice k € Z exista ne N si o alegere

convenabili a semnelor + si - astfel incat k = +1° £ 2% + ...+ n?,

Solutie. Se observa ca este suficientd demonstratia pentru numere pozitive. Deoarece
0=1*+2*-3*+4* -5 -6*+7%1=1°2=-1" -2 -3* +4* 3=-1* + 2°

si 4=-12 -2 +3? rezulti ca P(0),P(1),P(2), P(3),P(4) sunt adevirate. Vom demonstra

implicatia P(k)— P(k +4). Avem identitatea: (n+1)* —(n+2)* —(n+3)* +(n+4) =4.

Presupunand P(k) adevarati, adica k = +1% +2% ...+ n? rezulta

k+4=212+2"+..£n” +(n+1f —(n+2)f° —(n+3)* +(n+ 4y
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si deci P(k +4) este adevarata deci P(k) este adevarata pentru orice k € N .

Probleme propuse:

1. Tntr-o scoald, fiecare elev cunoaste un numar impar de colegi (daca A il cunoaste pe B
, atunci si B il cunoaste pe A). Demonstrati ca numdrul elevilor scolii este par.
Alessandro Ventulo, Milano, Gazeta Matematica 11/2015

2. La un concurs de matematica participa 100 de elevi, proba constind in gdsirea raspunsului
la trei intrebari. La sfirsitul concursului se constatd cd s-au primit, n total, 200 de
rdspunsuri corecte. Ardtati cd existia 34 elevi care au rdspuns corect la aceleasi doud
intrebdari.

Olimpiada Nationald de Matematica, 2010

3. Pe patrate diferite ale unei table de sah 8x8 se afld 49 de ture. Demonstrati cd putem alege
sapte dintre ele care sa nu se atace.
loan Viorel Codreanu

4. La o adunare a zeilor din Olimp, fiecare zeu a primit in cupa sa aceeasi cantitate de
ambrozie si are voie sd toarne dincupa sa in cupa altui zeu, insa doar o cantitate de ambrozie
egali cu cea pe care o are celilalt zeu. La sfarsitul adundrii, toatd ambrozia a ajuns in cupa
lui Zeus. Demonstrati ca numarul participantilor a fost o putere a lui 2 .

5. ntr-o clasdi a V-a sunt 28 de elevi. Dintre acestia 16 joaci fotbal, 21 joaci tenis, iar 3 nu
Jjoacda nici fotbal, nici tenis. Cdti elevi din clasa joacd atdt fotbal cit si tenis?

6. Tn sistemul solar Cainele Verde sunt 2001 planete. Pe fiecare dintre aceste planete este cate
un astronom care se uitd prin telescop la planeta cea mai apropiatda. Sa se demonstreze ca
daca distantele reciproce dintre planete sunt diferite, atunci existd o planetdi la care nu se uitd
nimeni.

7. In Insula Culorilor existi 13 cameleoni albastri, 15 cameleoni galbeni si 17 cameleoni
rosii. Cand se intdlnesc doi cameleoni cu culori diferite, ei isi schimba culorile lor in cea de-a
treia culoare. Este posibil ca la un moment dat toti cameleonii sa aiba aceeasi culoare?

8. Sa se arate cd o tabla 8x8, din care eliminam doua colturi opuse, nu poate fi acoperiti cu
dominouri 2x1.

9. Pe un raft sunt 666 carti de magie neagrda si magie alba si oricare doud cirti de magie albd
nu sunt situate dupd 13 carti (adica intre ele nu pot fi 13 carti). Care este cel mai mare numar
de carti de magie alba care pot fi pe raft?

Olimpiada Moscova, 1998

10. Pe o0 masa se aflid 1000 de jetoane. Doud persoane iau de pe masd, alternativ, de la 1 la 4
jetoane; cdstigd persoana care ia de pe masa ultimul jeton. Care dintre jucdtori are strategie
de a castiga?
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Ioan Viorel Codreanu, Recreatii Matematice 1/2016

11. (Teorema lui Zeckendorf) Orice Tntreg pozitiv N se reprezinta in mod unic ca o sumad de
termeni distincti si neconsecutivi ai sirului Fibonacci.

12. Sa se demonstreze ca orice patrat poate fi descompus in orice numdr de pdtrate, mai mare
decat cinci.
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7. CATEVA PROBLEME DE TEORIA NUMERELOR

Dimitriu Alina

Scoala Gimnaziala nr. 193, Bucuresti

In scoala, notiunea de numar, notiune fundamentald in matematica, se dezvolta treptat in
diferiti ani de studiu, urmarindu-se atingerea jaloanelor fixate pentru insusirea continutului

acestei notiuni in ultimii ani ai liceului.
Problemele legate de teoria numerelor oferd un model de organizare a cunostintelor,
notiunilor intr-un sistem concentric cantitativ. In continuare, exemplific prin cateva probleme

relevante.
1. S3 se determine cel mai mic numar n care are 18 divizori naturali.
Fie n=p* -p,-op®, (@ +1)- (@ +1)- .- (@, +1) =18
Pentruk = 1 rezulti n = pt7
Pentruk =2 rezultd (a, + 1) - (e, +1)=2 -3 =2n= p®-gsaun= p°- g°

Pentru k = 3 rezulta n = p*- g%+, nminim este 2°- 3° - 5 = 180
Nu putem k = 4 pentru ca 18 nu se scrie ca produs de cel putin 4 divizori supranaturali.

2. Determinati un numadr par, stiind cd numadrul divizorilor sai este 15 si suma lor

este 5467.

Numarul n cautat, fiind numar par, are un factor prim egal cu 2. Deoarece d(n) =15=3 - 5,
rezulta ca n are cel mult doi factori primi: 2 si p, si acestia sunt la puterile 2 si 4.

Decin=2*.p?saun=2%.p*

S(n) = 5467

B

L

-1 p—1

251 p¥-1
.2 =5467 sau
-1 p—1

Numai a doua ecuatie are solutia p =5 € N. Deci n = 2%- 5* = 2500
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dim)
3. Sa se arate ca produsul divizorilor naturali ai lui neste nn = .

Divizorii sunt dy, ds, ...,dx sau didi di , (k =d(n)).

Atunci avem P? = TI&, d; - [Ti; — = n*™ ,unde P = Tl d.
L

din)

Asadar P = [[;,d=n="

4. In cate moduri se poate descompune un numar = = 1 n doi factori primi intre ei?

Pentrun = TS, p." fie A= {1,2,....k}.

&

. - .. oy,
Dacd M €A, M = {iy,i5,..., 1,} se considerd factoriid = p, * - P,

&y

D,

. .
z, Tsi—
n

-

min—1) min)

5. Sa se arate cd pentru un numar natural n >2 , < daca si numai daca
n— ]
n este prim (7(n)= numarul numerelor prime mai mici decat n).
o . . . ol min—1) 1 (n—1
Daca n este prim, atunci 7n(n)= m(n-1)+1, deci an}_ Wnn_l == ( a n_lj) . Cum
.4 min—1
n(k) <k, pentru k >1 , deducem ca m() q:_ 1}
min—1) i

< < 7) - . . .
Sa presupunem ca —— - Dacd n nu este prim, atunci el este compus si m(n)=

n—1
. 1 1
n(nt1) astfel am obtine — <~ , absurd.

Bibliografie

1. Panaitopol, L., Gica, A., Aritmetica si teoria numerelor — probleme, Editura
Universitatii din Bucuresti, 2006

2. Alexandru, V., Gosoniu, N., M., Elemente de teoria numerelor, Editura

Universitatii din Bucuresti, Bucuresti, 1998
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8. ASUPRA DESCOMPUNERII POLINOAMELOR IN
PRODUS DE FACTORI IREDUCTIBILI.

Remus Felea,, Deva

Materialul acesta isi propune sa utilizeze o metoda pentru descompunerea in factori
ireductibili a unor polinoame din Z,[X], n=numar prim, n>1.( Notam cu o,1,2... ,n-1,clasele
de resturi modulo n). De exemplu, pentru rezolvarea unui tip de probleme de forma:

1. Sase descompuna in produs de factori ireductibili, polinoamele:

a) f=4x*+2x® +3din z;[X],

b) f= X®+4X°+2X* +X?+ X+ 2din Zs[X] .

2. Sase arate ca polinomul fdin Zs [X], f= X* + X3 +X? +X +1 este ireductibil
peste Zs.

Propozitie: Exista m din Z. astfel incat polinomul XP —X-m=o0 nu are radacini in
Z, ,unde p este numar natural, p>1,iar n=numar prim, n>1.

In caz contrar: Oricare ar fi m din Z, , ecuatia x” — x —-m=0 are cel putin o radacina

in Z, . De exemplu, @ =a+1, b* =b+2,......s" =s+n-1, a,b,...,s din Z . Elementele a,b,

....,s sunt diferite doua cate doua, altfel, daca de exemplu a=b atunci 1=2(imposibil).
Atunci unul din elementele a,b....,s este 1,deci 1P =1+r, rezultand r=0(imposibil).

Teorema lui Kronecker: Oricare ar fi polinomul f din Z, [X], de grad mai mare ca
zero,exista o extensie comutativa a lui Z, in care f are o radacina.

Constructia acestei extensii-dupa E.Artin-este urmatoarea:
Notam cu K multimea expresiilor formale f(u)=ag+aju+asu® +...ap1U"" 80,4, a1,
fiind elemente din Z ,,cu proprietatea ca u este radacina a ecuatiei x” —x-m=0.

Se inzestreaza aceasta multime cu o structura de corp comutativ,astfel:

Daca g(u)=hg+b; u +bou? +...+bp.1u'°'1 ,Cu toti b; din Z,,atunci :

1. f(u)=g(u),daca si numai daca ap=bo , a; =by ,.....,ap1= Dp.1

2. f(u)+g(u)=(ag+bp )+(as+by Ju+....+(ap1 +opq JUP?,

3. f(u)g(u)=restul impartirii polinomului f(u)g(u) la polinomul P=uP —u-m

Rezolvarea exercitiilor propuse initial:
la. Polinomul f nu are radacini in Z;. Consideram u o radacina a ecuatiei NG =x+1,
adica u? =u+1. Se obtin, folosind schema lui Horner,radacinile x; =2u, X, =2+5u.

x* X3 X? x? XY

4 2 0 0 3
X1=2u 4 2+uU 2+6u 5+2u 0
X,=2+5U 4 3 1 0
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Se observa ca polinomul f se divide cu polinomul 4X? +3X+1.
Efectuand impartirea,se obtine: f=(4X? +3X+1)(X? +5X+3).

1b. Pentru u® =u+2,cu schema lui Horner,gasim:

X°® X? x* X3 X? Xt X°
1 4 2 0 1 1
X1=3+3U° 1 2+3u° 3+3u+4u’ 2+2u+3u° A+4y° 3+4u+u’
X,=3+2u+3u° | 1 2u+u® A+3u+4u° 3 3+u+3u’ 0
Xg=4+3u+4u® | 1 4 0 3 0

Obtinem,in final: f=(X® +4X? +3)(X3 +2X+4).

2. Considerand u? =u+1, nici una din valorile f(u)=a+bu, a,b dinZs, nu este radacina a lui f.

Bibliografie: 1. Constantin Meghea-Bazele analizei matematice-Editura stiintifica si enciclo-
pedica, Bucuresti,1977.

2. lon D. lon, Nicolae Radu-Algebra-Editura didactica si pedagogica, Bucu-

resti,1975.
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9. MATHMOISELLE - CONCURS DE MATEMATICA
IN LIMBI MODERNE - INTERVIU IMAGINAR

Nicoleta Agenna MAZILU
Colegiul National de Arte ,, Dinu Lipatti”, Bucuresti

- Ce este Mathmoiselle?

Mathmoiselle este denumirea unui proiect national care are ca activitate centrala
organizarea unui concurs de matematica in limbi moderne: engleza, franceza si germana.

In 2017 concursul implineste 8 ani si a devenit deja popular printre elevii iubitori de
matematica si limbi moderne.

- Cine este in spatele acestui concept?

Proiectul este bazat pe voluntariat. De la profesorii initiatori si organizatori si pana la
profesorii evaluatori i coordonatori la nivelul scolii, toatad activitatea este benevola si animata de
pasiune si bucuria de a face ceva pentru elevi. Concursul, organizat de Liceul Teoretic Bilingv
»Ita Wegman” in parteneriat cu Societatea de Stiinte Matematice din Romania, cu aprobarea
Inspectoratului Scolar al Municipiului Bucuresti, se afla in CAERI 20171321.

De coordonarea proiectului se ocupd, cu multd dedicatie, doua profesoare de matematica,
prof. Roxana GOGA si prof. Agenna MAZILU. Societatea de Stiinte Matematice din Romania
sustine acest proiect, incepand cu anul scolar 2010-2011. Pe site-ul oficial al Societatii de Stiinte
Matematice din Romaénia este promovat concursul, n fiecare an, la adresa
www.ssmr.ro/mathmoiselle. Presedintele comisiei de subiecte din cadrul acestui concurs este
domnul profesor doctor Radu GOLOGAN. Comisia de subiecte este formatd din profesori
membri ai SSMR, cu o0 activitate didactica de exceptie: Andrei ALEXANDRESCU, Crina
BERCOVICI, Mihaela BERINDEANU, Elena CHIREA, Alina CIOVNICU, Andrei DOBRE,
Leonard GIUGIUC, Roxana GOGA, Elena GRECU, Cristina HLEVCA, Ioana MASCA,
Agenna MAZILU, Ancuta MITITEAN, Gabriela NAN, Adina OANCEA, Felician PREDA,
Cristian RUSU, Diana TRAILESCU-GOGAN, luliana TRASCA.

- Care este impactul concursului in randul elevilor?

Statistic vorbind, la editia din 2016 la Concursul Mathmoiselle s-au inscris un numar de
1652 de elevi din 57 de scoli, provenind din 20 de judete ale tarii si din Municipiul Bucuresti.
Elevii ne-au trimis feedback-uri emotionante:

,,De curand am avut prilejul de a participa la concursul ,,Mathmoiselle”, un concurs care
se desprinde oarecum de tiparul competitiilor specifice de matematica. Sincera sa fiu, poate chiar
acesta a fost motivul ce m-a determinat sa ma inscriu.

Am gasit interesantd ideea imbindrii a doud materii diferite; iti poti testa atat
competentele matematice, cat si cele la nivel lingvistic, fiind nevoit sa traduci dintr-o limba
strdind enunturile problemelor pentru a le rezolva mai apoi.

Consider ca participarea la acest concurs mi-a adus doar beneficii si incurajari si i
indemn si pe ceilalti elevi ai scolii, si nu numai, sd Incerce aceastd experienta.”
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Agachi Miruna, cl.a
Vila A

,Concursul ,,Mathmoiselle” ne-a strans anul acesta In banci, cuminti si asteptind cu
nerabdare subiectele. Concursul valorificd interesul pentru matematica, munca si spiritul de
initiativd si motivatia noastrd. Participarea ne-a facut sa intelegem mult mai bine ca matematica
este un limbaj universal.

De la Euclid si Arhimede si pand in zilele noastre, ea a fost taramul unde barierile limbii
devin fluide si unde toti folosim aceleasi simboluri si ajungem la aceeasi solutie. ,,Mathmoiselle”
are tocmai rolul de a deschide si mai mult frontierele lingvistice si culturale, de a dezvolta
pasiunea pentru stiintd, In special pentru matematica.

Pentru mine, experienta dobandita la acest concurs este una deosebitd, tocmai in virtutea faptului
ca participarea la el m-a facut sa ma simt ca facand parte din marea familie a elevilor din scolile
participante, porniti impreuna pe drumul fascinant al matematicii.”

Tudor Rebenciuc , cl
aVilaA

,Mathmoiselle”... marturisesc cd m-a intrigat acest nume, mai ales ca era dat unui
concurs 1n care matematica este ,,incifratd” intr-o limba strdind. Dar, odata ce am participat la el,
pot spune ca a fost o incercare captivantd. M-a atras in mod deosebit faptul ca, atit cunostintele
noastre matematice, cat si cele de intelegere a unei limbi strdine au fost puse la incercare ca intr-
un joc. Tot astfel, mi s-a parut interesant sa descifrez logica matematicad a unei probleme
prezentata Intr-o altd limba decat cea materna.

Pe scurt, jos palaria, ,,Mathmoiselle”! Te astept cu nerdbdare si anul viitor!”

Mara Rebenciuc, cl.
aVl-aA

In ceea ce priveste rezultatele din 2016, din 1652 de elevi inscrisi au fost premiati 234 de
elevi: 72 de premii I, 44 premii I si 118 premii III. S-au acordat si 118 mentiuni. Toti elevii care
au luat premiul I au primit, pe ldngd diploma de premiu, si un tricou inscriptionat cu sigla
concursului. Toate costurile legate de editarea si printarea diplomelor au fost suportate de
Societatea de Stiinte Matematice din Romania.

Situatie statistica premii

NR. NR. NR. NR. NR. NR. NR. NR. NR. TOTAL

ELEVI ELEVI ELEVI ELEVI ELEVI ELEVI ELEVI ELEVI ELEVI

CLS.5 CLS.6 CLS.7 CLS 9 CLS 9 CLS. CLS. CLS. CLS.

M1 M2 10 M1 10 M2 11 M1 11 M2

439 381 297 99 67 70 115 106 78 1652
TOTAL
Ao 46 43 55 13 12 8 28 13 16 234
Rl 19 14 12 3 1 3 11 3 6 72
PR. 11 7 4 4 5 2 8 3 44
sl 20 25 39 5 5 3 9 7 5 118
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”Personalitatea” unui concurs transpare din subiectele pe care acesta le propune elevilor.
Cum sunt structurate subiectele si ce nivel au ele?

Probabil ca punctul forte a acestui concurs consta tocmai in modul atractiv in care sunt formulate
subiectele. Am introdus ghicitori, probleme amuzante de logica, cu capcane, de decriptare a unui
mesaj etc. Sunt 9 itemi, tip grild, structurati pe trei categorii: Probleme numerice — exercitii
prin care se testeazd “factorul numeric” al inteligentei, Probleme de logicad — cerinte care
verificd capacitatea de analizd a cazurilor care pot aparea, implicd gandirea divergentd si
creativitatea. A treia categorie de probleme este formata din problemele de aplicare n
practica a notiunilor studiate. Aici testdim competentele elevilor de a aplica matematica 1n viata
cotidiand si de a solutiona diverse probleme cu caracter practic-aplicativ. In structurarea
subiectului am avut in vedere ierarhia traditionald a proceselor gindirii din perspectiva lui
Benjamin Bloom.
Cel mai mult le-au placut elevilor nostri problemele de logica, formulate clar si concis:

Exemplu clasa a V-a
e Michael has 3 parrots: Coco, Kiki and Riko, each of a different color, yellow, blue and
orange, and of a different age, one, two and three years old. What is the name of the orange
parrot and how old is it, if Riko is blue and it is not 2 years old where as Kiki is 3 years old and it
is not yellow?
| a). Riko, 2 | b). Coco, 1 | ©). Kiki, 3 | d). Riko, 1

Exemplu clasa a X-a
e loan, Vasile, Costin and George are four friends whose last names are lonescu, Vasilescu,
Georgescu and Costescu, but the initials of their first names are different from the initials of their
last names. lonescu and Vasilescu are black-eyed, George is blue-eyed, and Vasile is green-
eyed. What are the complete names of the four friends?
a). IG, VI, GC,| b). IC, VI, GV,| «¢). IV, VI, GC,| d). IV, VC, GI,
CVv CG CG CG

Pe elevii din clasele a 1X-a si a XI-a i-au amuzat problemele de criptografie, chiar daca
acestea nu le-au adus cele mai bune punctaje.

e Exemplu clasa a 1X-a

1. La cryptologie est la science des écritures secrétes, ayant comme objet la protection du
secret des données ou des informations confidentielles a 1’aide des systémes
cryptographiques. L’un des plus simples systemes s’appuie sur 1’algorithme de
codification de César (le bien connu empereur romain) : le texte est construit avec les
lettres de I’alphabet latin 4, B, ..., Z, et la clef de codification est représentée par un
nombre entier ke{1,2,3,...,26}. On associe a chaque lettre du texte source I’ordre
lexicographique X et ensuite, afin de réaliser la codification, cette lettre est remplacée par
le caractére code (X+k)mod 26 (par mod 26 on prend le reste de la multiplication de
X+ka 26). Par exemple, on encode le mot MATEMATICA en utilisant cet algorithme
avec la clef k=9 ainsi: a la lettre M correspond x=13, donc on encode en
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(13+9) mod26=22 et on continue dans la méme maniére, jusqu’au résultat
VJCNVJCRLJ. En utilisant cet algorithme et avec la clef k=10, encodez le message
MATHMOISELLE.

a) VLOAVYCRUJJU b) WKDRWYSCOVVO c¢) ZWTSZJIASDDS d)
WKDRYWSCOVVO

e Exemplu clasa a Xl-a
Mircea und Vlad haben eine Leidenschaft: die Geheimcodes, das Codieren und

Decodieren der Nachrichten. Dafiir benétigen sie nur die Umkehrmatrix Ae M, (Z). Je

graRer n ist, umso komplexer ist die Codierung der Nachrichten. Um die Rechnungen
zu vereinfachen werden sie diesmal einen Matrix
6 5 2

Ae Ms(Z), A=|5 5 2|, aussuchen, welche Codierungsmatrix genannt wird.
2 21

Danach assoziieren sie jedem Buchstaben des Alphabets eine Zahl, wie auch den
Zwischenraumen oder den Frage- und Ausrufezeichen, so wie folgt:

ABCDEFGHI JK L MNOWPQR S T U V
w X 'Y

123456 7 8 91011 12 13 14 1516 17 18 19 20 21 22 23 24
25 Z ?7 1

26 27 28 29

Sie wahlen die Nachricht aus, die codiert werden muss, benutzen das oben Gegebene
und ordnen jedem Buchstaben der Nachricht eine Zahl zu. Um jedoch die Rechnungen
zu vereinfachen, werden sie die Zwischenrdume zwischen den Wortern entfernen.

I M A G | N A T I @) N I S M @)
REIMPORTANTTHANKNOWLEDGE
9 13 1 7 9 14 1 20 9 15 14 9 19 13 15

Danach setzen sie die Zahlen senkrecht in eine Matrix mit drei Linien ein. Nun codieren
sie nur die ersten 15 Buchstaben der Nachricht. Die erhaltene Matrix ist



http://www.mateinfo.ro/

REVISTA ELECTRONICA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 — MAI 2017 www.mateinfo.ro

9 7 11519
139 201413 |e M, (Z).
1149 915

Sie multiplizieren die Codierungsmatrix A mit der erhaltenen Matrix:

6 5 2)(97 11519 12111534178209

5 5 2|139 201413 |=|11210833163190 |e MM(Z)

2 2 1){1149 915 45 46 1567 79

und teilen die 15 erhaltenen Zahlen durch 29. So erhalten sie nur mit Hilfe der daraus
528546

hervorgegangenen Ergebnisse eine neue Matrix: | 2521 41816 |.
1617159 21

Indem sie jeder Ziffer den entsprechenden Buchstaben assoziieren, erhalten sie:

528546 E?EDF
252141816 || YUDRP |, und die codierte Nachricht ist
1617159 21 PQO IU

EYP?UQEDODRIFPU.
Um eine Nachricht zu decodieren werden die Zahlen senkrecht in eine Matrik gesetzt. Dann
wird die Umkehrung der Codierungsmatrix bestimmt und links mit der Matrix der
Decodierungsnachricht multipliziert. Die Werte der Produktmatrix werden durch 29 geteilt,
indem man die Regeln der Division mit Rest (Dividend = Divisor x Quotient + Rest, wobei
der Rest immer eine positive Zahl ist, unbedingt kleiner als der Divisor) befolgt.
Nun bitten euch Mircea und Vlad, dass ihr die letzten neun Buchstaben der Nachricht codiert,
indem ihr die gleiche Codierungsmatrix verwendet und dass ihr das Wort
ANSK UKJJ, welches 9 Zeichen enthéllt, decodiert. Die zwei Nachrichten sind:
a)UIGEKOKG , GEOMETRIE b) KVBJIAFXE, PRIMAVARA c) UIGEKOKG ,

PRIMAVARA

d) KVBJIAFXE, GEOMETRIE.
1. Mircea si Vlad au o pasiune: codurile secrete, incifrarea si descifrarea mesajelor. Pentru

aceasta, au nevoie doar de o matrice inversabila Ae M (Z) Cu cat N este mai mare, cu

atat codarea mesajelor este mai complexa. De data aceasta, pentru simplitatea calculelor,
6 5 2

vor alege o matrice Ae M3(Z), A=|5 5 2|, numitd matrice de codare. Apoi,
2 2 1

asociaza fiecarei litere din alfabet cite un numadr, la fel si spatiilor sau semnelor de
intrebare si exclamare, dupa cum urmeaza:
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ABCDEFGHIJ KL MNOWPQIR S T UV W
XY
1234567891011 121314 1516 17 18 19 20 21 22 23 24 25

4 ? 1
26 27 28 29
Aleg mesajul care urmeaza a fi codat si folosind corespondenta de mai sus, dau cate un
numar fiecarei litere din mesajul ales. Totusi, pentru a-si usura calculele, vor elimina

spatiile dintre cuvinte.

I M A G | N A T I @) N I S M @)
REIMPORTANTTHANKNOWLEDGE
9 13 1 7 9 14 1 20 9 15 14 9 19 13 15

Apoi, asaza vertical numerele intr-0 matrice cu trei linii. Acum, aleg sa codeze doar

9 7 11519
primele 15 litere ale mesajului. Matricea obtinuta este| 13 9 201413 |e M, (Z).
1149 915

Inmultesc matricea de codare A cu matricea obtinuta:
6 5 2)(97 11519 12111534178209

5 5 2139201413 |=|11210833163190 | M, :(Z)
2 2 1)(1149 915 45 461567 79

si Tmpart cele 15 numere obtinute la 29 si formeaza o noud matrice doar cu resturile

528546

rezultate: | 2521 41816 |. Asociind fiecarei cifre litera corespunzatoare, gasesc:
1617159 21

528546 E?EDF

252141816 |—>| YU DR P |, iar mesajul codat este EYP?UQEDODRIFPU.
1617159 21 PQOIU
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Pentru a decripta un mesaj, se asaza, la fel, vertical, numerele intr-o matrice. Apoi se
determina inversa matricei de codare si se inmulteste la stinga cu matricea mesajului de
decriptat. Valorile din matricea produs sunt impartite apoi la 29, respectand intocmai
teorema impartirii cu rest (deimpartitul = Tmpartitorul x catul + restul, unde restul este
intotdeauna un numar pozitiv, strict mai mic decat impartitorul!).

Acum, Mircea si Vlad va roagd ca, folosind aceeasi matrice de criptare, sa criptati
ultimele noua litere ale mesajului si sa decriptati urmatorul cuvant de 9 caractere:

ANSK UKJJ. Cele 2 mesaje vor fi:

a) UIGEKOKG , GEOMETRIE b) KVBJIAFXE, PRIMAVARA c¢) UIGEKOKG ,
PRIMAVARA
d) KVBJIAFXE, GEOMETRIE.

e Un model de subiect, in limba engleza, la clasa a X-a, Mate-info

Calculus problems

2016
1. The modulus of the complex number ( ol j is equal to:

1-/3i
a) 1008 b) 2-1008 C) \/51008 d) \/5—1008

2. The value of the product P =+/3—+/5-31++/5-§7+3J5 is:

a)P=-3 b)P = -2 )P =1 dP=2

3. The value of the sum S = In(tgl°)+ In(th°)+...+ |n(tg89°) is:

a)S =1 b)S =1 €)S =0 d)S=2

Logical problems

1. A student has to sit 4 exams in 10 days. In how many ways can these exams be
scheduled, so that he sits one exam on the first day?

a) 2016 b)C, o)A, d)4-C,
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2. At a meeting of the students’ council of a certain county, the participants, boys and girls,
are seated round a big round table. It is known that: 9 of the girls have another girl
seated to their right; 12 of the girls have a boy seated to their right; 3 out of 5 boys have
a girl seated to their right. One of the students is randomly chosen to write the minute of
the meeting. What is the probability of a girl being randomly selected?

19 19 21

21
AP == byp=== COP=== dp=
) 35 ) 41 ) 35 )

41

3. loan, Vasile, Costin and George are four friends whose last names are lonescu, Vasilescu,
Georgescu and Costescu, but the initials of their first names are different from the
initials of their last names. lonescu and Vasilescu are black-eyed, George is blue-eyed,
and Vasile is green-eyed. What are the complete names of the four friends?

a)1.G.,V.I,G.C,CV. b)ILC,V.I, GV, CG ¢) LV, V.., G.C.,
C.G.
d) V., V.C., G.I,, C.G.

Practical applications

1. Out of 120 consumers of coffee, 70 drink it with sugar, 60 with cream, while 50 take both
sugar and cream in their coffee. How many consumers of sugarless black coffee are
there?

a)80 b) 40 c)50 d)100

2. The function N(t):14e_0'0715t estimates the amount of radioactive material (expressed in

grams) decomposed after t days. Determine the number of days required for half the
material to decompose. (It is known that In2 ~ 0,6931)

a) 8.9 days b) 9.1days c)9.6days d)8.5days
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3. Alex practices a competitive sport. At a very difficult tournament, his handball team has
acquired the score P, where p= p(n):[(ﬁ)“’” -(1/5" )} after each N —th match he
has played (28 matches on the whole, played in tournament manner, which means that
each team has played against all the other contesting teams). If n=1,2,...,10 represents

the number of matches played by the team of Alex and [a] the set part of the real

numbera, then the number of teams participating to the tournament E and the number of
points p acquired by the team of Alex after 7 matches are:

a) E=8,p=10 b)E=10,p=10 c)E=8,p=8 d)E=10,p=8.

Arhiva cu subiectele din editia 2016, precum si o brosurd cu modele de subiecte, le puteti
descarca de pe pagina www.ssmr.ro/mathmoiselle.
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10. MATEMATICA - PUNTEA DE LEGATURA
INTRE DISCIPLINE

Udma Arleziana Emilia

Colegiul Tehnic ,,Anghel Saligny” ,Rosiorii de Vede, Teleorman

»,Matematica se hraneste din Tntreaga cunoastere umana si o afecteaza pe aceasta in
intregime” — Solomon Marcus

Printre diversele discipline care definesc efortul de cunoastere stiintifica a lumii
Tnconjuratoare, matematica ocupa un loc central si special. Matematica este in general definita ca
stiinta ce studiaza relatiile cantitative, modele de structura, schimbare si spatiu.

Tn sens modern Tnsa matematica reprezinta investigarea structurilor abstracte definite in
mod axiomatic folosind logica formala.

Structurile anume investigate de matematica isi au deseori radacinile in stiintele naturii,
cel mai adesea in fizica. Matematica defineste si investigheaza si structuri si teorii
proprii, Tn special pentru a sintetiza si a unifica multiple cAmpuri matematice sub o teorie
unica, o metoda ce faciliteaza in general metode generice de calcul.

Nasterea disciplinelor "de granita" si dezvoltarea cercetarilor interdisciplinare constituie
unul din aspectele caracteristice ale dinamismului culturii contemporane, in care
cele doua tendinte opuse, aceea a specializarii si aceea a sintezei, zguduie neincetat clasificarea
rigida a stiintelor. Metodologia invatamantului matematic apartine tocmai acestor discipline n
devenire, a caror dezvoltare influenteaza neincetat clasificarea rigida a stiintelor. Dezvoltarea
revolugionara a tehnicii pune si ea probleme speciale cercetarii pedagogice asupra invagamantului
matematic. Pedagogia contemporana se gaseste si astazi ntr-o situatie aproape paradoxala :
tehnica ofera noi mijloace audio-vizuale: televiziune, calculatoare, iar, cercetarea pedagogica
urmare, aceste mijloace nu sunt suficient exploatate sau mai rau, se intampla ca si ele sa fie
folosite Th mod nejust.

Potentialul interdisciplinar al matematicii consta nu numai in faptul ca ea se afla peste tot,
ca devine inevitabila pentru orice disciplina, ci si pentru ca legaturile dintre disciplinele

nematematice sunt de multe ori realizate prin intermediul matematicii.
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Matematica se comporta ca un catalizator Tn procesele de comunicare intre disciplinele
naturale si/sau sociale. Matematica le obliga astfel la 0 mai profunda cunoastere reciproca.
Matematica a influentat toate celelalte domenii Tnca din cele mai vechi timpuri, stimuland
de altfel si colaborarea lor.

Tn secolul trecut, matematica era inca predominant numerica, iar celelalte discipline cu
exceptia astronomiei si fizicii care erau de multa vreme beneficiare ale matematicii numerice, in
special ale calculului diferential si integral si ale teoriei ecuatiilor diferentiale, nu erau inca in
masura sa foloseasca metodele si rezultatele analizei matematice.

Biologia, de exemplu a Tnceput sa beneficieze de metodele teoriei ecuatiilor diferentiale,
la sfarsitul secolului al X1X-lea si inceputul secolului XX, prin intermediul lui
Vito Voltera, care a studiat lupta pentru existenta dusa de diferite specii de animale.

Muzica a cunoscut una dintre primele analize numerice inca din antichitate, prin Pitagora.
Numarul de aur care apare in problema mpartirii unui segment in doua segmente inegale, astfel
ncat raportul dintre segmentul mare si cel mic este egal cu raportul dintre
total si cel mare, a fost cunoscut inca din antichitate, fiind identificat in numeroase opere
de arhitectura si sculptura. Mai tarziu numarul de aur a fost corelat cu sirurile lui Fibonacci,
stabilindu-se ca sirul rapoartelor a doi termeni consecutivi din sirul lui Fibonacci converge catre
numarul de aur. O mare parte dintre fenomenele de crestere din lumea organica (botanica,
anatomie) se desfasoara dupa sirul lui Fibonacci.

n secolul al XIX-lea , a atras o atentie deosebita legea lui Weber si Fechner, conform
caruia omul percepe lumea inconjuratoare dupa o lege logaritmica, in sensul ca senzatia este
logaritmul excitatiei, adica la un sir de excitatii masurabile aflate Tn progresie geometrica,
senzatiile noastre de raspuns, presupuse si ele masurabile variaza in progresie aritmetica. Tn acest
fel matematica a devenit relevanta chiar si n psihologie.

Legatura matematicii cu alte discipline e foarte profunda. Putem aminti legatura
matematicii cu economia, de la aritmetica relativ simpla ce se gaseste in registrele unei companii
si pana la previziunile de mare amploare ale unei economii nationale, matematica
reprezentand fundagia lumii bancare si a sistemelor de finante.

Studiul sistemelor de ecuatii si inegalitati permit demonstrarea, pe cateva exemple, a
solutiilor anumitor probleme economice care se raporteaza la programarea liniara. Tn acelasi sens

pot fi amintite si notiunile de teoria probabilitatilor, de statistica, etc. Teoria probabilitatilor este
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una din ramurile cele mai intinse ale matematicii cu reverberatii interdisciplinare si studiul ei
necesita aportul unui mare numar de notiuni noi si neobisnuite. Elevul are nevoie de timp ca sa
se familiarizeze cu ele si iata de ce teoria probabilitatilor trebuie "topita" in mod organic in
Tnvatamant pentru a fi prezenta peste tot, de la prima la ultima clasa, pentru ca spiritul probabilist
sé fie patruns profund de elevi. Tn aceasta ordine de idei ar fi bine si se puna mai mult accent si
pe grafice, folosirea metodelor aproximarii, metodele interactie si procesele de trecere la limita.

Forta interdisciplinara a matematicii consta nu numai Tn generalitatea conceptelor si
instrumentelor pe care ea le elaboreaza, ci si in tipul de gandire pe care matematica il
promoveaza, printre care gandirea analogica, gandirea combinatorica, gandirea algoritmica,
gandirea probabilistica.

Tntorcandu-ne Tn societatea noastra, putem spune ci avem nevoie de oameni care sd
gdndeasca interdisciplinar, care sa poata trece de la un domeniu la altul cu multa usurinta,
iar scoala este cea care ar trebui sa-i pregateasca. Un invatamant interdisciplinar poate sa-i
ajute pe elevi sa priveasca lumea cu mai mult interes , sa asimileze valorile fundamentale,
sa poata distinge mai usor scopurile si mijloacele.

Tnvatarea integrata:

- este o forma de cooperare intre discipline stiintifice diferite, care se realizeaza in
principal respectand logica stiintelor respective;

- se refera si la transferul metodelor dintr-o disciplina ntr-alta, transfer cu grade diferite
de implicare sau finalizare;

- reprezinta 0 modalitate de organizare a continuturilor Tnvatarii, cu implicatii asupra
intregii strategii de proiectare a curriculumului, care ofera o imagine unitara asupra fenomenelor
si proceselor studiate in cadrul diferitelor discipline de finvatamant si care faciliteaza
contextualizarea si aplicarea cunostintelor dobandite;

- este 0 forma de cooperare intre discipline diferite cu privire la o problematica, a carei
complexitate nu poate fi surprinsa decat printr-o convergenta si o combinare prudenta a mai
multor puncte de vedere.

Modelele structurale ale integrarii curriculumului vizeaza aspecte complexe ca de

exemplu:
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- Predarea — Tnvatarea prin corelarea obiectelor de studiu reprezinta elementul de noutate
in lectii, care activeaza elevii, le stimuleaza creativitatea si contribuie la unitatea procesului
instructiv — educativ, la formarea unui om cu o cultura vasta.

- Legatura dintre discipline se poate realiza la nivelul continuturilor, obiectivelor, dar se
creeaza si un mediu propice pentru ca fiecare elev sa se exprime liber, sa-si dea frau liber
sentimentelor, sa lucreze in echipa sau individual.

- Interventia profesorului determina corelatii obligatorii prevazute de programele scolare
sl impuse de logica noilor cunostinte.

- Profesorii de discipline diferite ar trebui sa realizeze planificari si proiecte de activitate
didactica in comun, in raport cu unele criterii si principii pedagogice asumate de catre toti.

- De asemenea profesorul ar trebui sa aiba o buna cultura tehnica, sa cunoasca bine
metodologia disciplinei sale, cat si a disciplinelor conexe, sa lamureasca elevul de existenta reala
a legaturii dintre discipline, astfel Tincat, elevul sa fie constient de existenta
interdisciplinaritatii/transdisciplinaritatii si respectiv, necesitatea invatarii integrate.

Exista doua mari laturi ale matematicii: pura si aplicata. Matematica pura se ocupa
numai de interesul sau teoretic, pe cand matematica aplicata da metode si tehnica pentru a
rezolva probleme stiintifice in afaceri si inginerie sau aplicatii teoretice n stiinta.

Interdisciplinaritatea dintre matematica si stiintele naturii vizeaza aplicarea notiunilor de
procente, proportie, regula de trei simpla, inegalitati ale mediilor, derivate, integrale, ecuatii,
sisteme de ecuatii, matrici, functii trigonometrice, combinatorica, teoria grupurilor, precum si
multe alte notiuni matematice fara de care elevul nu poate studia anumite legi si
concepte in chimie, fizica sau in biologie. Elevii trebuie sa fie Tnvatati, prin studierea
matematicii, sa calculeze, sa coreleze, sa asocieze cunostintele despre anumite procese,
fenomene, intr-un ansamblu unitar de cunostinte.

Exemplu de tema care poate fi abordata integrat: o intrebare simpla: ,,Ce este un miliard
?7si  variante de raspuns/abordari integrate (teme pentru proiecte interdisciplinare/
transdisciplinare):

n secolul al XV — lea, limita extrema a calculelor posibile era milionul, care a ramas
multa vreme o ,,expresie nebuloasa”. Trei sute de ani mai tarziu, astronomii familiarizati cu

imensitatea cerului aspirau la un numar si mai mare — miliardul, cu care sa poata cataloga stelele
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si astrii. Un miliard (109) este un numar foarte mare daca el exprima, de exemplu un stoc de
mere. Tn acelasi timp reprezinta un numar destul de mic daca este vorba de un numar de atomi.

Pentru a ne da mai bine seama ce inseamna 1 000 000 000 iata cateva curiozitati care-1 au
drept erou:

- Numarul fibrelor nervoase ale creierului uman este de ordinul a 3 miliarde;

- Un om care ar trai o suta de ani nu ar ajunge sa numere decéat pana la 1000000000, fara
a mai avea alta ocupatie;

- Tn 55 de ani, un om respira de un numar de ori egal cu % dintr-un miliard;

- Tn varsta de 33 de ani, orice fiinta a trait doar un miliard de secunde.

Studiul judicios organizat al stiintelor naturii si al matematicii este apt sa aiba asupra
formarii personalitatii tinerilor, o influenta cu mult mai mare decat aceea care se observa in
majoritatea cazurilor. Matematicienii pot ajuta prin mijloace care le sunt proprii, la inflorirea
naturii umane. Si nu e vorba, mai ales sau numai de a dezvolta calitati ale psihicului, ale
caracterului, capacitatea de munca si de apreciere critica a rezultatelor muncii proprii. Studiul
matematicilor si al stiintelor naturii intr-o masura interdisciplinara poate dezvolta emotiile umane
dorinta de a fi de folos semenilor. Matematica este creatia geniului omului, creatie la care au
participat popoarele din toata lumea, si nu ne vom fi implinit datoria noastra fata de tanara
generatie decat atunci cand prin lectiile noastre vom fi facut pe copii sa Inteleaga ca stiinta este o
cercetare fara sfarsit si fara granite. Cercetarea cere 0 mare perseverenta, 0 munca si o0 energie
deosebita. Aceasta datorie va fi implinita cand i vom fi facut sa resimta ce curaj fara margini, ce
dragoste de oameni, ce sacrificii se ascund sub randurile laconice ale principiilor stiintifice ale
formulelor si teoremelor.

n concluzie, se pot constitui cercuri/programe cu elevii, In cadrul cirora sa se abordeze
teme si/sau sa se realizeze proiecte cu caracter integrat si se impune sa gasim si sa aplicam o
atitudine corecta si optima fata de aplicarea interdisciplinara si transdisciplinara a matematicii.
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11.MODELAREA SI SIMULAREA ANTENEI NESIMETRICE iN
FORMA DE L RASTURNAT (I')
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Abstract: The article presents the construction of the antenna and its modeling and simulation.
Simulation and modeling antenna I' will be done with the program SuperNec. We analyze
antenna in free space and influenced by the earth's surface, the radiation pattern for the
frequency of 300 Mhz and the antenna gains for certain elevevation angle and azimuth angle.

Keywords: antenna, modeling, simulation, radiation pattern, gain, angle.
1. Introducere

Antenele sunt componente ale tuturor sistemelor electronice care depind de spatiul liber
ca mediu de propagare. Ele joaca un rol important in determinarea caracteristicilor sistemelor carora
le apartin, comportandu-se ca interfete intre spatiul liber, pe de o parte, si emitatoare sau receptoare,
pe de altd parte.

Pentru realizarea unei linii de radiocomunicatii de orice tip este necesar sa existe un
emitator, un receptor si instalatiile de antena-fider, care realizeaza adaptarea acestora cu mediul prin
care se propagd undele electromagnetice. Antenele se utilizeaza atat pentru radierea cat si pentru
captarea undelor radio.

Denumirea de antend vine de la cuvantul latin ,,antena “care Tnseamna catarg, bara, tija.
Tn ultimii ani, antenele nesimetrice au devenit una dintre componentele vitale ale comunicatiilor
mobile celulare si a retelelor de internet din intreaga lume.

Avand 1n vedere caracteristica de radiatie a acestor antene, ele sunt ideale pentru aplicatii mobile.
Faptul ca ele radiaza de jur imprejur face ca sd nu fie necesara poziionarea lor in timpul deplasarii
vehiculului.

Utilizarea antenelor nesimetrice in toate gamele de frecventd, constructia, instalarea si
simplitatea, reprezinta un avantaj in alegerea si folosirea acestora.

2. Constructia Antenei in forma de L rasturnat (I')
Antena I" este prezentata in Fig.1 si este e o antena simpla si usor de construit. Deoarece

lungimea electricd in general este mai mare decat cea a unei antene A4, punctul de referintd al
rezistentei este de 50 Q. Aceasta reactanta este anulatd de un condensator in serie.
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Fig.1 Antena I’

Pentru lungimea unei sectiuni verticale de 18 m si a unei sectiuni orizontale de 38 m, impedanta de
intrare este de aproximativ 40 + j450Q. O sectiune verticala sau orizontala mai mare ar creste
impedanta de intrare. Digrama de radiatie in plan orizontal este putin asimetrica avand o crestere de
1-2 db in directia opusa linei orizontale.

Aceasta antena necesita un sistem bine ingropat cu elemente radiale suspendate. Este o
forma a antenelor cu capacitate terminala spre varf, aceasta fiind asimetrica. Rezultatul este atat o
polarizare verticala cat si orizontald, deoarece curentii din partea de sus a cablului nu se anuleaza la
fel ca n antena nesimetrica T. O bara din lemn sau metal atagata pe stalp sau trei brate pot fi utilizate
pentru a sustine sectiunea verticald. O retea radiald bine pusa la punct este necesara pentru rezultate
bune, iar un mediu conducator bun de electricitate genereaza rezultate mai bune.
Daca reteaua radiala ilustrata in Fig.1 nu este practica, este posibil sa se utilizeze un element radial
suspendat ca in Fig.2.

ﬁ—%_ﬂ—ll-

165 1

Fig.2 Utilizarea unui singur element radial suspendat
pentru antena I’
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Impedanta de intrare pentru aceasta figurd este Z i=50+j465Q).. Caracteristica de radiatie in planul
orizontal si vertical este prezentata in Fig.3 si Fig.4.

Freg=1.84 WMHz a0

Elavaticn Flot

Max, Goin —3.29 dBi Azimuth Angle = 0.0 Deg.

Fig.3 Caracteristica de radiatie in planul vertical
pentru antena L rasturnat cu un singur element radial

Freg=1.84 MHz
240

Azimuth Plot
Elevation Angle = 250 Deg

Meax. Gain=-2.13 dBi

Fig.4 Caracteristica de radiatie in planul orizontal
pentru antena L rasturnat cu un singur element radial
pentru un unghi de elevatie de 25

3. Modelarea si simularea Antenei in forma de L rasturnat (I')

Simularea si modelarea antenei tip I" se va realiza cu ajutorul programului SuperNEC.
SuperNEC (Super Numeric Electromagnetic Code) este un program care utilizeazd metoda
momentelor (MoM) si teoria geometrica uniformd a difractiei (UTD) a antenelor. Totodatd un
program de simulare electromagneticd. Are la baza programul MATLAB cu ajutorul caruia este
realizata o interfad grafica interactiva cu utilizatorul folosita pentru a simula geometria si a vizualiza
rezultatele simularii.
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e Modelarea antenei

Fig.5 Antena I" izolata in spatiul liber

e Caracteristica de directivitate 3D la frecventa de 300 Mhz:

30 Radiation Pattern
z

104

|Ga|nm|

Fig.6 Caracteristica de radiatie 3D a antenei I la 300
Mhz
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30 Radiation Pattern

73

10
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Fig.7 Caracteristica de radiatie 3D a antenei I" la 300
Mhz influentata de suprafata pamantului

Radiation Pattern (Azimuth)
Radiation Pattern (Elevation)

9 10 g8
dB

Mkr 8 G (dBED) Mkr ¢ G (dBi)
12920 727 1 0.0 4 86
2 630 737 : )
2 850 4.86
i 3”2-00 9?223 3 2150 486
A 4 3350 486
5 150.0 4.86

Fig. 8 Caracteristica de radiatie 2D a antenei I" la 300 Fig.9 Caracteristica de radiatie 2D a antenei I la 300
Mhz pentru un unghi de elevatie ®=90° Mhz pentru azimut 6=90°
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Radiation Pattern (Elevation)
Y 10 dEi
df Radiation Pattern (Azimuth)
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2 850 486
3 2150 4.86
4
5
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Fig.10 Caracteristica de radiatie 2D a antenei I la Fig.11 Caracteristica de radiatie 2D a antenei I la
300 Mhz influentata de suprafata pamantului pentru 300 Mhz influentata de suprafata pamantului pentru
un unghi de elevatie ®=90° azimut 6=90°

Conform caracteristicilor de radiatie 2D, pentru un unghi de elevatie ®=90°, castigul maxim de 2.71
dBi se afla la un azimut de 75°, iar valoarea minima de -0.33dBi la un azimut de 0°. Pentru un azimut
06=90°, conform caracteristicii de radiatie, castigul de 2.5dBi se regdseste la un zenit de 90°, iar
valoare minima de -0.69dBi la un zenit de 180°.

Conform caracteristicilor de radiatie influentate de suprafata pamantului asupra antenei T,
avem pentru un unghi de elevatie ®=90° un castig maxim de 7.27 dBi care se afld la un azimut de
68°, iar valoarea minima de -7.23dBi la un azimut de 32°. Pentru un azimut 6=90°, castigul este de
4.86 dBi.

4.Concluzii

Tn urma studiului efectuat, influenta pimantului modifica caracteristica de radiatie 3D a
antenei si mareste considerabil castigurile acestora.

In planul orizontal antena nesimetrici nu prezinta proprietiti directive. Caracteristica de
radiatie 2D in planul orizontal este reprezentatd de un cerc. La frecventa de 300 Mhz este
observabila aparitia lobilor secundari .
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