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1. PROBLEMA LUNII IUNIE 2017

FORO

Matematica

Prof. Daniel Sitaru, Drobeta Turnu Severin

Fie VABC un teraedru regulat. Dacd AB=a > 0, M € [VA];N € [VC];
MN || AC;MN = x € [0,a] , gasiti volumul piramidei VBMN 1in functie de a si x.

Let VABC be aregular tetrahedron. If AB=a >0, M € [VA];N € [VC];
MN || AC; MN = x € [0,a] then find the volume of VBMN depending on a, x.

If you solve the problem, you can post your solution sending it by email to
revista@mateinfo.ro .

Deadline 01.07.2017.
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2. METODE DE REZOLVARE -
PROBLEMA LUNII MAI 2017

FORD

Matematica

Se da prisma triunghiulara regulati ABCA’B’C’ cu AA’= 6 cm. Fie un
punct P in interiorul triunghiului A’B’C’ astfel incat PA= 4\/§ , PB=
672 si PC= 24/21 . Sa se calculeze 1g (<I(A’B’C’),(PBC)) :

Given the right triangular prism ABCA’B’C’ with the equilateral
triangle ABC as its base, its height AA’=6 cm and P a point inside the

triangle A’B’C’ so that PA=4~/3 , PB=6~/2 and PC=2+/21.
Calculate tan(<c (A’B’C’),(PBQC)).

Autor: Prof. Buzea Gabriela , Scoala Gimnaziala Nr. 56, Bucuresti

Solutie autor:

Fie PP’ L(ABC), P’ €(ABC), rezultd ca triunghiurile

PP’A, PP’B si PP’C sunt triunghiuri dreptunghice in

P’.

Folosind teorema lui Pitagora, aflim AP’= 2+/3, e

BP’=6 si CP’=4+/3. v
Pentru a afla latura bazei prismei , dupa cum B

bine se stie , facem o rotatie de 60° a triunghiului /

ABC in jurul punctului B, astfel incat punctul A
vine peste C, C —»Cjysi P’-P’;.

Rezultd ci BP’=BP’1=6 cm, AP’=CP’;=2+/3 cm,

Cum m(<P’BP’1)=60° si BP’=BP’1=6
cm rezultd ca triunghiul BP’P’; este echilateral, deci
P’P’1=6 cm.
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in triunghiul P’CP’1 , conform reciprocei teoremei lui Pitagora, m(xP’P’1C)=90°, iar
conform reciprocei teoremei «de 30°, m(xP’1P’C)=30° deci m(«BP’C)=90°.

Aplicand teorema lii Pitagora in triunghiul BP’C, aflam
lungimea laturii bazei, BC=2+/21 cm.

Unghiul diedru dintre planele (A’B’C’) si (PBC) este egal
cu unghiul dintre planele (ABC) si (PBC).

Dacid PP’ L(ABC), se construieste P’M' 1BC, M’ €BC,
P’M’, BCc(ABC) si rezulti P\

conform teoremei celor trei perpendiculare ca PM' LBC.

B Ty
Cum (PBC)N(ABC)=BC Vi

Ry
PM’ 1LBC, PM’ c(PBC) '

P’M’ LBC, P’M’ c(ABC)
PM’ N P’M’ N BC={M’} Jeyc)
rezulta ca tg(<(ABC),(PBC))=tg(x(PM’,P’M"))=tg(<(PM’P")).

In tringhiul P’BC, dreptunghic in P’, P’M’ este iniltimea corespunzitoare ipotenuzei si
obtinem P’M’z#.
PPr _ 6 _ 7
M/ 12V7 g
7

Deci, tg(x(PM’P”))=

Author’s solution:

N L2
A S

If PP’L(ABC), P’ €(ABC), it results triangle PP’A, PP’B and PP’C its right triangle
in P’

Using Pythagorean theorem,find AP’=2+/3, BP’=6 and CP’=4+/3.

For finding base side, the triangle ABC
rotates 60° around the point B, so that

point A goes over C, C »C; and P’—P’;.

It results that BP’=BP’1=6 cm, AP’=CP’1=2+/3 cm.
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Because m(<P’BP’1)=60° and BP’=BP’1=6 cm it

results triangle BP’P’; is an equilateral
triangle,so P’P’1=6 cm.

According to the Pytagorean theorem
reciprocal,

m(<P’P’1C)=90°, and under reciprocal theorem
angle 30°, m(xP’1P’C)=30° .
So, m(«BP’C)=90°.

Applying Pythagoras’theorem in the triangle
BP’C, we find base side length, BC=2v21 cm.

The dihedral angle between planes (A’B’C’) Al ‘ . c\
and (PBC) is equal to the angle between planes 3 - Jood
(ABC) and (PBC). .

If PP’L(ABC), we build N

P’M’ 1BC, M’ eBC, P’M’, BCc(ABC) and it
results

PM’ 1BC, according to the three perpendicular theorem.
So (PBC)N(ABC)=BC

PM’ LBC, PM’ c(PBC)

P’M’ LBC, P°M’' c(ABC)

PM' ' n P’M’' n BC={M"}

It results that Py
tg(x(ABC),(PBC))=tg(x(PM’,P’M”))=tg(x(PM’P")).

- . 5 N s\ 15 BPI'PIC i } e
In right triangle P’BC, m(B P’C)=90°, P"M’= — 8 ClA)
127

M= %
PPI _ 6 V7

piMsi 127
7

So, tg(x(PM’P’))=

FGLC)
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Alte solutii:

1. Prof. Constantin Telteu, C.N.A. ,,Regina Maria”, Constanta

Fig.1

Fie P'= PP si [DE]=pr g,[PP ] . Unghiul cerut este cel notat cu o Tn figura de mai
sus. Deci m((PBC),(A'B'C'))=m(DPE)=m(PEP').

Cu teorema lui Pitagora in triunghiurile colorate din figura de mai sus, obtinem:

PA'=24/3; PB'=6; PC'=443 .

Pentru a determina lungimea laturii bazei prismei, am rotit succesiv triunghiul A'B'C" (cu tot
continutul sau) in jurul varfurilor sale in sens invers trigonometric, cu 60 de grade si am
obtinut figura urmatoare.
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Fig.2

In aceasta figurd, triunghiurile A'PP, B'PP,, C'PP, sunt echilaterale, iar
AA'PP,=AB'PP, =AC'PP, .

Observam acum ca:

AIA'PlB‘PZC‘PS] = AIA'PPl] + AIC'PPS] + 'AIB'PPZ] +3- AIB'PPl] ;@)

Pentru 'ATB'ppl],fOIOSim formula lui Heron.

o 2Br6raB o o e

2
Poee, =\/(3+3J§)(3+J§)(3J§—3)(3—J§) ~643 .
A.Pm:(Z\/i) \/§=3\/§; ATC'PP3]=(4\/§4) \/§=12\/§; Ager; =93, Tnlocuim in (1) si

obt,:inem: ATA'pprzc'ps] = 3\/§+12\/§+9'\/§+3 6’\/§ = 42‘\/§ .
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Tot din fig.2, urmirind culorile suprafetelor triunghiulare, observam ca

i A'B*?+3
AA'plB'pzclpS] :Z.AA'B'C'] ,deC| 42\/§ZZTJ_:>A'B':2\/Z

Pentru determinarea lui PD, il exprimdm de doud ori cu teorema hui Pitagora (vezi fig.3):

P

6
T 2v21 —x
B D Cc
Fig.3
2 18 18 \* 144 12
PD? =36-x? =48—(2y21-x) = x=—— = PD? :36—(—) =" PD="% .
( ) V21 J21) 7 N7
DE 7
tga =t ( PBC),(A'B'C’ ):—:—.
g =19((PBC),(A'B'CY))= 25 =
2. Prof. Biro Istvan o

Daca Q este proiectia lui P pe (ABC) si

QM L BC atunci PA\
1R
tg(x(A'B'C"),(PBC)) =tg(«xPMQ) :g_I\Q/I Pentru : ] B
)
a calcula QM putem observa ca : P,
1 l‘-.,__

QC?=PC?-PQ*=84-36=148 Y

QA? = PA” - PQ* =48-36=12 ' ¢

QB’ =PB”-PQ* =72-36=36 /LA
si conform lemei rezultd ci m(<«AQB) =150 iar din 150°

A B

teorema cosmusurilor aflim lungimile laturilor
triunghiului ABC AB=BC =CA=a=221.
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< 2 12
In consecinta QM =— —a)(p-0QB)(p—-QC) =—si
@ QM =—/p(p-a)(p-QB)(p-QC) 7
tg(x(A'B'C"),(PBC)) =tg(xPMQ) :g—'a :%, unde p este semiperimetrul triunghiului

BQC.

Lema: Daca in interiorul triunghiul echilateral ABC consideram un punct P astfel ca
PA® = PB? + PC? atunci m(<«BPC)=150".

~

Demonstratia lemei: Rotatia triunghiului ABC cu 60° i jurul punctului C in sensul acelor de
ceas transformd punctele A, B, P h A", B',P"' astfel ca ACPP' devine echilateral iar avand in
vedere relatia din enunt ABPP' devine dreptunghic in P, de unde rezultd concluzia ceruta.

B

€
Iy

[T

3. Prof. Marin Chirciu

Fie P' proiectia ortogonald a punctului P pe pIanuI(ABC).
Avem PP'=6, PA=4/3, PB=6y2, PC=221.

Cu teorema Iui Pitagora obtinem P'A= 2\/§, P'B =6,
P'C =443

Fie | lungimea laturii triunghiului echilateral ABC.

Notim m(<«BP'C)=a, m(«<CP'A)= £, m(«xAP'B)=y, unde
a+[+y=360".

Cu teorema cosinusului in triunghiurile P'BC, P'CA, P'AB obtinem:
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12 =36+48-48\3cosa, 12 =12+48-48cos B, 12 =36+12—24+/3cos y .

2J3cosa -1
cosff=——m
24/3cosa—2cos =1
Rezulta: V3cosa P , de unde 2 ).
43 cosa—2+/3cosy =3 Cosy:4\/§c05a—3
243
Cum a+fB+y=360" avem cosy =cos(a+f3) (2).
Din (1) si (2) obtinem: M:COSa-M—sinasinﬂ o
2V3
esinasinﬂ:cosa-2\/50050[—1—4\@005“_3@
2 23
2 _ 2
o sin? asin? = 6cos? a —5/3cosar +3 -
243

& (1-cos’ o) (1-cos’ B) = 605" ~5y3c0s0r +3 2@
243

SN

=N (1—cos2 a

1- 2\/3cosar -1 i B 6c0s’ o —53cosa +3 2@
2 23

2
3—12cosza+4\/§cosaJ B (600520:—5\/§c05a+3) -

N (1— cos? o
4 12

SN —

N 3(1—cos2 a)(3—1200$2 a+4J§COSa) = (6cos2 05—5«/§cosw+3)2 =N
Notand cosa =t ecuatia de mai sus se scrie:
N 3(1—t2)(3—12t2 +4J§t) - (6t2 — 53t +3)2 & 4833 156t + 423t =0 &

13+1
t(8J§t2—26t+7J§):O, cusolutiile t, =0, t, ZSSW'

Deoarece P’ se afli in interiorul AABC echilateral rezultd cd «, £, ¥ sunt mai mari decat

o 1 13+1 1 _
60" si deci t=cosa <—.Cum t,=—7= > —, acestea nu convin.
2 2832

Deducem cd solutia ecuatiei de mai sus este t =0 si deci 0S¢ =0, de unde « =90".
J3

Folosind (1) obtinem cos S = _71 si COSy = _T ,deunde 5 =120"si y=150".

Tn triunghiul P'BC dreptunghic th P’cu teorema lui Pitagora obtinem BC =2+/21.
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Fie PM L BC, M eBC.Cum PP’ L(ABC), P'e(ABC) din teorema celor trei

perpendiculare rezulta c¢d PM L BC si deci unghiul plan corespunzitor unghiului diedru al
planelor (ABC) si (PBC) este <cPMP".

Tn AP’PM dreptunghic in P’ avem PP’ =6si P'M = PB-PC _ 6-43 _ 12

BC  2J21 7'
PP 6 7
de unde tg(«PMP)=——=— =",
e unde tg(< ) oM 12 2
J7
Rezultd cd tg(<«(ABC), (PBC)):g.

Deoarece planele (ABC) si( AB'C’)sunt paralele deducem ca:

N

tg(<x(AB'C’), (PBC)):7.

4. Prof. Mihai Miculita , Oradea

Si observim de la inceput ci, intrucat (A'B'C')||(ABC), avem:
tg ((A’B'C');(PBC)) =tg ((ABC);(PBC )) Asa cd, notdnd acum cu Q = Prugc(P) sicu

M = pry. (Q), avem:
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PQ L (ABC)
M = pric (Q)f=PM L BC = tg((AB'C');(PEC)||~tg
BC = (ABC)

pmQ =| PRl ()

|QM |

Din triunghiurile PAQ,PBQ si PCQ —dreptunghice n Q, i care: |PQ | AA'|=6]; (2)

obtinem ca:

| AQIP=| PAF | PQ|2=(4\/§)2—62 =48-36=12=|| AQ =12},

|BQI*=|PBJ ~|PQ |2=(6\/§)2—62 —72-36=36= || BQ[*=36];

2
|CQP=IPCP ~| PQP=(2v21) —6° =84-36=48=
Punctele A, B,C si Q—find coplanare, are loc relatia(*):

0 |AB] |ACF |AQF 1
|AB 0 |BC] |BQ] 1
|ACF |BCF 0 |CQF 1/=0.
|AQI* |BQF [CQPF 0 1

1 1 1 1 0

|CQJ*=48|.

(6)

©)

(4)

©)

Notand acum cu: a =| AB || AC |5 BC| si tinind seama si de relatiile (3), (4) si (5), relatia (6)

devine:

2

0 a° a*® 12
2.0 a* 36
a~ 0 48
12 36 48 O
1

1 1 1

a
a? a’ -0. (7)

(= T e T

Trecand acum la calculul valorii determinantului din membrul stang al ecuatiei (7), obtinem:

0 a* a* 12 1 0 a° a° 12 1 0 a* a° 12 1
a? 0 & 3 1 |0 0 a® 3 1540 0 a* 3 1
a® a® 0 48 1| = [2a®> a® 0 48 1| =[2a®* -a® -2a® 48-2a°* 1|=
12 36 48 0 1 0 36 48 0 1 36 48 0 1
1 1 1 10 1 1 1 10 |1 0 0 0 O

' Vezi in [1] sau [2], consecintd a formulei pentru volumul tetraedrului ABCQ. In cazul de fata punctele

A, B,C si Q—fiind coplanare, volumul tetraedrului este O.
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a’ 12 i, a’ 0 24 0 )

0 a 36 Utklo  a? 6 1 |° 0 4
“lat owt ag_2ar 1=|-a? mw? 122w o | & B 12-2=
36 48-a’ -36
36 48 0 1 |36 48-a®> -36
a? 0 24 o a? 0 a?-24
=|0 -3a? -12-2a% —|0 -3a® -12-2a’|=108a’ (a2 ~24)+a’(2a’ +12)(48—a2) =
36 48-a®>  -36 36 48-a’ 0

=108a* - 2592a’ +a’ (-2a* +84a’ +576) =108a" - 2592a” — 2a° +84a* +576a” =
=-2a°+192a" - 2016a” = —2a’ (a* —96a” +1008).
asa cd, tindnd seama de faptul ca: a =0, ecuatia (6) devine:
a*-96a”+1008=0 <> (a‘ —96a’ +2304)-1296 =0 < (a’ —48)2 =362 < a?—48=+36 <
©a’=48+36 < a’ e (12,84} < ae {243,221},
Daca | AB|4 AC|HBCl=a= 2+/3, atunci am avea:

| AQ|+| AC |=24/3+24/3 =43 QC|= Ae(QC) = Q ¢ Int(AABC), asa ci:

| AB|=| AC < BCl=a=2v21| (7)

2
Prin urmare: ||QB +|QC :62+(4J§) =36+48=84=||BC}|=[0B LQC|=

_|QB|.|QC| 6-443 12

M |= = =—. (8
={QM | 'BC| NG ®
In fine, din relatile (1), (2) si (8), rezultd ca:
_ _IPQI_ 6 _|V7
tg((AB'C');(PBC)) ~gPMQ= o= =5 |
J7

BIBLIOGRAFIE:

Formula de calcul a volumului tetraedrului in fuctie de lungimile muchiilor sale
(datoratd lui EULER), la care am facut referire in solutia data, o gasii (in locul indicat), in
urmatoarele carti:

[1]. Dan Branzei, Sebastian Anita, Constantin Cocea: "PLANUL si SPATIUL EUCLIDIAN",



http://www.mateinfo.ro/

REVISTA ELECTRONICA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 — IUNIE 2017 www. mateinfo. ro

Ed. Academiei-1986; pag.202 (este doar mentionata).

[2]. Mihai Miculita, Dan Branzei: "ANALOGII TRIUNGHI-TETRAEDRU", Ed.Paralela 45,
Pitesti-2000; (la pag.20-21, este demonstrata!).

[3]. Mihai Miculita: "INTRODUCERE in GEOMETRIA TETRAEDRULUI", Ed. Minied-
lasi, 1994 (la pag.14-18, este demonstrata!).

[4]. Nicolae Mihdileanu: "ISTORIA MATEMATICII", Vol2, Ed. Stintifica si
Enciclopedica-1981;

pag.695 si 697.

[5]. Nicolae Mihaileanu: "LECTII COMPLEMENTARE de GEOMETRIE", Ed. Didactica si
Pedagogica, 1976; pag.147.
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3. DETERMINAREA LATURII UNUI TRIUNGHI
ECHILATERAL CAND SE CUNOSC DISTANTELE DE
LA UN PUNCT INTERIOR AL SAU LA VARFURL

Prof. Constantin Telteu

Fie P punctul interior triunghiului ABC si PA=a, PB =b, PC =c.

Rotim AABC cu un unghi de 60° in sens invers trigopnometric in jurul punctului A, apoi in

jurul punctului Bsiin final in jurul punctului C. Se obtine figura urmatoare.

Asa cum se observa pe figurd, suprafata poligonaldi AP,BP,CP, este de doud ori mai mare
decat suprafata triunghiului dat (triunghiul ABC este format din cate un triunghi rosu, galben

si albastru, iar suprafata poligonali AP,BP,CP,are in compunerea ei cate doud astfel de
triunghiuri).
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Pe de alta parte suprafata poligonaldi APBP,CP, este compusa din trei triunghiuri echilaterale,

unul de laturda a, altul de latura b si ultimul de latura c si, in plus, de trei ori triunghiul de laturi
a,b,c.

Putem scrie acum:

a’\J3 b3 i3
2'AAABC:ATAPIBPZCP3]: 4 + 4 + 4 +3.\/p(p—a)(p—b)(p—c):>

2°\3=a’\/3+b*/3+c*\/3+12/p(p-a)(p-b)(p—c)

IZ:%(az+b2+c2+4J§Jp(p—a)(p—b)(p—c)) , unde am notat cu | latura AABC iar

a+b+c
o
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4. DIN NOU DESPRE PROBLEMA 11945 DIN THE
AMERICAN MATHEMATICAL MONTHLY (AMM)

Profesori: Marius Dragan, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau

In AMM, Vol. 123, No. 10 (Decembriec 2016) la pagina 1050 a fost publicatd urmétoarea
problema:

11945. Proposed by Martin Lukarevski, University "’Goce Delcev’’, Stip, Macedonia.

Let a,band cbe the lengths of the sides of triangle ABC opposite A, B and C, respectively,
and let w_,w,,w,be the lengths of the corresponding angle bisectors. Prove

i+£+£22\/§.
W, w, Ww

c

O solutie si rafinari ale problemei de mai sus au fost date de autorii acestui articol in Gazeta
Matematica, nr. 4, 2017, pp. 178 — 180.

Alte doua solutii:

I. Fie | centrul cercului inscris in triunghiul ABC.Fie D punctul de intersectie al dreptei
Al cu latura BC. Avem:

A A
cw, sin—  bw, sin—

S =[ABC] =[ADB] +[ADC] = — 2 5 2 &
<:>28=(b+c)wasin£‘<:>wa= 25
(b+c)siné
2
Similar rezultd si analoagele
W = 2S W = 2S
- L Y o
c+a)sin— a-+b)sin—
(c+a)sin (@+b)sin
Atunci,
2S N 2S
e A~ S Bergstrom
a _ab+o)g,A_abrac, A_sinC _sinB S'nBsinéz(siné)(—_l P ) >
W, 2S 2 28 2 2S 2) \sinB sinC

Bergstrom( ) A) (1+1)2 ( ] A}( 1 j ( ) Aj 1
> |sin— |- ——=4.|sin— | ——— |=4-|sin— =
2 ) sinB+sinC 2 \sinB +sinC 2 ZsinB+Cc B-C

0s
2
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o2
o \2) A

> 2tg —.
C th

CoS

Similar rezultd si analoagele, ie. l > 2tg %, L > 2tg %

Wb Wc
Deci,

i+£+izz(tg—A+th+thj, (2).
w, w, W 2 2 2

a c

Este bine cunoscut faptul ca
A B C
tg=+tg—+tg=>/3, (2).
9+ +1g- )

Din (1) s1(2) obtmem megalitatea dorita.

a+bh+c

Il.Fie p= . Deoarecew, <,/p(p—a) sialte doua analog rezulta ca

ELZ a _ 1 a . (3)
zwa Z\/|o(|0—a) \/sz/p—a

e 2p—Xx
Consideram f :(0,p) > R, f(x)= X /(X)) = —,
VP —X 2y(p-x)°
4p—-xXx
f"(X) =————=2>0.
4(p-x)°
Deoarece f este convexa pe (0, p) din (3) aplicand inegalitatea Jensen obtinem:
a 1 a 1 a+b+c 1 1 1
> > .3. . = -20- =
2 i e foaoee o
3 3
_ 1 2p £ =23 o
P Jp
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5. IN LEGATURA CU PROBLEMA 27313 DIN GAZETA
MATEMATICA NR.12/2016

CLASA A X-A

Marin Chirciu?

Tn Gazeta Matematici nr.12/2016 la clasa a X-a este propusa Problema 27313 cu
urmatorul continut:

Sa se arate ca

a’bc+3 b*ca+3 clab+3 27
+ + >3+ ,
bc ca ab a+b+c

oricare ar fi numerele reale pozitive a,b sic .

Catalin Cristea, Craiova

Solutie .
. . 3 27 1 27
Inegalitatea se scrie ad+— |>3+ Sy at+3y —>3+ )
J Z( bcj a+b+c z Zbc a+b+c

Notama+b+c=t .

3 3 3 3
Avema +b3 *+e 2(a+2+cj , care rezultd din convexitatea functiei f:(O,oo)—>R ,
b+c)
f (x)=x’ si aplicarea inegalitatii lui Jensen, de unde a®+b®+c? Zw:% :
11 1 (14142 9 27 27
Apoi —+—+—2 > - = ;=
ab bc ca ab+bc+ca (a+b+c) (a+b+c) t
3

Este suficient sa aratam ca
t* 81 27

SrEEdt T St -27t7 —243t+729>0 < (t—3)°(t°+6t°+27t+81)>0 , evident ,cu

egalitate dacad sinumai daca t=3 si a=b=c , adicd pentrua=b=c=1 .

Articolul prezintd o serie de dezvoltari , extinderi si generalizari ale acestei inegalitdti ,prin
coborirea sau ridicarea exponentului natural k al variabilelor a,b,c si prin deplasarea
parametrului aditivn pe multimea numerelor reale nenegative.

Dezvoltareal .
Sa se arate ca

a’®bc+n b’ca+n clab+n 18n-27
+ + >12-3n+
bc ca ab a+b+c

oricare ar fi numerele reale pozitive a,b sic .

,unde n>0 ,

Marin Chirciu, Pitesti
Solutie .

2 Profesor, Colegiul National ,,Zinca Golescu”, Pitesti
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In baza rationamentului de mai sus este suficient sd aratdm ca

3 —
t§+2izr1212_3n+18n 27

< (t- 3)2 (t3 +6t° + 27t + 27n) >0 , evident ,cu egalitate dacd si numai dacd t =3 si

& t°+(27n—108)t? +(243-162n)t + 243n > 0

a=b=c ,adicd pentrua=b=c=1 .
Observatie.
Pentrun=3 se obtine Problema 27313 din Gazeta Matematica nr.12/2016 .

Consideratii metodico-didactice.
Cum s- obtinut Dezvoltareal — ?

3 3 3
) ) a’bc+x b’ca+x c’ab+x Z o
Am cautat o inegalitatea de forma + + >y+ , astfel incat ,
bc ca ab a+b+c

dupa aplicarea rationamentului din solutia de mai sus, ecuatia polinomiald atasatd inegalitatii

t* 27n
PRt +t1 siadmiti radicina dubli t=3. Notindx=n obtinem y=12—-3n si

z2=18n-27 .

Extinderi.( asupra exponentului variabilelora,b,c )
Daca problema propusa are exponentul variabilelork =3 vom cobori exponentul la k =2,1,0.

Coborirea la 2.
Sa se arate ca

a’bc+2 b’ca+2 clab+2 18
+ + >3+ )
bc ca ab a+b+c

oricare ar fi numerele reale poziive a,b sic .

Dezvoltarea 2.
Sa se arate ca

a’bc+n b’ca+n c’ab+n 18n-18
+ + >9-3n+
bc ca ab a+b+c

oricare ar fi numerele reale pozitive a,b sic .

,unde n>0 ,

Marin Chirciu, Pitesti

Solutie .
In baza rationamentului de mai sus este suficient sd aratim ca
t* 27n 18n-18

<t +(9n-27)t* +(54-54n)t+18n 2 0

—+—229—3n+
9 t

<:>(t—3)2(t2+6t+9n)20 , evident ,cu egalitate daca si numai daca t=3 si a=b=c,

adicd pentrua=b=c=1 .
Observatie.
Pentrun=2 se obtine Coborirea la 2.

Coborirea la 1.
Sa se arate ca
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abc+1 abc+1 abc+1 9
+ + >3+ :
bc ca ab a+b+c

oricare ar fi numerele reale pozitive a,b sic .

Dezvoltarea 3.
Sa se arate ca

abc+n abc+n abc+n 18n-9
+ + >6-3n+

bc ca ab a+b+c
oricare ar fi numerele reale pozitive a,b sic .

,unde n>0 ,

Marin Chirciu, Pitesti
Solutie .
In baza rationamentului de mai sus este suficient s aratdm ca

t+%26—3n+18n_9 &t +(30-6)t2+(9-18n)t+27n >0 < (t-3)*(t+3n)>0 ,

evident ,cu egalitate daca sinumai dacd t=3 si a=b=c , adicd pentrua=b=c=1 .
Observatie.
Pentrun=1 se obtine Coborarea la 1.

Coborirea la 0,5.
Sa se arate ca

bc+0,5 ca+05 ab+0,5 9
+ + >15+— .
bc ca ab a+b+c

oricare ar fi numerele reale pozitive a,b sic .

Dezvoltarea 4.
Sa se arate ca

bc+n+ca+n+ab+n S3_3n4 18n

bc ca ab a+b+c
oricare ar fi numerele reale pozitive a,b sic .

,unde n>0 ,

Marin Chirciu, Pitesti
Solutie .
Cu observatiile de mai sus este suficient sa aratam ca
27 18n . . . .
3+n e >3-3n +T = n(t—3)2 >0 , evident cu egalitate daca si numai dacin=0 sau
a=b=c=1.
Observatie.
Pentrun =0,5 se obtine Coborarea la 0,5.
Tn continuare vom ridica exponentul la k =4,5,6.
Ridicarea la 4.
5 _ a'bc+4 Db'ca+4 c'ab+4 36
Sa se arate ca + + >3+ .
bc ca ab a+b+c

oricare ar fi numerele reale pozitive a,b sic .

Dezvoltarea 5.
Sa se arate ca
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a’bc+n b'ca+n c'ab+n 18n-36
+ + >15-3n+
bc ca ab a+b+c

oricare ar fi numerele reale pozitive a,b sic .

,unde n>0 ,

Marin Chirciu, Pitesti

Solutie .
In baza rationamentului de mai sus este suficient si aratim ca
t* 27 18n-36

—+n 5 >15-3n+ < t°+(81n—405)t* +(972-486n)t +729n > 0

27
o (t-3)° (t4 +6t° +27t* +108t + 81n) >0 , evident ,cu egalitate daci si numai dacd t=23 si
a=b=c,adicd pentrua=b=c=1 .

Observatie.

Pentrun=4 se obtine Ridicarea la 4.

Ridicarea lab.
Sa se arate ca

a’bc+5 b’ca+5 c’ab+5 45
+ + >3+ .
bc ca ab a+b+c

oricare ar fi numerele reale pozitive a,b sic .

Dezvoltarea 6.
Sa se arate ca

a’bc+n b°ca+n c’ab+n 18n-45
+ + >18-3n+
bc ca ab a+b+c

oricare ar fi numerele reale pozitive a,b sic .

,unde n>0 ,

Marin Chirciu, Pitesti

Solutie .
In baza rationamentului de mai sus este suficient si aritim ci
t° 27 18n-45

8—1+ n =z >18-3n+ = +(243n —1458)t2 +(3645—l458n)t +218/n>0

o (t-3)° (t5 +6t* + 27t +108t” + 405t + 243n) >0 , evident ,cu egalitate daca si numai daca

t=3si a=b=c, adica pentrua=b=c=1 .
Observatie.
Pentrun=5 se obtine Ridicarea la 5.

Ridicarea la 6.
Sa se arate ca

a’hc+6 b’ca+6 clab+6 54
+ + >3+ :
bc ca ab a+b+c

oricare ar fi numerele reale pozitive a,b sic .

Dezvoltarea 7.
Sa se arate ca
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a’bc+n bPca+n cfab+n 18n-54
+ + >21-3n+
bc ca ab a+b+c

oricare ar fi numerele reale pozitive a,b sic .

,unde n>0 ,

Marin Chirciu, Pitesti

Solutie .
In baza rationamentului de mai sus este suficient sa aratam ca
6 —
;43 n- ?>21 3n+ 18n—54 <t +3°(n-7)t? +3'(6-2n)t+3*-n=0

& (t=3)°(t°+6t° +27t* +108t* + 405t* +1458t + 729n) > 0 , evident ,cu egalitate dacd si

numai dacd t=3 si a=b=c ,adica pentrua=b=c=1 .

In final vom prezenta extinderea pentru un exponent arbitrark N al variabilelora,b,c  si
dezvoltarea acesteia.

Observatie.

Pentrun=6 se obtine Ridicarea la 6.

Generalizarea 1.
Dacda,b,c>0, ke N , aratati ca

a“bc+k b*ca+k ckab+k ok
+ + >3+ .
bc ca ab a+b+c

Generalizarea 2.
Dacda,b,c>0, ke N ,n>0 aratati ca

k k k 9(2n-k
a‘bc+n b'ca+n ¢ ab+n23(k—n+1)+ ( )
bc ca ab a+b+c
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie .
] ] 2n—k
Inegalitatea se scrie Z(ak +1J >3(k—n +1)+M &
bc a+b+c
9(2n k)
a‘+n —>3 K—-n+1)+ .
z Z ) a+b+c

Notama+b+c=t .

Avem

K Lk 4k k
a +b +e Z(a+:+c] , care rezultd din convexitatea functiei f:(0,0) >R ,

(a+b+c)"  t*

f (x)=X* si aplicarea inegalitdtii lui Jensen, de undea* +b* +c* >

3kfl _3kfl )
1+1+1)
Apo|1+i+i>(++)> 9 __ 27 zzg.
ab bc ca ab+bc+ca (a+b+c) (a+b+c) t
3
Este suficient sa aratam ca
k —
t n£>3(k n+1)+ M <t 4n.32 >3 (k—n+1)-t*+3“(2n-k)-t
t? a+b+c
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<t 43 (n—k-1)t* + 3 (k—2n)t+3“*.n>0
= (t-3) (tk +6t 7+ 27t + L+ 3 (k—1)t? + 3Tkt + 3¢ -n) >0 , evident ,cu egalitate daca

si numai dacd t=3 si a=b=c , adicd pentrua=b=c=1 .
Observatie .
Pentru n=k se obtine Generalizarea 1.

Bibliografie:
1. Catalin Cristea, Gazeta Matematica Nr. 12/2016, Problema 27313, Clasa a X-a.
2. Marin Chirciu, Inegalititi algebrice, de la ittiere la performantd, Editura Paralela 45,
Pitesti, 2014.
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6. ASUPRA UNEI PROBLEME DIN GAZETA
MATEMATICA

Profesori: Gheorghe Alexe si George-Florin Serban, Liceul Pedagogic
“D.P.Perpessicius”,Briila

In Gazeta Matematica nr 12\2016, la clasa a 7-a, apare urmatoarea problema de
geometrie:

Fie ABCDun paralelogram, BE L AC,E e AC,iar Msi N mijloacele segmentelor DC,
respectiv. AE.Stiind ca MN L NB, demonstrati ca ABCD este dreptunghi. (Traian
Preda, Bucuresti).

Vom prezenta doua metode de demonstratie una trigonometrica si cealalta geometrica.

Metoda 1 (trigonometrica)

MC = MD:g,DC:a, BC =b, NA= NE:%, m(ACD) =, m(ACB) = 3, + = m(B),

AACB, aplic teorema sinusului ——= .a = _AC ,AC = bsln B_ a?'n B , EB =bsin S,
sine sing sinB sina  sing
EC bcosp

EC =bcosfs, BENCD={T}, in ATEC,TC= ,
CoOSa  COS«a

TE:TCsina:bcosﬁsina:bsma—cosﬂ, in AAEB,EB = ABsina =asina =bsin g,
cosa cosa
AE acosa . . L.
AE = ABcosa =acosa, NE:NA:T: > in ANEB, aplic teorema lui Pitagora
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a.2

NB® = NE* + BE? :Icoszowb2 sin> 3, NC =NE+EC :%c05a+bcosﬂ,

In AMNC, aplic teorema cosinusului , MN?=NC?+MC?-2NC-MCcose,

, A , a° _a a _a’ ) »
MN _(5005a+bcosﬁ) +T—2(5005a+bcosﬂ)-§cow_7(1—005 a) +b°cos” g,

2
a’ . . . . .
MNZ:?SIn2a+b2 cos’ 3, in AMBC, aplic teorema cosinusului ,

2
M82=MC2+802—2MC-BCcosC=aI+b2—ab-cosC, in AMNB, aplic teorema Iui

Pitagora,

2 2 2
MB? = MN? + NB?, %+ b*—ab-cosC = %sinz a+b*cos’ ﬂ+%cosz a+b*sin® g,

a’ a’ a’ a’
?(sin2 a +¢os” ) +b?(sin® 5 +cos® ) =7t b?—ab-cosC, ot b? =I+b2—ab-cosc,

cosC =0,m(C)=90°, rezulta ABCD dreptunghi.

Metoda 2 (geometrica)

Fie P mijlocul lui [AB] , AC nBD ={0},
MP =BC,AB=2a, AN =NE =b,AE=2b,DM=MC=AP=BP =3,

In AAEB, aplic teorema lui Pitagora, BE =+ AB’—AE’ =+/4a’—4b* =2+/a’ —b?,

; : L 2(AB? + BE?) - AE?
In AAEB, [BN] mediana, aplic teorema medianei, BN’ = (AB+ . ) ,

_2(4a’+4a’—4b*)—4b®
4
paralelogramului ABCD, A, =AB-h=2ah=2-A..=AC-BE=AC-2Va*-b’,

BN? 4a®-3b*, BN =+4a’-3b?, h=d(B,CD), inaltimea

AC:a—h, in ACEB, aplic teorema lui Pitagora, CE”=BC?-BE? CE = AC - AE,

a’ —b?
2142
(a—h_Zb)Z — BC2 _4(a2 _b2), BC2 _ ?- h _— 4abh —|—4b2 +4a2 _4b2’
Ja?—b? a’—b" (a*-p’
BC? a’h? 2abh AC ah b

= +2a°, NO:AO—AN:T—AN:

2 2’ -b’) Ja2_p? 2Ja? 2
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In AADC, [MO] linie mijlocie, MO:A—ZD. In AABC, [OP] linie mijlocie,

OPz%,AD:BC,MO:OP. In AMNP, [NO] mediana, aplic teorema medianei,

2 2y Mp2
No2 = 2(NP +M4N )=MP in AAEB, [NP] linie mijlocie, NP:B—ZE:\/aZ—bZ,

ah BE?

4NO® =2(NP*+MN?)-MP?,  4(——=—h)? =—— +2MN?-BC?,
2/a® —b?

a’h? 4abh _4@*-b?)

az—bz_\/m“‘b2 +BC? =2MN?,
2(;22E2b2) B JaZ? t_)hbz rat et B e

(2(:22212) - % +2a%)+(30” ~3a” + Bgz) _WNE.

> e BSZ) =MN?, MN*=BC®+3b*-3a*, in AMNB, aplic teorema li

Pitagora, MN?+NB?=MB?, BC?+3b°-3a’+4a*-3b*=BM?, BC?+a’=BM?,
BC*+MC*=BM?, in AMCB, aplic reciproca teoremei lui Pitagora, rezulta
m(MCB) = 90°,

MCBP este paralelogram cu un unghi drept rezuta MCBP este dreptunghi, deci
m(C) =90°, deci

ABCD este dreptunghi.
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7. INEGALITATEA STEVIN —-BOTTEMA

Prof. loanViorel Codreanu,
Scoala Gimnaziala Satulung, Maramures

In acest articol vom prezenta inegalitatea geometrici Stevin— Bottema si citeva consecinte
mmportante pentru aceastd inegalitate.
Teoremi (Inegalitatea Stevin — Bottema). Tn orice triunghi are loc urmitoarea

inegalitate
(A4, + A, + A, R? > A,4,8% + LA 0% + A, A,C2,
unde A4, >0,k :1,_3 ,iar a,b,c,R sunt laturile triunghiului si respectiv raza cercului

circumscris.

Lemi. Dacii ABC este un triunghi si M < Int(ABC), iar daci z,,7,,2, sunt afixele

- 3
punctelor A, B, respectiv C, si z este afixul lui M , atunci exista 4, ,k =1,3, cu Z/Ik =1
k=1

3
astfelincat z=>» 4z,
k=1

Demonstratie. Fie MA, N(AA,)={N}si z, afixul lui N.Atunci existai 2 € (0,1) astfel
incat z, =4z, +(1-4)z,. Cum M € (NA,) rezultd ci existi S < (0.1) astfel incat

2= fizy +(1= )z Avem 2= 2f, + P-A)z, + (1= BJz;. Ludnd 4, = 4B, 2, = BL-2) si
Ay =1- [, observam ca suma coeficientilor este 1, adica sunt verificate conditiile lemei.

Trecand acum la demonstratia teoremei, fie O centrul cercului circumscris triunghiului ABC

si originea axelor de coordonate, avem
) _ 3 3 . 3 , — .
OM?=z-7 :[Zikzkj(Zﬂkzkj:Zlk 2,2, + Zﬂi/lj(zi Z;+ zizj)
k=1 k=1 k=1 1<i<j<3
si tmand seama ca z, Z =R? k=13, obtinem
3 ) .
OM? => 1, °R*+ z/’ti/ij(zizj +zizj).
k=1 1<i< j<3
Pe de alta parte avem
2 S 2 o o
a’=(z, - 22)(23 -~ 22): 2R —(22 Z, — 2322),
si alte doua relati similare.

In final se obtine
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2
oM ? :igszZ +Zﬂqﬂz(2R2 _C2): Rz(i;@ _Zﬂz;fsaz >0
k=1 k=1

de unde rezultd inegalitatea Stevin— Bottema.
In continuare prezentim cateva consecinte ale inegalititii Stevin — Bottema. Notatiile sunt
cele obisnuite.

Exemplul 1 (Inegalitatea Ionescu-Weitzenbock). in orice triunghi are loc inegalitatea
a?+b?+c? > 4543,
Demonstratie. Particularizim inegalitatea Stevin— Bottema pentru A, =a’, 4, =b*, 1, =¢°.
Atunci rezulta
(a2 +b? +c?J'R? = 3a%b2c?

de unde

a’+b?+c?>

ab;‘@ = 4543

Exemplul 2. Dacid x,y,zeR,, atunci

a’x+b*y+c?z> . /xy+yz+12x-4S.

Demonstratie. Fie in inegalitatea Stevin — Bottema A, =a’x, 4, =b%y, A, =c’z. Obtinem

(a2x+b%y +c2z) R? = a?b2c?(xy + yz + 2x)
si folosind relatia abc=4RS rezulta concluzia.
Exemplul 3. Tn orice triunghi are loc inegalitatea
a’r, +b’r, +c’r, > 4pS.

Demonstratie. Folosind exemplul 2 pentru X=r,,y =1, si Z=T, obtinem

Y atr, = /> r,r, -4S =4psS,

unde am folosit relatia Z:rarb =p®

Exemplul 4 (Inegalitatea Janic). Tn orice triunghi are loc inegalitatea

2 2 2
a b c
+ + >4,
rr. r.r, rr

a

Demonstratie. Folosind exemplul 3 si relatile S = pr si [ [r, = p’r obtinem

a’ 1 1
Zrb—r:Hr 'Zazra ZE4pS:4

c

Exemplul 5. Tn orice triunghi are loc inegalitatea
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a2 b2 C2
+ +
b+c-a c+a-b a+b-c

>a+b+c.

Demonstratie. Folosind exemplul 2 si formula lui Heron S? = p(p—a)p-b)p-c) avem

b+c-a p-a

Za—2>J%zm-%:ZSJﬁ-Z(p—a):Zp:a+b+c.

Exemplul 6. Tn orice triunghi are loc inegalitatea
1 1 1 1
>

+_
a’? b?

c? R?’

Demonstratie. Folosind relatia abc=4RS inegalitatea se scrie echivalent

2|2
2.2 > 1 o S a%? 21652,

[Taf R
Tn continuare folosind exemplul 2 avem
D> a’h’ > \/W -4S
de unde obtinem
> a’h? >165°.

Exemplul 7 (Inegalitatea Tsintsifas). Daca m,n, p > 0, atunci

LILLLEY ' LI S & > 2./3S .

n+p p+m m+n
) _ m n . p :
Demonstratie. Folosind exemplul 2 pentru X = Y = siz= obtinem
n+p p+m m+n
m m n
D at = : 45 .
n+p n+p p+m

Este suficient sda demonstram inegalitatea

Zm.nz

n+p p+m

nlw

echivalentd cu
4% mn(m+n)=3[ [(m+n).
Daca notam s=m+n+ p, ultima inegalitate devine
43" (m2n+mn?)>3[[(s—m)=3s* —s-s% +(3 mn)s — mnp]
echivalentd cu
3" (m2n+nm)= 6mnp

care rezultd mmediat din inegalitatea mediilor, adica
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m’n+n®p+ p’m > 3mnp
si
2 2 2
mn® +np“ + pm* > 3mnp
de unde dupa adunarea megalitdtilor membru cu membru rezultd concluzia.

Exemplul 8. Tn orice triunghi are loc inegalitatea

4 4 4
a b C
5+ >+ 2228\/5.
b +c® c¢c“+a° a“+b

Demonstratie. Din inegalitatea Tsintsifas pentru m=a’,n=b? p =c’ realti imediat
inegalitatea data.

Exemplul 9 (Inegalitatea Szego - Polya). Tn orice triunghi are loc inegalitatea

3

4S
a’b’c?>| =1 .
(ﬁ]

Demonstratie. Daca in inegalitatea Stevin— Bottema folosim relatia R = Z—bsc obtinem

a’b?c?
(A +4,+A4 ) S——>a’ LA, +b* A4 +C2 44, .

(as)

Folosind exemplul 2 pentru X=A4,4;,y = 4,4, si z= A, A, , rezultd ca

> Ay 2 A A A (A4 + A, + 4,) - 4S

Din ultimele doud inegalitdti deducem ca

\/11/12/13(]1 + ﬂz + 13) ) (48)3
(4 +2, +2,) '

a’b?c? >

9 . o .. , 1 . , ,
Daca particularizim aceastd inegalitate pentru 4, =4, =4, = 3 obtinem inegalitatea

Szego - Polya.
Exemplul 10 (Panagiote Ligouras, Italia, Problema 251 din La Gaceta de la RSME).
Fie ABC un triunghi si P un punct interior triunghiului situat pe mediana AD . Daca
PB si PC intersecteaza laturile AC si AB in E respectiv F, demonstrati ca
2
a?[PAF [PBD]+b?[PBD [PCE |+ ¢?[PCE [PAF | < RT[ABC]Z :
Demonstratie (I.V. Codreanu). Folosind teorema lui Ceva obtinem
AF BD CE _,

si tndnd seama de BD = DC deducem ca
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AF _AE
FB  EC
Rezultd cd dreptele EF si BC sunt paralele siatunci [BFC]=[CEB]. Avem
[PBF |=[BFC]-[BPC]=|CEB]-[BPC]=[PCE].
Deoarece AD este mediand, avem [ABD]=[ACD] si [PBD]=[PCD]. Rezultd ca
[PAF | = [PAE] si obtinem

[PAF]+[PBD]+[PCE]=@.

Folosind inegalitatea Stevin — Bottema pentru 4, = [PCE] 4, = [PAF] si 4, =[PBD]

obtinem

3" a2[PAF [PBD]< (3 [PCE]f -R? = RTZ [ABCT.
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PROMOVAM LUCRARILE COLABORATORILOR

CARTEA LUNII IUNIE 2017

Cartea apare in doud variante: in limba romina cu titlul “Fenomen Algebric” siin
limba engleza cu titlul “Algebraic Phenomenon” la Editura Paralela 45.

Cartea este structurata pe trei capitole:
Capitolul 1: Teoreme célebre ;
Capitolul 2 : Algebra-Enunturi ;
Capitolul 3: Algebra-Solutii.

Cartea contine o mare varietate de probleme (353) de matematici elementare , comple t
rezolvate , originale (la primd aparitie) sau publicate in reviste prestigioase de
matematica sub semnitura autorului.

http://www.edituraparalela45.ro/carte/algebraic-phenomenon %
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