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1. PROBLEMA LUNII IULIE 2017

MATEINEO.RO

“Fie P un punct oarecare pe diametrul (AB) al cercului C( O,r ) si R un punct exterior
cercului astfel ca PR L. AB si PR = BQ. Tangentele la cerc din punctele A, B, R determina
punctele E, F, H, D, C conform figurii aldturate si notam cu S proiectia lui R pe BH. Aratati
ca:

a) AC, BD, FH si PR sunt concurente in punctul G ;
b) patrulaterul DGCS este inscriptibil ;
C)EF=2r."”

/ﬁj "“\ /

T—ﬂ‘

Prof. Biro Istvan

Asteptam rezolvarea problemei pe adresa de e-mail revista@mateinfo.ro
pand pe data de 1 august 2017.
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2. METODE DE REZOLVARE
PROBLEMA LUNII IULIE 2017

Daniel Sitaru, Drobeta Turnu Severin

Fie VABC un teraedru regulat. Dacd AB=a >0, M € [VA];N € [VC];
MN || AC;MN = x € [0,a] , gasiti volumul piramidei VBMN in functie de a si x.

1 DN

Let VABC be aregular tetrahedron. If AB=a >0, M € [VA];N € [VC];
MN || AC; MN = x € [0,a] then find the volume of VBMN depending on a, x.

Solution:
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In AABM: MB? = MA? + AB? — 2AM - MB - cos 60°

2 _ 2 a2 .1
MB* = a“ + (a — x)* — 2a(a — x) >

MB = /x? — ax + a?

2

In ABTN: BT? = BM? — MT? = x> — ax + a? _xT

MN - BT

1
BT = E\/sz — 4ax + a% A[BMN] = —

xV3x2 — 4ax + a?

A[BMN] = I

VR median in AVRB =

1 1 255 e
AIVTB] = ZA[VRB] = 5 —2——5—= —=(1)

N

1
A[VTB] = S VP-BT;VP L BT

1 1
A[VTB] = E-VP-E-\/ZSxZ — 4ax + a2(2)

By (1); (2):
azf = %VP -%\/sz — 4ax + a?
B a?v2
 V3x% — d4ax + a2
A[BMN]-VP _
3
a*v2 _a’xV2
V3 —daxt+ @z 12

VP

V[VMNB] =

B xV3x2 — 4ax + a?
B 4

1
3
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ALTE METODE DE REZOLVARE:

1. Prof. Buzea Gabriela, Scoala Gimnaziala Nr. 56, Bucuresti

Metoda 1.

_Aavmn-d(B,(VMN))
3

VvBMN

MN || AC

M € [VA] . L A
N € [vC = AVMN echilateral |\

AV AC echilateral

A R - - C
. x2\3 |\
Decit, AAVMN:_4 . |

a

d(B,(VMN)) = d(B, (VAC)) = 22 , |

(indltimea tetraedrului regulat).

n concluzie,

_Aavmn-d(B,(VMN)) _ x%av2
VVBMN_ 3 = T
Metoda 2.

Folosind formula volumului cu distanta si unghiul dintre doua muchii opuse, obtinem

Vyeun=z - MN - VB - d(MN,VB) - sin(«(MN, VB)).

VABC este tetraedru regulat, deci stim ca ACLVB, si cum MNJIAC, obtinem MN_LVB.
Atunci sin(x(MN,VB))=1.

Distanta dintre MN si VB este d(MN,VB)ZxTﬁ.
2
Obtinem in final ca Vygyy = ad 1‘12\/5
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Metoda 3.

Folosind formula cu sinusul triedrului, obtinem

Vueun=z VM - VB - VN - sin(MVN) - sin(2BVN) - sin(«((MVN), (BVN))) .

sin(x((MVN), (BVN))) = sin(x((VAC), (VB(C))) = 23£ (sinusul unghiului dintre doua fete
ale tetraedrului regulat).

H 1
Atunci, VVBMN:E Xxarx-—--—- — =

Metoda 4.

Folosind formula lui Monge pentru calcularea volumului unui tetraedru obtinem

1 cos IMVB cos<MVN
36Vilgun = VM?-VB%-VN? - | cos<MVB 1 cos<BVN| =
cos XMVN cos <BVN 1
1 1
152 N
36Vaun=x"a" % 1 % = 36Vpuy = x*a’ '%:> Visun = %
1 1
2 2 1
x2

1%

Obt;lnem VVBMN = 12

2. Prof. Mihai Miculita-ORADEA:



http://www.mateinfo.ro/

REVISTA ELECTRONICA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 — IULIE 2017 www.mateinfo.ro

Tn orice triunghi VBC, incare |[BC |=a si M €[VB], N e[VC], MN || BC si | MN |= X,
avem (v.Fig.1):

2 2
AVMN ~ AVBC :M=[fj _ X

VBC a a
5 % : VVAMN SVMN X2 X2
Asa ca, in orice tetraedru VABC, avem: —A = M = — = |V, =—"-V, :
S 2 VAMN 2 VABC
VABC VBC a a

Tn cazul nostru, tetraedrul VABC —este regulat, avem:

a’\2 X a'\2 _|ax*\2

Viasc = T = Vyamn x 12 12 -u

In continuare, va propun spre rezolvare urmatoarea problema mai generala:

Fie ABCD —un tetraedru echifacial, in care: | DA|=|BC|=a,| DB | AC|=b si
| DC | AB|=c; iar M €[DB] si N €[DC]-sunt doua puncte, astfel incat: | DM |=m si

|DN |=n. Aritati ¢z V,g,,, = %-\/z-(b2 +c2—a?)(a? +c? —b?)(a® +b? —c?),

D

Fig.2.

SOLUTIE: Din consideratii analoage cu cele expuse in solutia datd mai sus a problemei lunii
IUNIE-2017 (v.fig.2), avem:

VADMN_SDMN=|DM|-|DN|:mn:> _mn

\V =—V (1
Vo Spee  |DBI.IDC|  bc ADMN =" Y ABcD @
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Tnainte de a trece la calcului volumului tetraedrului ABCD, in functie de a,bsi C, voi face
urmatoarele 2 precizari:

-Daca prin fiecare muchie a unui tetraedru ducem cate un plan paralel cu muchia opusa a
acestui tetraedru, obtinem un paralelipiped. Acest paralelipiped, poartd numele de

"paralelipiped circumscris tetraedrului"; in acest caz spunem ca tetraedrul este inscris in
paralelipiped.

-Paralelipipedul circumscris unui tetraedru echifacial, este un paralelipiped dreptunghic!

(in fig.3, am notat cu X'—varful paralelipipedului circumscris tetraedrului ABCD, careopus
varfului X e{A,B,C,D}).

-Daca V —este volumul paralelipipedului dreptunghic AB'CD’A'BC'D —circumscris
tetraedrului echifacial ABCD sicu x=|AD’|,y = BD’| sicu: z=CD’|(dimensiunile sale),
avem:

Visep = %.\/ (Demonstra;i !) = Vagep =

(2)

Din triunghiul dreptunghic BCD’, obtinem ca: |D'Bf +|D'CF4BC| <y’ +7°=a% (3)
Tn mod analog, din triunghiurile dreptunghice ACD'si ABD’, obtinem ca:
2

X*+2°=b% (4) si X*+y*=c> (5)

2 2 2
Din relatiile (3), (4) i (5), rezulta ca: w =Xyt =

2 h2 (2 2, .2 a2 2 A2 o2
sz:(x2+y2+zz)—(y2+zz):$_az:MTaj ‘o /MTa ©)
2, A2 12 2 12 _ 2
In mod analog, gasim: y:,/%; (7) si ZzJ%. (8)

In fine, din relatiile (1), (2), (6), (7) si (8), rezulta ca:

:%.\/ABCD:%.% Tobc \/2 ?+c?—a’)(a’ +c* —b?)(a’ +b*—c?)|m

- ax’~/2
Observatie: In cazul: b=c= @ sim=n= , obtinem: V5, = T\/_ (adicd rezultatul

problemei LUNII TUNIE)!
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3. Prof. Constantin Telteu
Observatie: AVNM este echilateral.

X2

S

1 x*3 a6 _ax’y2

htetraedrulw :g 4 3 - 12

VBMN: A/MN (’(VMN)):%
TR

_ 2 2
htetraedrului - \/A tetraedrului a‘oazel 6 3

4. Prof. Marin Chirciu

Piramida cu varful in B si baza VMN are inaltimea egala cu distanta de la B la planul

a\/6

(VAC) , adica este Inaltimea tetraedrului regulatVABC ,h = 3

Baza VMN este un triunghi echilateral cu latura de lungimeX si aria sa este egala cu

x2\3

4

S =

2 2
Volumul piramidei BVMN esteESh _Lx 3. a6 - V2 .
3 3 4 3 12

5. Prof. Szocs Ana, Colegiul Tehnic ,, Grigore Cobalcescu” Moinesti

VABCD tetraedru regulat => A VAC este echilateral si cum MN || AC se obtine ca
triunghiul VMN este echilateral cu latura x . v

x\/_

Aria triunghiului VMN este

Fie BE inédltimea tetraedrului dusa din varful B pe fata VAC.

e m e . 6
Stim ca Tndltimea tetraedului regulat cu latura a este %
B
Aya-BE 2Bafs 22
Deci volumul piramidei VBMC este V = 22— = = axlz
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6. Prof. Gabriela Negutescu, Scoala Gimnaziala,
Comuna Talea, Prahova
il
Notez : .
Q = centrul triunghiului echilateral ACV Q

SN

BQ L (VAC) = BQ inaltime in piramida VBMN

BQ inaltime In tetraedrul regulat VABC =

2

4

X
AACV echilateral si MN || AC = AMNV echilateral = A(MNV) =

x*V3 aVv6
A(VMN)-BQ —7 "3 ax*V2

3 3 12

7. Prof. Pacurar Cosmin

V(VBMN) =

Metoda 1
Fie VFLAC,FeAC,VFNMN={E}.

Evident ca VF= azﬁ .
Din MNIAC=AVEM~AVFASYE = M VE _ X\ - XV3
VF VA a3 a 2
2
2 2 2
Fie FTLVB TeBV=FT? = 320 _ & 22  pp_aV2
4 4 4 2
Fie BQLVF,QeVF.
avz
- _FTVB _ ——a _a'e
Avem BQ-VF=FT-VB=BQ= vr :f_\/? =—.
2
2 2
VQ? = VB2 —BQ? = a? - & = 2 oyQ=20

Cazul 1,E€[FQ)

Avem QE=EV—VQ=%§ _a3 _ \/§(3X—2a).

3 6

10
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_ 2 2 2_ 2 7 2
V3(3x 2a)) +(ﬁ) _4a 41(y+3x =>EB:\/4a 4Xy+3X .

2 2 2
Avem EB? = EQ? + QB _( : - :

Fie ESLVB,SeVB.Cum si FTLVB si ES,FTc(VFB):EsuFT=>AVES~AVFT=>§ = % =
xV3

ES 5~

Wz wE

2 2
aVv2 xV3
B
ES= za @2 ==

2

Fie VULBE,UeBE.

vz
ES'VB _ XT'a xav2

EB \/432_4Xy+3xz J4a2—4xy+3x2
2

Avem VU-EB=ES-VB=VU=

Din MNLVF,BE= MNLVU
Din VULBE,MN = VUL(BMN).

4a2—4xy+3x2
2
2

BE-MN
ApgMN = 2 =

X x/4aZ-4xy+3x?

- 4

. / 2_ 2
xavz X' [4a“—4Xxy+3X
4a2—4xy+3x2 * 2
_ VU ApgMN _ *AXY+3X _ x%aV2

V = = = .
VBMN 3 3 12

Cazul 2,E€¢[VQ)

a3 x3_ V3Ra-39)
3 2 6 .
xZaV2

Analog cazului 1 se obtine Vypun = ——

Avem QE=VQ-EV=

Cazul3,E=Q

Avem VE:VQ@XZE = a3£ S X = ?ﬁVVBMN = % .

Metoda 2

_VF-yE=23 _ X8 _ 3@—x)
Avem EF=VF-VE= > =,

EF-(AC+MN) @-(aﬂ) _ V3(a?—x?)

Aprcnm = 5 > "
Fie BXL(VAC),Xc(VAC)=BX= :—6 .
) aZ_XZ
BX"AACNM:aT\/E' wzaﬁ(az_xz)

VeMNca = 3 3 12

asvz
Wase = 7

11


http://www.mateinfo.ro/

REVISTA ELECTRONICA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 — IULIE 2017 www.mateinfo.ro

a*Vz  av2(a®-x*) _ x*aV2

V =7V % = = .
VBMN VABC BMNCA = ~5 12 12

8. Prof. Biro Istvan

Inaltimea piramidei triunghiulare VBMN cu varful B si baza triunghiul echilateral
VMN de latura X este egald cu inaltimea tetraedrului regulat VABC, de unde avem:

2
3 5 VBMN '

3

3 2) | 3 2.3 12

9. Prof. Cojocaru Petru, Romani — Neamt

A

Solutie;

Tetraedru regulat VABC de muchie ,,a” are; apotema aTﬁ , apotema bazei a—f si h= aTG.

Din MNJIAC, MN=x, avem; A VMN echilateral si o4 Ay =X

3 6 1 V2
V3 2 avé zﬁale

V :V :_X._-_
VBMN = VBVMN = s 3 12

12
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3. DOUA PROBLEME ASOCIATE CU O PROBLEMA DIN
AMM

de Neculai Stanciu, Buzau

Tn [1] Omran Kouba cere si se arate ci cea mai buni constanti k pentru care

inegalitatea

a’ b2 c?

+ + <Kk,
h? +h? hZ+h2  hZ+h?

D . . . 5
este adevarata in orice triunghi ascutitunghic ABC este k = 5

Problema 1. Dacd a,b,c sunt lungimile laturilor, h_,h,,h. lungimile inaltimilor, G
centrul de greutate al triunghiului ABC iar X,Y,Z puncte arbitrare pe dreptele BC,CA, AB

, atunci este adevarata inegalitatea

h?+GX?* h2+GY?* h’+Gz?
a2 b

>3
2

Solutie. Fie d,,d,,d_ distantele de la punctul G la dreptele BC,CA, AB .

Atunci,
g Deg My Mg <ox,d,<GY.d <GZ.
3 3 3
Deci,
2
h? +GX? < h?+d? hi*% 10 (h, Y’
a a a — - _a ’(1)
Avem,
h, 1 .
a=nh_(ctgB+ctgC) = - = ————— si analoagele.
a ctgB+ctgC
Rezulta

13
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h,) 1
%‘(;j - %‘(ctgA+ ctgB)?’ @)

Tinand cont de inegalitatea

1 52 9 , VX, ¥,z >0 (Olimpiada Iraniana de Matematica, 1996)
(x+y)° 4

(xy+yz+2X)) .

cyc

unde punem x = ctgA, y = ctgB, z = ctgC si folosim faptul ca thgActh =1
cyc

deducem

1 9
——>—(3).
; (ctgA+ctgB)® 4
Din (1), (2) si (3) obtinem:

h? +GX?
Z—

2

21—()-g:§,q.e.d.
9 4 2

cye a

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul ABC este echilateral iar X,Y,Z sunt

mijloacele laturilor BC,CA, AB .

Problema 2. Daca ABC este un triunghi ascutitunghic cu a,b,c lungimile laturilor,
G centrul de greutate iar X,Y,Z puncte arbitrare pe dreptele BC,CA, AB, atunci este
adevarata inegalitatea

AX2+GX? BY?2+GY? CY?+GZ?
a’ " b2 i c?

>2
2
Solutie. Fie h,,h,,h, lungimile inaltimilor triunghiului ABC . Fie d,,d,,d distantele
de la punctul G la dreptele BC,CA, AB . Atunci,

h h h
d =—2,d =-2,d =-—=%si
a 3 b 3 c 3 §1

d, <GX,d, <GY,d, <GZ.

h
Avem AX >h,,GX > ?"" si analoagele. Deci,

14
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h2

h? + -2 2
AX? +GX? a 10 h
Z 2 ZZ 29 Y (_aj’(l)
cyc a- cyc a 9 cyc a.
Avem,
h
a=h,(ctgB+ctgC) = = = _r si analoagele.
a ctgB+ctgC
Rezulta

h, )" 1
;[zj B % (ctgA+ctgB)? ' @)

Tinand cont de inegalitatea

1
(x+y)°

(xy+yz+ ZX)Z > %,VX, y,Z >0 (Olimpiada Iraniana de Matematica, 1996)
cyc

unde punem x = ctgA, y = ctgB, z = ctgC si folosim faptul ca thgActh =1
cyc

deducem

Z;Z zg, (3).
5 (CtgA+ctgB) 4

Din (1), (2) si (3) obtinem:

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul ABC este echilateral iar X,Y,Z sunt

mijloacele laturilor BC,CA, AB.
Bibliografie

1. O. Kouba, Problema 11951, The American Mathematical Monthly, Vol. 124, No. 1
(January 2017), p. 83.

15
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4. INEGALITATI OBTINUTE PRIN RESTRICTIONAREA
UNOR FUNCTII CONVEXE LA UN INTERVAL

Sebastian llinca,
Scoala Gimnaziala Pirscoveni , jud.OLT

Lema : Fie F :[a, b]x[a,b]x...x[a, b]c R" > R, a<b o functie. Daci fixim n—1variabile

X;, j#k, ke {1, 2, n}, al. F(x,X,,..X,) = f(X,) este o functiec convexa in variabila X, .

F isi atinge minimul in punctul (o, @, ,...,@,) dacad si numai dacd

a, €{a, b}, Vied,2,.,n}.

Demonstratie : Avem de aritat cd dacd f este o functie convexa definita pe intervalul [a,b]
atunci:  f(x) <max{f(a), f(b)}, vxe[a, b]. Intervalul [a, b] poate fi scris ca:

[a, b]={@—t)b+ta/t (0,1)}. Pentru orice x c[a, b] existd t €[0,1] af. x=ta+@—t)b.
Deoarece functia f este convexa deducem ca f(x) <tf(a)+(@1—t)f (b) < max{f (a), f(b)}

N |

Aplicatii:

1) Fie X, X,,..X, € [a, b] numere reale pozitive. Gasiti maximul expresiei:

Y+ (%, =% )+ (X, =X ).

(%, =%, )+ (X =X )+ (%, — X

n

Solutie: Fie f(x,)=(n-1)°x, — 2(2 X; Jxl +¢, f"(x)=2(n-1)>0= f este convexa.

i=2

Conform lemei F(X;,X,,..X,) = f(X,) isi atinge maximul daci si numai daci
X; € {a, b}, Vie {1, 2,y n} . Presupunem cé , k numere X sunt egale cu a si n—k numere

X; suntegalecu b.

Atunci F = n(ixfj—(ix& =nka® + n(n—k)b? — (ka+ (n—k)b)* =k(n—k)(a—b)?.

16
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m’(a—b)*>,n=2m,neN
max (F) =
n(m+1)(a—b)*>, n=2m+L,meN

2) Aratati ca pentru orice numere reale nenegative a, b, c < 1 avem

a b C
+ +
b+c+1 c+a+l1 a+b+1

+(1-a)l-b)(l-c)<1.

a b C

Solutie : Fie functia f(a,b,c) = + +
b+c+1 c+a+l1l a+b+1

+(1-a)d-b)L—c).

y 2b 2C
f"(a) = 7+
(c+a+1)° (a+b+1)
unul din punctele a,b,c €{0,1}. f(a,b,c)=1,Vva,b,c e{0,1}.

5 = 0,deci f este convexa , prin urmare isi atinge maximul in

Lema 2: Fie f:[a, b]— R o functie convexa si X, X,,...X, € [a, b] astfel ncat
X, +X, +...+ X, =S=const, na<s<nb.Expresia F=f(x)+ f(x,)+..+ f(X,) isi atinge
valoarea maximd daca si numai daca cel putin n-1 termeni ai sirului (X, X,,...X,) sunt egali

Cu a sau b.
Demonstratie: Demonstram cazul n = 2.

Avem de ardtat cd daca x,y e[a,b] si 2a<x+y<2b, Xx+y=s atunci

f(a)+ f(s—a),daci s<a+b
f(b)+ f(s—a),daci s>a+b

f(x)+f(y)s{

Intr-adevar, dacid s<a+Db rezultd s—a<b.

Pentru x e[a, s—a] scriem x=ta+(@1-t)(s—a), te(0,1), y=s—x=(1-t)a+t(s—a)
Din definitia functiei convexe avem:

F() <tf(@)+@A—t)f(s=a) si F(y)<{@—t)f(a)+tf(s—a).

Prin adunarea acestor ultime doua relatii se obtine f(x)+ f(y)< f(a)+ f(s—a) . Analog

cazul s>a+h.

Exemple: 1) Fie a, b,c<[0, 2]al. a+b+c=5. Demonstrati ca a’ +b* +¢* <9

Solutie: Presupunem cia a<b<c. Conform lemei 2 a* +b® +c? isi atinge maximul daci si

numai daca a=0 saub+c=5>4 ,contradictie. Daca a=1 atunci maximul expresiei

a’+b”+c” esteegal cu 1° +2* +22 =9
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2) Fie @,,a,,..., 8, numere reale din intervalul [-1, 1] ai. & +a, +...+ay,; =0.
Demonstrati ¢i a,” +a,° +...+8,y,~ < 20086.

Solutie : Conform lemei 2 expresia a,” +a,” +...+a,y,  isi atinge maximul daca si numai
daca k numere sunt egale cu 1 si n — k — 1 numere sunt egale cu -1. Nu putem avea decat

k=1003 si ultimele numere egale cu 0. Astfel &, +a,” +... + 8, < 2006.

BIBLIOGRAFIE

1. Can, Vo Quoc Ba,. Pohoata C. : Old & New Inequalities (vol 2), Editura GIL, 2008
2. Drimbe M. O. : Inegalitati idei si metode, Editura GIL, 2003
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18


http://www.mateinfo.ro/

REVISTA ELECTRONICA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 — IULIE 2017 www.mateinfo.ro

4. INEGALITATI TRIGONOMETRICE GENERATE DE
INEGALITATI ALGEBRICE

Marin Chirciu®

Articulul isi propune ca pornind de la inegalitati algebrice in trei variabile pozitivea,b,c,
conditionate de abc =1, sa obtinem inegalitati cu tangente si cotangente in triunghi.

1) Daca a,b,c >0 siabc =1 aratati ca

a’b+b’c+cfa> \/(a+b+c)(ab+bc+ca) )

Macedonia 2015

Solutie.

Ridicand la patrat si inlocuind abc =1, inegalitatea este echivalenta cu:

Z:a“b2 + Z:ab2 > Zazb +3 , care rezulta din adunarea inegalitatilor:
Z:a“b2 > Zazb (adevarata dinZ:X2 > ZX ,undex,y,z>0,xyz =1)si
D ab® >3 (adevératd din AM-GM siabc =1).

Egalitatea are loc daca si numai dacaa=b=c=1.

Doua inegalitati in triunghi obtinute din inegalitatea 1).

la)

in AABC

B.C_1
Ztgzgtgzzgﬂ/r(mﬂ) .
Demonstratie.

A B, C r
Folosim identitatea tg Etg Etg > = E Punand x = i/gtgg avem xyz =1 , aplicam 1) si

A 4R+r B C
—= , Y tg—tg==1.
2 2195197

identitatile cunoscute in triunghi Ztg

! Profesor, Colegiul National ,,Zinca Golescu”, Pitesti
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Egalitatea are loc dacd si numai daca triunghiul este echilateral.

1b)
in AABC

> ctg? ctg f,/ r'

Demonstratie.

Folosim identitatea ctg éctg Ectg E — P punandx= i/zctgé avemxyz =1 , aplicam 1) si
r p

identitdtile cunoscute In triunghi ZCtg —=— z ctg— Ctg E _ ARy i

Egalitatea are loc dacd si numai daca triunghiul este echilateral.

2) Daca a,b,c>0 siabc=1 aratati ca

bc 9
Za +Zb2 2 E )

Moldova TST 2015

Solutie.
Dina®+b*>ab(a+b) < (a—b)" >0 obtinem2 a*> ab(a+b)=> a(b*+c?).(1).

9 o 9

. bc 1
Apol ZW - Za(b2 +c?) - > a(b’+c?) - 2> a’ @)

RezultaZa +Zb2 2—2 a’+ Z 3_9 unde(3)

D adt
PN t+E>2<:>2t -9%t+9>0<(t-3)(2t-3)>0,

evident deoarecet = > a®>3abc =3 .

Egalitatea are loc daca si numai dacaa=b=c=1.
Doua inegalitati in triunghi obtinute din inegalitatea 2).

2a)
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In AABC
D tg— +tg% 9
P _+Z 503
9" —+19"—
2 2
Demonstratie.

o A B, C r . o
Folosim identitatea ththth = 6 Punand x = i/gtgg avem xyz =1 si aplicam 2).

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

2b)
in AABC
ctg—+ctg—
r > ctg® A > 2 59
P 2 ctg® — +ctg® = 2
Demonstratie

Folosim identitatea ctggctg %ctg % — P punandx = i/ECtgg avem xyz =1 si aplicam 2).
r p
Egalitatea are loc dacd si numai daca triunghiul este echilateral.
3) Daca a,b,c >0 siabc =1 aratati ca

Z 1 <a2+b2+c2
a®+b®+a’® 3

Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
Dina®+b*>ab(a+b) < (a—b)* >0 obtinem:

3 <y 1 -y c? _a’+b’+c® _at+b’+c
3+b3+a ab(a+b)+a®® at+br+c?t at+bt4+ct” 3 '

unde ultima inegalitate este adevarata din inegalitatea mediilor si conditia abc =1.

Egalitatea are loc daca si numai dacaa=b=c=1.
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Doua inegalitati in triunghi obtinute din inegalitatea 3).

3a)

in AABC

5
Z 1 <1[£j§[{4R+rjz_2]
tg3§+tQSE+tgsétg3E 3\r p

2 27 2

Demonstratie.

. . A B, . C r A )
Folosim identitatea tg Etg Etg > = 6 .Punand x = i/gtgg avemxyz =1, aplicam 3)

2
identitatea cunoscuta in triunghi Ztgzg = (4R + rj -2.
P

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.
3b)
In AABC

5

z 1 <1[£j§ [m_gj
< - :
ctg3§+ctg3§+ctgsgctg3E 3\p r

2

Demonstratie

Folosim identitatea ctggctg %ctg % —P punandx = i/ECtgg avem xyz =1 , aplicam 3) si
r p

—8Rr B

N : : A p?
identitatea cunoscuta in triunghi Z:C'[g2 re P o 2.

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

4) Daca a,b,c >0 siabc =1 aratati ca
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3
a’+8 >27

a’(b+c) 2
Hong Kong TST 2016
Solutie.

Dina®+1+1> 3a( AM-GM) obtinem:

1Y 1y
a3 +8 3a+6 ( j ( ) Bergstrom
= =32, a’ b+c +62, a® b+c -3%%,; +62

a’(b+c) *(b+c) b+c

1Y’ 1Y’
ergstrom Z_J (Z_j 2
" 3[ CTARY (be) pa22) (zl)g-Babc+32bc:%+SZbc(§

3
2> a 2> he T2 D a > be
(§)2+3-3—£,
2

unde (1) rezulta din (x+y+ z)2 >3(xy+yz+2x),cux=hbc,y=ca,z=ab siabc=1,

iar (2) rezulta din inegalitatea mediilor siabc =1.

Egalitatea are loc daca si numai dacia=b=c=1.

Doua inegalitati in triunghi obtinute din inegalitatea 4).

4a)
in AABC
p 3 4
—tg°—+8 s
Z r ’ >£(£j3
A(. B 2 \r)
tg®—| tg—+t
g 2( g > g j
Demonstratie.

A B, C r
Folosim identitatea tg Etg Etg > = 6 Punand x = i/gtgg avemxyz =1 si aplicam 4).

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.
4b)
In AABC
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Lctg‘°’é+8 4
Z P 2 >£ I :
c .

A B
ctg®—| ctg— +ctg—
g 2( 92 92]

Demonstratie

Folosim identitatea ctggctg %ctg % — P punandx = i/ECtgg avem xyz =1 si aplicam 4)
r P

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

5) Daci a,b,c >0 siabc=1 aratati ca

a’+n _3(n+1)
> ,unden>2 .
Za’“’(b+c) g rneen

Dezvoltare Marin Chirciu, Pitesti

Solutie.

Dina®+1+1>3a( AM-GM) obtinem a*+n=a’+1+1+n-2>3a+n-2 .Rezulti:

a®+n 3a+n 2

1
613(b+c)2 *(b+c) =32 a’ b+c (=22 5hrg a’ b+c 32( j 3

b+c

2
Bergstrom
NGV

Berg>strom3(2§j2 (n_z)(zazg.(f‘bc)z n— (Zbc) 03

n-2 9 n-
S a Shc 2 Sa T2 b 2 wttTp o bemgrabe

unde (1) rezulta din (X+y+ z)2 >3(xy+yz+2x),cux=bc,y=ca,z=ab siabc=1,
iar (2) rezulta din inegalitatea mediilor siabc =1.

Egalitatea are loc daca si numai dacia=b=c=1.
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Doua inegalitati in triunghi obtinute din inegalitatea 5).

5a)
In AABC
Py _— 4
n+
r 2 > ( ) PP undenz2 .

é(ththg j AN

2 2
Demonstratie.

A B, C r
Folosim identitatea tg Etg Etg > = E Punand x = i/gtgg avem xyz =1 si aplicam 5).

Egalitatea are loc dacd si numai daca triunghiul este echilateral.

5b)
In AABC
r 3 A .
—ctg”—+n 4
Z A[) é c 23(n2+1)-{LJ3,unden>2
ctg®—| ctg— +ctg— P
g 2( g 2 g 2)
Demonstratie

Folosim identitatea ctggctg %ctg % — P punandx = i/ECtgg avem xyz =1 si aplicam 5).
r p

Egalitatea are loc dacd si numai daca triunghiul este echilateral.

6) Daca a,b,c>0 siabc=1 aratati ca

(a+b)(b+c)(c+a)>2(1+a+b+c) .

Mathematics and Youth Magazine 2017, Tran Xuan Dang, Vietham

Solutie.

(a+b)(b+c)(c+a)=> a> bc-1si 2(1+a+b+c)=2+2> a.
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Inegalitatea se scrie y-ay bc—1>2+2) a<> > a(D bc—2)>3, care rezultd din

inegalitatea mediilor si abc=1.
Intr-adevir » a > 3¥abc =3si Y be >3¥a’h’c’ =3, de unde Y a(D bc-2)=3(3-2)=3.

Egalitatea are loc daca si numai dacaa=b=c=1.

Doua inegalitati in triunghi obtinute din inegalitatea 6).

6a)
In AABC
D B . C \F AR+T
- tg—+tg— |22 1+3[—- .
rH(QZ ng ( r p
Demonstratie.

. . A B, . C r A . )
Folosim identitatea thtg—th = 6 .Punand x = i/gtgg avem xyz =1 , aplicam 6) si

2
A 4R+r
identitatea > _tg— = .
2 p
Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.
6b)
In AABC
2
L1_[ cth+cth >2(1+ ,3’p—2 .
p 2 2 r
Demonstratie

Folosim identitatea ctggctg %ctg % — P punandx = i/ECtgg avem xyz =1 , aplicam 5) si
r P
identitateathg? P,
r

Egalitatea are loc dacd si numai daca triunghiul este echilateral.

7) Daca a,b,c>0 siabc=1 aratati ca
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(a+b)(b+c)(c+a)>4(a+b+c-1) .

Mathematical Olympiad Summer Program 2001. MOSP 2001

Solutie.

(a+b)(b+c)(c+a)=> a> bc-1si 4(a+b+c-1)=4>"a-4.

Inegalitatea se scrie Y _a» bc-1>4> a-4 < > bc+ 3 > 4 care rezulti din:

!

(x+y+ z)2 >3(xy+yz+12x),x=bc,y=ca,z=absiabc=1, de unde(Zbc)2 >3) a;(1)

Sher 3 oo S o5 e, [FETRTE S
Za 3 Za 3 3 Ya
<1)

dbc @ e L
>44 = 3>4 ,unde(2) < Zbc >3, care rezultd din inegalitatea mediilor si abc =1.

Intr-adevir » a > 3¥abc =3si Y be >3¥a’h’c’ =3, de unde Y a(D bc-2)=3(3-2)=3.

Egalitatea are loc daca si numai dacaa=b=c=1.

Doua inegalitati in triunghi obtinute din inegalitatea 7).

7a)
In AABC
p B cj \/B AR+
1T tg=+tg= | = 4] 3= - -1,
rH(gZ g2 [ r p
Demonstratie.

A B, C r / .
Folosim identitatea ththth = 5 Punandx =3 P tgg avem xyz =1 , aplicam 7) si
r

AR +r
-

A
identitatea Y tg '

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

7b)

27


http://www.mateinfo.ro/

REVISTA ELECTRONICA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 — IULIE 2017 www.mateinfo.ro

In AABC

r B C p’
“TTl ctg= +ctg= | > 4| 3= 1.
pH( 95+ 92] { o }

Demonstratie

Folosim identitatea ctggctg gctg % — P punandx = i/ECtgg avem xyz =1 , aplicam 7) si
r P

identitateathg? P,
r

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

8) Daca a,b,c >0 siabc =1 aratati ca

>a +Z(bc)3 >2>ah .
Crux Mathematicorum 31/2005, Babis Stergiu, Grecia

Solutie.

Din inegalitatea mediilor a*+a®+b°>3a% , deunde ) a’>> a%; (1).
. 3 1 3 2 1 1 2 .

Apoi )’ (bc) ZZ‘,;:ZX > xy?= E'F:Zab (2).

Din (1) si (2) obtinem concluzia.

Egalitatea are loc daca si numai dacaa=b=c=1.

Doua inegalitati in triunghi obtinute din inegalitatea 8).

8a)

in AABC

A p B, ,C B. C
SgP S+ o> g — g 222> tgP—tg < .
92T &89S 9293

Demonstratie.
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AL B, C r
Folosim identitatea tg Etg Etg > = B Punénd x = i/gtgg avem xyz =1 si aplicam 8).

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.
8b)
In AABC

thg3§+%2ctg3%ctg3%2 Zthgzgctg% .

Demonstratie

Folosim identitatea ctggctg gctg % —P punandx = i/ECtgg avem xyz =1 si aplicam 8).
r p

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

9) Daca a,b,c>0 siabc=1 aratati ca

D> ap*>>ab .
Crux Mathematicorum 29/2003, Panos E.Tsaoussoglou, Grecia

Solutie.
Din inegalitatea mediilor ab®+bc? +bc® > 3¥ab*c* > 3bc, de unde Y a’h> > ab.

Egalitatea are loc daca si numai dacia=b=c=1.

Doua inegalitati in triunghi obtinute din inegalitatea 9).

9a)
In AABC
ZtgétgzE >4 L
2 2 p
Demonstratie.
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N . A B, C r A . .
Folosim identitatea tg Etg Etg > = 6 .Punand x = i/gtgg avem xyz =1, aplicam 9) si

identitatea ) tg %tg % =1

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

9b)
in AABC
A 2B p 4R
ctg—ctg” — 1+—
Z g2 g 2 \/:( rj
Demonstratie

Folosim identitatea ctggctg Ectg E — P punandx= iFCtng avem xyz =1, aplicam 9) si
r p

identitatea ) _ ctg %ctg % _1. 3R
r

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

10) Daca a,b,c >0 siabc =1 aratati ca

a b ¢
—+—+—2>a+b+c.
b ¢ a

Croatia TST 2004

Solutie.

Din inegalitatea mediilor — a,8 +9 23#339 > 3a, obtinem
b b ¢ b bc
z(;‘ a bj FacysYa

Egalitatea are loc daca si numai dacaa=b=c=1.

Doua inegalitati in triunghi obtinute din inegalitatea 9).

10a)

in AABC
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¢ A
gE r 4R+r
Y2yl R
tq— p p
g 2
Demonstratie.

A B, C r
Folosim identitatea tg Etg Etg > = 5 Punand x = i/gtgg avem xyz =1, aplicam 10) si

identitatea ) _ tg ? _1 3R
r

Egalitatea are loc dacd si numai daca triunghiul este echilateral.

10b)
in AABC
A 4
ctg— -
=10
B \r
ctg—
g 2
Demonstratie

Folosim identitatea ctg?ctg %ctg % — P punandx= e\,/zctgg avem xyz =1, aplicam 10) si
r p

identitateathgg P
r

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

11) Daca a,b,c >0 siabc =1 aratati ca

a®+b*+c>>ab+bc+ca .

Georgia TST 2005

Solutie.

Tripletele(a,b,c)si (az, b?, cz) sunt la fel ordonate.Cu inegalitatea lui Cebasev obtinem:

@
Y al=>a*ax %Z aZZa =3 a’> > bc, unde(l) < > a>3 (adeviratd din inegalitatea
mediilor siabc =1.

Egalitatea are loc daca si numai dacaa=b=c=1.
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Doua inegalitati in triunghi obtinute din inegalitatea 11).
11a)
In AABC

Ztg_>£.

. . A B, C r A . .
Folosim identitatea tg Etg Etg > = 6 .Punand x = i/gtgg avem xyz =1, aplicam 11) si

Demonstratie.

identitatea ) tg %tg% =1

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.
11b)
In AABC

ZCtg3é > {(ﬂﬁ)
2 r

Folosim identitatea ctggctg Ectg E — P punandx= iFC‘QEA avem xyz =1, aplicam 11) si
r p

Demonstratie

identitatea ) ctg %ctg % _1 A0
r

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

12) Daca a,b,c >0 siabc =1 aratati ca

>l
b>’+b 2
Crux Mathematicorum 2/2009, Cao Minh Quang, Vietnam

Solutie.

2

x(y+1)

Substituinda =

1 1 1. ) . 3
—,b==,c== inegalitatea se scrie: >—,undex,y,z>0,xyz=1
) 'P=yC= 7 neg > ; y y
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y2 (> x)2 w3

>—, unde

x(y+1)Zny+Zx_2

De2(x+y+ z)2 >3(xy+yz+2x)+3(Xx+Yy+2) , adevarata din sumarea inegalitatilor:

care rezultd din inegalitatea lui Bergstrom: Z

(x+y+z)223(xy+yz+zx) si (x+y+z)223(x+ y+12).

Egalitatea are loc daca si numai dacia=b=c=1.

Doua inegalitati in triunghi obtinute din inegalitatea 12).

12a)
In AABC
A
t —
D i) >3
2
tg E[1+ 3| P tg —J
2
Demonstratie.

A B, C r [
Folosim identitatea tg Etg Etg > = 5 Punandx =3 P tg? avem xyz =1 si aplicam 12).
r

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

12b)
In AABC
ctg2
S I
ctg E(“ i/%ctg E]
Demonstratie

Folosim identitatea ctggctg gctg % — P punandx = i/z ctgg avem xyz =1 si aplicam 12).
r p

Egalitatea are loc dacd si numai daca triunghiul este echilateral.
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13) Daca a,b,c >0 siabc =1 aratati ca

> 3 >3 unden>0 .
b+nb n+1

Marin Chirciu,Pitesti

Solutie.
1 1 1 2

Substituinda = —,b =—,c =~ inegalitatea se scrie: Z y > 3 , unde
X y z x(y+n) n+1

X,¥,2>0,xyz=1,

y? (> x)2 ®

> >
x(y+n) D xy+n> x n+l

(De(n+1)(x+y+ 2)2 >3(Xy +yz+2x)+3n(x+Yy+2) , adevaratd din sumarea

, unde

care rezultd din inegalitatea lui Bergstrom: Z

inegalitatilor:
(x+y+2)"23(xy+yz+2x) si n(x+y+2)" >3n(x+y+2).

Egalitatea are loc daca si numai dacia=b=c=1.

Doua inegalitati in triunghi obtinute din inegalitatea 13).

13a)
In AABC
A
tg—
> 2 > 31,unden20.
p B n+
tg—| n+3—tg—
o3 ni{B?
Demonstratie.

A B, C r
Folosim identitatea tg Etg Etg > = E Punand x = i/gtgg avem xyz =1 si aplicam 13).

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.
13b)
In AABC
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A
2 > ,unden>0.

2 B[ /r B]_n+1
ctg—| n+ 3|—ctg—
2 p 2

Demonstratie

Folosim identitatea ctggctg %ctg % — P punandx= i/z ctgg avem xyz =1 si aplicam 13).
r p

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.
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5. LOCURI GEOMETRICE

Balogh Erika,
Col.Tehnic “C.D.Nenitescu” Baia Mare

1.INTRODUCERE

Definitia. Locul geometric reprezinta, in geometrie, multimea punctelor care satisfac o
anumita proprietate.

Exp. Locul geometric al punctelor din plan egal departate de extremitatile unui segment este
mediatoarea segmentului dat.

1.Dacd punctul O este mijlocul segmentului AB atunci $i M un punct oarecare atunci are loc

—  MA+MB
relatia vectoriala: MO = MA+ VB
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M

2.Fie ABC un triunghi oarecare cu centru de greutate G.Daca M este un punct oarecare atunci
are

_—  — — —

loc urmatoarea relatie vectorialda: 3MG = MA+ MB + MC

Demonstratia: ~ vectorul MG se poate descompune in felul urmator:

MG = MA + AG
MG = MB +BG
MG = MC +CG

—_— —r — — — —

_

stindcd  AG = %ﬁ , BG = %ﬁ respectiv. CG = %@ si

D mijlocul lui BC = ﬁ:% 1)
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E mijlocul lui AC = EE’:% )
F mijlocul lui AB = c_F’=CB—;CA 3)

—_— — —

Adunand relatiile (1), (2) si 3) = AG+BG+CG=0

—_—  — — —

= 3MG=MA+MB+MC

3.Produsul scalar doi vectori: u-v = ‘u‘ . M -cos(u,v)

4. Teorema cosinusului:
Dacd ABC este un triunghi oarecare atunci au loc urmatoarele relatii:

BC? = AB2+AC2—2AB-AC-cosA sau BC2=AB?+AC?-2AB-AC

CA? = BC2 + BA? — 2BC - BA-cosB CA? = BC? + BA2 —2BA-BC
AB? = CB? + CA? — 2CB - CA - c0osC AB? =CB? +CA? - 2CB-CA

5.Daca A este o constantd( si are loc relatia: MA=A4-a , unde A este un puct fix care
atartine

dreptei d cu versorul a atunci locul geometric a punctului M este o drepta paralela cu
dreapta d.

6. Dacid A (A >0) este o constanti si are loc relatia: MP? = A unde P este un puct fix atunci
locul geometric a punctului M v-a fi

a) un cerc cu central P si raza JA in plan
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b) o sfera cu centrul P si raza VA in spatiu
Problemele cu locuri geometrice demonstrate elementar sunt destul de lungi, pentru ca de
fapt trebuie demonstrate doua lucruri: existenta si unicitatea.

In unele probleme cu locuri geometrice se poate aplica calculul vectorial care duce la o
solutie cat mai simpla.

Mai departe doresc sa prezint cateva probleme cu locuri geometrice in care metoda
vectoriald este mai buna decét cea elementara.

2.REZOLVAREA UNOR PROBLEME DE LOCURI GEOMETRICE
FOLOSIND CALCULUL VECTORIAL

2.1.) Se considera in spatiu trei puncte necoliniare A, B, C.

Sa se afle locul geometric al punctelor M pentru care: MA? + MB? + MC? este o
constanta.

Solutia:

Se noteazd cu G centrul de greutate al triunghiului ABC si stiind ca:

3MG = MA+ MB + MC

ridicand la pétrat obfinem:

9 MG2=MA2+ MB2+ MC2+2MA-MB+2MA-MC +2MB - MC
folosind Teorema cosinusului rezulta
9MG2=2 ( MA2+ MB2+ MC?) - (AB2+ AC2+ BC?)

Din aceasta relatie rezulti cdi MG? = constant. Locul geometric este deci o sferd cu centrul
G siraza MG.
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2.2.) Virfurile B si C ale triunghiului ABC sunt fixe iar virful A se deplaseaza pe drepta

(d). Sa se afle locul geometric al centrului de greutate G al triunghiului ABC.
Solutia:

oC - OA+0B+0C
3
Daci P este un punct fix pe dreapta d si U este versorul acestei drepte atunci putem
scrie:
OA=0P +1-U, AeR
- &;>:OP+OB+OC+)Lu:g1 Au
3 3
OP + 0B +0C

unde a=

3

Deci locul geometric al punctului G etse o dreapa paralela cu dreapta d.
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2.3.) In patrulaterul ABCD virfurile A, B, C sunt fixe iar virful D descrie o dreapta

d.

Sa se afle locul geometric al mijlocului segmentului MN care uneste mijlocul lui
AB

cu mijlocul lui  CD.
Solutia:

Q D

Fie P mijlocul segmentului MN. Din A ducem perpendiculara pe dreapta d si notdm
cu

Q piciorul perpendicularei.

AD=AQ+Au unde u esteversorul dreptei d iar A e R

In triunghiul ACD, AN este mediana prin urmare:

m:AD+AC _ m:AQ+/1u+AC - m:AQ+AC+ﬂ
2 2 2 2
(1)
S L — AB
Vectorii AM si AB sunt coliniari = AM = >
)
in triunghiul AMN, AP fiind mediana avem relatia: AP = AM ; AN
(©)
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—_— —_— —_— —

Aplicand relatiile (1) si (2) 1n relatia (3) se obtine: AP = AQ+ Af +AB + %u

AQ+AC+AB - . — - U
Q 4C =a este constant prin urmare avem: AP:a+Tu

Fie

Deci locul geometric este o dreapta paralela cu dreapta d.

2.4.) Se cere locul geometric al punctelor pentru care diferenta patratelor la doua puncte

fixe este 0 constanta.

Solutia:

A, B, puncte fixesi M punctul mobil iar din enunt avem: MA? - MB? =k?
Presupunem ca MA > MB
=  MA*-MB'= MA ~MB = (MA-ME|MA+MB)=K
Dar  MA-MB =-AB=-20B , unde O este mijlocul segmentului AB
si MA + MB = 2MO = -20M

Folosind cele doua relatii obtinem:

— 2 — 2 _
MA —MB =4.0B-OM =4-0OB-ON = k? , unde MN L AB
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2 k2

40B  2AB

Deci ON = este constant si proiectia lui M pe AB este fix, deci locul
geometric
al punctului M este:

a) dreapta  MN perpendiculara pe AB dacd problema se pune in plan.

b) un plan perpendicular pe  AB dus prin N daca problema se pune in
spatiu.

2.5.) Se cere locul geometric al punctelor care au suma patratelor distantelor la doua
puncte fixe o constanta.
Solutia:

Folosim aceeasi figura ca la problema 4.)

Fie AB=a
Din enunt avem MAZ + MB?2 = k2 constant

MAZ2+ MB?2 = k2 constant care se poate scrie sub forma

(MA+ MB)?-2 MA - MB =k?

sau (MA - MB)>+2 MA - MB = k2

Stiind ca MA+ MB=2MO si MA- MB= BA
rezulta: 4AMO? —2MA - MB =k? (1) respectiv: BA? + 2MA- MB =k?
)

prin adunarea celor doua relatii se obtine: 4 MO? + BA2 =2 k?

MOZ:%(Zkz-aZ)

deci MO = %\IZkZ —a? = constant

In concluzie locul geometric este:

a) cercul cu centrul O siraza OM = %\IZkz —a® daca problema se pune in plan.

b) sfera cu centrul O si raza OM =%\/ 2k? —a® daci problema se pune in spatiu.
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o . . . av2 . 3 :
Conditia de existenta a locului geometric este k > - (semidiagonala patratului cu latura

a) Pentru k=a avem OM = si locul geometric devine cercul respectiv sfera cu

2
2
diametrul AB.

2.6.) Se considera in spatiu punctele A, B, C, D.

Sa se afle locul geometric al punctelor M pentru care, MA? + MB? = MC? +
MD2.

Solutia:

A

Fie M un punct curent al locului geometric si fie P si Q mijloacele segmentelor AB si
CD. Atunci putem scrie:

2MP = MA+ MB s 2MQ =MD+ MC
Ridicand la patrat cele doua egalitati si aplicind Teorema cosinusurilor rezulta:
4 MP2= MA? + MB2 + 2 MA- MB =2 ( MA? + MB?) - AB2
respectiv
4 MQ2=MD?2+ MC2+2 MD-MC =2 (MD?2+ MC?) - CD?
tinind seama de egalitatea ~ MA? + MB? = MC? + MD? obtinem:

CD? - AB?
4 MP2 =4 MQ? + CD? - AB? sau MP? —-MQ? = — = constant

Deci locul geometric este un plan perpendicular pe dreapta ce uneste mijloacele laturilor
AB si CD.
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3. AVANTAJELE CALCULULUI VECTORIAL LA REZOLVAREA
UNOR PROBLEME DE GEOMETRIE

In acest capitol voi prezenta cinci probleme de geometrie aplicand la fiecare calculul

vectorial.
Cerintele problemelor vor fii: paralelism, concurenta, relatii metrice, coliniaritate si inegalitagi

geometrice.

3.1.) Linia mijlocie Intr-un trapez este paralela cu bazele si egali cu semisuma lor.

Demonsratie:

o

Fie trapezul ABCD (ABIICD)

M mijlocul lui AB  respectiv. N mijlocul luiBC iar O e (ABCD)
MN=ON-OM dar ON = 22255 i om = 2A120
— _OB-OA OC-0D 1 _ AB+DC
= N:—+M , N:ﬂ_

2 2 2
AB +DC

rezulta ca MNIITAB si MN=
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3.2.) Dreptele ce unesc mijloacele muchiilor opuse unui tetraedru sunt concurente.

Demonstratie:

Se considera originea planului in O si notam cu s, @, b, ¢, vectorii de pozitie ai punctelor S, A,
B, C, fata de originea O.

Fie M si N mijloacele muchiilor opuse SC si AB, iar P mijlocul segmentului MN.

Atunci: 2 OP = OM +ON

M mijlocul luiSC =  ON = ; == (i)
N mijlocul luiAB =  OM = A; B _atb )
Din relatiile (i) si (i) = @:a““b;“s’ (i)

Daci calculdm vectorul de pozitie al mijlocului segmentului de dreapta care uneste E si F
cu mijloacele muchiilor opuse SB si AC datorita simetriei expresiei ( iii ), vom obtine pentru
vectorul OP aceeasi expresie; deci dreapta EF trece prin acelasi punct P.

Rezultd ca punctul P este locul unde se intilnesc toate dreptele care unesc mijloacele
muchiilor opuse.
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3.3.) Intr-un paralelogram suma pitratelor laturilor unui paralelogram este egali cu
suma

patratelor diagonalelor.

Demonstratie:

Fie ABCD paralelogram, prin notatiile AB=DC si AD=BC

In A ABD si A ABC , DB si AC se exprima prin relatiile:
DB=DA+AB si AC=AB+BC (i)
Tinind seama de relatiile (1) obtinem:
DB=DA+AB si AC=AB-DA
Prin ridicarea la patrat a egalitatilor obtinem:
DB2=DA2 + AB2+2 AD - AB
si
AC? = AB? + DA2- 2 DA- AB
Adunind aceste doud egalitati membru cu membru ajungem la relatia ceruta:
DB2+ AC2=2 (AD? + AB?)

3.4.) Coliniaritatea punctelor O, G si H unde : O centrul cercului circumscris
triunghiului

G centrul de greutate a triunghiului
H ortocentrul triunghiului

Demonstratie:
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Daca G este centrul de greutate a triunghiului ABC = GA+GB+GC =0

Prinurmare  OA+OB +0C =30G (1)
Din Teoreme lui Silvester rezulta OH =0A+0B+0C (2)

Deci din relatia ( 1) si (2 ) obtinem: OH =306 = O, G, H sunt coliniare

si  OH=30G
3.5.) Intr-un triunghi oarecare ABC are loc inegalitatea: cosA + cosB + cosC < g
Demonstratie:
c
N
M
A =+ B
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presupunem ca cea mai mica latura este AB

Luam punctele M e (AC) si N e (BC) astfelincit AM = BN =AB

Evident MN = MA + AB +BN

ridicand la puterea a doua obtinem:

MN2=3 AB2+2 (MA-AB + MA-BN + AB -BN)
MN2 =3 AB? + 2 (- AB? cosA - AB? cosB - AB? cosC )
MN2=AB?[3-2(cosA +cosB +cosC)]>0

deci COSA + cosB + cosC <

N | w

Egalitatea are loc daci A ABC este echilateral.

Majoritatea problemelor de geometrie pe care o intdlnim in clasele gimnaziale cat si
liceale au mai multe metode de rezolvare.

Foarte multe teoreme si probleme se pot demonstra mai simplu si mai scurt folosind
metoda vectoriald si nu cea elemetard. Este bine sd cunoastem mai multe metode ca la
demonstrare sa putem alage metoda cea mai adecvata.

Cu prezentarea problemelor de mai sus am vrut sa va demonstrez ca multe tipuri de
probleme in geometrie se pot rezolva mult mai scurt si elegant folosind metoda vectoriala.
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7. O ALTA DEMONSTRATIE A PROBLEMEIE : 15112
DIN G.M. 12/2016

Prof. Buzea Gabriela,
Scoala Gimnaziala Nr. 56, Bucuresti

Fie ABCD un paralelogram, BELAC, EEAC, iar M si N mijloacele segmentelor DC,
respectiv AE. Stiind ca MN_LNB, demonstrati ca ABCD este dreptunghi.

(Traian Preda, Bucuresti)

Solutie : 5 y c
Fie MNNAB={S}. _' E
Construiesc NP||[EB, PEAB |
si CTIMN, TENB. _' N L
Fie CTNAB={R}. | T
CT || MN A 5 P R B
MNJ_NB}:»CTJ_NB
CT L NB
Tn triunghiul NBC, { BE 1L NC } = H ortocentru = NH 1 BC (1).
CT N BE = {H}
o NP || EB N AB
—ano — — _ a5
intriunghiul AEB, m(E)=90°, ' . [AE]} = Pmijl.[AB] = AP = PB = EP = 2 (2),

MC = SR,
Din MCIISR si MN|ICR, rezulta ca MCRS paralelogram= dar MC = MD = %c} 3).

Din (2) si (3) rezultd ca AP=SR=PB.

Fie AS=a, SP=b, AP=a+b.

Atunci PR=a, RB=b, SP=RB=Db (4).

NP|IBE= m(xAPN)=m(xABE)= m(xSPN)=m(«xRBH)(5).
Din MSJICR si NPlIHB= m(xSNP)=m(«xRHB) (6).

SP = RB(4)
Cum { m(«SPN) = m(<RBH)(5) }=ASNP=ARHB=
m(&xSNP) = m(<RHB)(6)
paralelogram=
NH || BP

DarNH 1 BC,cf (1)
dreptunghi.

NP = HB

Dar, NP | HB} = NHBP

} = PBL BC =ABLBC, si cum ABCD paralelogram=>ABCD
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8. NEW SOLUTIONS FOR SOME PROBLEMS FROM LA
GACETA DE LA RSME

by Nela Ciceu, Rosiori, Bacau si Roxana Mihaela Stanciu, Buzau

PROBLEMA 281. Propuesto por Juan Bosco Romero Marguez.
Sea A < w/2 el mayor angulo de un triangulo ABC. Si a, b, ¢ son las longitudes
de los lados y 7, R los radios de las circunferencias inscrita y circunscrita respectiva-

mente, probar que
20R+r)<b+c< a + 2v/3r.

i Cuando se alcanza la ieualdad?
4 &

Solution: We have

b+c<a+2-t.-’r§r=rb+c-a\<\2‘,;'@1‘4:&;)-0,Q-ﬁi

=0 -0)'<plp-o)(p-b)(p-c a+b+c)(h+c 0) <3(ath-c)(a—b+c)
44’ -4’ S dab = 2eosA < 1= A2 60°,

true, because the greatest angle of an triangle have the least 60°.

We have equality iff the triangle is equilateral.

Denoting t = tan ? we obtain:

R+ <b+ces R-a<2(p—a)-2 < R-Rsind < p-a—(p—a)tand

2
R(1-2z)< o)1= =R < p-a)1-.

Since A<90°, we have t <1. If t =1we have equality; if t = 1it remains to show that

R1L-0)<p-a)(1+6) s R1-0 < (p-0)—f = R(L-) <&

cosEA
)
R(l—t)%%;=»R(l—t)<4:;f=ua(l—t)~<..4?"=»a(1—t)~<.4t(p—

=X (2b+2c 2a+a)¢=t>m

Since, t > t?it suffices to prove that
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i &:j ot bl Hie -t -

<=>a’b-b’+a’c-c’-abc +b’c-abc +bc?>=0
<=>b(a’-b?) + c(a’- c® - be(a-b) - be(a - b) >=0
<=> (a-b)(ab+b*-bc) + (a- c)(ac + c*-bc) >= 0,

True because the lengths sides a is the largest.

We are done!

ProBrLEMA 282, Propuesto por Cristobal SinchezRubio, I. E. 5. Penyagolosa, Cas-

fellin.
Desde un punto P exterior a una circunferencia dada de radio B trazamos las

tangentes PT v PT'. Sean TT' = 2¢, r el inradio del triangulo PTT' v r, el radio
de la circunferencia exinscrita tangente al lado T'T'. Probar que la cantidad

G
V2412422

es independiente de la posicion del punto F.

Solution:

Let O be the center of the given circle and R it’s radius. We denotes M the midpoint of TT'.

If PO =d, using the power of the point P and usual formulas we obtain successively that

P _d-R* TM_PTTO R/d'- Rl

_ 2 _ D\ =4l_p? = =
g ni
202: ZR (cff R )!
' i_pi Sar_ Dt S di—p2
(prr)=TE P RERVER _pp gy = g+ BRI
Yields that
R(d-R)/d-R' d R-R) _R@-R)/-R 4 _R{+H)
d R - 4 " ¢ (d-R)/d-R* d
2 2 1 1(1i_ p?

Hence, \/r? +r” +2c* = 2R, and we are done!
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ProBLEMA 286. Propuesto por Joaguim Nadal Vidal, I. E. 5. Cassa de la Selva,
Cassd de la Selva, Girona.

Sean D v E, respectivamente, puntos en los lados BC v AC de un triangulo
ABC'. Sean O el punto de interseccion de las rectas AD y BE y F el punto de
interseccion de C'O v AB. 5i

bo _~  EO _ . Fo_
) oc "

iqué relacion existe entre p, g v r7

Solution:

We denote

x=BD/DC, y=CE/EA, z=AF/FB.
Since xyz=1(by Ceva’s theorem) , we have

=z(1+x),%=m(1+y) Loy+2).

=z+ ,
T

—

e |

1 1
P p

Yields that

$= Q+2)(1+y) (1 +2)=2+z+y+z+oy+yz+oz=

=24z+t4g+iy+l=osl 1yl
y TV p g T

=pq+qr+rp+2pgr=1.

ProBrEMA 289. Propuesto por Cristébal Sanchez Rubio, I. E. S. Penyagolosa, Cas-
tellon.

En el triangulo ABC', la bisectriz interior del angulo A corta al lado opuesto en el
punto D. Los puntos O, Oy v O son los centros de las circunferencias circunscritas

a los triangulos ABC', ABD y ACD, respectivamente. Probar que O0O; = O0s.

Solution:
We have
00, 1L AB , 0,0, L AD;so 00,0, = Z/BAD.

00, L AC , 0,0, L AD;s0 00,0, = ZCAD.
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Since AD is bisector yields that triangle OO,0, is isosceles with OO, =00,, and we are

done.

ProBLEMA 293. Propuesto por Joaguim Nadal Vidal, Llagostera, Gerona.

Sobre cada uno de los lados de un triangulo ABC', y hacia su interior, levantamos
un cuadrado de modo que los lados de estos cuadrados que son paralelos a los lados
del triangulo, pero no estan contenidos en ellos, forman un triangulo A’ B’C” interior
al triangulo ABC (que obviamente es semejante a ¢él). Si la razon de semejanza

AB|/|A'B’| = k, probar que k > 2v/3 + 1.

Solution:

Let B,B, the sides of square with order C-B, —B, — A and C,C, the sides of square with

. sin(£C,AA’
order A—C, —-C, —B. Since A'C, - A'B, =9, we have _(—1,)=E, we deduce
k k sin(£B,AA’) Db

that AA" is the symmedian from A of triangle ABC. Let L be the point of Lemoine; if S is

the area of triangle, then the distance from L to the sides ABis — ZSZC -
a“+b°+c
2S¢
22 2,2 2 12, a2
Because AALB ~ AA'LB' we obtain -0 — 8’ +b%+c? 4, & HD +C
AB"  25¢ ¢ 25

a’+b%+c? k

Hence, k> 2v/3+1< a2 +b% +c? > 4435 | i.e well-known lonescu-Weitzenbock inequality,

and we are done.

ProOBLEMA 298. Propuesto por José Luis Diaz Barrero, Universitat Politécnica de

Catalunya, Barcelona.
Sean a, by ¢ tres nfuneros positivos tales que ab + be + ca = 3abe. Demostrar que

a+b b+c c+a
—_ < 3.
\/ ¢(a? +b?) + a(b? + c2) - b(c? +a?) —

Using Cauchy-Buniakovski-Schwarz inequality, the hypothesis and inequalities

Solution:

a+b _a+b b+c _b+c c+a _c+a -
< , < \ < , *)
a’+b*> 2ab b*+c®* 2bc c’+a’® 2ca
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we have
ﬁ. /a_+b+ﬁ. /ﬂ+ﬁ. [c+a 2“‘2‘5(1+1+1j( ath  bec c+aj
c Va?+b? a \b?+c? b Vc?+a® ~la b cla*+b? b?+c® c?+a?

hwotests *a+b ~ b+c  c+a \O (a+b b+c c+a ab +bc + ca Mpothesis
= 3ot otz 2|5 + + =3 = 9.
a‘+b° b°+c® c“+a 2ab  2bc 2ca abc

ProBLEMA 304. Propuesto por Marcel Chirita, Bucarest, Rumania.

En un triangulo ABC', sean M el punto medio del lado BC' y D el punto medio
de la mediana AM. Si la recta perpendicular al segmento DM en su punto medio
pasa por el ortocentro del triangulo ABC', probar que ZBDC = 7/2.

Solution:

Lemma. Let ABC be a triangle with the orthocenter H and BB’, CC' the altitude. If B'C’
intersect the extend of BC in P and M is the midpointon BC, then PH 1. AM .

Proof. Let T be the symmetric of H with the respect to M ; it is well-known that T belongs
to circumcircle. Since the symmetric of H with the respect to BC belongs to circumcircle we

deduce that AT is the diameter. Then A” =Pr,,, A eCircumcircle.

BC is radical axis of circles BCB'C’ and ABC;
B'C’ is radical axis of circles BCB'C' and AC'HB'.

Hence P is radical center of the circles ABC, BCB'C’ and AC'HB’. But the radical axis of
the circles AC'HB' and ABC is AA", so the points A, A" and P are collinear.

From MH L AP we deduce that H is the orthocenter of triangle APM ,i.e. PH L AM , and

we are done!

We assume that b > ¢ and we denote m= AM . By Menelaus theorem we have

PB B'C C'A accosB
. ) -1= PB = , then
PC B'A C'B bcosC —ccosB
2 3
PM =PB+2 = a a

2 2(bcosC—ccosB)  2(b? —c?)’
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2

a 2 2

—+M —C b2 _Cz
Since cos/ZBMA = 4 = and cos/BMA = TR we obtain

DM

am 2am

m(b? -c?) b?-c?

3 = a=m.
a am

In triangle BDC, the median BM is half of BC, hence the triangle is right-angled with

~,BDC =Z.
2
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