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1. PROBLEMA LUNII OCTOMBRIE 2017

FO.RO

Matematica

Se da un triunghi ABC, numerele reale strict pozitive m, n, p si punctele B € [AC], C e [AB]
~¢cB' m Ac’ =n o ' .
astfel incat —;—= —, =77 = — . Sa se arate ca dreptele BB, CC sunt perpendiculare daca si
B'A  p ' C'B m
numai daca

2
(mM—n+p)AB*+ (M+n—pAC =(Mm+n+p+ E)BCZ.
m

Prof. Manescu Avram Corneliu

Asteptam solutii cat mai interesante panda pe data de 4.11.2017 pe adresa de e-mail
revista@mateinfo.ro
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2. SOLUTII PROBLEMA LUNII SEPTEMBRIE 2017

FO.RO

Matematica

Sa se arate ca in orice triunghi ABC este adevaratd inegalitatea

1 1 64p° (9R* +4r°)

LR AT e

sin*=— cos*—
2 2

Marin Chirciu. Pitesti

Solutie.
Pentru demonstratia acestei inegalitdti vom prezenta mai intai cateva rezultate ajutdtoare.
Lemal.
InAABC
5 1 p*+p?(2r’~16Rr)+32R°r* +1'
= 7 .
sin* 2 r
2
Solutie.
> 1 > b*c? szc’z(p—a)2 p° + p4(2r2—16Rr)+ p2(32R2r2+r“)
= 2 2= 2 = Co)
sin‘2 “(p-b)’(p-c)  [l(p-2) pr

p* + p? (2r2 —16Rr)+32R2r2 +r!

r4

Lema?2.
In AABC
2
S —ar
sin® —
2
Solutie.

Folosind Lemal inegalitatea de demonstrat se scrie:
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p*+ p*(2r* —16Rr)+32R%r* +r* _12R?

; — < p'+p*(2r*—16Rr)+32R%r* +r* 212R"r?

r r
& p*(p®+2r° —16Rr )+ 20R’r* +r* 0.
Distingem cazurile:
Cazul 1). Daci p® +2r° —16Rr > 0, inegalitatea este evidenti.
Cazul 2). Daci p* +2r° —16Rr < 0, inegalitatea se rescrie:
p’ (16 Rr—2r*— pz) <20R’r*>+r*, care rezultd din inegalitatea lui Gerretsen:
16Rr —5r° < p® <4R?*+4Rr +3r’ .Rimane si aritim ci:
(4R?+4Rr +3r?)(16Rr —2r* —16Rr +5r”) < 20R°r* +r* < 3(4R*+4Rr+3r”) <20R* +r°
& 2R?-3Rr-2r*>0 <:>(R —2r)(2R + r) >0 , evidenta din inegalitatea lui Euler: R > 2r.
Egalitatea are loc pentru triunghiul echilateral.

Lema3.
In AABC
1 p*+p(2r*—32R%)+(4R+r)’
Zcos“é i p* |
2
Solutie.

b2c? p*+p’(2r*—32R%)+(4R+r)’

POy

cos“? p*(p-a)’ p*
Lema4.
In AABC
S—2y
cos* 23
Solutie.

Folosind identitatea de mai sus inegalitatea se scrie:

“+p*(2r?-=32R?)+ (4R + 1)’
p'+p?( )+(4R+1) z% = 3(4R+r1)" > p*(13p® +96R* —6r°) , care rezulta din
p

inegalitatea lui Gerretsen p> < 4R” +4Rr +3r” Ramane s aratim ca:

3(4R+1) > (4R” +4Rr +3r°)  13(4R” +4Rr +3r° ) + 96R” —6r° | <

11R* - 2R°r —31R?r* ~15Rr’ —6r‘ >0 <> (R—2r)(11R°+20R’r +9Rr* +3r°) 20 , evidents
din inegalitatea lui Euler: R > 2r.

4
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Egalitatea are loc pentru triunghiul echilateral.
Lemab.

> a*>16S>.
F. Goldner, Elem.Math.4/1949
( Inegalitatea lui Goldner, 1949, itemul 4.10, O.Bottema ,Geometric Inequalities) ;

Solutie.

Folosind identitatea cunoscuta in triunghi 3" a* = 2| p*~2p?(4Rr +3r7 )+ r? (4R +1)" |,
inegalitatea se scrie:

2[ p*—2p*(4Rr+3r?)+r° (4R + r)z} >16p°r* < p°(p*—14r’ —8Rr)+r*(4R+r)’ >0,
Distingem cazurile:

Cazul 1). Daci p>—14r° —8Rr >0, inegalitatea este evidenti.

Cazul 2). Daca p® —14r? —8Rr <0, inegalitatea se rescrie:

p’ (8Rr +14r° - pz) <r? (4R + r)2 , care rezultd din inegalitatea lui Gerretsen:
16Rr —5r° < p® <4R?*+4Rr +3r’ .Rimane si aritim ci:

(4R?+4Rr +3r%)(8Rr +14r* ~16Rr +5r*) <r’(4R+r)’ <
(4R*+4Rr+3r”)(19r* -8Rr) <r’(4R+r1)’ < 8R*—7R’r —11Rr’~14r’ >0

< (R- 2r)(8R2 +9Rr + 7r2) >0 , evidenti din inegalitatea lui Euler: R > 2r.

Egalitatea are loc pentru triunghiul echilateral.
Sa trecem acum la rezolvarea inegalitatii propuse.

64p°(9R* +4r°
Inegalitatea de demonstrat se mai scried a*->’ 1 1 NE P ( 2 )
4

care

A

SIn"— COS™ —
2 2

rezultd din urmatoarele inegalitati:

D a*>16S?, vezi Lemab.

1 12R? .
>—— vezi Lema2.
Z 4 A rz

Z 1 ZQ’ vezi Lemad4.
A
cos* —
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r? 3 3

2 64p*(9R? +4r’
Obtinem » a*- ) 1A+ L I>16s (QR +E]2 P( )

Egalitatea are loc pentru triunghiul echilateral.

ALTE SOLUTII
1. Roxana Mihaela Stanciu, Buzau si Nela Ciceu, Rosiori, Bacau

Deoarece

( . ZAJ ( ZAJZ [ZR—rjz (4R+rj2 10R? + 2Rr +r?
D sin? = cos?—| = + = - ,
2 2 2R 2R 2R

aplicand inegalitatea lui Bergstrém si teorema sinusurilor obtinem

.4 A . A
1 1 sin® > cos’ >
- >
2 AT AITA A AT A LA
sin® —~  cos* = sin* —cos* = sin® ~cos* =
2 2 2 2 2

(Zsm j ( cos’ j , , , ,
S 2) _10R"+2Rr+r” 256R 128R (10R +2Rr+r)

> sin’ —cos“é 2R’ Za Y.al

2
Ramane de aritat ci 6R*(LOR® + 2Rr +r?) > p?(9R* +4r?).
Folosind inegalitatea lui Gerretsen, AR? + 4Rr +3r* > pz, este suficient si demonstram ca
6RZ(10R? + 2Rr +r?) > (4R?* + 4Rr +3r®)(9R? + 4r?)
< 24R* —24R°%r —37R?r? —16Rr* -12r* >0

< (R—2r)(24R? + 24R?*r +11Rr* +6r°) > 0, evident adevirati cu inegalitatea lui Euler,
R>2r.

2. Gheorghe Alexe si George-Florin Serban, profesori Liceul Pedagogic
“D.P.Perpessicius”, Braila

Vom folosi urmatoarele rezultate cunoscute:

1 _8R(2R-T) 1 8R(4R +1)
1)2 2 . 2) Z - 2 :
sin —sng r cosz—cosZE P

2 2
3)Y a*>165% =16p’r>.

3RJ_

4) 4R+r>p+/3. 5) > p. (Mitrinovici) 6)R=>2r. (Euler)



http://www.mateinfo.ro/

REVISTA ELECTRONICA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 - OCTOMBRIE 2017 WM ANEVET01 (€0

5 1 .y 1 _8R@@R-1) Loy 1 _8RMR+1) |

2 2
sin* = sin? Ssin? & r cos* — cos? B cos? © P
2 2 2 2 2 2
adun, > ( 1 1 )28R(2R_r 4R+r) Din 3) rezulta 3) a*>48p°r’.Le
.4 A 4 A r? p’
sin“= cos* =
inmultim,
By Y)Y (1 ) > 48p°r? 8R(ER-T  ARET) - 64p?(9R?+ 4r2).Vom arata ca:
sin*= cos* = r p’
2 2
48p2r2-8R(2F\;2_r 4Rp+r)>64p (9R%+4r2). Deci
6Rr? (2R 2Ry 5 9R%4 4r2,
4R+r 4R+r

12R? —6Rr +6Rr?( )>9R?+4r?, 3R*-6Rr +6Rr*( )—4r* >0,

3R(4R +r) 2r?
2

3R(R—2r)+2r7[ -2]=0, 3R(R- 2r)+—[3R(4R+r) 2p®]=0,dar
p?

R—2r>0,din 6)deci 3R(R-2r)>0.Aratam ca 3R(4R+r)—2p®>0.Aplic 4)si5) sile
inmultim,

M p>\3, 3R(4R+r)=2p?, 3R(4R+r)—2p? >0.Le adun si obtinem

2
inegalitatea ceruta 3R(R-— 2r)+2—[3R(4R+r) 2p®]>0.Egalitate avem < R—2r =0 si
p?

3R\3
2

3R(4R+r1)—2p? =0, <> AABC echilateral. 3ry/3<p<

, (Mitrinovici).

2/0D2 2
Deci Z( 1 N 1 >64p (9R +4I’).

COS4A) S 3D
2

N | >
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3. Marian Cucoanes
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3. O INEGALITATE ALGEBRICA SI APLICATII ALE EI IN TRIUNGHI

Marin Chirciu, Pitesti'
Articolul porneste de la o inegalitate algebrica si obtine relatii de forma

E2+n.~>94 0
R 2

unde E este 0 expresie care depinde de elemente ale triunghiului si n este un numar real dintr-0
multime precizata.

Lema.
2
Daci X,y,2>0 atunci(5+l+£j >(x+y+ z)[£+1+1j
y z X X y z
Solutie.

2 2
Inegalitatea este echivalentd cuzx—2+ ZZX > Z£+ Zl+3 & ZX—2+ Zl > Zi+3 ,
y X y X y X y
2

adevarata din adunarea inegalitatilor ZX—Z > Zﬁ si zl >3, prima rezultand

y X
dina®+b*+c*>a+b+c, cua,b,c>0,abc=1 si luaim
a= i,b = 1,0 -z , 1ar a doua din inegalitatea mediilor.

y z X

Egalitatea are loc dacd si numai dacix=y=1z.

Aplicatii in triunghi.
Aplicatia 1.
In triunghiul ABC

2
(§+9+Ej +n.%29+g, unden<2.

b c a
Solutie.
Punem in Lemi (X, y,z)=(a,b,c) si tinem seama
ca(a+b+c)(1+1+1]= 0. P’ +r?+4Rr _ P’ +r?+4Rr Z16Rr—5r2+r2+4Rr _10_2",
a b c 4Rrp 2Rr 2Rr R
nde inegalitatea de mai sus rezulti din inegalitatea lui Gerretsen p° >16Rr —5r? (G).
2r r

Réamane sa aratam ca (1): 10 Ly >9 +2 < (2-n)(R-2r)>0, evidenta din inegalitatea

lui Euler R > 2r si conditian< 2.
Aplicatia 2.
In triunghiul ABC

. H H 2
s!nA+anB+5!nC +n.L29+E,undens2.
sinB  sinC  sinA R 2

Solutie.
Folosim teorema sinusurilor si Aplicatia 1.

! Profesor, Colegiul National ,,Zinca Golescu”, Pitesti
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Aplicatia 3.
In triunghiul ABC

2
&+&+& +n-L29+E, unden<2.
h, h. h R 2

C a

Solutie.
. 25 .
Folosim h, =— si Aplicatia 1.
a

Aplicatia 4.
In triunghiul ABC

2
I I r r n
24byp ¢l 4n.—>9+—,unden<16.
r-b rc ra R 2

Solutie.

Punem in Lemi (X, y,z)=(r,,,,r,) sitinem seama

ca(r, +1, +rc)(£+rl+r£]=(4R+r)-%:l+$. Ramane s aratim ca:
b

a C

(2): l+$+n-%29+%@8R2—(n+16)Rr+2nr2 >0« (R-2r)(8R—nr)>0,

evidenta din inegalitatea lui Euler R > 2r si conditian <16.
Aplicatia 5.
In triunghiul ABC

2 2 22
(a +b_+c_j +n-%29+2,unden$6.

b2 2 al
Solutie.
Punem in Lemﬁ(x, Y, Z) = (az, b?, CZ) si tinem seama
1 1 1 1 ©16Rr—5r?—r?—A4Rr 6r
a(a’+b’+c?)| S +—+= |>2(p®~r>—4Rr)- > =12——
Ca( )(az b? CZJ (p )2Rr Rr R

Ramane si ardtam ca (3): 12 —% +n % >9 +2 < (6-n)(R—-2r)>0, evidentd din inegalitatea
lui Euler R > 2r si conditian <6.

Aplicatia 6.

In triunghiul ABC

sinA sin’B  sin’C
=2 + =2 + =2
sin“B sin“C  sin“ A

2
j +n-L29+E, unden<6.
R 2
Solutie.
Folosim teorema sinusurilor si Aplicatia 5.
Aplicatia 7.
Tn triunghiul ABC

2
P=a P=b P=Cl 1. Fs9 D inden<is.
p-b p-c p R 2
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Solutie.
Punem in Lemi (X,y,z)=(p—a, p—b, p—c), tinem seama

1 1 1} AR+T
+ =p-

ci(p—a+p-b+p —c)( :1+ﬁ§i apoi inegalitatea(2) de la
r

+
p-a p-b p-c p
Aplicatia 4.
Aplicatia 8.
Tn triunghiul ABC

2

2 2 2
- oo r n
2 +2+% 1 +n-—>9+—,unden<32.
ooroor R 2

c a

Solutie.
A - 2 2 2 ..
Punem in Lemi (X, Y,2) :(ra BT ) si tinem seama

c

i 1.1 .1 p*—2r" —8Rr
ca (1 +1; +rcz)[r_j+r_f+gj:[(4R+r)2_2p2J'TZ

2 2
BRr —5r 5 22 r—8Rr = 8R_ 7, unde inegalitatea rezulta din inegalitatea lui
r-p r
Doucet (4R +r)° >3p?, (D) si Gerretsen p®>16Rr —5r?, (G) .
Ramane sa aratam ca (4):
§5—7+n~%29+g«316wt{n+3aRr+2mi20<:(R—2005R—nQ20,
[
evidenta din inegalitatea lui Euler R > 2r si conditian <32.
Aplicatia 9.
In triunghiul ABC

>(3p*-2p°)

A Bl
2., "2, 2 +n.L29+E,unden£16.
mE wg wé R 2

2 2 2

Solutie.
Punem in Lemi (X, y,z) = (tg?, tg%,tg% , tinem seama
cé(tgé+th+tg Ej 1A + 1B + 1C = 4R+r P =1+ﬁ§i apoi vezi inegalitatea (2) de
2 2 2 g2 tg= tg— p r r
2 2 2
la Aplicatia 4.

Aplicatia 10.
In triunghiul ABC
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Solutie.
Punem Tn Lemi (X, Y, z) =(tgzg,t 2g,tg2%j , tinem seama
AR+r1)*=2p® p?_2r2_gRr(®+9)
cé[tgzéﬂgZEHgZEj ! + ! + ! :( )2 PP 2r2 8Rr >
2 2 2 tgzé tng tgzg p r
2 2 2
(D+G) 2 M2 _ 9?2 _Ep2_9e2
> 3p 22p (LBRr—5¢ 22r 8Rr:8—R—7§iapoivezi (4) de la Aplicatia 8.
P r r
Aplicatia 11.
In triunghiul ABC
2
sin® — sian stE . 0
+ 2, i +n-—>9+—,unden<30.
sin?’—= sin’—=  sin?= R 2

Solutie.

Punem n Lemi (X, Y,z) = (sinzg,sinzg,sinzgj si tinem seama

2
sinzg sinzg sinZE 2R r

2 2 ©)
ca(sinzgﬂinzgﬂinzgj R 1C :(1_Lj.p +1°—8Rr ¢

(g)(l_Lj.16Rr—5r2+r2—8Rr _ 2(2R-r)’ |
2R r? Rr
2
2(ZR—_r)+n-L29+E<:>16R2—(n+34)Rr+(2n+4)r220
Rr R 2
&< (R-2r)[16R—(n+2)r]>0,evidentd din R > 2r ( Euler ) si conditian <30.

Aplicatia 12.
In triunghiul ABC

Réamane sa aratam ca (5):

cos’= cos? B cos? ¢ . 0
+ é+ i +Nn-—>9+— ,unden<2.
cos? cos? > cos? > R 2

Solutie.
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n . A B cC) ..
Punem n Lemi (X, y,z) = (Cos2 E,COS2 —,cos? Ej si tinem seama

(A oB ,CY 1 1 1 r AR+ Y
cd| C0S"—+C0S° —+C0S” — A+ B + c = 2+— || 1+ )
2 2 2 coszz cos’— cos*= 2R P

Ramane sa aratam ca

(6):(2+$j{1+(4R+rj }+n-%>9+2<:>(4R+r)3 > pz[(n+14)R—(2n+1)r]20.

p
Distingem cazurile:
1)Daci (n+14)R—(2n+1)r <0, inegalitatea este evidenta.

2
1)Daca (n+14)R—(2n+1)r >0, folosim inegalitatea Blundon-Gerretsen p’ s% si
ramane sa aratam ca:

2
(4R+rY’ 2%[@ +14)R—-(2n+1)r | < (2-n)R*+(2n-3)Rr—2r’ >0

< (R-2r)[(2-n)R+r]>0, evidentd din R>2r (Euler) si conditian<2.
Aplicatia 13.
In triunghiul ascutitunghic ABC este adevarata inegalitatea
2
COSA+ cosB +COSC +nL>940 ,unden<6.
cosB cosC cosA R 2

Solutie.
Punem n Lem{l(x, Y, Z) = (COS A, cos B,COSC) si tinem seama

2 2_ 2
cé(cosA+cosB+cosC)( 1A+ 1B+ lez(“%j'%'
cosA cosB cos p?— iy

Dacan <0, inegalitatea este evidentd: primul termen din stanga este >9 sin-—2>

| =
NS

Tn continuare vom consideran > 0. Este suficient si aratim ca:

2 2 _qp?
(1+LJ.L8RZ+WL29+E©
RJ p*—(2R+r) R 2

(4n+4)R®+(64—4n)R%r +(20-7n)Rr? +(2-2n)r* > p’[ (n+16)R—(2n+2)r |,
care rezultid din inegalitatea lui Gerretsen p° < 4R* +4Rr +3r? si observatia
cd(n+16)R—(2n+2)r >0 pentrun >0 ( vezi inegalitatea lui Euler).

Ramane sa aratam ca:

(4n+4)R°+(64—4n)R*r +(20—7n)Rr* +(2—-2n)r’ >

>(4R?+4Rr+3r%)[ (n+16)R—(2n+2)r | <
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4R*~(n+10)Rr+(2n+4)r’>0 < (R—2r)[4R—(n+2)r] >0 , care este evidenta din

inegalitatea lui Euler R > 2r si conditian<6.
Aplicatia 14.
In triunghiul ABC

2

A B C
atg— btg— ctg— r n

B
btg— ctg— atg—
92 g2 g2

Solutie.

Punem in Lemi (X, y,z) :(atgg,btg%ctggj , tinem seama ca

2 2 G) _ 2
A 1 P 8Rr;2(2R r)

=2(2R-r) si apoi vezi inegalitatea (5) de la

a-tgé 4Rr? Rr

2
Aplicatia 11.
Aplicatia 15.
Tn triunghiul ABC

2
asin’2 psin?2 cin2S . 0
5+ 2 i +n-E29+E,undens48.
bsin®— csinzE asin®—

Solutie.

N < .,AL . ,B . .. <
Punem n Lemi (X, y,z)=[asm2§,bsm2§,csngj si tinem seama ci

4 2 2 2_6R 3 4R
ZasinZQZ%: p(l_Lj. p*+2p’(r r)+r(4R+r)

a-sin®>— R 4Rrp
2
R—r)| p?(p?+2r2—12Rr)+r’(4R+r) | ?
:( )[p (p o= ) ( )] 24(5—1)(2—%) . Aratam ca (9):

2
4(5— j(z—%j +n-%29+2<:>32R3—(n+82)R2r +(2n+40)Rr?—8r° >0
r

& 32R°—(n+82)R’r +(2n+40)Rr* —8r° > 0 <> (R—2r)[ 32R* —(n+18)Rr +4r* | 20 care

este evidentd din inegalitatea lui Euler R > 2r si conditian <48.
Aplicatia 16.
In triunghiul ABC este adevarata inegalitatea

2
ar, br. cr r n
—a b, c| 4tn.—>9+— ,unden<30.
br, cr. ar, R 2

Solutie.
Punem in Lemi (X, y,z)=(ar,,br,,cr,), tinem seama ca
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2 2_ ©) _ 2
Zarazi=2p(2R—r). p™ " ~8Rr ; 2(2R-r) si vezi (5) de la Aplicatia 11.

ar, 4Rr’p Rr
Aplicatia 17.
In triunghiul ABC este adevarata inegalitatea

2
hara +hbrb + hCrC +n- r 29—}—2 , unden<2.
hbrb hcrc hara R 2

Solutie.
Punem in Lemi (X, y,z)=(h,r,

a‘a’

2
Zharazi=$[ +(4R+r) J 4Rtr (2+%}[1+[4R+rj }i vezi inegalitatea (6)

hr,,h.r,), tinem seama ca

h.r, p p
de la Aplicatia 12.
Aplicatia 18.

Tn triunghiul ABC este adevirati inegalitatea
2

higs htgohtgs higs N
2 | 2 2 2 | yn.—>9+—  unden<2.
b 2 C 2 a 2

Solutie.

Punem in Lemi (X, y,z) = (ha tg%, h, tgg, h, tg%j , tinem seama ci

2
2Rp[p +(4R+T) } 4Fi;r [2+$j[1+(4Rp+rj } si vezi
2

inegalitatea (6) de la Aplicatia 12.
Aplicatia 19.
In triunghiul ABC este adevarata inegalitatea

A B C
h.ctg— h ctg— h ctg—
ag2 bg2 cgz

n
- Cth+h CthJrh Ctgé +n-—29+§ ,unden<30.
°TEp tTE o eTEo

>h, tg

2

Solutie.

Punem in Lemi (X, y,z) = (ha ctgg, h, ctg%, h, ctg %) , tinem seama ci

2 4+r?—8Rr r© —ry
Zhactgéz 1 :p(p i )-2R r;Z(ZR ") si vezi inegalitatea (6) de la

h, ctg g 2Rr rp Rr

Aplicatia 12.
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Aplicatia 20.
In triunghiul ABC este adevarata inegalitatea

hasinzé hbsian h,sin® = . N
B+ + +n-—>9+— ,unden<16.
hbsinZE h,sin*=  h,sin*— R 2

Solutie.

Punem n Lemi (X, y,z) = (ha sinzg, hbsinZE, hcsinzg) , tinem seama ci

r(4R+r .
Zhasinzéz ! = ( )-£=1+B si vezi (2) de la Aplicatia 4.
: 2
Aplicatia 21.
In triunghiul ABC este adevarata inegalitatea
2
h, cos? 2 h, cos? S h, cos? & . 0
2 2. 2| 4n-—>9+— ,unden<16.
2 A R 2

h, cos’ B h, cos® ¢ h, cos® —
2 2 2
Solutie.

Punem in Lemi (X, y,z) = (ha coszg, h, cos’ % h, cos® %) , tinem seama ca

2 2R(4R+r .
>h, 003252; :p—-Q:Hﬁ si vezi (2) de la Aplicatia 4.
2% oA 2R rp r
Aplicatia 22.
In triunghiul ABC este adevarata inegalitatea
2
h tg2é h, tng h tgzg
) 2, 2 r n
5+ ct A +n-—29+5,unden318.
htg?— htg?*= h,tg°—=
b g 2 c g 2 a g 2

Solutie.
~ - 2 A 2 B 2 C .. -
Punem in Lemi (X, y,z)=| h, tg > h, tg E’hc tg > s tinem seama ci

» A 1 _2R-r r 20 37| Dot
zhatg E n t92§_ r2 Zsz[p (I’ 8R)+(4R+r)} >
2

a

Doucet —
J 2R |2r .
2Rrp
Este suficient sa aratam ca (7):

[ p*(r—8R)+3p*(4R+r)| = 2(R+r|i(rZR—r).

www.mateinfo.ro
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2(R+r)(2R-r) r

+n-E29+g<:>8R2—(n+14)Rr+(2n—4)r2 >0« (R-2r)[8R+(2-n)r]=0

care este evidentd din inegalitatea lui Euler R > 2r si conditian <18.
Aplicatia 23.

Tn triunghiul ABC este adevirata inegalitatea
2

hactgzg hbctgzg hcctgZC

5+ ct i +n-L29+E,undens74.
hbctgzz hcctgzz hacthE 2

Solutie.

Punem in Lemi (X, y,z) = (ha ctg® ? h, ctg® % h, ctg® %) si tinem seama cd

?(p*+r?=12Rr) 2R(4R+r)—- p?
Shog Ay L PP 2R 2R(Rr)-p?
2% ctgzé 2Rr rp
: 2
p?+r?—12Rr 2R(4R+r)-p? (§>16Rr—5r2+r2—12Rr 2R(4R+r)—4R?—4Rr—3r® _
2Rr? r - 2Rr? r -
4r(R-r) 4R*-2Rr-3r? ( rj 4R* 2R
- . =2|1-— | 2223,
2Rr r R)Lr r

Este suficient sa ardtam ca (8):

2

2f1- L) 2R 2R 3|inL 504D 16R - 24RY - (n+22)Rr? +(2n+12)r° 20
RLT r R 2

(R- 2r)[16R2 +8Rr—(n+6) r2] >0, care este evidentd din inegalitatea lui Euler R > 2r si

conditian <74, care asigura pozitivitatea parantezei drepte de mai sus.
Aplicatia 24.
In triunghiul ABC este adevarata inegalitatea
[ha+2ra N h, +2r, N h. +2r,
h,+2r, h +2r, h +2r,

2
+n'L29+H ,unden<2.
R 2

Solutie.
Punem in Lemi (X, y,z) =(h, +2r,,h,+2r,,h +2r,), tinem seama ca

1 p2+(4R+r)" 4R+r r AR+rY |
> (h,+2r)>" = R —= 2+ﬁ 1+ si vezi

h, +2r, p p
inegalitatea (6) de la Aplicatia 12.
Aplicatia 25.
In triunghiul ABC este adevarata inegalitatea

2
L-r L-r r-r r N
2= b7 K +Nn-—>9+— ,unden<30.
L-r r-r r-—r R 2

Solutie.
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Punem in Lemi (X, y,z)=(r,—r,r,—r,r,—r), tinem seama ca

1 p?+r?—8Rr ©2(2R-r)’
r—r =2(2R-r)- >
2(R-r2 r-r ( ) 4Rr? Rr
Aplicatia 26.
In triunghiul ABC este adevarata inegalitatea

h,—r h—-r h—r ’ r n 16
a4 + £ +Nn-—>9+— ,unden < —.
h,—r h.—-r h-—r R 2 3

si vezi (5) , Aplicatia 11.

Solutie.
Punem in Lemi (X, y,z)=(h, —r,h,—r,h,—r) si tinem secama ca

S (h, -1 1 _p’+r’-2Rr 2(p®—r’—Rr) _ p*+r’—2Rr p’—r’—Rr
: h, —r 2R r(p2+r2+2Rr) p?+r®+2Rr Rr
Este suficient sa aratam ca:
p§+rj—2Rr_ pz—rz—Rr+n_L29+E®
p +r°+2Rr Rr R 2
& p*[2p” +2nr® —(n+24)Rr | > (2n+32)R?*r? +(16-3n)Rr® +(2—2n)r*, care rezult din

inegalitatea lui Gerretsen p? >16Rr —5r° si observatia cd2p” +2nr* —(n+24)Rr >0, pentru

n< % .Ra@mane sa aratam ca:
(16Rr—5r°)| 2(16Rr —5r*)+2nr” —(n+24)Rr | > (2n+32)R°r’ + (16 -3n)Rr* + (2—2n)r*
<> (48-9n)R%+(20n—-108)Rr +(24—4n)r’ >0 < (R-2r)[(48-9n)R+(2n-12)r >0, care

. DR . . ) .. 16 D
este evidenta din inegalitatea lui Euler R > 2r si conditian < 3 care asigura pozitivitatea

parantezei drepte.
Aplicatia 27.
In triunghiul ABC este adevarata inegalitatea
h,-2r h-2r h -2r
+ +
h,—2r h -2r h,-2r

2
+n-L29+E ,unden<30.
R 2

Solutie.
Punem in Lemﬁ(x, Y, Z) = (ha -2r,h,—2r,h, - 2r) , tinem seama ca

1 p’+r’-8Rr 2R-r©2(2R-r)’
h, -2 = : >
2.(h-2r)2, h, —2r 2R r? Rr

si vezi (5) , Aplicatia 11.

Aplicatia 28.
In triunghiul ABC este adevarata inegalitatea

ra tgé rb th rc tgE
2,°°2,.°°2

B C A
rb th rc th ra th

+n-L29+E ,unden<32.
R 2
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Solutie.

Punem in Lemi (X, y,z) = (ra tg?, I, tg%, I, tggj , tinem seama ca

www.mateinfo.ro

—8Rr

2 2

= 8R_ 7 sivezi inegalitatea (4) de la Aplicatia 8.
r

Aplicatia 29.

In triunghiul ABC este adevarata inegalitatea

r, ctg® A I, ctg? B r.ctg® 5

2, 2, 2
r ctng r ctng r ctgZé
TR 2 T 2 Y 2

+n.L29+g ,unden<16.

Solutie.

Punem in Lemi (X, y,z) (r ctg®—, 1, ctgzg,rC ctgz%j , tinem seama ca

2
D r,ctg —Z _p AR :r r_q1. 4R si vezi inegalitatea (2) de la Aplicatia 4.
T op r
r, ctg
2
Aplicatia 30.
In triunghiul ABC este adevarata inegalitatea
2
rasinZé rbsinzE r, sin & . 0
2 + 2| 4n-—>9+— ,unden<74.
I sian rsin®= r, smZé R 2
b c
2 2 2
Solutie.

" < . ,A . ,B . ,C . <
Punem n Lemi (X, y,z) :[rasmzi, I, SInZE, rcSInZE) , tinem seama ca

Zl’a Sinzéz 1 - 2R(4R + r)_ p2 ) p2 +r?-12Rr (Ger;tsen)

- 3
r,sin®— 2R r

(§)2R(4R+r)—4R2—4Rr—3r2 16Rr —5r> +r? —12Rr 4R*-2Rr—3r®> 4r(R-r) _

A 1 (4R+r)"—2p® p2-2 8Rr(G+D>3p —2p® 16Rr—-5r*>-2r°
Zrtgzz - . .

2R r3 B 2R r2

R r

Aplicatia 31.
In triunghiul ABC este adevarata inegalitatea

2
= 2(1__)(43 _$_ 3] si vezi inegalitatea (8) de la Aplicatia 23.
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2

2 A B 2 C
r,cos’— I, COS°’—= TI,C0S°—
2 2 2

+ + +n-L29+E,undens2.
zB 2C 2A R 2
I, COS > I, COS > r, Cos >

Solutie.

A o A B C . <
Punem n Lemi (X, y,z) = [ra cosz? I cosz? I COSZE , tinem seama ca

2 2 2 2 2 (G) _ 2 2
ZGCOSZAZ 1 A:p_‘ pe+r :4Rr: P +r°+4Rr 216Rr orc+r +4Rr=10—£§i
2 raCOSZE 2R rp 2Rr 2Rr R
vezi inegalitatea (1) de la Aplicatia 1.
Aplicatia 32.

Tn triunghiul ABC este adevirati inegalitatea
2

r seczé r sec’ B r.sec? ¢
a b c r n

2 . 2 2 | tn.—->9+— unden<18.
r seczE r.sec’ ¢ r sec? A R 2
b c a

2 2 2

Solutie.

A - 2 A 2 B 2 C . -
Punem in Lemi (X,y,z)=| r,sec 5 fhsec’ 2 I sec = , tinem seama ca

2 3 ouce!
Zraseczéz 1 P (r—8R)42r(4R+r) _2R—rDZt
2 r SBCZA p 2Rr
: 2
ouce 2 — 2 _ — —
oot p (r 8R)+;3p (4R+r)_2R r :(4R+4r)-2R r_ 2(R+r)(2R-T) i veri
p 2Rr 2Rr Rr
inegalitatea (7) de la Aplicatia 22.

Aplicatia 33.
In triunghiul ABC este adevarata inegalitatea
2

s A , B ,C
r,csc“— I,CSC°— I CSC™— r 0
+ + +Nn-—>9+— ,unden<2.
, B 2 » A R 2
CSC"— [I.CSC"— 1[I ,CSC™ —
b 2 c a 2

Solutie.

A . A B C . .
Punem in Lemi (X, Yy,z) = (ra csc? > I, csc? > I, csc? Ej , tinem seama ci

2 2 2 2 (G) -~ 2

Z%CSCZAZ 1 _pr +4Rr'i: P +r°+4Rr Z16Rr 5re+r +4Rr:10_£ si
2 . csc? 2 r 2R 2Rr 2Rr R

vezi inegalitatea (1) de la Aplicatia 1.

Aplicatia 34.

In triunghiul ABC este adevarata inegalitatea
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+n-L29+E ,unden<48.
R 2

Solutie.

Punem n Lemi (X, Y,z) = [ha csczg, h, csczg, h, csc? %) , tinem seama ca

p*+2p*(r*—6Rr)+r*(4R+r) R_r
- 2Rr? "2Rr

A 1
> hesc? =

2 hacsczg
(R—r)[p“+2p2(r2—6Rr)+r3(4R+r)]

= si vezi Aplicatia 15.
AR?r3 ’ plicat

Aplicatia 35.
In triunghiul ABC este adevarata inegalitatea
2
_ b(p-b _
[a(p a)  b(p-b) c(p c)j+

b(p-b) c(p-c) a(p-a)

n-%29+ ,unden<2.

NS

Solutie.
Punem in Lemi (x,y,z)=(a(p—a),b(p-b),c(p—c)) , tinem seama ca

Salo-a¥y =2r<4R+r)~%§i“=(z+§j[1{mp”ﬂsi

inegalitatea (6) de la Aplicatia 12.
Aplicatia 36.
In triunghiul ABC este adevarata inegalitatea

2
(P-a)h, (p=b)h (P-c)h} —r_ o.n ,unden<30.
(p-b)h, (p-c)h, (p—a)h, R 2

Solutie.
Punem n Lem{l(x, Y, Z) = (( p—a) ha,( p—b)hb,( p—C)hc) , tinem seama ca

p(p*+r°~8Rr) 2R—r ©2(2R-r)’

Z(Io_a)haz(lo—la)ha L

r’p Rr
Aplicatia 11.
Aplicatia 37.
In triunghiul ABC este adevarata inegalitatea
LA ., B _,CY
(p—a)sin®= (p-b)sin®°= (p-c)sin®= . 0
2 4 2 4 2 +n-—29+5,unden32.

—b 2= _ 2= _ 27
( p )Sln > (p C)Sln > (p a)sm >

Solutie.

si vezi inegalitatea (5) de la



http://www.mateinfo.ro/

REVISTA ELECTRONICA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 - OCTOMBRIE 2017 WM ANEVET01 (€0

Punem n Lemi (X, y,z) = (( p—a)sinzg,( p—b)sinzg,( p—c)sinzgj, tinem seama

2 2 (G)
> p—a)sin@Z; _ :E.w >10-2" si vezi inegalitatea (1) de la
2 (p_a)sinzé 2R ree R
2

Aplicatia 1.
Aplicatia 38.
Tn triunghiul ABC este adevarati inegalitatea
, A ,B ,CY
(p—a)cos’— (p-b)cos®’— (p-c)cos®— . 0
é+ é+ i +Nn-—>9+— ,unden<18.
(p—b)cosZE (p—c)cosZE (p—a)cosZE 2

Solutie.

Punem in Lemi (X, y,z) = (( P —a)coszg,( P —b)coszg,( p—c)cos’ %j tinem seama

> (p-a)cos’ gz !

A
_ 2
(p—a)cos >

3
_2R-r p*(r—8R)+(4R+r) Dot
2Rr p°

D‘getZR—r. p*(r—8R)+3p*(4R+r) _2R-r 2(R+r)(2R-T)

> (4R+4r) = si vezi
2Rr p 2Rr Rr
inegalitatea (7) de la Aplicatia 22.
Aplicatia 39.
In triunghiul ABC este adevarata inegalitatea
2 A 2 B 2 C 2
(p-a)tg > (p-b)tg > (p—c)tg > . 0
+ + +n-—29+§ , unden <16.

B C A
~b)tg®— —c)tg* = —a)tg®—
(p-bjtg"= (p-c)tg’> (p-a)tg’s

Solutie.

Punem in Lemi (X, y,z) :(( p—a)tgzg,( p—b)tgzg,( p—c)tgzgj, tinem seama ca

r(4R+r . .
Z(p—a)tgzéz ! £ = (4R+ )-%:1+ﬁ si vezi (2) din Aplicatia 4.
2 (p-a)tg®2 p r r
2
Aplicatia 40.
In triunghiul ABC este adevarata inegalitatea
2 A 2 B 2 C ?
(p—a)cty > (p—b)ctg > (p—c)cty > . 0
+ + +n~—29+5,unden316.

(p—b)ctgzg (p—c)ctgzg (p—a)ctgzg

Solutie.
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Punem in Lemi (X, y,z) = (( p—a)ctg® g( P —b)ctgzg,( P —c)ctgz%), tinem seama

A 1 p(p®—12Rr) (4R+r) —12Rp?
> (p-a)ogr 2y _ P(PT12R) (aRor) 129"

(p—a)ctgzg r rp

p’~12Rr (4R+r) —12Rp’ ©:D16Rr —5r’ —12Rr 3p”(4R+r)-12Rp* 12R s
r rp? - r2 rp? r '
Este suficient sa aratam ca (10):

$—15+n%29+%@ 24R?—(n+48)Rr +2nr> >0 < (R—2r)(24R—nr) >0

care este evidentd din inegalitatea lui Euler R > 2r si conditian <48.
Aplicatia 41.
In triunghiul ABC este adevarata inegalitatea

2
p—a sec? 2 p-b sec? 2 p-c sec?S
r n
é+ é+ i +n-—>9+— ,unden<2.
(p—b)seczz (p—c)seczz (p—a)secZE 2

Solutie.

Punem in Lemi (X, y,z) = (( p—a)sec’ 2( p—b)sec’ %( p—c)sec’ %) tinem seama

~ , A 1 _pP+r’+4Rr p g 20 o :
D (p—a)sec ZZ A > Shr >10 ~ §i vezi inegalitatea (1) de la

Aplicatia 1.
Aplicatia 42.
Tn triunghiul ABC este adevirati inegalitatea
, A ,B ,CY
(p—a)esc®*— (p-b)csc*— (p-c)esc®— . 0
é+ é+ i +Nn-—>9+— ,unden<74.
(p—b)cchE (p—c)csczz (p—a)CSCZE 2

Solutie.

Punem in Lemai (X, y,z) = (( p—a)csc’ g( p —b)csczg,( p—c)esc’ %) , tinem seama

2 2 _ D2 (Gerresten)
Z(p—a)csczéz 1 - pe+r : 12Rr 2R(4R+r1)-p o
2 (p—a)csczz r 2R
©16Rr —5r’ +r?—12Rr 2R(4R+r)—4R*—4Rr —3r? _ 4r(R-r) 4R*—2Rr -3r? _
- r 2Rr r 2Rr

2
= 2(1—%)(4:2 —?— 3) si vezi inegalitatea (8) de la Aplicatia 23.



http://www.mateinfo.ro/

REVISTA ELECTRONICA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 - OCTOMBRIE 2017 WM ANEVET01 (€0

Aplicatia 43.
In triunghiul ABC este adevarata inegalitatea

A B cY
(h,+2r)tg—= (h+2r)tg— (h +2r)tg= . 0

é+ C23+ i +n-—>9+— ,unden<18.
(hb+2rb)th (hc+2rc)tgz (ha+2ra)tgz 2

Solutie.

Punem in Lemi (X, y,z) =((ha +2ra)tg§,(hb +2rb)tg%,(hC +2rc)tg%j , tinem seama

-

ca
3
X r20) gy Ly B 2
(h+2r)19> P 2RY
ouce 2 f— 2 —_
Dot (r 8R)+§p (4R+r)_2R—r:(4R+4r)_2R_r _2(R+r)(2R r)§iVGZi
p 2Rr 2Rr Rr
inegalitatea (7) de la Aplicatia 22.
Aplicatia 44.

Tn triunghiul ABC este adevirati inegalitatea
2

(ha+2ra)ctg§ (hb+2rb)ctg% (hc+2rc)ctg% N
=+ e+ A +n-—29+§,unden32.
(hb+2rb)ctgz (hc+2rc)ctgz (ha+2ra)ctgz

Solutie.

Punem in Lemi (X, y,z) :((ha +2ra)ctgé,(hb +2rb)ctg%,(hC +2rc)ctg%j, apoi

2
24r?+4Rr) 1 ©
p( P ) l > 10—£ si vezi inegalitatea (1) de
2Rr p R

Z(ha+2ra)ctggz ! =

(ha+2ra)ctg§

la Aplicatia 1.

Aplicatia 45.

In triunghiul ABC este adevarata inegalitatea

2

(ha+2ra)sinzé (hb+2rb)sin2E (hc+2rc)sin29 . 0
é+ é+ i +n-—2>9+— ,unden<32.
(hb+2rb)sin25 (hc+2rc)sin23 (ha+2ra)sin25 2

Solutie.
B
2

Punem in Lemi (X, Y, z) = ((ha +2ra)sin2§,(h0 +2r,)sin’* =, (h, +2rc)sin2%), apoi
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1 (4R + r)2 -2 p2 2R( p2 —2r? —8Rr) (Doucet +Gerretsen)

., A
> (h+2r,)sin? 2> = >
2 (ha+2ra)sin2§ 2R

r2 p2

(D+G) 2_ 2 _ 2_ 2_
>73p —2p” 10Rroor —2r —8RY _BR 7 i vesi (4) de la Aplicatia 8.
P rp '

Aplicatia 46.
In triunghiul ABC este adevarata inegalitatea

2
(ha+2ra)tgzg (hb+2rb)tgzg (hc+2rc)tgz% ; N

B+ C+ A +n-—>9+— ,unden<38.
(hb+2rb)thE (hc+2rc)tgzz (ha+2ra)tgzz 2

Solutie.
o 5 2 A . B ,C ;
Punem n Lema(x,y,z)=((ha+2ra)tg E,(hb+2rb)tg E,(hC+2rc)tg Ej,apm
1

Z(ha+2ra)tgzgz =

(h, +2ra)tg2§
(4R+r)"+p*(r*—8Rr—48R%) | 2R 1(4R+r ) (i)(s 2rj 2R (4R+rY
= === >| 8+ — || —— .
2Rp? r’ rl p R)| r p
Este suficient sa aratam ca:
2
(8+£j ZRJARAC) 0L 5 940 s p?[32R?—(n+10)Rr + 2nr2 ] > 4r (4R -+ 1) care
R r p R 2
rezulti din inegalitatea lui Gerretsen p° >16Rr —5r” si conditian < 38.
Ramane sa aratam ca:
(16Rr —5r*)[ 32R* —(n+10)Rr+2nr’ | > 4r (4R +r1)’ <
& 256R°® —(16n +160)R?r +(37n+2)Rr? —(10n+4) >0
& (R-2r)[ 256R” ~16nRr +(5n+2)r® | 0, care este evidenta din inegalitatea lui Euler R > 2r

si conditian <38, care asigura pozitivitatea parantezei drepte.
Aplicatia 47.
In triunghiul ABC este adevarata inegalitatea

2

(ha+2ra)ctgzé (hb+2rb)ctng (hc+2rc)ct929 ; n
éJr C2)+ ,20\ +n-—>9+— , unden<30.

(hb+2rb)ctgzz (hc+2rc)ctgzz (ha+2ra)ctgzz 2

Solutie.

Punem n Lemi (X, y,z) = ((ha + 2ra)ctgzg,(hb + 2rb)ctg2%(hC + 2rc)ct92%} tinem



http://www.mateinfo.ro/

REVISTA ELECTRONICA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 - OCTOMBRIE 2017 WM ANEVET01 (€0

?(p®+r*—8Rr _r©
seama céZ(haJrZra)ctgzéz 1 = P (p : ).ZR2 r S
2 (ha+2ra)ctgzE 2Rr p
©2(2R-r)’ o
2—( . ) si vezi inegalitatea (5) de la Aplicatia 11.
r

Aplicatia 48.

Tn triunghiul ABC este adevirata inegalitatea
2

(ha+2ra)csc2é (hb+2rb)cscZE (hc+2rc)csczg . 0
é+ é+ i +Nn-—2>=9+— ,unden<6.
(hb+2rb)csc25 (hc+2rc)csc25 (ha+2ra)csczz R 2

Solutie.
a 5 2 A . B ,C :
Punem in Lemi (x, y,z)=((ha+2ra)csc E,(hb+2rb)csc E,(hc+2rc)csc EJ, apoi
2( 2 2 _ 2 2, ., X
1 P (p +2r 8Rr)+r (4R+r) p-r _4Rr(GZD)

A
> (h,+2r)ese? =>° =
2 (ha+2ra)csczg 2Rr® 4Rp*

@) p*(16Rr —5r° +2r° —8Rr )+r*-3p° 16Rr —5r2—r? - 4Rr

er . .. .
=12- R si vezi inegalitatea

- 2Rr? 4Rp?
(5) de la Aplicatia 11.
Aplicatia 49.
Tn triunghiul ABC este adevirati inegalitatea
A B cY
(h,—2r)tg— (h,—2r)tg— (h,—2r)tg— . N
2 2. 2 +n-—29+5,unden£2.

B C A
h -2r)tg— (h -2r)tg— (h —-2r)tg—
(b r)gz (c r)gz (a r)gz
Solutie.

Punem in Lemi (X, y,z) =[(ha —2r)tg§,(hb —2r)tg%,(hc —2r)tg%j, tinem seama

r(p?+r®+4Rr 24 p2 ©)

S, -2yl L [PTAR) p_pter R gy, 2
(h —2r)tgé 2Rp r 2Rr R
: 2

si vezi inegalitatea (1) de la Aplicatia 1.
Aplicatia 50.

Tn triunghiul ABC este adevirati inegalitatea
2

(ha—Zr)ctgé (hb—2r)cth (hc—Zr)cth r n
§+ (2:+ i +n-—>9+— ,unden<74.
(h-2r)etg (h.-2r)etg (h,~2r)ctg ’

Solutie.
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Punem in Lemi (X, y,z) :((ha —2r)ctg§,(hb —2r)ctg%,(hc —2r)ctg%), apoi

Z(ha—Zr)ctggz

1 ~ p2+r2 —12R|’.2R(4R+r)— p2 Gergtsen
r? 2Rr -

(ha—2r)ctg§

ceresen 16Rr —5r” +1° —12Rr 2R(4R+r)—4R?—4Rr —-3r*
B r? 2Rr -
4r(R-r 2_2Rr—3r? ?
_ar( : ) AR°-2Rr-3r* _, 1_Lj AR”_ZR 3] sivezi (8) din Aplicatia 23.
r 2Rr R)UT r
Aplicatia 51.
In triunghiul ABC este adevarata inegalitatea

2
h —2r coszé h —2r cos2E h —2r coszg
2 b c r n
é+ C2:+ i +n-—2>9+— ,unden<32.
(hb—2r)coszz (hc—2r)coszi (ha—2r)coszz R 2

Solutie.
A 9 , A , B ,C .
Punem in Lemi (X, y,z):((ha—Zr)cos E,(hb—Zr)cos E,(hC—Zr)cos EJ apoi
2
1 _ p2—2r2—8Rr_2R[(4R+r) _sz](i)

A
> (h,—2r)cos* =) >
2 (ha—2r)coszg 2R r*p’

_Ep2_o9p2_ 2R(3p*-2p°
_16Rr —5r" —2r" —8Rr (3p p):$—7§ivezi(4)deIaAplica§ia8.

2R r’p?
Aplicatia 52.
In triunghiul ABC este adevarata inegalitatea
2
(ha—2r)tgZé (ho—Zr)tgZE (hc—2r)tgZE . 0
é+ C2:+ i +Nn-—2>9+— ,unden<2.
(h,=2r)tg>*= (h.—2r)tg’= (h,—2r)tg*— 2
2 2 2
Solutie.

. . ) A ,B ,C .
Punem in Lemi (X, y,z):((ha—Zr)tg E,(hb—Zr)tg E,(hC—Zr)tg Ej,apm
, A 1 [+ (4R+1)" | 4R

Z(ha 2r)tg 22 o Zsz r2 -

A
h. —2r)tg®—
(h, Ir)g2

2
= (2 + é) [1+ (MJ } si vezi inegalitatea (6) de la Aplicatia 12.
p

Aplicatia 53.
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Tn triunghiul ABC este adevirata inegalitatea

2
h. —2r se02é h —2r secZE h —2r seczg
a b c r n
é+ é+ i +n-—>9+— ,unden<6.
(hb—2r)sec2E (hc—2r)se025 (ha—2r)sec23 2

Dezvoltari, Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.

Punem in Lemi (X, y,z) = ((ha —2r)se(:2§,(hb —2r)sec2%(hC —2r)sec? %) ,apoi
2( 12 2 2 2
1 P (p +2r 8Rr)+r (4R+T) .pz—r2—4Rr(§)

A
D (h,—2r)sec?=>° = >
2 (ha_zr)seczg 2Rp2 4Rr?

© p’ (16Rr —5r® +2r° —8Rr)+ r’-3p®> 16Rr —5r2 —r? —4Rr

=12— G_Rr si vezi inegalitatea (3)

2Rp? 4Rr?
de la Aplicatia 5.
Aplicatia 54.
In triunghiul ABC este adevarata inegalitatea
2
aztgé bzth czth . 0
2 2 4 2| tn-—>9+— , unden<48.
bzth cztgE aztgA 2
2 2 2
Solutie.

Punem fn Lemi (X, y,z) = [az tg%,b2 tgg, c’tg %) Ltinem seama ci

A 1 p*+2p°(r’=6Rr)+r*(4R+r)©® (R rY
2t _— :4 R— . 24 - - 2__
2.2 gzzaztgﬁ P(R=r) 16R’r*p (r j( Rj yvest
2

Aplicatia 15.
Aplicatia 55.
In triunghiul ABC este adevarata inegalitatea

2
2 2 2
a‘r, br, cT, r n
S +—L+—C | +n-—>9+— ,unden<48.
br, c¢°r, a‘r, R 2

Solutie.
A 5 (a2 K2y A2 . s
Punemin Lema(x, Y, Z) = (a r,,br,,c I‘C),‘gmem seama ca

, 1 p*+2p*(r*—6Rr)+r’(4R+r) @ (R j( rjz
—__4p(R=r). >4 Z_q]f2-L
Za razaZra p( r) 16R2I’3p r

si vezi Aplicatia 15.
Aplicatia 56.
In triunghiul ABC este adevarata inegalitatea
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a’sec? A b?sec? B c?sec? ¢
2 2 2

r n
+ + +n-—>9+— ,unden<30.
b?sec? B c®sec? ¢ a’sec? A R 2
2 2 2
Solutie.

n . A B C) . <
Punem n Lemi (X, y,z) = [az sec’ > b?sec? > ¢ sec? Ej ,tinem seama ci

> a’sec —Z L =8R(2R-r). p?+r?—8Rr ©2(2R—r)’
a’sec’ — 16Rr> ~  Rr

si vezi inegalitatea (5) de la

Aplicatia 11.
Aplicatia 56.
In triunghiul ABC este adevarata inegalitatea
A B
et D pres? B resrS
i 2 2

B A
b?csc’— c?csc®’—= a’csc? >

+n-L29+E ,unden<2.
R 2

Dezvoltari, Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.

A < A B C).. <
Punem n Lemi (X, y,z) = (az csc? > b*csc? > c’csc? Ej ,tinem seama ci

D a’csc —Z 8R(4R+r)- %E:;r)z=(2+é)[1+[4l?+rjz}

a’csc’ — P

si vezi inegalitatea(6) de la Aplicatia 12.
La fiecare din inegalitatile din triunghi de mai sus egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul
este echilateral.
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4. PROBLEME PROPUSE PENTRU GIMNAZIU

Petre Rau, Galati

PG1. Si se arate ci existd un singur numir de patru cifre abed, pentru care abcd® =
xyztabed.

Rezolvare: abcd2=xyztabcd — abed [abcd — 1) = xyzt0000 = N. Se observa ca produsul

d(d-1) trebuie sa se termine cu cifra 0. Singurele cifre care verifica acest lucru sunt de{1, 5, 6}.

Daca presupunem ca d=1, atunci abclabc0 = xyzt0000; se vede ca 1¢ trebuie sa se
termine cu 0, deci ¢=0. Atunci, 2b01 ab00 = (100ab+1)100ab = 10*ab?+100ab = xy=zt0000 si
pentru ca cifra sutelor lui N si fie 0 trebuie ca b si fie 0, adica a001 a000 = (1000a+1)1000a =
10%a%+10%a = xyzt0000, de aici rezulta ci a=0, deci presupunerea noastrd ca d=1 nu este corecta.

Daci d=5, avem abcSabcd = (10abc+ 5)(10abc+ 4) = 100abc +90abc+20 =
xyzt0000. Pentru ca cifra zecilor numarului N si fie 0 trebuie ca 9¢c+2 si se termine cu 0 si
singurul ¢ convenabil este 2. Avem ab25ab24 = (100ab+ 25)(100ab + 24) = 10"ab® +
4900ab + 600 = xyzt0000. In baza unui rationament asemanitor, rezultd ci 9b+6 se termini cu
0, de unde gisim b=6. De aici avem ci a6253624 = (1000a+625)(1000a+624) = 10%° +
1249000a + 390000 = xyztD000. Dar de aici rezultd cd 9a se termind cu 0, adica a=0, ceea ce nu

convine.
Daci c=6, avem abc6abcs = (10abc 4+ 6)(10abe + 5) = 100abc*+110abc+30 =

xyzt0000. Pentru ca cifra zecilor numirului N si fie 0 trebuie ca 1'¢c+3 si se termine cu 0, iar
singurul ¢ convenabil estt 7. Avem ab76ab75 = (100ab+76)(100ab+75)
= 10%3b%*+15100ab+5700 = xyzt0000. Pentru ca cifra sutelor numirului N si fie 0, trebuie ca
1b+7 si se termind cu 0, de unde gisim b=3. Acum avem ci a376a375 =
(1000a+376)(1000a+375) = 10°%+751000a+141000 = xyzt0000. De aici rezulti ca la+l

trebuie sa se termine cu 0, deci a=9.
Asadar, am gasit un singur numar cu proprietatea din enunt. El este 93767 = 87909376.

PG2. Sa se calculeze minimul si maximul expresiei E = x+3y-2z, stiind ca x, y si z sunt
numere pozitive si avem 7x-2y+6z = 3 si 11x-6y+3z = 4.
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Rezolvare: Din conditiile date determindm variabilele y si z in functie de variabila x si

o . Ix—1 1-3x
gasim: y = —, Z = ——; cum avem de a face cu trei variabile pozitive, rezulta ca Z<x <—

Expresia E devine: E = 6x-2, deci Emin= 0 si Emax= 1.

PG3. Daci avem satisfacuta relatia a* + b* + ¢* + 2b%c? + 2k? = 2k(a® + b? + ¢?), k fiind un
numar real pozitiv, atunci a, b si ¢ sunt laturile unui triunghi dreptunghic.

Rezolvare: Relatia data mai poate fi scrisd si sub forma: (a*+k*-2a°k)+(b*+c*+k*+2bc?-
2b%k-2¢%k) = 0, sau (a®-k)*+(b®+c?-k)? = 0. Am obtinut o suma nula de doua patrate, deci avem
a’-k=0si b*+c*k =0, adica a’=k si b®>+c® = k.

Gasim deci relatia a’ = b2+cz, ceea ce Thseamna ca numerele a, b si ¢ sunt laturile unui
triunghi dreptunghic.

PG4. Sa se arate ca triunghiul ale carui laturi a, b si ¢ verifica relatia
a’+b*+c?+ab+ac+bc = n(15a+16b+17c-97n)
este dreptunghic, n fiind un numar natural.

Rezolvare: inmultind relatia dati cu 2 si grupand dupa cum urmeaza
(a®+b?+49n?+2ab-14an-14bn) + (a’+c?+64n’+2ac-16an-16¢cn) + (b®+c?+81n%+2bc-18bn-
18cn) = 0, gasim (a+b-7n)?+(a+c-8n)?+(b+c-9n)? = 0, de unde rezulta ca
atb =7n, a+c = 8n, b+c = 9n. Rezolvand sistemul, gasim solutia a=3n, b=4n, c=5n, numere care
verifica teorema lui Pitagora, pentru orice n natural.

PGS. Se da triunghiul isoscel ABC in care AB=AC si unghiul A este ascutit. Pe latura AB
se ia un punct M astfel ca MB=CB. Perpendiculara dusa din M pe latura AB intalneste pe AC in

N si pe BC in P. Daca unghiul <MCN este egal cu unghiul <CPN sa se arate ca:

PMC cw ABC PNE _ NCP w.wc
MPC = —_—=—
2 R & 7

Rezolvare:

e i o o e P I:l_
Fie MNC = CPN = x §i BAC = y. Avem: ABC = ACB = =~
180" -ABC _ 180%+y )

BIC = BCM = 1202256 - 160

o
B0 —v

Tn triunghiul dreptunghic MBP avem X+ — = 90° si expriménd in functie de x si y

valoarea unghiului ACB obtinem sistemul
+ 13DD+y _ 180"y
4 2
180° -y _

x+—— = 90°
care are solutia: x=18° si f360. Se gaseste astfel ca: MPC=18°, PMC=36°, CNP=54°, ABC=72",
PMB=90°, NCP=108° si MNC=126, care verifica egalittile din enunt.
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5. O PROBLEMA DE LICEU CU MAI MULTE SOLUTII

Fie | ¢ R, intervalsi f :1 — R" o functie derivabila si cu derivata continua pe I.

2 1 X
a) Sa se calculeze J{l+ f? ) _ ?f: ;;z)J'ef(X)dX’ xel,
X X

b) Sase calculeze j( IX I)Z( j.elnXdX, X € (1,00)
nx In"x

Prof. Marian Teler
Solutie autor:

a) Avem:
. X (x
(1+ X x? f (X)j'efm ) x-f(x)—x-f'(x) f(x _

(0 (o) T T e T T

X X ' X X x O\ x Y\
=x-e'W x| —— |- =xe™ix e | =|xe'
F0)

X

261 X
Rezulta: J{l+ X X f (X)j.ef(X)dX:Xef(x) tc

fo (F()f

b) Se aplic a) pentru functia f :(1,00) > R, f(x) =Inx,

X X

X _ -

Obtinem: j ~— |-eimdx =xe™ +c
Inx In® x

Alte solutii:

www.mateinfo.ro

1) PROF. SILVIA MUSATOIU, COLEGIUL NATIONAL GHEORGHE SINCALI,

BUCURESTI
a) [(1+— ) o7 dx = fef':x}dx+jx( O~
flxd fzi x) F2(x)
X - i i i )
=[ef@dx + [ x W eT@ dx = [ ef@dx + [ x (e7®)  dx =
X
X X

X
= j" efixidx + xefx — f efi® dx = xef@ + C
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b) Alegem f: (1,000—(0,0) , f(x) = Inx . Functia este derivabila cu derivata continua pe
(1,0), asadar, conform punctului a) rezulta:

x x X =
f{l + E — Enzx) ginx dx = x-e¢nx +C

2) PROF. FLORIN PARASCHIV, GRUPUL SCOLAR VALEA CALUGAREASCA

o X [ x j':f(x)—xf'(x): 1 X'
a)Fie g(x) f(X):g(x) (f(x) (f) [0 ()

1 xf'(x)J 1_1+L_x2f'(x)
FOO - (f00) F0o - (f(0)°

Se observa ca xg'(x) +1= x[

1+L—X2fl(x)}ef(xx)dx= xg'(x) +1)-e4@dx = | xg' (x)e9Mdx + | e9Mdx =
Deci'[( FO) (fo) Ji : J J

X
= I x(eg‘x) ) dx +Ie9(x)dx =xe9™ _ Ieg(x)dx + Ieg(x)dx =xe9® = xe '™

b)Se rezolva analog.

1
nx-x(hx) 1 Xy 1 1

(Inx?  Inx (hx)? hx (nx?

Fie g(x>=%:g'(x>=(mxxj -

Se observa ca xg'(x) +1=x i—% =1y X X .
Inx (In x) Inx  (in x)

X X X
1+—— cenxdx = [ (xg'(x) +1)-e9@dx = | xg' (x)e*Pdx + | e?Mdx =
o g e Jou 00 s e

X
:J'X(eg(x))dx +Ieg(x)dx=xe9(x’ —_[eg‘x)dx+_[e9(x)dx=xeg(x) — xelnx

3) PROFESOR CODREANU IOAN - VIOREL, SCOALA CU CLASELE I- VIII
SATULUNG , MARAMURES

X
_ o :
a) Derivam xe si obtinem succesiv

X X X X X X X

() (0 f(x) () X 0 T f(x)=xf'(x) fx
(xe )y=e +x(e )Y=e +X()e =e +x—()z ()e =
f(x) Y

254 o)
=(1+ X _Xf(X))e , Vxel

f(x)  fx)
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Rezulta

2frx). T o)
I(1+ x X Z (X)) e dx =xe +¢c
f(x) 7%
b) Folosind rezultatul de la punctul a) pentru f: (1,0) —— R*,

f(x) = Inx ,derivabila si cu derivata f’(x)= % continua pe (1, 00) obtinem

X X

X X Inx Inx
_[(1+——T) e dx =xe +¢c
Inx In“x

4) Conf. dr. mat. Gh. Procopiuc, Universitatea Tehnica Iasi

Fie I C R, interval 51 f : I — R o funclie derwabila §i cu derwata
continud pe I.
a). Si se calculeze

_ T mﬂf’ (z) s
[ (75~ ) e =ex

b). St se colculeze

f(1_|_i_ i )eﬁdm, z € (0,00).
Inzr In“zx
1

Solutie: a). Notam cu J integrala de calculat g1 fie g (z) = o Atunei:

J = f (1 +zg(z)+2°g (2)) e*9 =) dy =

= / 1+z(g(z)+zg (z))] e Fdx = femg{m]dm + f zde™'®).
Integrand prin parfi, obfinem

J = fe”'ﬂ”}d:r 1+ ze® _ femg{”:'d.r — ze®9® L o = reFia L O

b). Luand in a) f (z) = Inz, gasim J = ze®= + C.
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