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1. PROBLEMA LUNII IANUARIE 2018

Mutematicﬁi N

Fie ABCD un patrulater convex, iar E si F mijloacele diagonalelor [ AC ], respectiv [ BD].

. , AC?+BD?
Aratati ca: AB-CD +BC - AD + 2EF =#<:>ABCD este paralelogram. (*)

Prof. Stanescu Florin

Asteptam rezolvirile pe adresa de e-mail revista@mateinfo.ro
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2. SOLUTIH PROBLEMA LUNII DECEMBRIE 2017

a) Sa se arate ca pentru orice x € Rexista un triunghi ABC avand lungimile laturilor:

c=AB=+2x*-2x+3, b=AC=+/2x*+2x +3, a=BC=+/8x* +10 .

b) Aria triunghiului ABC este un numar irational care nu depinde de Xx.

Propusa de : Prof. luliana Trasca

Solutie autor:

a) Avem inegalitatile evidente:

J8X? +10 > /2x2 + 2x+3 > +/2x2 —2x + 3, adica BC > AC > AB. Pentru a demonstra ca cele
trei laturi pot reprezenta lungimile laturilor unui triunghi e suficient sa aratam inegalitatea:

V2X2 —2x+3++/2x° +2x+3 >8x2+10 (1)sau AB+AC>BC- celelalte doua inegalitati
fiind evidente. (AB+BC>AC, AC+BC>AB)
Ridicand ambii membri la patrat ai inegalitatii (1) avem:

4% +6+ 2\/(2x2 +£3) —(2x)° >8x* +10 = VAx* +8x% +9 > 2x* + 2

sau 9>4 evident.
b) Cu teorema cosinusului avem :

‘yc’-a’ ?+6-8%% - 2(x*+1
cosA=b +c —a’ _ 4x°+6-8x"-10 o cos A=- ( )
2bc 22x% +2x+3-42X° —2x+3 Jax* +8x% +9
sinA= 1—coszA,sinA=L
Vax*+8x° +9
bcsin A
5 =R
AABC 2
V2X% —2x+3-42X2 +2x+3- V5
S = VA +8x°+9 o 5
AABC — 2 < AABC_7
Alte solutii

1. Prof. Mihai Miculita-ORADEA:

a). Observam de la inceput ca:

VX7 £2x+3 = [ + (X2 £ 2x+1) +1 =) + (x 217 +1 € Ry (V) xe R =

= |b,ceR;(V)xeR|si |a=v8x*+10 e R|.

Pe de alti parte, avem: a>b si a>c. Intr-adevar: a>b,c < J8X2 +10 > +/2x% + 2X+3‘( )2 =N
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:>8x2+10>2x212x+3<:>4x2¢2x+7>0<:>3x2+(x2$2x+1)+6>0<:>

< B +(xF)*+6>0;(V)xeR|.m

Tinand acum seama de faptul ca: a > b, c; pentru a demonstra ca numerele a,b si ¢ —sunt
lungimile laturilor unui triunghi ABC, este suficient sa aratam doar faptul ca: b+c>all

Avem, insd: b+C>a < V2x2 +2x+3+v2x% = 2x+ 3 > /8% +10‘( )2 =

& 2%+ X +342-42%% £ 2x+3-42X% —2x+ 34+ 2x% — DX +3>8x% +10 =
o 2-\/(2x2 +2x+3)(2x2—2x+3) >4x2+4‘:2<:>\/(2x2+3)2—4x2 >2x° 42 &

<:>\/(2x2+3)2—4x2 >2x2 42 < A +8X2 +9>4x +8x2 +4 < |5>0| m

b). Avem: a2 =8x*+10 = 2[2(2x2+3)—1],b2 =2x* +2x+3 = |(2x* +3)+ 2x| si

2

¢’ =2x* —2x+3=|(2x* +3)-2x| = b* +¢* =|2(2x* +3)| si [b°C” =(2x" +3) —4x?|

Asaca: 16S* =2-(a’b’ +a’c’ +b’c’)—(a’ +b* +c')=2a"(b” +¢*)+ 20°c* —a’ —b* —c' =
=8[2(2x +3)-1](2¢ +3)+2[(2x2 +3) —4x2:|—4[2(2x2 +3)—1]2 ~[(2¢ +3)+2x]2 _

2

—[(2x2+3)—2x]2:16(2x2+3) 8(2x% +3)+2(2x* +3) ~8x* ~16(2x” +3) +16(2x* +3)—4 -

(25 +3)" +4x(2x2 +3) - 4x2 (25 +3) —4x(2x* +3) - 4% =8(N+3)—T6\><—4 ~20=

— 1652 =20\:16:>52=%:> Sz?eR—Q.-

2) Prof. Constantin Telteu

Rezolvare:
a) Observam ca toate expresiile de sub radicali sunt >0, pentru orice numar real.
Aratam ca fiecare latura este mai mica decat suma celorlalte doua:

a<b+Ce>8x+10 <2X% +2x+3+2X* —2x+3 =

S8 +10 < 2X% +2X+3+2-V2X2 42X+ 3422 —2X+ 3+ 2X2 —2X+3 &
= 2(x2 +1)<\/2x2 +2X+3-42X2 —2x+3 &

e 4(x° +1)2 <(2¢ +3)2 —4x? <12x* +5> 0 inegalitate adevarata Vx  R.
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b<a+ce V2x2+2x+3 </8x* +10 +/2x2 —2x+3 <&
& 2X2 +2X+3<8X2 +10+2-/8x2 +10 -/2X? —2x+ 3+ 2X% —2x+ 3 =

& —8x% +4x—10 < 2-4/8x2 +10 - /2x° — 2x + 3 inegalitate adevarata Vx e R,
(Deoarece membrul stang este <0, iar cel drept >0).

C<a+he V2x2—2x+3 </8x% +10 +V2X? + 2Xx +3 <
& 2X2 —2X+3<8X+10+2-4/8x2 +10-2x% + 2X+ 3+ 2X% + 2X+ 3 =

& —8x2 —4x—10 < 2-/8x% +10 - V2x + 2x + 3, adevarata pentru Vx € R.

(Deoarece membrul stang este <0, iar cel drept >0).
b) Cu teorema lui Pitagora din triunghiurile mici din figura alaturata A
obtinem:

2
h? = 2x2 — 2% + 3—t2 = 2%° +2x+3—(\/8x2 +10—t) -

= 2t4/8x° +10 = 8x* —4x+10:>t—4 —2X+5 >0, Vx e R.vae -

\8x? +10

4x2 —2x+5)
h2:2x2—2x+3—( - ) :...:ZL: . VBRI 10 ¢ c
8x°+10 8x°+10
:>h=—\/g = A = BC-h \/_ eR\Q.
\/8X2+10 2

3) George-Florin Serban, profesor Braila

a)Exista AABC daca AB+ AC >BC,AB+BC > AC,AC+BC > AB.
AB + AC > BC, 2x2 —2x+3+/2x2 + 2x+3 > /8x2 +10, (\/2x2 —2x+3++/2X2 +2x+3)° >m2,
4%+ 642,/ +3) —4xE >8x +10, VAX' 18X2 +9 > 2x% +2, JAX' 18X +9 > (2x2 +2)7,
4x* +8x% +9> 4x* +8x2 +4,(A). Aratca AB+BC > AC, 2X° —2X+3 +/8%° +10 > +/2X% + 2x + 3,
(V2X% —2X+3 +/8%% +10)2 > +/2X +2x+32, 10X°—2Xx+13+ 2\/(2x2 —2x+3)(8x* +10) > 2x* + 2x+3,

4x2—2x+5+\/(2x2 —2x+3)(8x* +10) >0, 4(x—%)2 +%+\/(2x2 —2x+3)(8x* +10) >0, (A).

Arat ca
2
AC+BC > AB, V2x? +2x+3 ++/8x% +10 > +/2x2 = 2x+3, (V2x% + 2x+ 3 +/8x2 +10)? > V2x* —2x +3 ,

10X°+2x+13+ 2\/(2x2 +2x+3)(8x* +10) > 2x* —2x+3,

4x +2x+5+\/(2x +2x+3)(8x* +10) >0, 4(x+—) + +\/(2x +2x+3)(8x* +10) >0, (A).
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22 2.2 2.2 4 R4 4
b)Aplic formula lui Heron, AAABC:\/p(p—a)(p—b)(p—c)zx/2a b"+2bc +ia ¢ -a-b-c :

a’ +b* +c¢* = (2x% —2x+3)? + (2x* + 2x+3)% + (8x* +10)?,
a'+b' +c' =4xX +4x2+9-8X*—12x+12X*+ AX* + 4X*+9+8X>+12Xx+12 X+ 64 x* +160 X2 +100,
a*+b*+c* =72x"+192x*+118,
a’b? +b%c? +a’c? = (2x* —2x+3)(2x* + 2x + 3) + (2x* — 2x + 3)(8x* +10) + (2x* + 2x + 3)(8x* +10),
a’b? +b%c? +a’c? =4x* +8x% + 9+ (2x* —2x+3+ 2% + 2x + 3)(8x* +10) = 4x* +8x° + 9 + (4x* + 6)(8x* +10),
a’b? +b’c? +a’c? = 4x* +8x° +9+32x" +88x* + 60 = 36x"* +96x* + 69,
2a’b? + 2b%c? +2a%c® = 72x* +192x°* +138,
2a°b? +2b%*c® +2a’c’ —a* —b* —c* = 72x* +192x* +138 - 72x*~192x*-118 = 20,
A J2a’b? +2b%c? +2a°c? —a* —b* —c* _ J20 _ 25 :ﬁ
MBe 4 4 4 2

4) Prof. Gabriela Negutescu, Scoala Gimnazialda Comuna Talea

a) Expresiile 2x® —2x +3,2x* 4+ 2x + 3 A
si Bx” 4+ 10 sunt strict pozitive pentru orice x real. /\
in plus, 2x% — 2x+3 < 8x% + 10 si Vo 2ue3 Vast~2x43
2%+ 2x+3 < 8x° + 10 / \
deci AB<BC si AC<BC. c — .
V8x? +10

Deducem ca AB+BC>AC si AC+BC> AB.

Ramaéane sa demonstram ca AB + AC > BC.

AB+AC>BC = (AB+AC)’>BC = 4x’+6+2Vax* +8x2+9>8x"+ 10 =

S Vax*+8x2+9>2x"+ 2 = 4x* +8x7 + 9> 4x* + 8x" + 4 = 9 > 4 adevirat.
Cum AB+BC>AC, AC+BC>AB si AB+ AC>BC obtinem cd existd triunghiul
ABC avand lungimile laturilor
AB=+2x2 —2x+ 3 ,AC=+2x2+2x+ 3 si BC=V8x2+10
b) Aplicam teorema cosinusului :
A_B:+AC3—BCZ_ 2x% + 2

o) =5 A -ac N

Din formula fundamentald a trigonometriei obtinem



http://www.mateinfo.ro/

REVISTA ELECTRONICA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 — IANUARIE 2018 WM ANEVET1 (N 10

5
—_—— =
4x* +8x* +9

sin?(A) + cos?(A) = 1 = sin?(A) =

V5
Vix* +8x7+9

sin(A) = +

V5
Vidx*+ 8x2+ 9

Cum 0% < m(A) < 180° = sin(A) > 0 = sin(A) =

A(ABC) = % AB- AC-sin(A) =

1 | p—  p— ‘H'I'E ‘H'I'E
=—-yf28°—2x+3-y2x°+2x+ 3 - — = =—

2 Vax*+8x2+9 2
Deci aria triunghiului ABC este numadr irational care nu depinde de X.

5) Prof. Marin Chirciu, Pitesti

a)Pentru orice X € Rradicalii au sens. Aratam ca b+c>a,c+a>b,a+b>c.
Inegalitatea b+c > a se transforma echivalent prin ridicari succesive la patrat:

V2X2 42X +3442X% —2X+3 > /8X2 +10 <> /2X? +2X+3-4/2X* —2Xx+3 > 22 + 2 =
(25 +2x+3)- (25 ~2x+3) > (22 +2)2 <9>4  evident.

Analogc+a>b > vV2x2 —2x+3+/8x% +10 > V2x% + 2X+3 <
4X2 —2X+5+/2x2 — 2% +3-/8x% +10 > 0, evident, deoarece 4x* —2x+5>0, (A<0).
Analoga+b>c< V2X% 42X+ 3 +4/8x2 +10 > V/2X2 —2x +3 <
4X2 +2X+5+2x2 +2x+3 /8% +10 > 0, evident, deoarece 4x> +2x+5>0, (A4 <0).

b)Calculam

b2 +c?—a? (2x2+2x+3)+(2x2—2x+3)—(8x2+10) /N R, N
COSA= = = = .

2bc 2bc 2bc bc
_ 2x? +2x +3)(2x2 = 2x+3) = 4( X2 +1)’
Rezultisin®? A=1—cos’ A=1— 2 -2) ( )( — ) ( ) = 252,
bc b°c b°c
de undesin Azﬁ .
bc

Obtinem Aria(ABC):Ebcsm A_Ebc ﬁzg de unde concluzia.

Remarci - Problema se poate dezvolta.

a) Sa se arate ca pentru orice X € R exista un triunghi ABC avand lungimile laturilor
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Cc=AB=ax’—ax+p ,b=AC=\/ax’*+ax+f,a=BC=4ax’+y,
undea, B,y >0, a+y =40 si a<4y.
b) Aria triunghiului ABC nu depinde de x .

Solutie.
a)Pentru orice x € Rradicalii au sens:

ax’—ax+f>0(a>0,4<0), A=a’-daff=a(a—4B)=a-(-r)<0
ax’ +ax+f>0(a>0,4<0), A=a’—daff=a(a—4B)=a-(-r)<0
4ax’*+y >0 (a>0,y>0)

Aratamca b+c>a,c+a>b,a+b>c.

Inegalitatea b+c > a se transforma echivalent prin ridicari succesive la patrat:

JaxXt +ax+ B +axt —ax+ B > Jbax’ +y <

2\/0(X2 +ax+ -\/ocx2 —ax+ B >2ax* +y -2 < (pentru 2ax’ +y—24>0,n caz contrar
inegalitatea este evidentd) <>

2 2 2 2 2 2
4(ax +ax+ﬂ)-(ax —ax+ﬂ) > (2ax +7/—2ﬁ) < 4dax (4[)’—05—7/) >y —-48y &
0>y(y—4B)<0>y(-a) , evident.

Analogc+a>h < \Jax? —ax+ B +J4axt +y > Jaxt +ax+f <

Aax® —2ax+y+ 2\/aX2 —ax+f -\/40(X2 +y >0, evident, deoarece 4ax* —2ax+y >0,
(4<0), A=4a”-16ay =4a(a-4y)<0 .

Analoga+b > <> \Jax? +ax+ B +J4axt +y > Jax’ —ax+ f <

Aax? +20¢x+7/+2\/ocx2 +ax+pf -\/4aX2 +y >0, evident, deoarece 4ax’* +ax+y >0,
(4<0), A=4a*-16ay =4a(a—4y)<0.

b)Calculam
2_02_g2 (axX®+ax+pB)+(ax’ —ax+B)-(4ax® + o2 B
cosA:b+C a :( 'B) ( :B) ( 7’): 20x" +2p v
2bc 2bc 2bc
Rezulta

—2ax> +2,3_7/]2 ~ 4(05X2 +ax+ﬂ)(ax2 —OzXJrﬁ)—(—ZOtX2 +2ﬂ—}/)2

sinA=1-cos’ A=1- - -
2bc

b%c?

_AaxX’(4B-a-y)+4Br—y" _v(4B-r) _ ya de undesin A= Y4~
= 73 = 2.2 T pk2a2 B .
4b%c 4p’c®  4b’c 2be

Obtinem Aria(ABC) = 1bcsin A= 1bc N _NAV , de unde concluzia.
2 2 2bc 4

Nota.

Pentrua =2, f =3,y =10 se obtine Problema Lunii Decembrie 2017.
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6) Prof. Biro Istvan

Rezolvare 1:
a) Din formula lui Heron rezultd cd a,b,c € R, sunt laturile unui triunghi daca si numai

daca p(p—a)(p—b)(p—c)>0. Avand in vedere lungimile laturilor din enunt obtinem
16p(p—a)(p—b)(p—c)=(a’+b’ +cz)2 ~2(a*+b*+c')=20>0 , deci a,b,c
pot forma un triunghi.

b) Aysc =+/P(P—2a)(P—b)(p—c) =\/%=§ER\@- :

Rezolvare 2:

a)Pentru orice x € R notam a = V8xZ + 10 = J[}Ex —V5)2+ (2x+V5)2 b =v2xT+2x +3 =

— Z
o

:J(x+1—2v'§)2+(x+1+;’§)2siczm:J(x_lw z

D

Caca considerm punctele A (x + 5= x — =2=), B(2x; —V5) si Q(V5; 2x) atundi observam ca

d(A;B)=c=AB,d(A;C) =bh =AC 51 d(B;C) = a = BC, adicid exida trei segmente cu lungmea
din enunt. Pentru a demondgra cd cele trei puncte formezzad un triunghi ete necesar si suficient sa

aratam ca nu sunt coliniare, adica

x4+ 1+;.'5 - 1+::."5 1
D=, _JE =5 =0
V5 2x 1
BAria triunghiului ABC :'—2' = % numar irationa care nu depinde de x.
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7) Prof. Nela Ciceu, prof. Rosiori, Bacau si prof. Roxana Mihaela Stanciu, Buziu

Numerele pozitive a, b, ¢ sunt laturile unui triunghi daca si numaidaca expresia
2a2b? + 2b%% + 2¢%h? - at - bt - este pozitiva. In acest caz, conform formulei lui
Heron, expresia reprezinta 1652,

Fie E expresia de maisus. Avem
L= 2a’h? + 2b%? + 2¢?p2-at-p*-te=(a+br )@+ b-c)a-bro-a+bre) (1)

Daca a, b, ¢ sunt laturile unui triunghi, evidentca E> 0. DacaE > 0,sa
presupunem ca exact doua dintre parantezele din relatia (1) sunt negative, fie
acesteaa+b-c<0, a-b+c<0.Atunci(a+b-c)+ (a-b+ )= 2a <0, contradictie.
Rezulta ca toate parantezele sunt pozitive, deci a, b, ¢ sunt laturile unui triunghi.

in cazul nos tru obtinem

E-2(8x + 10)2x% + 2x +3) + 2(2¥ + 2x +3)(2x% - 2X + 3) +

+2(2x% - 2x+ 3)(8x% + 10) - (8x% + 10)%- (25 + 2x + 3)*- (22 - 2x + 3)% -
= 32x* + 32x° + 88x% + 40x + 60 + 8x" + 24x* + 18- 8x% + 32x* - 32" + 88x%-
-40x + 60 - 64x*- 160x% - 100 - 4x* - 4x%-9 - 8x° - 12x% - 12x-4x* - 4:2- 9 + 8% -

—12x% +12x=20.

55
2

Deci, 165 =20= S =22

8) Profesor: Chetreanu George Daniel (Scoala Gimnazialid Bod, jud. Brasov)

a) Se stie ca lungimile laturilor unui triunghi sunt numere reale strict pozitive, asadar trebuie
sa verificam daca sunt corect definite in enunt.

Conditia de existenta a unui radical de ordinul doi este ca numarul de sub radical sa fie
2x* —2x+3>0

pozitiv, asadar obtinem: 4 2x* +2x+3> 0.
8x*+10>0

e 2x°-2x+3>0

2x*—2x+3=0
A=(-2)"-4-2-3=A=4-24=-20<0, rezulti ci expresia isi pastreaza semnul, adici
semnul lui a, ceea ce inseamna ca e pozitiva, oricare ar fi x real.

o 2X*+2x+3>0

2x> +2x+3=0

A=2"-4.2.3=A=4-24=-20<0. Asadar si a doua expresie este tot pozitivi,
oricare ar fi X numar real.
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e 8x*+10>0 =8x*>-10, ceea ce este adevirat pentru orice X numdr real
deoarece orice numar ridicat la puterea a doua este pozitiv, iar un numar pozitiv e
clar mai mare decat -10.

Existenta unui triunghi cu lungimile date se verifica daca este indeplinita inegalitatea
a+b>c

triunghiului, adica: {a+c>Db.
b+c>a
Se observa ca a=BC ar fi latura cea mai mare, insa pentru a fi siguri demonstram acest lucru:
a>b=>8x2+10 >/2X* + 2x +3
8x* +10>2x* +2x+3

6x° —2x+7>0
6X°—2x+7=0
A=4-4.6-7

A=4-168=-164<0,

ceea ce Inseamna cd expresia e pozitiva oricare ar fi x real, asadar inegalitatea a>b este
dovedita.

a>Cc=8x2+10 >~/2x* —2x+3
8x*+10>2x* —2x+3
6X°+2Xx+7>0

6X°+2x+7=0

A=4-4.67
A=4-168=-164<0,

ceea ce inseamnad ca expresia e pozitiva oricare ar fi x real, asadar si inegalitatea a > ceste
dovedita.

a+b>c
Pentru existenta triunghiului ABC trebuie sd avem:qa+C>b
b+c>a

Cum latura a = BC este cea mai mare laturd, este evident cd a+b>c sica a+c>b.
Ne ramane de demonstrat ca b+c > a, adica trebuie sa demonstram ca:

V252 +2x+3+42x2 —2x+3 > /8x2 +10
Pentru aceasta, ridicam la puterea a doua deoarece toti termenii sunt pozitivi.
Obtinem astfel:
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2X% 42X+ 3+ 24 2X% + 2X+ 3V 2x2 — 22X+ 3 + 2X% — 2X +3>8x2 +10
4%* +6+ 2\/(2x2 +3)° —(2x)* >8x* +10
2VAxX4 +12X2 +9—4x2 >8x2 +10—4x% —6

244X +8x2 +9 > 4Ax* + 4
NAX +8X2 +9 > 2x* + 2

Ridicam din nou la puterea a doua si avem:
AX" +8x* +9>4x* +8x° + 4

9>4

Ceea ce este adevarat.

Asadar inegalitatea doritad a fost demonstrata.

In consecint, existd un triunghi ale carui laturi sunt cele definite in enunt.
b) Aria triunghiului ABC se poate calcula cu ajutorul formulei:

AB - AC -sin A
Asnsc Zf

Lungimile laturilor le stim, insad valoarea sinusului unghiului A trebuie determinata.
Pentru aceasta folosim teorema cosinusului pentru unghiul A si obtinem:

b% +c? —a?

) 2bc

Inlocuind lungimile laturilor in formula obtinem:

2X% +2X+3+2x* —2x+3—(8x* +10)

a?=b?+c?*—2bc-cosA sau direct cOSA=

COSA=
2V2X2 — 22X +3v2X% + 2% + 3
4x* +6-8x%*-10
COSA=
274x4 +8x% +9
J— 2_
COSA= ax -4
2x/4x4 +8x%+9
— 2_
COSA= 2x 2
Vax* +8x% +9

Observatie: Cosinusul unghiului A este negativ, asadar unghiul A este unghi obtuz.
Dar noua ne trebuie sinA, pe care il scoatem din formula fundamentald a trigonometriei:

sin? A+cos’ A=1
(-2x* -2)*
i avi.o !
4" +8x°+9
4x* +8x* +4
T
4" +8x“+9

sin® A+

sin® A+
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4x* +8x° +4
4x* +8x*+9

sin?A=1—

5

4x* +8x* +9

Unghiul A este obtuz, deci sinusul unghiului A va fi pozitiv. Alegem dintre cele doud
valori pentru sinA doar pe cea pozitiva.

5
Jax* +8x% +9
Revenim la formula ariei si avem:

sin’ A=

Deci, sinA=

\5

V2X% = 2x+3v2x2 +2x+3-

B Vax* +8x2+9
AAABC -
2

VAx* +8x° +9- 5

A Vax* +8x% +9
AABC 2

J5

AAABC :7-

Astfel, am demonstrat ca aria triunghiului ABC este un numar irational, deoarece J5
este un numadr irational (nu poate fi scos de sub radical) si in plus, aria triunghiului nu
contine nimic legat de x, deci nu depinde de x.

Observatie:

De fiecare dati cand am intalnit calculul v2x? — 2x + 3y/2X% + 2x + 3 =+/4x* +8x% +9
am scris direct deoarece am considerat ca este suficient ca am calculat la subpunctul a).

9) Prof. Buzea Gabriela , Scoala Gimnaziala Nr 56, Bucuresti

a) Demonstram ca exista triunghiul:
e AB+BC>AC

J2x?—2x+34+8a2 +10>2x2 4+ 2x+ 3
2x2 — 2x+3+2J(2x2 —2x +3)(8x2+ 10) + 8x% + 10 > 2x% 4+ 2x 4+ 3

8x% —4x 11042 / 2x2—2x +3)(8x*+10) =0
- v

(2v2x - i_} +2 42 /(2x7—2x + 3)(8x2 + 10) > 0, adevrat.

e BC+AC>AB

JBxZ 4+ 104222+ 2x+3 > 2x2—2x+ 3
8x2+10+2y(8x2+10)(2x2 +2x+3) +2x% 4+ 2x+3>2x2 —2x+ 3
8x2 4+ 4x4+10+2/(8x24+10)(2x2 4+ 2x+3) >0
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(2v2r+%) +2+2/(8x7 +10)(2x7 + 2x + 3) > 0, adevarat.
e AC+AB>BC

J2xi4+2x 43 +2x2—2x+3>/8x2 4+ 10
2x2 4+ 2x+3+2¢(2x2 4+ 2x +3)(2x2— 2x+ 3) +2x% — 2x + 3 > 8x2 + 10
2y (2224 2x +3)(2x2 — 2x +3) > 4x% + 4
(2x* +2x +3)(2x* — 2x + 3) = (2x* + 2)*
4x* +12x°+9 — 4x° > 4x* + 8x° + 4
4x* + 8x% +9 > 4x* + 8x% + 4, adevirat.

b) Construiesc ADL1BC, DeBC.

Notez AD=h, BD=y, iar DC=v8x* + 10 — y.

. T.P. . .

In triunghiul ABD, m(xD)=90°= h* + y* = 2x* — 2x + 3 (1).

R T.P. —_— 2 .

In triunghiul ADC, m(xD)=90°= h* + (V8x? + 10— y) =2x*+2x +3

h® +8x%+ 10— 2yVBx2+ 10+ y* =2x+2x+ 3 ,(2).

Din (1) si (2) rezultd ¢ 2x* — 2x + 3 + 8x° + 10 — 2yV8x>+ 10 =2x* + 2x + 3
4x* — 2x+5=y/8x2+ 10

4x* — 2x+5
y= T (3]
V8x-+ 10
Din relatiile (1) si (3) obtinem h2 + (u) =2x2—2x+3
t ! VBxTE10
s o a (42— 2245)"
) ) -II, —2xﬂ-2.’1’+3—ﬂw
2 (8x“+10)(2x°— 2x+ 3) — (4x* — 2x + 5)°
1 = —
8x-+10_ A i
. 16x* — 16x% + 24x* 4+ 20x” — 20x + 30 — (16x* + 4x” + 25 — 16x? — 20x + 40x7)
1 = —
Sx-+ 10
V5
h ::
~VBx*+10
Aria triunghiului ABC este
fa. 2 ] ‘F'I'E _
p _Bc-ap VEU TI0Te———r B
AABC T 2 - 2 - 2

Deci, aria triunghiului ABC este un numadr irational care nu depinde de x.

10) Prof. Gheorghe ROTARIU, Dorohoi, Botosani
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Fie xeR, arbitrar. Tn planul raportat la reperul cartezian XOY, considerim punctele

A(O,O):O,B(J’ 2 —£j ( —2x —£ £J Evident,
AB=+2x*-2x+3, AC =+/2x* +2x +3 si BC =+/8x" +10.

0 0 1
Xa Ya
Calculand determinantul A=(x, 1y, 1= «/_x—g —@ 1, obtinem A=-/5%0,
X
c JYc \/E \/1—0
e ]

adicd punctele A, B, C nu sunt coliniare, deci ele formeaza un triunghi.
Aria acestuia,
A _+5

[ABC]=7=7EQ

11) Prof. Pacurar Cornel Cosmin

a) Evident ca 2x® —2x+ 3 = 0,vxeR,2x* + 2x+ 3 = 0,¥xeR,8x” + 10 = 0, VxeR, toate
cele trei expresii au A<0 si a>0.
Evident a>0,b>0,c>0 ,fiind date ca radicali din numere pozitive.
O sa aratam ca c+b>a,c+a>b,b+a>c.
cth>aoV2xZ —2x4+ 34+ V2x2+ 2x+ 3 > 8x2 4 10
4x* + 6+42,/(2x2 —2x+ 3)(2x* +2x+ 3) > 8%’ + 10 &
©2,/(2x? —2x+3)(2x2 + 2x + 3) = 4x’ + 4o/ (2x? —2x + 3)(2x% + 2x + 3) = 2x% + 2
(—4
A+ 4x? +6x7 — 4x® —4xt —6x + 6x° + 6x+9 = 4x* + 8x° + 49>4 care este
evident,=
=c+b>a.
cta>boV2x?z —2x4+ 34+ V8x2+ 10 > V2x2 + 2x 4 3
& 2x* — 2x 4+ 34+ 8x% 4+ 10+2,/(2x% — 2x + 3)(8x> + 10) > 2x* + 2x + 3 &
©&8x% — 4x+ 10 + 2,/(2x%2 — 2x + 3)(8x% + 10) > 0
©4x® + 9+ (2x— 1)* + 2,/ (2%% — 2x + 3)(8x? + 10) > 0,care este evident,=c+a>b.
bta>cevV2x +2x+ 3+ VBx? + 10 > V2x? — 2x + 3
e 2x 4+ 2x+34+8x"+10+2,/(2x2 + 2x + 3)(8x* +10) > 2x’ —2x+ 3 =
©8x* + 4x+ 10 +2,/(2x% + 2x + 3)(8x% + 10) > 0
©4x® + 9+ (2x+ 1)* + 2/ (2%% + 2x + 3)(8x? + 10) > 0,care este evident,=b+a>c.
Din a>0,b>0,c>0, ct+b>a, c+b>a, b+a>c=pentru orice xeR, exista un triunghi ABC avand
lungimile laturilor:
a=BC=v'8x% + 10,b=AC=v2x? + 2x + 3,c=AB=v2x? — 2x + 3.
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b) _atb+c _ VBx"+104VI2x +2x4+34V2x"—2x+3

- -

f IEL+]':I+|:' —atb+c a-b+c atbh-c
ﬁﬁﬂﬁc:fP(P_ﬂ)(P_h)(P_C)=w|| . T L, T, T,

N (CEn o R D

d= [ =

[
(2@ + 2x +3)(2x7 — 2x + 3) —4x? — 4] (2/(2x7 + 2x + 3) (27 — 2x + 3) + 4x2 + ¢

=

L |

(VaxT+2x+3) (2 —2x+3) —2x2— 2) (V@2 + 2+ 3)(2x? — 2x + 3) + 2x2 + 2)

=

:%'*.-"ftzxz +3)7—4x?—(2x2 4+ 2]32%' J@x2+3-2x2—-2)(2x2 + 3+ 2x2 +2) — 4x’=
:% Vax? 45— 4x?= % [SeR\Q si nu depinde de x.

Presupunem i V5€Q,evident 2€Q:>%' V5 - 260245 €Q=3Im,neN,n#0,(m, n) = 1 astfel ca
V5 ===ny/5 = m=5n"=m*=5|m* cum 5 e prim=>5|m=m=5k,unde keN si inlocuind

n 511?:111: =

=5n°=25k*=n* = 5k*=5|n" cum 5 e prim=5|n.

Din 5|m si 5|n=5|(m, n)=5|1,care este fals=presupunerea ficuti e falsi =>%' VSeR\ Q.

12) Cojocaru Petru, Romani — Neamt

a) Expresiile 2x* — 2x + 3, 2x*+2x + 3 si 8x* + 10 sunt pozitive prtru orice x eR. (Trinom de
gradul IT cu A <0) Pentru a fi laturile unui triunghi dovedim:
I)a<b+c si 2)a>b-c
1) V8x* +10<,/(2x? + 2x + 3) +V2x? — 2x + 3, ridic la patrat fiecare membru si obtin;
8X*+10<2x*+2x +3+2x* —2x +3+2 /(2% + 2x + 3)(2x°— 2x + 3), aduc la forma
simpla 2x%+ 2 <v4x* + 8x2 + 9,ridic din nou fiecare membru la patrat si obtin: ~ 4x* + 8x?

+4<4x* +8x°+ 10 deunde 4 <9 adevirat.
[

2)Vax? + 10>V2x? + 2x + 3_~."| 2x? - 2x + 3 ,folosesc acelasi procedeu ca la 1) si obtin

2x2+2 >—ax*+ 8x? + 9adevirat (membrul I este pozitiv si membrul Il negativ).
Expresiile pot fi laturile unui triunghi.
b) Pentru a determina aria triunghiului ABC folosesc formula lui Heron.

| atbtc .
A= [p(p - 2)(® - b)(p - c),cum p=""= obtin;

. [
A= %J (a+b+c)(a+b-c)(a-b+c)(-a+ b+c),calculez sub radical si obtin:
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. [
A= iJZafl}f + 2a®c® 4+ 2b%*c? -(a * + b* + c*) Inlocuesc cu valorile din ipoteza si
A= %,j{z(zxz +2X +3)(2x% —2x +3)+2(2x% +2x+3)(8x* +10)+(2x? —2x +3)( 8x* + +10) — [(2x* —
2x +3)° + (2x* +2x +3)° + (8x° + 10)’}&
&A= §V(8x4 +16x% +18 + 32x* — 32x° + 88x% — 40x + 60 + 32x* + 32x% + 88x* + 40x + 60
—4x* +8x3 — 16x% + 12x — 9 — 4x* — 8x® — 16x°* — 12x — 9 — 64x* — 160x* —100)

> A= f [20 = i /5. Aria nu depinde depinde de x. (g.e.d.)

13) Prof. Nica Nicolae

a) Consideram punctele A{%OJ B[xﬁ, \E}C[_ x,—\EJ

Se observa ca, calculand distantele dintre punctele A si B, A si C, respective B si C obtinem

AB =+/2x% —2x +3,AC =+/2x* +2x +3,BC =+/8x* +10.

5
_ Y45
Ecuatia dreptei BC este: X=X _ 2

—2X '
0 _2\/g
2

o . 5 2 .
Inlocuind in aceasta ecuatie X = \/; y =0 rezulta ca \/; =0 ceea ce este fals, deci punctual A

nu se afla pe dreapta determinate de punctele B si C, si deci punctele A, B si C determina un
triunghi.

2o,
2
1 5 ~10
b) SABC:E Xo r] 1:TeR\Q
5
X, — > 1

14) Prof. Silvia Musatoiu

a) Problema revine la a demonstra cerinta pentru x = 0, pentru cazul contrar, trecand X in —X,
AB si AC se schimba intre ele.

Pentru x > 0, avem ¢ < b < a (se demonstreaza usor prin compararea cu 0 a unor trinoame de
gradul doi), asadar ¢ <a + b si b <a + c. Ramane sa demonstram caa<b + c.
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Presupunem contrariul, adica a > b + c. Inlocuind lungimile laturilor, si ridicand la patrat

obtinem:
(Vex?+10) = (VZx’—2x +3 +V2x2 + 22 +3)
8x*+1024x2+6+2,/(2xT —2x +3)(2x%+2x + 3) &
2x*+ 22 f(2x%— 2x+ 3)(2x% + 2x + 3).
Printr-o noua ridicare la patrat, obtinem: 4x* + 8x* + 4 = 4x*+8x* +9 , ceea ce este fals.

Asadar presupunerea a fost falsa, decia<b +c.
. . . Bi et —n® —2x3-2
b) Conform teoremei cosinusului: cos A = ——— = - _ , de unde
2be o (22— Zx43) (222424 3)
SINA=+1—cos?A= |1— i BTt
- (22822 +3) 22T+ 2x+3)
. L 5
Efectuand calculele sub radical, gasim sin A= - il :
o (222224302224 24 3)
_ besind  /(2x2-2x+3) /(2224 2x+3) 45 _i5 . .
Axnsc = > = . N e Rl €R-Q si este independent de
X.

15) Prof. Olah Csaba

a). se pot verifica usor urmatoarele - daca x<0 - a>c>b, si
x>0 - a>b>c) (expresiile de sub radical find pozitive pentru orice x). In ambele cazuri

putem scrie a+c>b si a+b>c.
Verificam inegalitatea b+c > a - V22X +2X+3++2x* —2Xx+3 >/8x2 +10 (*). Ridicam la

patrat ambele parti —
(*) = 2x2 + 2X+ 3+ 2X° —2x+3+2\/(2x2 +3) —4x? >8x* +10

SN \/(2x2 +3)—4x2 > 2x*+2, radicand la patrat din nou, obtinem inegalitatea 9> 4, care este,

evident, adevarata. Am demonstrat, ca putem scrie inegalitatea lui Minkowski pentru a,b,c in
toate felurile, deci exista triunghiul ABC cu laturile a,b,c.
b).Se cunoaste egalitatea adevarata in orice triunghi:
165% =2a’h? +2bc + 2¢%a’ —a* —b* —c¢* = 2a%’ + 2¢’a” —a* —(b* —20°c* +c* ) =
=a’(20° +2¢* —a’) - (b’ —cz)z.
Putem scrie:
165* =a’ (sz +2¢° —az)—(b2 —02)2 = (8x2 +10)(4x2 +4X+6+4x" —4x+6-8x° —10)—
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—(2x% +2x+3-2x +2x—3)2 =2(8x*+10) - (4x)" = 20.

De aici S* :@ =S= ¥ = ? e R;\Q -aria este un numar irational si nu depinde de x.

16) Prof. Florin Paraschiv

a) Folosim proprietatea conform careia intr-un triunghi suma lungimilor a doua laturi este mai
mare decat lungimea celei de-a treia.

2 2
V2X2 — 2% +3 +42X2% + 2X +3 > /8x2 +10 @(szz —2X +3+/2x2 +2x+3) >(\/8x2 +10) o

& 2x? —2x + 3+ 2x? +2x+3+2\/(2x2 +3)2 _(2%)2 >8x2 +10 < 4x2 + 6+ 24/4x* +12x% +9—4x2 >
2
>8x2 +10 & 2 4x4+8x2+9>4x2+4<:>(2 4x4+8x2+9j >(ax? + 4} o a(ax® +8x2 +9) >

>16x* +32x2 +16 < 16x* +32x? +36 >16x* +32x? +16 < 20 >16(Adevarat) = AB + AC > BC

2 2
V2x2 —2x +3 +4/8x2 +10 > /2x% + 2x + 3 <:>(\/2x2—2x+3+\/8x2+10J >(\/2x2+2x+3j =

& 2X2 —2X + 3+8X2 +10 + 2416 X" + 20x% —16X° — 20X + 24X2 +30 > 2x% + 2X + 3 <> 10X2 — 2X +13 +

+2016X% —16X° + 44x% — 20X + 30 > 2X% + 2X +3 <> 24/16X* —16X° + 44x% — 20X +30 > —8X2 + 4X —10 <>

2
= (2\/16x4 -16x° +44x° - 20x+3o) > (-8x2 +4x—10] < 4(16x* ~16x° + 44x2 — 20X+ 30) > 64x* +16X? +100 —

—64x3 +160x% —80x < 64x* —64x% +176x* —80x +120 > 64x* —64x> +176 x> —80x +100 <> 120 > 100 (Adevarat) =
= AB+BC > AC

V2% +2x+3 +4/8x7 +10 > 22 —2x +3 @(\/sz +2X+3 +4/8%° +10)Z >(\/2x2 —2x+3)2 o

<> 2% +2X+3+8X° +10+ 2/16X" +20X% +16X° + 20X+ 24X° +30 > 2X* — 2X+3 <> 10X* + 2X +13+
+2416X" +16X° +44x + 20X +30 > 2X° — 2X + 3 <> 2/16X" +16X° + 44X + 20X +30 > —8x> —4x—10 <

2
PN (2J16x‘ 116X + 44X + 20x+3o) > (8% —4x—10)" < 4(16x" +16X + 44X’ + 20X +30) > 64x" +16x* +100 +

+64%° +160%* +80x <> 64x* +64x° +176x° +80x +120 > 64x* +64x* +176x* +80x +100 <> 120 > 100( Adevarat) =
= AC+BC > AB
Am aratat ca suma lungimilor a doua laturi este mai mare decat a treia latura.

a+b+c

b)Folosim formula lui Heron : Aria = \/p(p —a)(p—Db)(p—c),unde p = 5
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e Ca N (E R

:\/—(bz—02)2—a“+a2[(b+c)2+(b—c)2] :\/—(bz—cz)z—a“+2a2(b2+c2) _

16 16
B \/—(2x2 —2X+3-2x* —2x—3)* - (8x* +10)* + 2(8x” +10)(2x* —2X+3+2X* +2x+3) _
16
—(—4x)* — (64" +160X° +100) +2(8x +10)(4x> +6) _
16 -

_\/—16x2 —64x' ~160x* ~100 -+ 64x" +96x +80x* +120 _ [20 _\E_ﬁe R\Q
16 16 4 2

Am aratat ca aria este egala cucare este un nr irational care nu depinde de x

17) Prof. Cantemir lliescu, Pitesti

Sa observam ca:

o[ [ e[ ]

- ol 2 ()

Deci
A(g,o], B(xﬁ,@}, C(—x\/_,—@}.
Construim
Q 0 1 Q 0 1
2 2
a0 gz MO g
2 _£ 0 0o 2

oricare ar fi xR, ceea ce ne asigura ca punctele A, B, C sunt necoliniare, oricare ar fi x e R.

N3

Avria triunghiului ABC este data de formula: S :%|A| = > si reprezinta un numar irational.
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18) Prof. Marian Teler

a) Se verifica usor ca a, b, ¢ sunt definiti (v)x e R

De asemenea sunt usor de demonstrat inegalitatile: O<b<a, O<c<a, b+c>a, triunghiul
ABC exista pentru orice X e R
b) Avem, succesiv:
2 2 a2 2
COSA = b®+c”-a :_2(x +1)
2bc bc

ol

. . inA .
> » SINA= @ rezulta Aria,,g. _besinA =§, aria este un numar
b°c bc 2 2

irational care nu depinde de x e R

sin> A=1-cos’ A=

19) Prof. Rosu Vasile

a)Verificam daca lungimile a, b, ¢ sunt numere pozitive pentru orice x € R

a=1+8x?% 4+ 10 > 0 evidenta pentru orice Xx €ER

b=+v2x2+ 2x + 3 > 0 deoarece A = b* — 4ac = -20 < 0 si trinomul este pozitiv pentru orice
X € R, avand semnul lui a

c=+v2x? — 2x + 3 >0 analoc pentru orice Xx € R
Triunghiul ABC exista daca are loc dubla inegalitate o —c|<a<b+c

1) |W2x2+2x + 3 -vV2x2 — 2x + 3| <v/8x2 + 10 ridicam la patrat

2X2+ 2X + 3+ 2x2- 2x + 3 - 2,/(2x% + 3)7 — 4x2 < 8x® + 10 adica

-2v4x* + 8x% + 9 < 4x? + 4 inegalitate adevarata pentru orice x € R membrul stang fiind
negativ si membrul drept pozitiv

2)V8x2 4+ 10 <V2x2 + 2x + 3 +2x% — 2x + 3 ridicam la patrat

8x+10 < 2x2+ 2X + 3+ 2x% - 2x + 3 + 2,/(2x% + 3)% — 4x?

4x2 + 4 < 24/ 4x* + 8x% + 9 adica

16x* +32x2 + 16 < 16x* + 32x* + 36 respectiv 16 < 36 inegalitate evidenta pentru orice x € R

b) Calculam aria cu formula lui Heron
A= plo—a)(p—B)(p—c) unde p = T2 ; (p-a) = = ; (p-b) = =2 (p-c) = =

Z 2 2

Asociem produsele
o(p-a) = (13x‘+1u VI t2x +3 42z —2x +3) («.'zx‘+2.x+3+«.'2x‘—2.x+3—«.'3x‘+1u)
z 2

z z T At
_ [ (VEZxT a3 +VEZaT —2x+3) - (VBATHI0) | _ 2x%4+2x+3+2x%-2x 4342 (2 +3) —4x —Bx®—10 _
= - = . =
_ —axt-a+2ET5ExT 50

- 4
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b _ fvEx 104V 2x - 2x+3—V2x +2x 43\ [VEBx+ 104+ 22+ 2x+3—V2x - 2x 43
(P-b)(p-c)= : :

_1

(312+1n+Jaxz+1n»=xfzx2+zx+3—Jax2+1nwzx2—zx+3+

V2x? —2x +3=VBx2+ 10+ V2x2 — 2x+ 3 #V2x2 + 2x + 3 — (2x2 — 2x +
3)—V2xZ+ 2x+ 3=VBx2 + 10 — (2x% +2x +3) +V2x2 + 2x + 3 =

V2xZ—2x + 3) =
=2 (8x? + 10— 2x2 4+ 2x —3 — 2x? — 2x — 3+ 2V2x? + 2x + 3 *V2x% — 2x + 3)=

_Ax 44+ /axT +BxT 49
4

A_Jzﬂx”wx“ﬂ—aﬂx“n} *J2v4x‘+3x“+9+4(x“+1}_\]15x"+32x“+35—15;:;"—32;:;“—15_ zu_iﬁ
4 16 2

4 16
Este numar irational si nu depinde de x

20) Prof. Corneliu Manescu — Avram

a) Demonstram mai intai urmatoarea

Lema. Fie a, b, ¢ € (0, +oo). Urmatoarele afirmatii sunt echivalente :

1) exista un triunghi cu laturile de lungimi a, b, ¢ ;

2) 2(a’b?* + b*c* + c*a?)>a* + b* + *;

)la — bl < c<a+h

DEMONSTRATIE : 1) = 2) Daca exista un triunghi cu laturile de lungimi a, b, c si aria S,
atunci

2(a?b* + b*c? +ca?) — (a* +b* + c*) = 1652 > 0.

2) = 3) Este adevarata descompunerea

(a+b+c)(—a+b+c)a—b+c)a+b—c)=2(a*b? + b*c? + c*a®) — (a* + b* + c*).

Daca membrul drept este pozitiv, atunci si membrul stang este pozitiv, deci doi dintre factori
sunt pozitivi, iar ceilalti doi au acelasi semn. Daca, de exemplu,a—b+c<0sia+b-c<0,
atunci prin adunare se obtine 2a < 0, deci a <0, ceea ce contrazice ipoteza. Se deduce ca toti
factorii sunt pozitivi, decic< a+b,c>a—bsic>b —a, deundec> |a — b|.

3) = 1) Daca aceste inegalitati sunt adevarate, atunci cercurile de raze a si b, avand distanta
dintre centrele lor egala cu c, se intersecteaza in doua puncte. Intr-adevar, daca cercurile sunt
exterioare, atunci distanta dintre centrele lor este mai mare decat suma lungimilor razelor, iar
daca un cerc se afla in interiorul celuilalt, atunci distanta dintre centrele lor este mai mica decat
modulul diferentei lungimilor razelor.

Unul dintre punctele de intersectie si centrele cercurilor sunt varfurile triunghiului cautat.

Revenim la problema si aplicam afirmatia 2) din lema :

2(a’b* + b*c? + c*a?) — (a* + b* + ¢*) = 4(a®b® + b*°c* + c*a?) — (a® + b* + %)=
= 4[(8x° + 10)(2X° + 2x + 3) + (2% + 2x + 3)(2x* — 2x + 3) + (2x* — 2x + 3)(8x* + 10) -
—(Bx*+10+ 2x*+2x +3 +2x* — 2x+ 3)* = 20.

V5
b) Din 165% = 20, se deduce S = S £Q
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Comentarii. Avem lim,,,,.a =lim,_,_ b =lim,, c= + oo darsilim,,h, =lim,_, h, =
=lim___ h_=0, ceea ce explica rezultatul. Din lim__, %’ = 1 se deduce ca triunghiul se
“aplatizeaza” cand x creste.

Daca A(x) este triunghiul corespunzator lui x € R, atunci &(x) = A( — x), deoarece se schimba

intre ele laturile AB si AC.
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3. THE NUMBERS of FIBONACCI and LUCAS - IDENTITIES
- PROOFS WITH FEW WORDS -

(11)

By Dumitru M. Bitinetu-Giurgiu, Bucharest, Romania
and Neculai Stanciu, Buzau, Romania

Fibonacci

(1175 -1240)

Francois-Edouard-Anatole Lucas
(1842 — 1891)

F, =0,F, =1,
F.,=F.+F, vneN
L, =2L, =1,
L.,=L.,+L, vneN

www.mateinfo.ro

(F)

(L)
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r’—r-1=0,
rl:a:%;rzzﬁ:£.
2 2
(X,) 0, Fibonacci-Lucas’ s sequence
x, =Aa" +BfA", VneN,
If Xy =0= F01X1 =1= Fl! then A:i B:_i SO:

NN

_an_ﬂn _i N )
R —\/g(a B"), ¥neN (Binet, 1843),

If x,=2=1L,,x,=1=L,, then A=B =1, s0
L,=a"+ ", VneN.

Note that:
a+pf=1land aff =—

173. F, ., -1=F, L, .,, VneN.

1 - 1
PrOOf. E nL -, =_(QKZn _ﬂZn)(a2n+2 +,an_2) =_(a4n+2 _a2n+2ﬂ2n +
2n —2n+2 \/g \/g
1
L B ) = By, = () (@ = B7) = Py —— = (@~ A+ ) =
4 2 \/— 4n+2 \/g
1
= I:4n+2 _E(a_ﬂ) = F4n+2 -1
1.74. F,, ., +1=F, L, ,, VneN.
PrOOf F L :i(a2n+l _ﬁ2n+l)(a2n+2 +ﬁ2n+2) :i(a4n+3 +a2n+1ﬁ2n+2 _
2n+1"=2n+2 \/g \/g
n+ n+ n+ n+ 1
—a’ 2182 t-pt °) = Finis \/—(05,8)2 Ha-p)= Funes +\/_(0! B) =
=F,,.,+1.
1.75. F,,., —-1=F, ,L, .., VneN.
PrOOf F L :i(a2n+2 _ﬂ2n+2)(a2n+l+ﬂ2n+l) :i(a4n+3 +a2n+2ﬂ2n+1 _
2n+2 =2n+l \/g \/g

_gimigamee _ gandy 4n+3+\/_(oc,3)2“*l(oz ) = Fin.s j—(a p) =
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= I:4n+3 -1.

1.76. F, L, +F ,L ,=L_. ., VmneN (Hansen, 1972).

Proof. F, L, +Fyyl s =~ ((@” - )@+ A7)+ (@™ = A7) (a4 )=

NG

(am+n _anﬁm +amﬂn _ﬂm+n +am+n—2 _an—l m-1 +amflﬂhfl _ﬁeran) —

@™ a+a ) - U B~ L af) + ™ B (L o)) =

— a_ﬂ(amm—l +ﬂm+n—l):am+n—l +ﬂm+n—l - L

NG

m+n-1"

1.77. F,F,+F, ,F ,=F. . ., vmneN".
Proof. F . F, +F, ,F. :%((am — B @" - ") + (@™ = B (o™ —ﬂnfl)):

l(amm _anﬁm _amﬂn +ﬂm+n +am+n—2 _an—lﬂm—l _am—lﬁn—l +ﬂm+n—2) —

5
:%(amﬂll(a'f’a1)+ﬁm+nl(ﬂ+ﬁ1)_anlﬂm1(l+aﬁ)_amlﬁml(l+aﬂ)):
1 m+n-— m+n-
= @™ a=p) 4 g (p-a) =)
a_ﬂ m+n-1 m+n-1 1 m+n-1 m+n-1
=—\x - =—=\ - = I:m+n— :
Sl ) s @ Y = R
1.78. L,L, +L, L., =5F_ ., vmneN" (Hansen, 1972).

Proof. L, L, +L,,L =(a"+8")@"+B")+@"" + B " )a"" + ") =
:am+n +amﬂn +anﬂm +ﬂm+n +am+n—2 +am—lﬂn—l+an—1ﬂm—l+ﬂm+n—2 —
:am+n_l(a+a_l)+ﬂm+n_l(ﬂ+ﬂ_l)+am_lﬂn_l(aﬂ+1)+0€n_1ﬁm_l((,‘{ﬁ+l) _

= (0[ _ﬂ)amm—l T (ﬂ_a)ﬂmm—l _ (a _ﬂ)(amm—l _ﬂm+n—l) _

m-+n— m-+n— 1 m-+n— m-+n—
=5 - B 1)25'E(0‘ =) =5F

n n .
1.79. Z[kij =F,,, YneN".
k=0
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1 “_i nzi 2n _ p2ny _
_E(l—ka) £(1+ﬂ) JE(“ BT) =Fy.

n (n .
1.80. (kijk Lon i = 2"L,, +2L°, ¥mneN".
=0

n

Proof. Zi:(kJL Lmn i Z(k](amk +ﬁmk)(amn—mk +ﬂmn—mk)=

( j(amn _+_amkﬂmn mk _+_amn—mkﬂmk +ﬂmn) — (amn +ﬁmn)i(::j+

U(a Y (BT + (@)K (B )= 2" L, + 20" + A7) =
_2 L, +2@"+8™)" =2"L +2L".

nn .
1.81. Z(kan‘k F oo :%(Z"Lmn —2L"), vmneN".
k=0

k=

:%Z(EJ(“ A
1 nn)y 1 . o

2" 2 2"L,, —2L;
:_L _ = am+ myn — mn m.
5 mn 5( ﬂ ) 5

n n n n
Proof. Z(kJka an_mk :%Z(k)(amk _'Bmk)(amn—mk _ﬁmn—mk) _
k=0
a

mn—mkﬂmk +ﬂmn) —

mn?

1.(n
1.82. ( ijk Lononk = 2" Foy ¥YM,neN’
0

Proof. no(kJ L z( j mk _ﬁmk)(amn—mk +ﬂmn7mk):

__Z mn _ﬂmn) _Z n (amkﬂmnfmk _amn—mkﬂmk) _
N

1

-5 —ﬂ"“")ZU “=l@"+ gy —(@"+ ") )=2"F

=
1l

www.mateinfo.ro
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n n .
1.83. Z(kJLk L., =2"L,+2,VneN".
k-0

Proof. zn:(EJLkLn ) Z( j(a + A" + B =
zn:( j(a + 4" )+Z( j(akﬁ"_k +a" g = Lni(:j+2(a+ﬁ)" =

=2"L,+2.

n n .
1.84. Z(kJFk F . =%(2" L,—2), VneN".
k-0

Proof. Zn:(:JFank :%Z( J(a — B e - BT =

1&(n n n nk n—k k Ln (N 2 n
ngz_(;(kj(a +p )——kz;,( j( ﬁ B )Z?kz_(;(kj—g(a‘Fﬁ) =
_2”Ln_§ 2"L, -2
5 5 5

1.85. Z( J L . =2"F,vneN".

Proof. i(nij Lnfk :ii(:‘:}(ak _ﬂk)(an—k +'Bn7k) _
i

J5 &k
1 n n o N _
e -m3L)-
1.86. Z( "™ k( JFk =(-)"'F,,VneN".

Proof. Z( )" k( JFk —j_

5k_( J( - (" - ) =
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n—kk_inn_n—kk:i_ n_l
52( o= B3 L - e
1 n _(_1\n-1 1 ny — (—_1\"-1
_E(—ﬂ) —E(—a) =(-D" \/g(a -p")=CD)"F,
1.87. Z( 1)”( jFZk_F vneN”
Proof. Zn:(—l)”k(nJFZk = Z( J( “D"*(a® - p*) =

J5

www.mateinfo.ro

(-1+p)" =

n-k 2k -+ _1\n-k 2k:i_ 2n_i_ 2n:
5;[ j( D" e \/Ekz_;‘(kj( Dp \/g( 1+a%) JE( 1+57%)
1
=@ =B =F,
1.88. z(:) v =Foon VMeN, VneN™.
Proof. Z( j = 52( j(amk _ g™y =
am n n n am
_5k—o(kja _\/g —o(k ECH_OO \/_(1+ﬂ)
_ﬂ. 2n_ﬂ_m. 2n=i m+2n m+2n —
_\/g a \/g ﬂ \/g( ﬂ ) m+2n'
1.89. Z(:JLk =L,,, VneN".
Proof. Zn:(E]Lk Z( j(a + B = Z( jak +Z”:U(‘}Bk -

=(l+a)"+@+ )" =™+ =L,

1.90. Z( 1)”( jL =(-D"L,, VneN’

PrOOf. Z( 1)n k( jl— _Z( 1)n k( j(ak +ﬁk)=i(EJ( 1)n -k _k Z( j( 1)n—kﬂk —
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=(-1+a)"+(-1+B)" =(af+a)" +(af+ )" =a"(B+D)" + " (a+])" =
=a"B" + pa’ =(@f)"(a" + ") = (-D)"L,,.

n n .
1.91. Z(—l)”‘k(kJLZK =L,, VneN".
k-0

PrOOf.i(—l)nk(:jLZK :Zn:(_l)nk(EJ(QZk +ﬂ2k) :zn:(lr(l)(_l)nka% +Zn:(EJ(_1)nkﬂ2k —
=(-1+a®)"+(-1+B)" =a"+ 8" =

n n .
1.92. Z(Jamm = Ly Fomeamp» ¥YM,N, peN’.
k=0

n n 1 n n
Proof. Fioen = —— o Amkp) _ ( j 4m(k+p) —
Z@ e ﬁg(kj Z

V5 &
4mp n n 4mp n Ak
-5 oo L e -
:a\/g (1_'_(14m)n_ﬁ\/g (1+ﬂ4m)n —
_ a\;gp o™ (0{_2m +0{2m)n _%IBZmn (ﬂ—Zm +ﬂ2m)n _
a4mp+2mn ﬂ4mp+2mn

NG (a +ﬂ)—T(a +p7)" =

— (aZm +ﬂ2m).i.(a2mn+4mp _ﬂZmn+4mp) — Ln E

2m ' 2mn+4mp *
V5

1.93. > kR, =nF,,-F ,+2 vneN".

Proof. a, =Y F =F,,-1VneN", b =Y kR =F +2F, +3F, +..+

k=1 k=1

LR, ZF +ZF +ZF T +ZF =a,+(a, —a)+(@, —a,) +..+(a,-a,,)=

k=2

n-1

= nan _Zak = r](Fn+2 _1) _Z(Fk+2 _1) = r]|:r1+2 _n_sz+2 + (n_l) =

n+1 n+1

=nF,-1- ZFM nF,, —1- ZF =nF,,-1- ZF +F +F, =

= l:n+2 _1_(Fn+3 _1)+2:nFn+2_(Fn+4 n+2)+2 (n+1)F

n+2 n+4

+2.
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1.94. > kL =nL,,,-L,;+4,VneN".
k=1

Proof.c, => L, =L,,-3VvneN", d => kL, =L, +2L, +3L, +..+
k=1 k=1
+nL, =c,+(c,—c,)+(c,—¢c,)+..+(c,—cC, ;)=

n-1 n-1 n-1
=nc, _;Ck = r](Ln+2 _3) _;(Lk+2 _3) = r-]Ln+2 _3n_;|—k+2 +3(n_1) =

n+1

=nL,, —ZLk +L+L,-3=nL,-L_,+L ,+4=(n+1L L., +4.
k=3

n+2
1.95.> (n—-k+1)F =F,,—n-3 VneN".
k=1

Proof. b’ =Z(n—k+1)|:k . b, =Zk|:k =nF _,-F, ,+2VneN,

bn+b;_2(k+n k+1)F, _(n+1)ZF =(n+)(F.., -1,

k=1

b, =(n+1)(F

n+2 _1)_bn = (n+1)Fn+2 _n_l_nFn+2 + Fn+3 -2=

=Fn+3+Fn+2_n_3=Fn+4_n_3'

1.96. > (n—k+1)L, =L,,-3n-7,VneN".
k=1

Proof. Z(n k+1)L, —(n+1)ZL Zn:kLk =(n+1(L,,-3) -

k=1

_nLn+2 + Ln+3 —4= Ln+3 + I-n+2 -3n-7.

1.97. ) (2k -1)F,, =(2n-1)F,, —2F,,, +2,VneN".
k=1

Proof. u, _ZFZH F,,vneN'sia, _Z(Zk DF, , =

k=1 k=1

=F +3F, +5F +..+(2n-1)F, , = ZFZk_l +zz Fos +2z Fppy ot
k=1 k=2 k=3

+22 F, =U, +2(u, —u)+2(u, —u,)+..+2(u, —u, )=
k=n
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n-1 n-1
=(@2n-1u, - ZZuk =(2n-1F,, - 22 F, =(@n-DF, —2(F, ,-1)=
k=1 k=1

= (2n-1)F, -2F,  +2.

1.98. > (2n-2k+1)F, , =F, +2F, , -2, VneN".
k=1

Proof. Z(zn 2k +1)F,, , = ZnZ Fos Z(Zk DF,, =

=2nF,, —(2n— 1)F2n +2F2n L,—2=F,, +2F,, ,-2.

1.99. Y kF, =nF,,, —F,,, ¥neN".
k=1

Proof.v, =Y F, =F,,, -1vneN", b =) kF, =F, +2F, +3F +
k=1 k=1

n n n
+o NPy =D Py D Py 4ot D R =V, (v, =V + (V= V) o (V, =V, ) =
k=1 =2 k=n

n-1

n-1 n-1
:nVn_; _n(Fn+l ) ;( k+1 1) 2n+1 n_;FZKH_'—(n_l):

n
=Nk, _1_2 Fos =Nk, _Z Fas =0k, —Fy,.
k=2 k=1

1.100. > (n—k+1)F, =F,,, —n-1 vneN".
k=1

Proof. Z(n k+DF, = (n"'l)z Fo — ZkFZk =+ (Fp,, -1 -

k=1
_nF2n+1 + an - F2n+l + an -n-1= F2n+2 -n-1.

1.101. > (a-c+ck)F =(a—c+nc)F,,, —cF, , +2c,Va,ceR, ¥neN’
k=1

n+2

Proof. Z(a c+ck)F, =(a- C)ZF +cZkF =(@-c)(F,, -1+

k=1 k=1
+c(nF,,,-F,.;+2)=(@-c+nc)F,,, —cF, ,+2cC.

—dL,,, +7d-3a,Va,d eR, VneN".

n+2

1.102. ¥ (a-d +dk)L, = (a—d +nd)L
k=1
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Proof. Y (a—d+dk)L, =(a—d)> L, +d> KL =(a—d)(L,,,-3)+
k=1 k=1 k=1

+d(nL,,, -L,;+4)=(a—d+nd)L
=(@a-d+nd)L,,,-dL, ,+7d-3a.

n+2 _dLn+3 +4d _3(a_d) =

n

1.103. > (a+(n—k)c)F =aF,,, +cF, , —a—(n+2)c,va,ceR, YneN".

k=1

Proof. Zn:(a+ (n-k)o)F, =(a+ nC)i F —Cikﬁ =(a+nc)(F,,, -1 -

k=1 k=1 k=1
—-c(nF,,,-F,;+2)=(@a+nc—nc)F,,, +CcF, ,—a—-nc—2c=
=aF,,+cF ;—a—-(n+2)c.

1.104. > (a+(n—-k))L, =al,,, +cL,,, —3a—-3nc+4c,Va,ceR, VneN".

k=1

Proof. Zn:(a+ (n—Kk)o)L, =(a+ nc)zn: L, —czn“kLk =(a+nc)(L,,-3)—

k=1 k=1 k=1
-c(nL,,,-L, ,+4)=aL,,,+cL,.,—3a-3nc+4c.

1.105.) kL, =nL,,,, —L,, +2, VneN".

k=1

Proof.w, => L, =L,,, -1 VneN",:

k=1

Zn:kL2k =L, +2L, +3L, +...+nL,, :Zn:L2k +Zn:L2k +Zn:L2k +...+Zn:L2k =
k=1 k=1 k=2 k=3 k=n

n-1
=W, + (W, —Wy) + (W, —W,) +...+ (W, =W, ) =nw, — > W, =
k=1
n-1 n—

1
= n(L2n+l _1) - Z(L2k+1 _1) = nL2n+1 —N+ (n _1) - Z I—2k+l =
k=1 k=1

=nl,,, _1_ZL2k—l +L =nl,, — L + 2.

k=1

1.106.> (n—k +1)L, =L,,.,—n-3, VneN".
k=1
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Proof. > (n—k+1)L, =(N+1)> L, — > kL, =
k=1 k=1 k=1

= (n +1)(L2n+1 _1) - r]|‘2n+l + I‘2n —-2= nL2n+1 —n+ I-2n+l -1- r]|‘2n+l + I‘2n —-2=
= Lo -n-3.

1.107.> " (2k =)Ly, =(2n-1)L,, —2L,,,, VneN".
k=1

Proof. u, => L, , =L,,—2,, VneN’,
k=1
> (2k—DLy, =L, +3L, +5Ls +..+(2n-1)L,, , =
k=1
=D Ly +2) Ly +2D> Ly + 42> Ly =
k=1 k=2 k=3 k=n
n-1
=U, +2(U, —U;) +2(U, —U,) +...+ 2(u, —u, ) =(2n-Du, —2>"u, =
k=1
n-1 n-1
=@2n-1(L,, -2)-2> (L —2)=(2n-1DL,, —4n+2-2> L, +4(n-1) =
k=1 k=1

n-1
=(@2n-DL,, - 22 Ly —2=02n-DL,, -2(L,,, -D-2=2nL,, - L,, -2L,,, =
k=1

=(2n-1L,, -2L,,,.

1.108. > (2n—2k +1)L,,, =L, + L, , —4n, VneN".
k=1

n n n

Proof. Z(Zn -2k+1L,, , = an Lo — Z(Zk “Dly, =

k=1 k=1 k=1

=2n(L,, -2)-(2n-1)L,, +2L,,, =2nL,, —4n-2nL,, +L,, +2L,, , =
= I-2n + L2n—1 + I-2n—l —4n= I‘2n+1 + I-2n—l —4n.
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Art.218
3) ASUPRA PROBLEMELOR 5346 SSMA 2015 SI 582 RMM 2017

Marin Chirciu®
Nota.
School Science and Mathematics Association, Founded in 1901
Jurnalul SSMA este un jurnal international care este publicat lunar Intre octombrie si mai,
punand accentul pe cercetarea problemelor, preocuparilor si lectiilor din cadrul si intre
disciplinele stiintelor si matematicii in clasa.

Articolul porneste de la Problemele 5346 din SSMA mai 2015 si 582 Inequality in triangle
RMM octombrie 2017, Romanian Mathematical Magazine, ambele probleme avand aceiasi
autori D.M.Bétinetu-Giurgiu si Neculai Stanciu, Romania.

In cadrul materialului se urmareste o modalitate unitara de prezentare a solutiilor, dezvoltand si
extinzand sume cu inaltimi 1n triunghi si razele cercurilor exinscrise.

Problema 5346 din SSMA

1) InAABC
ZM ra2 >2 pz .
ha
SSMA 5/2015, D.M.Bitinetu-Giurgiu , Neculai Stanciu, Romania
Solutie.
Demonstram rezultatul ajutétor:
Lemal.
2) InAABC
ZhbJrhc o p2(8R2+2Rr—r2— pz)
h ° 2Rr '
Demonstratie.
2S N 2S
- T 2 a b C 2 _r2_ 2
Avemzm-r;:z b ¢ S Z:SZZ(—+)2=r2p2-8R +2Rr3r p°_
h, 25 (p—a) bc(p—a) 2Rr
a

p*(8R*+2Rr —r* - p?)
2Rr '
Sa trecem la rezolvarea inegalitatii 1).

p*(8R?+2Rr —r? — p?)
2Rr

care rezulti din inegalitatea lui Gerretsen p° <4R? +4Rr +3r®> Rimane si aritim ci:

4R? +4Rr +3r? <8R’ —-2Rr—r? < 2R*-3Rr—2r’ >0 < (R-2r)(2R+r) >0, evident din

inegalitatea lui Euler R > 2r .
Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.
Remarca.

Folosind Lema 1 inegalitatea se scrie >2p° < p° <8R*-2Rr-r?

! Profesor, Colegiul National ,, Zinca Golescu”, Pitesti
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Inegalitatea 1) poate fi intarita:
3) InAABC

Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
Folosind Lema 1 inegalitatea se scrie

2(8R?*+2Rr —r?—p? 2

o P’), 27R
2Rr 2

inegalitatea lui Gerretsen16Rr —5r° < p® <4R?+4Rr +3r® .Rimane si aritim ci:

(16Rr —5r*)(8R* + 2Rr —r® —4R* —4Rr —3r*) > 27R’r < 37R® ~52R°r —54Rr? +20r° > 0

& (R-2r)(37R*+22Rr -10r*) > 0 ,evident din inegalitatea lui Euler R > 2r.

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

& p*(8R*+2Rr —r” — p*) 2 27R’r , care rezultd din

Remarca.
Inegalitatea 3) este mai tare decat inegalitatea 1):
4) In AABC
2
Zm.r{f > 27R >2 2
h, 2
Solutie.

33

Vezi inegalitatea 3) si 27R? > 4p? ,evidenti din inegalitatea lui Mitrinovié: p < — R.

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

Remarca.
Schimband rolurile intreh, sir, se pot obtine alte inegalitati.

5) In AABC

zm.h: >2p2.
ra
Marin Chirciu, Pitesti

Solutie.
Demonstram rezultatul ajutator:
Lema 2.

6) In AABC

SEL g p?(p*+r?—12Rr)
L Rr '
Demonstratie.
S S
Avemzrb+r°-h2—z p—ber—c.4SZ_4822 p-a _4r2p2‘p2+r2—12Rr_
r, S a’ a(p-b)(p-c) 4Rr?
p—a
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p*(p®+r* —12Rr)

Rr
Sa trecem la rezolvarea inegalitatii 5).
p2( p°+r? —12Rr)
Rr
care rezulti din inegalitatea lui Gerretsen p° >16Rr —5r® .Ramane si aritim ci:
16Rr —5r° >14Rr —r? < R > 2r ( inegalitatea lui Euler).
Egalitatea are loc dacd si numai daca triunghiul este echilateral.
Remarca.

Se poate scrie inegalitatea:
7) In AABC

Folosind Lema 2 inegalitatea se scrie >2p® < p>>14Rr—r?

S5l b2 > o7Rr .
ra

Solutie.
Folosind Lema 2 inegalitatea se

p’ ( p*+r? —12Rr)
Rr
care rezulti din inegalitatea lui Gerretsen p> >16Rr —5r® .Ridmane si aritim c:

(16Rr —5r?)(16Rr —5r” +r* ~12Rr ) 2 27R’r’* <
37R?—84Rr +20r* >0« (R—2r)(37R—10r) >0, evident din inegalitatea lui Euler R > 2r .

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

scrie

> 27Rr < p?(p*+r* —12Rr) 2 27R’r?

Remarca.
Inegalitatea 5) este mai tare decat inegalitatea 7):
8) InAABC
otk 2> 2p2 > 27Rr.
ra
Solutie.

Vezi inegalitatea 5) si 2 p? > 27Rr, care rezulti din inegalitatea lui Gerretsen p° >16Rr —5r?
Ramane sd aratim ca: 2(16Rr —5r* ) > 27Rr < R > 2r (inegalitatea lui Euler).

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

Remarca.
In legatura cu sumele de la Lema 1 si Lema 2 se poate stabili inegalitatea:
9) InAABC
hb +h, Z r,+r, .
2r
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.

Folosind Lema 1 si Lema 2 inegalitatea se scrie:

2(8R%+2Rr —r? - p? 2(p?+r?>-12Rr
RP ( P )z P (p )<:>2R3—9Rr2—14Rr2—8r320<:>
2r 2Rr Rr
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& (R-2r)(2R*~5Rr +4r’) >0, evident din inegalitatea lui Euler R > 2r si obscrvatia ci

2R*—5Rr +4r” >0, deoarece A< 0.
Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.
Remarca.

Daci inlocuim r” cur, obtinem noi relatii in triunghi.

10) In AABC
h +h 9R?
9R < b__*C.r < .
2 h, "=
Solutie.
Demonstram rezultatul ajutator:
Lema 3.
11) In AABC
Zhb+hc.ra:D2(2R—r)—r2(4R+r).
h, 2Rr
Demonstratie.
28+28 , ,
h +h b ¢ S a(b+c) p*(2R-r)-r?(4R+r)
A B B I . c . =5 =rp- =
vem ), h, =2 25 p-a Zbc(p—a) P 2pRr?
a
_ p*(2R—-r)—r?(4R+T)
B 2Rr '

Sa trecem la rezolvarea primei inegalitatii din 10).
2 2R _ 2
p*( ry—-r (4R+r)ZgR
2Rr
< p*(2R-r)218R’r +r?(4R+r) care rezultd din inegalitatea lui Gerretsen

Folosind Lema 3 inegalitatea se scrie

p® >16Rr —5r° Ramane si aritim ci:
(16Rr—5r*)(2R—r)218R’r +r°(4R+r) < 7R ~15Rr+2r* >0 < (R-2r)(7R-r)>0,
evident din inegalitatea lui EulerR > 2r .

Egalitatea are loc dacd si numai daca triunghiul este echilateral.
Pentru a doua inegalitate folosind Lema 3 obtinem:

2 A 3
p*(2R-r)-r (4R+r)S9R

2Rr 4r?
Gerretsen p® <4R? +4Rr +3r? Ramane si aritim ci:
2(4R +4Rr+3r”)(2Rr —r*)—2r*(4Rr +1*) 9R* < 9R* ~16R°r —8R’r* +4Rr’+8r' > 0 <
(R—2r)(9R°+2R’r —4Rr* - 4r°) > 0, evident din inegalitatea lui Euler R > 2r.
Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

12) In AABC
2 2 3 2 2 3
16R" —15Rr +2r gzhb+h°-ras4R +2Rr—Rr°-2r .
R h Rr

& 2p*(2Rr —r®)-2r’(4Rr +r?) < 9R*folosim inegalitatea lui

a
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Marin Chirciu, Pitesti

Solutie.
Se foloseste Lema 3 si inegalitatea lui Gerretsen16Rr —5r° < p> <4R*+4Rr +3r7°.
Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

Remarca.
Dubla inegalitate 12) este mai tare decét 10):
13) In AABC
2 2 3 2 2 3 3
9RS16R —15Rr +2r SZh0+hC T < 4R* +2Rr—Rr° -2r < 9R .
h, Rr 4r?
Solutie.

Vezi dubla inegalitate 12) si inegalitatea lui Euler R > 2r.
Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

Remarca.
Daci inlocuim h?cuh, obtinem noi relatii in triunghi.
14) In AABC
2(2R-r)’
2(8R-7r)< Y ey c2(2R=r)
r, r
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
Demonstram rezultatul ajutétor:
Lema 4.
15) In AABC
2(p*-2r°-8R
Zrb+rC h = (p e r)
r, ° r
Demonstratie.
S . S
L+r p—b p-c 2S p p*—2r* —8Rr
Avem » b—<.h = —=2S =2rp- =
D AR T W N P R T
p—a

Sa trecem la rezolvarea dublei inegalitati 14):
Se foloseste Lema 4 si inegalitatea lui Gerretsen16Rr —5r* < p® < 4R* +4Rr +3r?,
Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

Remarca.
In legitura cu sumele de la Lema 3 si Lema 4 se poate stabili inegalitatea:
16) In AABC
Zu-ha > h, +h T,
ra ha
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
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Folosind Lema 3 si Lema 4 inegalitatea se scrie:
2(p®—2r*—8Rr 2(2R=r)=r?
(p )>p (2R—r)—r?(4R+r)

> < p?(2R+1)=32R%r +4Rr? —r®, care rezultd
r 2Rr

din inegalitatea lui Gerretsen p® >16Rr —5r® .Ramane si aritim ci:
(16Rr —5r?)(2R +r) 2 32R*r +4Rr* —r® < R 2r (inegalitatea lui Euler).

Egalitatea are loc dacd si numai daca triunghiul este echilateral.

Remarca.

In RMM 2017, Romanian Mathematical Magazine, sub semnitura acelorasi autori ca la 1) a
aparut urmatoarea inegalitate in triunghi 582 Inequality in triangle:

17) In AABC
Zrbzr° (1) 24p°.
RMM 10/2017, D.M.Batinetu-Giurgiu , Neculai Stanciu, Romania
Solutie.
2
Folosind inegalitatea x* + y* > (x+2y) obtinem:

r, r, 2 2 r, 2 3D, 3

a

Zrb+rc.(rbz+r02)=2rb+rc_(rb”c) —1ZMH°W1[Z (v ] =ﬂ(2r)2—

= §(4R + r)2 > 4p? ,unde ultima inegalitate rezultd din inegalitatea lui Doucet 4R +r > p\/§ .

Egalitatea are loc dacd si numai daca triunghiul este echilateral.

Remarca.
Inegalitatea 17) se poate dezvolta:
18) In AABC
L+ ( N oon p " *
> rb+rc)212(—] ,undene N
r, 3
Marin Chirciu, Pitesti

Solutie.

n
X+ *
Folosind inegalitatea lui Holder x" +y" > ( 5 _Z) ,undene N" obtinem:

n

n n+l
Zrb+r°'(rbn+ n)_zrb+rc_(rb+rc) 1 z(rb+r H0'>der 1 [Z +r ] _E(zra)n:

r")= = > =

r, ‘ r, 22 r, 2 3y, 3

12 ; p . . . . .
= 5(4R + r) >12 ﬁ ,unde ultima inegalitate rezulta din inegalitatea lui Doucet
AR+r> p\/§ .
Egalitatea are loc dacd si numai daca triunghiul este echilateral.
19) In AABC
Z I' + I" >9 p

r

a
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Solutie.

(x+ y)3
4

Folosind inegalitatea x°+y* > obtinem:

Rt (frn) e F(n+n) ] ) 2 2 2 2o .
> > =— r) =—(4R+r) >2p~°,unde ultima
Z Z 4 32 r 3 (Z a) 3 ( ) Y

inegahtate rezultd din 1nega11tatea lui Doucet4R+r > p\/g .

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

Remarca.
Inegalitatea 19) se poate dezvolta:
20) In AABC
n n n-1
L+r s P .
Z—ra _6(\@) ,undene N™.
Marin Chirciu, Pitesti

Solutie.

(x+y)"

n-1

Folosind inegalitatea lui Holder x" +y" > , unden e N obtinem:

o+ (r,+r,) " Holder ] [Z(ﬁ, + rc)]n 6 1 6 p
Z —Z 1 2 T ) = a1 (zra) (4R ) Ta
2", 2 3, 3 3 f
e ultlma inegalitate rezulta din inegalitatea lui Doucet 4R +r > p\/g :
Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

21) In AABC
h, +h, 16r? ry’
3 bha (h+h?)> 3 (5_Ej
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
2
Folosind inegalitatea x* + y* > (x+2y) obtinem:
3
h, +h h+h (h+h) 1<(h+h) e[S (h+h)] 4.«
D L B e P Samre §T=§(Zha) =
4( p+r2+4Rr) _ 4(16Rr—5r2+r2+4Rr) 16r3(_ rY L
3T m 25 R = 3 (S_Ej ,unde ultima inegalitate rezulta

din inegalitatea lui Gerretsen p® >16Rr —5r?.
Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.
Remarca.
Inegalitatea 21) se poate dezvolta:
22) In AABC



http://www.mateinfo.ro/

REVISTA ELECTRONICA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 — IANUARIE 2018 WM ANEVET1 (N 10

h+Nh (0 n 2rY ry .
> bh '(hb+hc)212(?j (S—Ej ,undene N”.

a
Marin Chirciu, Pitesti

Solutie.
Folosind inegalitatea lui Holder x" +y" > (X;_)ll) ,undene N” obtinem:
n+l
ot ey s s bthe (Rth) 1 G (hy+h)™ e 1 [B(hy +h)]
c. h h > b c. c — C > —
z ha ( b + c) Z ha 2n—1 2n—1 z ha 2I’1—l 3n—1z ha

2 2 n Ep2 2 n n n
_ f_l(Zha) _ :1_1 P +r°+4Rr ) :1_1 16Rr —5r° +r? +4Rr =12(£j (S_Lj |
3 3 2R 3 2R 3 R
unde ultima inegalitate rezulti din inegalitatea lui Gerretsen p°> >16Rr —5r?,
Egalitatea are loc dacd si numai daca triunghiul este echilateral.

23) In AABC
3 3 2 2
ZMZSL(S_L] _
h 3 R

a

Solutie.

3

o . X

Folosind inegalitatea x° + y® 2% obtinem:
3

zh§+h3>z~‘(hb+hc)3 roer 1 [ (0, +h,) N i lils Y

h 4h, 4 3D 3v—"* 3 2R N

B2, 2 2 2 2

2%(16Rr 5r2F_:r +4RrJ =8%(5—%j , unde ultima inegalitate rezultd din inegalitatea lui

Gerretsen p®> >16Rr —5r°,
Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

Remarca.
Inegalitatea 23) se poate dezvolta:
24) In AABC
n n n-1 n-1
Zhb +h 26(£j (S—LJ ,undene N”.
h, 3 R
Marin Chirciu, Pitesti

Solutie.
Folosind inegalitatea lui Holder X" + y" > (X;}:) ,undene N” obtinem:
¥ hp+h Z(hb +h,)" Hoer 1 [>(h,+h)] :Q(Zh )n—l :g( p?+r? +4Rr}n_l .

h, <~ 2"h, 2 3%>'h 3 : 3 2R -



http://www.mateinfo.ro/

REVISTA ELECTRONICA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 — IANUARIE 2018 WM ANEVET1 (N 10

16Rr —5r2 + 2 +4Rr]n_1 B 6(2r

n-1 n-1
—) (5 —%) , unde ultima inegalitate rezultd din

2R 3

inegalitatea lui Gerretsen p> >16Rr —5r?.
Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.
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5. STUDIU DE SPECIALITATE ASUPRA DESCOMPUNERII
TRIUNGHIULUI TN POLIGOANE
(POLIGONIZAREA TRIUNGHIULUI)
Prof. Stan llie
Colegiul Tehnic “Anghel Saligny”, Rosiorii de Vede, Teleorman

Este cunoscuti teoria triangularii ce studiaza impartirea unui n-poligon simplu(poligon cu
n laturi ce nu au autointersectii) ih n-2 triunghiuri. Sunt dezvoltati diversi algoritmi de
triangulare.

Noi ne propunem sa analizam problema invers: Impartirea triunghiului in poligoane!

Impartim si noi problema in mai multe cazuri(poligoane de acelasi fel sau nu, doud sau mai
multe).

Fiind dat un triunghi sa se imparti in doua poligoane.
Avem ilustrate cazurile posibile 3+3, 3+4, 3+5, 3+6.
Adica triunghi+triunghi, triunghi+patrulater, triunghi+pentagon, triunghi+hexagon

A+4, 4+5, 4+6, 4+7

5+5, 546, 5+7, 5+8
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6+6, 6+7, 6+8, 6+9

Si asa mai departe...
Exista desigur mai multe moduri de constructie dar am ales modalitéti care sa se supuna
unor reguli permitand astfel algoritmizarea.

NS N AN
D NONVANVEN

AR
ENENENEN

Pentru triunghiul ABC de laturi AB=c, BC=a, CA=b avem:

Numar laturi Numar laturi Element pornire | Numar puncte Element final
poligon 1 poligon 2 interioare
triunghiului
n n A n-3 a
n n+1 a n-3 b
n n+2 A n-2 b
n n+3 a n-2 a
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Orice triunghi se descompune in doud poligoane cu numar de laturi din multimea

{n,n+1,n+2,n+3}.
Folosind simetria tabelul devine:

3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 10 |11 |12

n+1

n+2

n+3

PO INOO O~ W

Putem enunta:

Daca un triunghi se descompune in doua poligoane atunci acestea au numarul de laturi Tn

multimea {n, n+1, n+2, n+3, n+4, n+5, n+6}.

Orice triunghi se poate descompune in doua triunghiuri cu diferenta numarului de laturi

maxim 3.



http://www.mateinfo.ro/

REVISTA ELECTRONICA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 — IANUARIE 2018

www.mateinfo.ro

Fiind dat un triunghi sa se imparta in poligoane cu acelasi numér de

laturi.

Descompunere in triunghiuri

NN

7

Descompunere in patrulatere

NN

4

Descompunere in pentagoane

(SN ANN

Descompunere Tn hexagoane

AN

Descompunere in heptagoane

7

7
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N SN/ )N

Descompunere in octogoane

VANV AN/ N

Triunghiul poate fi impartit in oricate poligoane cu oricate laturi.

Numar | Numir Descrierea Liniei poligonale generatoare
laturi | poligoane
m n Numir | Element Element Finis Numir
segmente | Start segmente
comune
3 2 1 A a 0
3 1 A a 0
4 1 A a 0
n 1 A a 0
4 2 2 A D 0
n 2 A D 0
5 n 3 A a 1
6 n 4 A D 1
7 n 5 A a 2
8 n 6 A D 2
m n m-2 A D(1+(-1)"m)/2+ [(m-3)/2]

a(1-(-1)"m)/2

Expresia de la Element Finis indica a pentru m impar, respectiv D(D€a) pentru poligoane
cu numar par de laturi.
Procedeul descompunerii triunghiului Tn n m-poligoane este urmatorul:

1) se uneste varful A cu punctul D de pe latura opusa a printr-0 (M-2) linie poligonala

deschisa

(linia poligonald formata din m-2 segmente va imparti triunghiul in doua poligoane cu

cate (m-2)+1+1=m laturi)
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2) daca este cazul(pentru n>2) se uneste A cu elementul opus lui(D sau a in functie de
paritatea lui m) printr-o (m-2) poligonala ce are primele [(m-3)/2] segmente comune
cu poligonala initiald. Pasul 2 se executa de n-2 ori.

Concluzii:

Triunghiul poate fi descompus n n poligoane cu m laturi, ¥ n,m € N, n>1, m>2,
Triunghiul poate fi descompus n 2 poligoane cu 1, respectiv m, laturi, ¥ m,m, € N,
CuUmy>2, m,>2 | my-m,|<4

Studiul continua.
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5. OTHER SOLUTIONS FOR SOME PROBLEMS FROM SSM

By Nela Ciceu and Roxana Mihaela Stanciu, Romania

e 5401: Proposed by José Luis Diaz-Barrero, Barcelona Tech, Barcelona, Spain
Let a, b, ¢ be three positive real numbers such that a® + b2 + ¢? = 3. Prove that

p1 el a~t 3
> .

Avat3viE | avitaye? | vet3vaR - 1

Solution:
By AM-GM inequality we have

(4a+3Jb)? =16a+9b+24Vab < 16a+9+12(a-+b) = 7(4a+3b), (1).
By Bergstrom’s inequality yields that
1 N 1 N 1 S 9
b(4a+3b) c(4b+3c) a(4c+3a) 4(ab+bc+ca)+3(@*+b?+c?)’
So, by above and the hypothesis it remains to prove that

d 2§<:>32ab+bc+ca<:>a2 +b? +c¢? > ab+bc+ca, which is true.
4(ab+bc+ca)+9 7

).

e 5397: Proposed by Kenneth Korbin, New York, NY
Solve the equation ¥z + 9 = V3 + v — 9 with =z > 9.

Solution:

We have the identity
a®-b® =(a-Db)®+3ab(a—b),va,beR, (1).
If we take a=3%/x+9,b=3/x—9,x>9, then by hypothesis we have
a-b=+/3,a%-b®=18 and ab=3/x? -81, ).

By (1) and (2) we obtain
18=(v3)* +3-/x2 —81-43 = 24/3-1=x* 81 <> x> —81= (23 -1)* &

< x? =304/3+44.

Hence, x = \/30\/§ +44 .

e 5407: Proposed by José Luis Diaz-Barrero, Barcelona Tech, Barcelona, Spain
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Find all triples (a, b, ¢) of positive reals such that

at+b+c = 1,
1 . 1 N 1 243
(a+bc)?2 " (b+ca)?  (c+ab)? 16"

Solution:

Since a+b+c=1,then a+bc=a(a+b+c)+bc=(a+b)(a+c).
We denotea+b=x,b+c=y,c+a=1z;then x+y+z=2.

Using well-known inequalities we have

2 _1 ., 1 .11 1,1 1,1 1_
16 ~ 2%y yzzﬁz?xz/:vy yz+yz < Ty
Ll ) L0 79 28
AV AR /(x+y+z)3 ztyt+z 8 2 16°
3
Hence,x:y:z:a:b:c:%.

e 5423: Proposed by Oleh Faynshteyn, Leipzig, Germany

Let a, b, ¢ be the side-lengths, r,, r,, 7 be the radii of the ex-circles and R, r the radii of
the circumcircle and incircle respectively, and s the semiperimeter of AABC. Show that
('T'a - '?”)2 + rpTe ['rb - ,r)'Z + TeTa ('T'c - 'T')Q + rarp =~ 13

G- D60  -O6-a  (s-aE-b

Solutio:
We denote by S the area of triangle. We have

e Slls=b)ls-c)+ss=a)]olbotas=o) 48 ls=a)
=B Sle-ale-t-dt f |
Using the formula
16S° = a’b’ + b*c® + c’a’-a*-b*- c*,

after some algebra the inequality to prove becomes

202 a*+4) a’be+42,a’b+4) ab’ > 322 a’b’.
The last inequality yields by Schur, i.e.

4) a*+4) a’be >4 a*b+4) ab®

and AM-GM inequality!
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e 5421: Proposed by Kenneth Korbin, New York, NY

An equilateral triangle is inscribed in a circle with diameter d. Find the perimeter of the
triangle it a chord with length 1 — d bisects two of its sides.

Solution:
We denote with a the lenghth of the side of equilateral triangle. Let PQ be the chord with length

1—d which passed through M, N the midpoints of two sides (with order P—M —N).

We denote x = PM . By the power of the point with respect to circle we have
2

PM-MQ=MA-MB<:>X[X+%)=%.
We obtain
y— 305D PQ=2-a(\/§_l)+E=a\/§,1—d=a\/§:>1—2a\/§=a\/§:>
4 4 2 2 2 3 2
6
—Sa=———— =2(4J/3-35).
43 +345 ( )

Hence, the perimeter of triangle is 6(4v/3 —3v/5).
e 5430: Proposed by Oleh Faynshieyn, Leipzig, Germany

Let a.b. ¢ be the side-lengths, o, 4, v the angles, and R, r the radii respectively of the
circumcircle and incircle of a triangle. Show that

a® - cos(f — ) + b* - cos(y — a) + ¢ - cos(a — )

= 6Hr.
(b+e)cosa+ (e +a)cosff+ (a+b)cosy '

Solution:
We have

a’cos(B -7) = 2Ra’sinccos(p -7) = aR(sin(@ +p -y) +sin(a -B +7)) =
= a'R(sin2y +sin2p) = a’(bcosp + ccosy) =
=a'(a’b’ + b’ -b* +a’c’ +b'c’ - ¢)/(2abe) =
= (@b’ +a%c’-a’b’ - a’ct + 2a%hc?)/(2abc),

so the numerator of the fraction from the statement is

3abc=12Rrp.

We have
(b+cJeosct +(c +a)cosp +(a+ bjcosy =
= 2R(sinacosp +sinbeost: +sinfeosy +sinycos +sincicosy +$inyeosu) =
= JR(sin(oc + B) +sin( +1)+sinly +a))=a+b+c=2p,
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hence, the fraction from the statement is
12Rrp

2p

=6Rr

and we are done!
e 5439: Proposed by Kenneth Korbin, New York, NY

www.mateinfo.ro

: . (z+ 1)t . :
Express the roots of the equation W = 20z in closed form.
I —

“Closed form” means that the roots cannot be expressed in their approximate decimal

equivalents.
Solution:
The equation can be written as x* —16x> +46x*> —16x+1=0.
We denote

t:x+1 , (1),
X

and we obtain the equation
t? —16t+44=0, (2),
with solutions:

t,, =8++5, (3).
By (1) and (3) we obtain X, ,,,.
e 5441: Proposed by Larry G. Meyer, Fremont, OH

In triangle ABC draw a line through the ex-center corresponding to side ¢ so that it is

parallel to side ¢. Extend the angle bisectors of A and B to meet the constructed lines

at points A’ and B’ respectively. Find the length of A’B’ if given either
(1) Angles A, B, C' and the circumradius R

(2) Sides a, b, ¢
(3) The semiperimeter s, the inradius r and the exradius 7,

(4) Semiperimeter s and side c.

Solution:
With usual notations we have

('
abccos+-
L=CL-Cl=—S% —$=C__¢C o= 2

cos% cos% cos% s(a+b)
IC' _ AB o clatbd) _2c(a+d) _c(2s—c)
I, A'B = AB'= s—¢ a+b—c  s—c
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L=8"C c=5—5 g+b=2s—c=s+

?

. S T’ Te
B = s(r=r) slntr) r _s(i-—1r)
Te Te sr m

From above yields the conclusion!

e 5445: Proposed by Kenneth Korbin, New York, NY
Find the sides of a triangle with exradii (3.4,5).

Solution:

www.mateinfo.ro

We denote by s, the perimeter of triangle and by F area of given triangle. Using the

F
formulas r, =—— and other three analogously from the statement we get
s—a

3(s—a)=4(s—b), 3(s—a)=5(s—c) , so we obtain that
7a—7b=—-c, 4a+b=A4c, therefore

27¢ 32¢c 47¢c 4c 3c 12c
a= b= , S = ,S—a=—,S—-b=—s—-c="—"F.
35 35 35 7 7 35
Since F =3(s—a), yields that
35 27 32
Cc= ,a= b= )
NZY NLY Va7
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