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1. PROBLEMA LUNII MARTIE 2018

Se da o piramida patrulatera regulata SABCD cu toate muchiile de lungime x §i un corp sferic

. .. . XN/3 . . . .
cu centrul in mijlocul O al muchiei [SC] . de raza T\/_ . Notam cu Q intersectia celor doud
H ~ 4 VPlRAMlD/f
corpuri. Sa se arate ca —24 < 2,5.

Q

Autor prof. Constantin Telteu

Asteptam rezolvari cdt mai interesante pe adresa e e-mail revista@mateinfo.ro.

Termen: 1 aprilie 2018.
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2. REZOLVARE - PROBLEMA LUNII FEBRUARIE
2018

Sa se arate ca daca aria S a unui poligon inscriptibil si circumscriptibil cu 2n laturi de lungimi as,
ay, ..., zn se exprima prin formula S = {‘/aiaz...aZn , atuncin = 2.

Propusa de Corneliu Manescu-Avram

Solutie autor: Un poligon regulat cu 2n laturi este inscriptibil si circumscriptibil. Daca a este
lungimea laturii poligonului si S este aria lui, atunci

S=Za’ctg - (1)
Tn acest caz a; = a, = ... = ay, si din ipoteza avem
S=%Va-a- .. -a=a (2)
2Zn factori
Din (1) si (2) se obtine
ctg == 2. ©)

Consideram functia f : (0, %) — R, f(X) = ctg mx — 4x. Functia f este derivabila pe (0, %) s
fog=-

(o, é ). Ecuatia f (X) = 0 are solutia X = % , deci singura solutie a ecuatiei (3) este n = 2.

w

g 4 <0. Rezultad caf este strict descrescatoare, astfel ca f este injectiva pe

Reciproc, se stie cd aria unui patrulater inscriptibil si circumscriptibil cu laturile de lungimi a,
b, c, deste S =+abecd .
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3. THE NUMBERS of FIBONACCI and LUCAS - IDENTITIES
- PROOFS WITH FEW WORDS -

V)

By Dumitru M. Batinetu-Giurgiu, Bucharest, Romania
and Neculai Stanciu, Buziu, Romania

Fibonacci

(1175 -1240)

Francois-Edouard-Anatole Lucas

(1842 — 1891)

F,=0,F =1,

F.,=F. +F,.,vneN (F)

L, =2L, =1,

L.,=L,+L,vneN (L)
r’—r-1=0,
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L5 5 1o

rl == 2 ’rZ = ﬂ =
(X,) 0, Fibonacci-Lucas’ s sequence
X, =Aa"+Bp", VneN,

2

1 1
If x,=0=F,,x,=1=F,, then A=—,B=—-—— so:
0 0 1 1 \/g \/g
a"-p" 1. . .
F, = =—l\a - , Vn eN (Binet, 1843),
oy av = AR ( )

If x,=2=1L,,x,=1=L,, then A=B =1, s0
L,=a"+ ", VneN.
Note that:
a+pB=1and aff =-1,

JACOBSTHAL POLINOAMYALS

J,(0)=3,,)+xJ, ,(x), YvneN" - {l}, vxeR
Jo(X)=0,3,(X) =J,(X) =L, I, (X) = x+1,J,(X) = 2x+1, I (X) = X* +3x +1,
Jo(X) =3x* +4x+1J,(X) = X* +6X* +5x+1, Jg(X) = 4x> +10x* +6X +1,
Jo(X) = x* +10x° +15%* + 7x+1, J,,(X) =5x* +20x> +21x* +8x +1.

t?—t—x=0,
r(x):w,s(x)zl_— '12+4X,r+s:1,rs:—x,r—s:\/1+4x.
r"—s" r"-s" .
J,(X)= = ,VneN".
r-s V1+4x

K,(X)=K, ,(x)+xK, ,(X),vn>2,V¥x eR.
K,(X) =1, K, (X) = X, K4 (X) = 2x, K, (X) = X* + 2X, K, (X) = 3X* +2X,
Kg(X) = X° +5%° + 2%, K, (X) = 4x% + 7x% + 2, Kg (X) = x* +9x° +9x* + 2,
Ky (X) =5x* +16x° +11x* + 2%, K, (X) = X° +14x* +25x° +13x* + 2X .

K. (X)=Ar"+Bs", VvneN",VxeR.
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Ar+BS:Kl(X):1 A X—5S r—x
Ar?+Bs? =K,(X) =X rdl+4x  sJl+4x’
_ _ _ n+l _ n-1
K (x) = X=S n, T—X Sn=(x Sr+(r—x)s™ _
rv1+4x SvV1+4x V1+4x
X(rnfl _Snfl) _ r.S(I,.n72 _Sn72)
- =x(J,,(X)+3J,,(x)).
m ( 1 2 )
* *
*
*
* *

OTHER JACOBSTHAL POLINOAMYALS

K, (x) =k, , () +xk, ,(x), vneN" —{l}, vxeR
ko (X) = 2,k,(x) =1.

Q,(X) =XxQ, 4 (X) +xQ, ,(X), VneN" - {l},¥x eR
QO(X) =01Q1(X) =1|Q2(X) =X.

t? —t—-x=0,
1++/4x+1 1-V4x+1
t1= ,t2= ]
2 2
y>—xy—x=0
y CXHAUXE A X=X 44X
1~ v J2 '
2 2

k() = At" +Bt!, VneN,
Q,(¥)=Cy} + Dy}, VneN.
ky(X)=A+B =2
{kl(x) = At, +Bt, =1

www.mateinfo.ro



http://www.mateinfo.ro/

REVISTA ELECTRONICA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 - MARTIE 2018 www.mateinfo.ro

1+ /4% +1J” +(1—«/4x+1 "

A=1B=1, k, (X) =
(%) [ 5 5

Ko (X) = 2,k (X) =LK, (X) = 2x +1 Kk, (X) = 3x +1 Kk, (X) = 2X* +4x +1,
Ko (X) = 5% +5x +1, K, (X) = 2x® +9x% + 66X+ 1L K, (X) = 2x* +11x° +15X° + 7x +1,
kg (X) = 4x* +20%° +21x° +8x +1.

J =t +t;, VneN.

{C+D:O ~c--DC-_* p-__1
Cy, + Dy, =1 Jx2 +4x X2 +ax

Q. (x) = 1 X + /X2 +4x x? +4x ' _
" X%+ 4x

1
=————1y; —-V¥;) VneN.
m<l )
Q () =0,Q,(0) =1,Q,(x) = X, Qs (x) = x* +x,Q, () = x* +2x°,
Q. (X) = x* + x> +3x%,Q, (X) = x* +2x* +5x%°,
Q,(X) = x® +3x° +6x* +3x°,Q;(x) = X" +4x° +8x> +8x".
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MORGAN POLINOAMYALS

(C ()20 (By ()20, Co (X) = By (X) =1,
(i) C,(x) =xB,,(x) +C,,(x)
(i) B,(X)=(x+1)B,_,(x)+C,,(X), VneN",VxeR.

C,(X) =LC,(X) = X+1,C,(X) = X* +3x+1,C,(X) = x> +5x* + 6X +1,
C,(x) =x" +7x® +15x* +10x +1.

n(n+k
Cn(x):Z[ i jxk,VneN
o\N—k

B,(X) =1 B,(X) = x+2,B,(X) = X* +4x +3,B,(X) = x> +6x* +10x + 4,
B,(x) = x* +8x> +21x* + 20x +5.
nn+k+
Bn(x):kz_(;[ ok
C,(x)=B,(xX)-B,_,(x), vneN and xB,(x)=C,.,(X)-C,(x), VneN.
B,(X) = (x+2)B, ,(x) - B, ,(x), vneN" - {1}
Bo(X) =1,B,(X) =x+2.
C,(X)=(x+2)C, ,(x)-C, ,(x), vneN" - {1}
Co(x)=1C,(x)=x+1.
x+2 1 0 0 0
x+2 1 0 0
1 x+2 1 0
0 0 1 x+2 1

1 k
X*, Ynh eN.

o
O O O o
o O O o
O O O o

B, (x) =

0 0 0 0 0 .. 0 1 x+2
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1 1 0 0 0 0
0 x+2 1 0 0 0
0 1 X+2 1 0 0

B,(X)=(x+2)B,,(X)—|.. .. o | =

X+ 2 1

o
o
o
o

0 0 0 0o .. 1 X+ 2
X+ 2 1 0 0 0 0
1 X+ 2 1 0 0 0
0 1 X+2 0 .. 0 0
=(x+2)B, ,(X)—| ... . | =
0 0 0 0 X+2 1
0 0 0 0o .. 1 X+ 2

= (X + 2) Bn—l(x) - Bn—z (X) :

By (j) yields:
Ca(¥)=B,(x)-(x+1)B,,(x)

so (i) becomes:
By.i(X) = (x+1B,(x) = xB,_,(x) + B, (x) - (x +1)B,, (X) <
< B, (X)=(x+2)B,(X)-B, ,(xX),vxeR,VneN",Vx eR.
Also by (i) we deduce that:
xB,;(x) =C,(x)-C,,(x),

so (j) yields:

XB,(x) =(x+DxB_ ,(X)+xC, ,(X) & C, ,(X)-C,(x)=(x+D(C,(x)-C,,(x))+
+XC, ,(X) =C x=x+2)C, (x)-C,,(X).

1.133. xzn: B,(x)=C,,(x)-1 VneN".
k=0

Proof. xB, (x) =C, ,(X) —C, (x),Vk € N, then:

K3 B, (9 = Cis (9~ 3-CX) = €y (9 ~Cy (9 =y (1.
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1.134. 3°C, (0 =B, (x), ¥neN.
k=0

Proof. C, (x) =B, (xX)—B,_,(X), Vk eN", s0

> C00 =3B ()~ Y. By () =B,(0 B, (X) = B,(¥),

since B, (x)=0.

The equation of B, (x)and C,(x)is:
t? - (x+2Qt+1=0,

X+2+~/X° +4x S(x) = X+2—~X +4x
1 - 2 ’

r(x) = 5

S0
B,(x) =Ur" +Vs", VneN.
B,(X)=1=U +V
{Bl(x):x+2=Ur+Vs’
r S

V=- .
VX2 +4x X2 +4x

So we obtain the Binet’s formula for B, (x):

U=

n+l n+1 n+1

r s :r”+1—s
X2 +4x  Ax2+4x X% +4x

B,(x) =

_ rn-%—l _ Sn+l _ (r(x))n+l _ (S(X))n+1 oneN
r—s r(x)—s(x) '

1.135. f, (x) =xB,,(x?*), VneN".

Proof. f.(x) =% VneN, g(x) = 22¥X *2% ”;2“‘,
X2+ XVX*+4+2

X=X 4, 2y XE=XAUXP 4442
pO) ==’ ()= : BP(X) = : , S0
f 0= 2™ ()= B2 (9) _ (@ (0)" = (B ()" _ (r(x*)" = (s(x*))" _

a a(x) - B(x) a(x) - B(X) X2 + 4x

I UCS)IECCS) SR (C5) il GG ) N
NPT WO R

1.136. C,(x*) = f,,,,(x), VneN.

www.mateinfo.ro
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Proof. C,(x)=B,(x)-B,,(x), so:
XCn (Xz) = XBn (XZ) - XBn—l (XZ) = Xf2n+2 (X) - Xf2n (X) =
= X( f2n+2 (X) - f2n (X)) = Xf2n+1(X) '

SO:
C, (x%) = f,,(x), VneN.

S—(X+2 —1)_[Bl(x) —BO(X)J
1 0) (B B )
52:(”2 —1j(x+z —1J:(x2+4x+3 —(x+2)J:(BZ(x) —Bl(x)]
1 oL 1 o0 X+2 -1 B,(X) —B,(x))
and by mathematical induction we get:

S n _ Bn (X) - anl(x)
- (Bnl(x) - Bn—2 (X)

X+2 -
=1, so:
.

B,(x) —B,.(¥)|_ B, (X)B, ,(x)+B2,(x) =
Bn_l(X) - Bn_z (X)

= an (X) - Bn+1 (X) Bn—l(X) =1= Bn+1 (X) Bn—l (X) - Br? (X) =-1.

Let:

j, vYneN”.

detS =

1=detS" =

Since:
( C,(x) - Cn_l(X)j B ( B,(x)-B,.(x) —(B.(x)- Bn_z(X))J _
Coa(®) —Coy(0) (Bu()-B,(x) —(B,,(X)=B,4(x))
:( B,(9) - Bn_l(x)j_(sn_l(x) - Bn_z(x>j St s ostiso ).
Bn—l(x) - anz (X) anz (X) - ans (X)
yields:

Cn (X) - Cn—l(x)
Cn—l (X) - Cn—Z (X)

= det(S" (S —1,)) =det(S —1,).

det[ Cn (X) _Cn—l(x)j
Cn—l(x) - Cn—2 (X)

1.137. C_,(X)C,,(X)—C2(x)=x%, VneN".

C.(x) -C.(¥)
Coi(¥) -C. (%)
—C,(XC, (N +Cr1(X) =—x = C (X)C, ,(X)~Cy () =x=
= C,(¥C, 1 () —C (x) =X.

Proof. =det(S-1,) =

X+1 - .
L il:—x—1+1:—x, 1.e.
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1.138. B,, ,(x) = (B, (x) - B,_,(X))B,_,(x), VneN".

Proof. B,.,(x)=B_,(X)B,(x)—B, ,(x)B, ;(x),¥neN, and taking m=n-1yields:
BZn—l (X) = Bn (X) Bn—l(x) - Bn—l(x) Bn—2 (X) = (Bn (X) - Bn—2 (X))Bn—l(x) :
1.139. (x+2)B,, ,(x) =B2(x)—B?,(x), vneN" - {L}.
Proof. By 1.138 we have:
(X+2)B,, 1 (X) = (B, (X) - B, (x))(x+ 2)B, ; (x) , and using:
(x+2)B,,,(x)=B,(x)+ B, ,(x), yields:
(X+2)By; (X) = (B, (X) = B, ())(B, (X) + B, (X)) = BS (X) = B, (X) .

1.140. C,..(X) =B, (X)C,(X)-B,,(X)C,,(x), ym,neN".

Proof. C,..,(X) =B,.,(X)-B,.,,(X) =B, (x)B,(X)- B, ,(X)B, ,(X) —
- Bm (X) Bn—l(x) + Bm—l(x) Bn—2 (X) = Bm (X)(Bn (X) - Bn—l(x)) -
=B, (X)(B,4(x) =B, ,(X)) =B, (X)C,(X) - B, 1 (X)C,, 1 (X) .

1.141. C, (x) =B, (X)C,(X) - B, ,(X)C,,(X), vneN".
Proof. In 1.140 we take m=n.
1.142. B, ,(x)- B, ,(x)=C,,(X)+C,(x), VneN.

Proof. C,(x) =B, (x)-B,,(x), vneN", so
Cn+1(X) + Cn (X) = Bn+1(x) - Bn (X) + Bn (X) - Bn—l(x) = Bn+1(X) - Bn—l(X) .

1.143. xB,(x)-xB,,(X) =C, ., (X)-C,_,(X), VneN" (Swamy, 1966).

Proof. xB _,(X)=C,(x)-C,(x), VneN". So:
XB, (x) —xB,;(x) =C,,,(x) -C,(x) -C,(x) +C,,(x) =C,.,(x) —C,(X) .

1.144. F, ,=F?,—F? VneN.

n+2

n+2 n+2y\2 n n\2
a_

_Z(aﬂ)n+2 _aZn _ﬂZm +2(aﬁ)n) :%(a2n+2(a2 _a72)+ﬁ2n+2(ﬁ2 _ﬁfz)) —
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:%(a2n+2 (aZ _ﬂ2)+ﬁ2n+2(ﬂ2 _az)) _ 1 (a_ﬂ)(a+ﬂ)(a2n+2 _ﬂ2n+2) _

(@=p)°
_a+ P o o _ 1 o poneay _
_a—ﬁ(a ﬂ ) \/g(a IB ) I:2n+2'

1.145. F2 , —F2 , =3F, , VneN.

2n+2 2n+2\2 2n-2 2n-2y\2
a - —\a -
Proof. F2.,-F} , = ( A7) ~( A7)

(@=p)°

— (a _]-ﬂ)z (a4n+4 +ﬂ4n+4 _Z(aﬂ)n+4 _a4n—4 _ﬁAn—A +2(aﬂ)n—4) —
(@ . e @ —a ) )=
- (g _‘ﬂﬂ)? (@™ = ) = (@ + P)(@* + f)F,, = 3F,,.

1.146. F, =F,,F, —F,F_, vmeN, ¥neN - {.

Proof. F,, =F,,F, —-F,F., =

Fm+n _ Fm+2Fn ~ Fan_Z _ (am+2 _'Bm+2)(an _ﬂn)_(azm _ﬂm)(an—Z _ﬂn—Z) _
(a-p)
— (a _:Lﬂ)z ( m+n+2 _anﬁm+2 _am+2ﬂn +ﬂm+n+2 _am+n—2 _
_amﬂn72 _an72ﬂm _'Bm+n72) — (a _1'3)2 (am+n (a2 _a72)+ﬁm+n ('BZ _ﬂ72)_
_anﬂm(az_ﬁ72)_amﬂn(a2_ﬂ72)):(a _ﬂ )(a _IB ):

(@-p)°
(am+n _ﬂm+n) — Fm+n )

_a+ﬂ m+n _ pm+n
g @ =B

&l

www.mateinfo.ro
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4. PSEUDOSFERA

Prof. Tanase Gabriel
Colegiul agricol Dr. C. Angelescu Buziu

Pentru a intelege pseudosfera si importanta pe care o are in matematica trebuie sa intelegem
ce este aceea o curba plana numita tractrice.
Conform dexonline tractrice este “Curba plana avand proprietatea cd, n fiecare punct al ei,
segmentul de tangenta, cuprins intre punctul de tangenta si intersectia tangentei cu o dreapta fixa,
are lungimea constanta.”
Cuvantul tractrice vine din latinescul tractare — a trage.
Ecuatiile parametrice ale unei tractrice se pot obtine cu cunostintele care se predau in liceu.
Tata cum:

Cautdm o functie f :(0,R]—[0,+0) derivabila

in fiecare punct astfel incat lungimea segmentului
AB situat pe tangentd la grafic sa aibd lungimea
constantd R.

Ecuatia tangentei la grafic in punctul de abscisa x,

este:
y=1(x)=1"(%)(x=x)
Aflam intersectia acestei tangente cu axa Oy:
x=0=y="f(x)-f'(X)X
=B(0, f (%)= f'(X)%)

Punem conditia ca lungimea segmentului AB sa

v

fie constanta egala cu R. X
AB = \/xé +[ f ’(xo)xO]2 =R
) , 2 , 2 R°-x’ , R? —x? , 5
X +[f (XO)X(,] =R*=(f'(%,)) = NI (%)= e (functie descrescatoare).
0 0
, 2 2
Asadar functia cautata de noi trebuie sa indeplineasca conditia f '(X) =— % , VX e (O, R].

In plus trebuie sa indeplineascd si conditia initiald f (R)=0 (punctul din care incepe tractarea).

[p2 _ 2
Vom ciuti functia f cu ajutorul integralei nedefinite '[ [—u}jx pe intervalul (O,R].
X

Pentru a rezolva integrala de mai sus facem schimbarea de variabila x = Rsint,t e (O,%} .
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2 _R2sin?t _ ein2
j(— R -Rsin JRcostdt_—Rj(cos t]dtz—Rj[l el tjdtszsintdt—R —dt_
Rsint sint sint sint

sint cost)'

=—-Rcost-R _idt:—Rcost— Rcost—Rj—dt:
sint sin® cos’t—1
:—Rcost—BIn COSt_1+C:—Rcost—RIn tg1 +C (®
2 |cost+1 2

X
cos| arcsin - | -1
( Rj

+C

X

JR?—x?
Asadarf - dx:—Rcos(arcsm j——ln

. X
cos| arcsin— |+1
[asin )

’RZ—XZ
2 42 22 e 2 2
G PO e I e B T
X R 2 | JR-x2 2 |JR2-X* +R
_ 22
=—\/R2—x2—Rln(—R VR X]+C
X
R? —x°
Deoarece f( ) 0 rezulta ca functia cautata este f =—+R*—x* —RIn| ——M=—
X

Vom considera ca tractricea este formata din graficul functiei de mai
sus si din simetricul acestuia fatd de axa Ox (fig.1).
Tinand cont de rezultatul (*) putem deduce ecuatiile parametrice ale
tractricei:
X =Rsint

: tE(O,ﬂ')

y= Rcost+RIn(tg%) B

Suprafata obtinutd prin rotirea tractricei in jurul axei Oy se numeste
pseudosfera. (fig.2).

Daca sfera are proprietatea ca in fiecare punct al ei curbura totala este
aceeasi (pozitiva) atunci pseudosfera are proprietatea ca in fiecare punct al
el curbura totald este constantd negativa.De fapt in fiecare punct de pe
pseudosfera forma este de sa (curbura negativa).

Un triunghi construit pe suprafata unei pseudosfere are suma unghiurilor Fig .1

mai mica de 180°.
[ il

A+ B+C <180 'ste un punct exterior

Matematicianul italian Eugenio Beltrami (1835 - 1899) a aritat ca ‘Tsecteaza cu d.
geometria neeuclidiana Bolyai - Lobacevsky nu este alta decat geometria

intrinseca pe o pseudosfera, asa dupa cum geometria lui Euclid ( pe care o =

invatdm in gimnaziu) este geometria pe un plan. [ 15



http://www.mateinfo.ro/
https://ro.wikipedia.org/wiki/1835
https://ro.wikipedia.org/wiki/1899

REVISTA ELECTRONICA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 — MARTIE 2018 www.mateinfo.ro

Se rezolva astfel o problema veche de aproape doua mii de ani, aceea a postulatului 5 al lui
Euclid (axioma paralelelor).Mai exact, afirmatia “printr-un punct exterior unei drepte se poate
duce o singura paraleld la acea dreaptd” nu poate fi demonstrata ci este axioma pentru geometria
euclidiana.

Fig .2

Bibliografie: “Aventura geometriilor neeuclidiene” Florica T. Campan
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5. DEZVOLTARI ALE PROBLEMEI
JP.110 DIN SPRING EDITION 2018
ROMANIAN MATHEMATICAL MAGAZINE

Marin Chirciu*

Articolul porneste de la o problema din jurnalul de matematica RMM , Spring Edition 2018,
obtinand o clasa speciala de inegalitati in triunghi.

1) Ifx,y,ze(0,1) and ABC iaa triangle, then prove that

sinZé sian ssz 3
2 2 ) 234

+ +
x(1-x°) y(1-y*) z(1-7° ) 3R
Proposed by D.M.Batinetu-Giurgiu, Neculai Stanciu, Romania

(2R-T).

Solutie.
Functiag:(0,1) > R,g(x) = x(1-x*)are g'(x)=1-4x°, ¢'(x)=0 %
Rezultd din tabelul de variatie al functiei ca max g(x)= (%j = j_

1 44

G(X)_ 3

sin® =
A4 2 A 43/1( rj 234
Obt =——|1-— |= 2R—T).
fnem 2, x(1 x) 3 2sin 2 3 2R 3R( ")

e N o~ .2 A
Am folosit identitatea cunoscutd in triunghi Zsm2 —=1- ﬁ

Egalitatea are loc dacd si numai dacax=y=2=

=8
-l>. N

Remarca.
Inegalitatea se poate dezvolta.
Dezvoltarea 1.

Daci X, y,ze(0,1)si ABC este un triunghi atunci are loc inegalitatea

f A f B f < /7 A
X(l(zxg) ’ y(l(zyz) ’ 2(1(223) ) 43{2 f (Ej

unde f este o functie care depinde de elementele triunghiului ABC , f >0.
Solutie.

! Profesor, Colegiul National ,, Zinca Golescu”, Pitesti
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Se foloseste rationamentul de mai sus.
Dezvoltarea 2.

Dacax,y,ze (0,1) si ABC este un triunghi atunci are loc inegalitatea

f(gj . f(% N f(%j (n+1 Zf( )

x(l—x”) y(l—y") (1 z)

unde f este o functie care depinde de elementele triunghiului ABC, f >0si ne N”,

Solutie.

Se foloseste rationamentul de mai sus pentru functiag:(0,1) > R,g(x) = X(l— X”) :

() =1-(n+D)x", 9(x) =0 x= e

1 n

www.mateinfo.ro

Rezulta din tabelul de variatie al functiei cd max g (X) =0 (

de unde 1 > (n+1)n n+1.
9(x) n

Obtinem Y f(éj (n”)me(Aj.

x(1-x") n 2
Egalitatea are loc daca si numai dacix=y=2= !
’ Un+1

Pentru n=1 inegalitatea de mai sus se scrie

i A (B i C
X(E29)*y(£2;)+z(£2;)>4zf(§)

Egalitatea are loc dacd si numai dacax=y=27=

I\)ll—‘

In continuare s obtinem o serie de inegalitati in triunghi, folosind Dezvoltarea 2,
pentrun=12,3.

Remarca.
La toate aplicatiile ce vor urma X,y,z €(0,1).
2) In ABC
sin 2 s B ssz
2 2, 2 zm(_Lj.
X(1-x*) y(1-y?) z(1-2%) 2 2R
Solutie.

Se foloseste Dezvoltarea 2,pentrun=2si f(x)=sin’x.

n +1) - (n +1)Q/n 1’
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3) In ABC
sinzg sin2 s .
+ + >4/ 1-—|.
x(1-x) y(1-y) z(1-2) ( ZRJ
Solutie.
Se foloseste Dezvoltarea 2,pentrun=1si f(x)=sin’x.
4) In ABC
coszg cos? S cosZ% .
+ + 24| 2+—|.
x(1-x) y(-y) z(1-z) ( ZRJ
Solutie.
Se foloseste Dezvoltarea 2,pentrun=1si f(x)=cos*x , iar Zcoszgz 2+$.
5) In ABC
oD B s C
2_4 + 2 23\/§(Z+Lj.
X(1-x*) y(1-y?*) z(1-2%) 2 2R
Solutie.
Se foloseste Dezvoltarea 2,pentrun=2si f(x)=cos’x.
6) In ABC
c0s?l o B cos?E
~ — —~ 3
2_4 + 2 24\/Z[Z+L).
x(1-x°) y(1-y*) z(1-2°) 3 2R
Solutie.
Se foloseste Dezvoltarea 2,pentrun=3si f (x)=cos’x.
7) In ABC
A B C
tg°—  tg°— tg°= 2
2_4 2_, 2_>4 (4R+r} -21.
x(1-x) y(-y) z(1-z) P
Solutie.

www.mateinfo.ro

2
Se fOlOSC§te Dezvoltarea Z’pentru n :1@1 f (X) = t92 X, iar Zt92§:[4R * rj 2.

p
8) In ABC
A B C
ctg’= ctg’— ctg’— 2 _or? _gRy
2_4 2_, 2 54.P .
x(1-x) y(l-y) z(1-z2) r
Solutie.

2

r’—8Rr

2 —
Se foloseste Dezvoltarea 2,pentrun=1si f(x)=ctg’x , iar thgzg _p-2r -8Rr

r
9) In ABC
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t A t B t ¢
95 95 92 L4 4R+r
+ +
x(1-x) y(-y) z(1- z) P
Solutie.
Se foloseste Dezvoltarea 2,pentrun=1si f (x)=tgx , iar ZtgA 4Rp+r
10) In ABC
ctgé cth ctgE
x(1-x) y(1-y) z(1-z) T
Solutie.
Se foloseste Dezvoltarea 2,pentrun=1si f (x)=ctgx , iar thggz%
11) In ABC
» A , B C
csc’—=  csc®—  csci— 02 412 ~8Rr
+ + >4. >
x(1-x) y(1-y) z(1- z) r
Solutie.
2, 2
Se foloseste Dezvoltarea 2,pentrun=1si f(x)=csc*x , iar ZCSCZA:M.
2 r’
12) In ABC
.,B.,C .,C. A » A
sin® =sin —+sm —sin —+sm —sin® p P2 ~8Rr
x(1-x) y(1-y) z(l—z) AR?
Solutie.
2, .2
Vezi Dezvoltarea 2,pentrun =1si ) _sin Bgin2& =L28er
2 2 16R
13) In ABC
,B_,C ,C LA oA ,B
cos’—cos’— €0S°—C0S°— CO0S° —Cos’ — 2+(4R+r)2
2 n N 2 2P
x(1-x) y(1-y) z(1-2) 4R?
Solutie.
AR +r
Dezvoltarea 2,pentrun =1si Zcos 5 coszE _M :
2 2 16R
14)In ABC
st Bescr S s Ces? st Aese? B
2" 2., 2 2 3  BR(2R-r)
x(1-x) y(1-y) z(1-2) r
Solutie.

,C _8R(2R-r)

2

Vezi Dezvoltarea 2,pentrun =1si chc2 gcsc
r
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15)In ABC
sec?Bsec’S s oot D sec? Asec? B 39R(4R
2 27 2 (32R(4R+r)
x(1-x) y(1-y) z2(1-2) p’
Solutie.
: 8R(4R
Vezi Dezvoltarea 2,pentrun=1si »_sec’ I:seCZ%:%.
16) In ABC
ZC 2C 2A 2A ZB
tg® —tg tg Etg 5 tg Etg E_ ‘p2—2r2—8Rr.
(1 x) y(1-y) z(1-z) p’
Solutie.
Vezi Dezvoltarea 2,pentrun=1si » tg’— > 22 w
p
17)In ABC
B C C A A B
ctg’ —ctg’ = ctg’ —ctg’— ctg® —ctg®— 2
x(1-x) y(1-y) z2(1-2) r
Solutie.
AR+r)" —2p?
Dezvoltarea 2,pentrun =1si thg ctng:( +r)2 P .
18) In ABC
gotgS 1gltgD gD
2 "2, 7272, 72 25y
x(1-x)  y(l-y) z(1-2)
Solutie.
: . B, C
Vezi Dezvoltarea 2,pentrun =1si Ztgztgz =1
19)In ABC
B.C C_. A A B
ctg—ctg— ctg—ctg— ctg—ctg—
277,757 [T 9224(“5}.
x(1-x) y(1-y) z(1-2) r
Solutie.
C 4R
Vezi Dezvoltarea 2,pentrun =1si thg—ctg—_1+T
20) In ABC
., A B . ,C
asin®= bsin*— csin*= r
2., 2 4 2 24p(1——]
X(1-x) " y(i-y) 2(1-2) R
Solutie.
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Se foloseste Dezvoltarea 2,pentrun =1§i2asin2§= p(l—%j .
21)In ABC
acosg bcoszg ccoszg .
+ >4p|1+—
X% y-y) 212 o)
Solutie.
Se foloseste Dezvoltarea 2,pentrun =1§i2acos2 g = p(1+%j.
22)In ABC
» A , B C
a-tg°—= b-tg°— ctg’—
g’ 2., 9 2., Y >4‘4R(4R+r)—2p2.
X(Lx) " y{-y) 2 Z) p
Solutie.

2 A 4R(4R+r) 2p°

Se foloseste Dezvoltarea 2,pentrun = 1S1Za tg°—

2 p
23)In ABC
A B C
a-Ctgngrb'CthEJrCCtgzz 8p(2R—r)
x(1-x) y(l-y) z(l-z)  r
Solutie.
Se foloseste Dezvoltarea 2,pentrun=1si » a- ctg2A w
24)In ABC
a~tgé b-th c~tgE
22 . 2 58(2R-r).
x(1-x)  y(l-y) z(1-z)
Solutie.

Se foloseste Dezvoltarea 2,pentrun :1§i2a . tgg =2(2R- r) :

25)In ABC
a~ctgé b-cth c-ctgE
2 4 + 228(4R+r).
x(1-x)  y(1-y) z(1-2)
26) In ABC
a-siansinZE b-sinzgsinZA ¢-sin? 2sin? B
+ + 2 >4. ™
x(1-x) y(1-y) z(1-z) 4R’
Solutie.
Vezi Dezvoltarea 2,pentrun =1si Za-sinzgsinz%:%.
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27)In ABC
B, ,C C A A ,B
a-tg°—tg>— b-tg°=tg°— c-tg’—tg°—
929 29595 9595, 2r(2R-1)
x(1-x) y(1-vy) 2(1-2) p
Solutie.
. . 2r(2R—-r
Vezi Dezvoltarea 2,pentrun =1si Za-tgzgtgz%:—( . )
28)In ABC
a~seczEsecZE b~secZEsecZé a~seczésec2E 64R(R
2" 2, 2 . 2~ 2 B4R(R+r)
x(1-x) y(1-y) z(1-2) P
Solutie.

. 16R(R+r
Vezi Dezvoltarea 2,pentrun=1si » a-sec’ gsecz% =(—) :

p
29) In ABC
a-csczEcsczg b-csczgcscZé c-csczécscZE 64Rp(R
2" 2, 2 . 2 " 5 64Rp(R-T)
- 2
x(1-x) y(1-y) z(1-2) r
Solutie.

. ) 16Rp(R—r
Vezi Dezvoltarea 2,pentrun=1si ) a-csc’ gcsc2 ¢ :L .

r2
30) In ABC
B C C A A B
a-ctg’—ctg’—= b-ctg’=ctg’— c-ctg®—ctg®—
92795 2F9 g T Y 5 p(aR+T)
x(1-x) y(1-y) z(1-2) R
Solutie.

i 4R +r
Vezi Dezvoltarea 2,pentrun =1si Za-ctgzgctgzgz—p( 4R+ )

Solutie.

Se foloseste Dezvoltarea 2,pentrun=1si » a- ctgg =2(4R+T) .

31)In ABC
az-tgé bz-th cz-tgE
2, 2, 2516p(R-1).
x(1-x) y(1-y) z(1-2)
Solutie.

Se foloseste Dezvoltarea 2,pentrun =1si > a*- tgg =4p(R-r).
32)In ABC
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az-ctgé bz-cth c -ctgE
2 2 2
+ -+ >16p(R+T).

x(1-x)  y(d-y) z(1-z)

Solutie.

Se foloseste Dezvoltarea 2,pentrun=1si »_a’ -ctgg =4p(R+r).

33)In ABC
az-tg2é bz-tgzE cz-tg"'E
2, 2 4 228(8R2+r2—p2).
x(1-x)  y(l-y) z(1-z)
Solutie.

Se foloseste Dezvoltarea 2,pentrun=1si »_a*-tg’ g = 2(8R2 +r?— pz) :

34)In ABC
az-ctgzé bz-ctgZE cz-ctgzg
2, 2, 2>8| (4R+1) ~2p" .
x(1-x)  y(d-y) z(1-2)
Solutie.
Se foloseste Dezvoltarea 2,pentrun=1si »_a’ ~ct92§: 2[(4R +r) -2 pZJ .
35)In ABC
as-tgg b3-tg% cS-tg%
+ + >4 2p*(2R-3r)+2r*(4R+r)|.
x(1-x) y(1-y) z(1-2) [ ( ) ( )}
Solutie.

Se foloseste Dezvoltarea 2,pentrun=1si »_a° -tggz [2 p?(2R-3r)+2r*(4R+ r)]
36) In ABC
a3-ctg§ b3-ctgg c3-ctgg

X(l—x) + Y(l— y) + 2(1_22) 24-[2p2(2R+3r)_2r(4R+r)z}.

Solutie.

Se foloseste Dezvoltarea 2,pentrun=1si »_a’ ‘ctgg =2p*(2R+3r)—2r(4R+ r)2 .

37)In ABC
B 1. C

ltgé Etg_ —tag— 2
a "2_.b "2 a g2>11+ AR+r
x(1-x) y(l-y) z(1-z) R '

Solutie.
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2
Se foloseste Dezvoltarea 2,pentrun :1§iz tgé - i{l+(4R + rj ]

2 4R p
38)In ABC
— ctgé —-cth — ctgE 2, .2
2 . 2, 224'p+r—8Rr
x(1-x)  y(d-y) z(1-z) ARr?
Solutie.

Se foloseste Dezvoltarea 2,pentrun = 1S1Z— cth: ARr
39)In ABC
1 . ,A 1 .,B 1 .,C
=-sin“— =-.sin“—= =-sin
a 2. .b 2. a2 AR+r
x(1-x)  y(l-y) z(1-2) Rp
Solutie.
Se foloseste Dezvoltarea 2,pentrun = 1S1Z— -sin*— A_AR+T
2 4Rp
40) In ABC
1 ;A 1 ,B 1 ,C
—-C0S°— —-C0S°— —-COS"—
a 2 . b 2. a 2., P
x(1-x)  y(-y) z(1-z) Rr
Solutie.
Se foloseste Dezvoltarea 2,pentrun =1si Z -cos’ ? = 4_|2r
41)In ABC
L sinh sin 2 L&
bc 2  ca 2.4 2 5 R—r
x(1-x)  y(l-y) (1-z) R
Solutie.
~1l .,A R-r
Se foloseste Dezvoltarea 2,pentrun=1§12—-sm —=—.
bc 4Rr
42)In ABC
1 2 2 B 2 C
—-C0S"— COS“— ——-CO0S
bc 2  ca 2 a 2 JR+r
x(1-x) y(1-y) z2(1-2) R’r
Solutie.

Se foloseste Dezvoltarea 2,pentrun = 1s12— cos’ —

43)In ABC

www.mateinfo.ro



http://www.mateinfo.ro/

REVISTA ELECTRONICA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 - MARTIE 2018 www.mateinfo.ro

1-t ZE 1 29

1
—-t
bg

, A
2,
x(1—x)

Solutie.
2 A _ 8R?+2Rr — p°

Se foloseste Dezvoltarea 2,pentrun = 1s1Z— tg

2p°Rr
44)In ABC
i~ctgzé 3 ctgzE L ctgZC IR
bc 2 ca 2, ab 2 ,en-r
x(1-x) y(1-y) z(1-2z) Rr?
Solutie.
2A 2R—r
Se foloseste Dezvoltarea 2,pentrun = 1S1Z— ctg TR
45) In ABC
1 A1 B 1 ,C
—.sec”— -sec”°— —-sec’— AR
be 2,ca 2, ab 2 5. 0R4T0
> — .
x(1-x) y(1-y) z(1-2) rp
Solutie.
Se foloseste Dezvoltarea 2,pentrun =1si Zi-sec2 A = 4R t '
bc 2 rp
46) In ABC
1 2 2 B 2 C
—.CSC°— csct— csc”—
be 2 ca 2 . a 2541
x(1-x) y(1-y) z2(1-2) r
Solutie.
Se foloseste Dezvoltarea 2,pentrun = 1512— cscz': r_12
47)In ABC
(b+c)sinzé (c+a)sin2E (a+b)sinZE
2 + 2 + 2 Z4p
x(1-x) y(1-y) z(1-2)
Solutie.

Se foloseste Dezvoltarea 2,pentrun=21si »_(b+ c)sinzgz p.

48)In ABC
(b+c)coszé (c+a)cosZE (a+b)cosZE
2 + 2 + 2 >12p.
x(1-x) y(1-y) z(1-2)
Solutie.
, A

Se foloseste Dezvoltarea 2,pentrun =1si Z(b +C)cos 5= 3p.
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49) In ABC
2 A 2B 2 C
(b+ejtg”> (c+a)tg”= (a+b)tg 5 . B(8R*+6Rr+r" — p?)
+ + > :
x(1-x) y(1-y) z(1-2) p
Solutie.

2(8R?* +6Rr +r*— p?
Se foloseste Dezvoltarea 2,pentrun=1§iZ(b+c)tgzgz ( P )

Y
50) In ABC
(b+c)ctgzg (c+a)ctgzg (a+b)cth% 8p(p2—r2—2Rr)
+ + 2 -
x(1-x) y(1-y) z(1-2) r’
Solutie.

2p(p?~r*-2Rr
Se foloseste Dezvoltarea 2,pentrun =1§i2(b+c)ctgzg = p( P = ) .

51)In ABC
(b+c)sec > (c+a)sec > (a+b)sec E>8(p2+r2+6Rr+8R2)
+ + > :
x(1-x) y(1-y) z(1-2) P
Solutie.
2( p?+r?+6Rr+8R?
Se foloseste Dezvoltarea 2,pentrun=1§iZ(b+c)se02§: (p ’ +p )
52) In ABC
(b+c)csc2A (c+a)csc2E (a+b)cscZE 2, 2
2 . 2., 2>8p(p +r*~10Rr)
x(1-x) y(1-vy) z(1-z) r’ '
Solutie.

2p(p®+r®—10Rr)

r? '

Se foloseste Dezvoltarea 2,pentrun =1§i2(b+c)csc2§:
53)In ABC
B C C A A B
b+c)sec’ —sec’— (c+a)sec’—sec’— (a+b)sec?=sec’—
(b+c)sec’sec’s (crajsec’osecs (a+b)sec’oseC'S 16R(R+1)

x(1-x) i y(1-y) " z(1-2) B P

Solutie.

AR(R+r
Vezi Dezvoltarea 2,pentrun=1, si » (b+ c)seczgsecz%:% :

54) In ABC
B __,C ,C LA A _,B
(b+c)esc Ecsc — (c+a)csc Ecsc > (a+b)csc Ecsc S _64R%p

x(1-x) i y(1-vy) " z2(1-2) r

v

Solutie.
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2
Vezi Dezvoltarea 2,pentru n =1si Z(b+c)csczgcsc29:16rR2 P,
55) In ABC
(b+c)sin2%sin2%+ (CJra)sinZ%sinzg+ (a+b)sin2§sin2§ o
x(1-x) y(1-y) z(1-2) R
Solutie.
_ . . 2B ,C_1p
Vezi Dezvoltarea 2,pentrun=1si »_(b+c)sin Esm CRVTE
56) In ABC
(b+c)tngt929 (c+a)thEtgZé (aer)tgzétgZE 8( 2—r2—1ORr)
2° 72, 2° 2, 2~ 2,°\P .
x(1-x) y(1-y) z(1-2) P
Solutie.
2(p?-r?—10Rr
Vezi Dezvoltarea 2,pentrun =1si Z(b+c)tgzgt92%: (p > )
57) In ABC
B C C A A B
(b+c)ctgzzctgzz+(c+a)cthEcthE+(a+b)cthEctgzz> p(p2+r2+6Rr+8R2)
x(1-x) y(1-vy) z2(1-2) - 2R?
Solutie. |
2 +1?+6Rr +8R?
Dezvoltarea 2,pentru n =1si Z(b+c)ctgzgctg2%= p(p ! 8+Rz i )
58) In ABC
a b C
+ + >8p.
x(1-x) y(1-y) z(1-z)
Solutie.
Se foloseste Dezvoltarea 2,pentrun=1si » a=2p .
59) In ABC
a’ b? ¢’ N
+ + >16S+/3.
x(1-x) y(-y) z(1-2)
Solutie.
Se foloseste Dezvoltarea 2,pentrun=1si > a* =2(p*—r*—4Rr) 24543 .
60) In ABC
a’ b o
+ + >32S(2R—r).
x(1-x) y(-y) z(1-2z) ( )
Solutie.

Se foloseste Dezvoltarea 2,pentrun=1si » a’ = 2p( p*—3r* ~6Rr) =85 (2R -r)
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61) In ABC
4 4 4
a_, b ¢ s
x(1-x) y(-y) z(1-2z)
Solutie.
Se foloseste Dezvoltarea 2,pentrun =1si > a‘ = 2[ p*— p*(8Rr+6r”)+r’(4R+ r)zJ >1652
62) In ABC
bc ca ab
+ + 2168«/§.
x(1-x) y(-y) z(1-z)
Solutie.
Se foloseste Dezvoltarea 2,pentrun =1si Y bc = p+r? +4Rr 2 4S4/3 .
63) In ABC
2 2 2
(be) , (ca) () . g5
x(1-x) y(-y) z(1-2)
Solutie.
Dezvoltarea 2,pentrun=1si > (bc)’ = [ p*— p’(BRr—2r°)+r’(4R+ r)z} >16S2 |
64)In ABC
bc(b+c)+ca(c+a)+ ab(a+b) 28p(p2 +r2—2Rr).
x(1-x)  y(d-y) z(1-z)
Solutie.
Se foloseste Dezvoltarea 2,pentrun =1si _bc(b+c)=2p( p*+r*—2Rr)
65) In ABC
r I r
a___+ + £ —>4-(4R+r).
x(1-x) y(-y) z(1-z) ( )
Solutie.
Se foloseste Dezvoltarea 2,pentrun=21si » r, =4R+r
66) In ABC
A + 3 + " >4'(8R2 ~5r%)
x(1-x) y(l-y) z(1-z) '
Solutie.
Se foloseste Dezvoltarea 2,pentrun=1si » r? =(4R+ r)’ —2p?>8R*-5r2,
67)In ABC
rbrc rcra rarb 2
+ + >4.p°.
x(1-x) y(-y) z(1-2)
Solutie.
Se foloseste Dezvoltarea 2,pentrun =1§i2rbrc =p*.
68) In ABC
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r3 r3 r3
a4 Db 4 _>324r°
x(1-x) y(1-y) z(1-z)
Solutie.
Se foloseste Dezvoltarea 2,pentrun =1si > r2 =(4R+r)’ ~12Rp® > 81r°.
69) In ABC
ar, br, cr,
&+ + £ —>8p(2R-r).
x(1-x)  y(1-y) z(1-z) ( )
Solutie.
Se foloseste Dezvoltarea 2,pentrun=21si » ar, =2p(2R—r)
70)In ABC
a’r b?r, c’r )
&+ + € —>16p°(R-r).
x(1-x) y(1-y) z(1-2) ( )
Solutie.
Se foloseste Dezvoltarea 2,pentrun=1si » a’r, =4p*(R-r)
71)In ABC
anr, br.r, crr,
+ + >8S(4R+r).
x(1-x) y(1-y) z(1-2z) ( )
Solutie.
Se foloseste Dezvoltarea 2,pentrun=1si »_arr, =2rp(4R+r)
72)In ABC
ber,r, carr, abrh, _ sac2
° e 2b_> 4852,
x(1-x) y(-y) z(1-2)
Solutie.
Se foloseste Dezvoltarea 2,pentrun =1si y_berr, = p*( p° +r” —8Rr) 2128
73)In ABC
2.2 2,2 2,2
at, | b, +2h 54852
x(1-x) y(-y) z(1-2)
Solutie.
Se foloseste Dezvoltarea 2,pentrun=1si > a’r; =2p°(8R* +r” - p*) 2128°
74)In ABC
(p=a)r, (P=D)G (P=O)t g,
x(1-x)  y(-y) z(1-2)
Solutie.
Se foloseste Dezvoltarea 2,pentrun=1si » (p—a)r, =3S
75)In ABC
2 9 ) 2 9
X(1-x) y(1-y) z(1-2)
Solutie.
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Se foloseste Dezvoltarea 2,pentrun=21si » (p— a)’r? =357

76) In ABC

hy . h  h >2-p2+r2+4Rr
x(1-x) y(l-y) z(1-z) R '
Solutie.
2 2
Se foloseste Dezvoltarea 2,pentrun =1si Zha = %Rull'\’r :
77)In ABC
2 2 2 2, 2 2 2
h; N h N h > 4. P +r°+4Rr _2'2rp .
x(1-x) y(-y) z(1-z) 2R R
Solutie.

2, .2 2 2
Se foloseste Dezvoltarea 2,pentrun =1§iZh: :( P+ r2R+ 4Rr] -2 Zrl'f )

78)In ABC
2
hh . _hh hp o 8p®
x(1-x) y(-y) z(1-z) R
Solutie.
2

Se foloseste Dezvoltarea 2,pentrun =1si z h,h. = 2rp” .

79)In ABC
(p_a)ha+(p_b)hb+(p_c)h°ZL-24S.
x(1-x)  y(dl-y) z(1-z) R
Solutie.
2 4r2 -8R
Se foloseste Dezvoltarea 2,pentrun =1§i2( p—a)h, = p( P +2rR r) 2%-68 .
80) In ABC
2,0 2.2 2,9 2
(p-a) ha+(p—b) h, +(p—c) he Z(L) .4852
x(1-x) y(1-y) z(1-2) R
Solutie.

2
Se foloseste Dezvoltarea 2,pentrun=1si » (p— a)2 h? > [%) 1252,

81) In ABC
a(ha—r)Jrb(hb—r)+c(hc—r)>168
x(1-x)  y(1-y) z(1-z)
Solutie.
Se foloseste Dezvoltarea 2,pentrun=1si » a(h, —r)=4S.
82) In ABC
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a’(h,—r)° D*(h-r)° c*(h-r)’ 64

x(1-x) i y(1-y) z(1-z) 3

Solutie.
Se foloseste Dezvoltarea 2,pentrun=1si »_a*(h, - r)2 > %82 .
83)In ABC
m m, m
a _—+ + <—>36r.
x(1-x) y(1-y) z(1-z)
Solutie.
Se foloseste Dezvoltarea 2,pentrun =1§i2ma >0r.
84) In ABC
m? m? m? .
&+ + C—>6(p°—r°—4Rr).
x(1-x) y(1-y) z(1-2) ( )
Solutie.
Se foloseste Dezvoltarea 2,pentrun=1si . mZ = EZaZ = g( p?—r’—4Rr).
85)In ABC
m,m, mm, ~ mm, _ 144r*
+ >
x(1-x) y(l-y) z(1-z) R?
Solutie.
2 2 4
Se foloseste Dezvoltarea 2,pentrun=1,m, > b 42: §iZmbmC > 32—2
86) In ABC
4 4 4
LS || N LS Y1)
x(1-x) y(-y) z(1-2z)
Solutie.
Se foloseste Dezvoltarea 2,pentrun=1si Y m; = %Za“ >9S°%,
87)In ABC
2 2 2
am,_, bM . CM 5 a6pm
x(1-x) y(1-y) z(1-2)
Solutie.

Se foloseste Dezvoltarea 2,pentrun=1si  am? = g( p®+5r° + 2Rr) >9Rrp.

88) In ABC
2,.-2 2..-2 2,72
am, b, O™ g6,
x(1-x) y(1-y) z(1-z)
Solutie.
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p*+ p*(10r*—8Rr)+r*(4R+r)’

>324r*

Dezvoltarea 2,pentrun=1si » a’m? = >

89)In ABC
(a+b)(a+c)m: (b+c)(b+a)m; (c+a)(c+b)m]

+ +
x(1-x) y(1-vy) z(1-2)
Solutie.

Folosim > (a+b)(a+c)m?=2p*+ p2(5r2 —4Rr)— r’(4R+ r)2 >12r?.108r?.

¢ >4.12r*-108r.

90) In ABC
(p-a)-m; (p—b)-m (p—c)-m
) ) 2R,
Solutie.

Se foloseste Dezvoltarea 2,pentrun=1si > (p—a)m’ = p(p* —4r’ —7Rr) = 9rp(R-r).

91) In ABC
(p—b)(p—C) (p C)( ) §+(p_a)(p b) 2648r
X(1-x) y(1-y) 2(1-2)
Solutie.
Dezvoltarea 2,pentrun=1si » (p—b)(p—c)mZ =r(4R+ r)[ p*—r(4R+ r)] >9r?.18r?
92)In ABC
mihbhc + t?hcha czhahb >3682
x(1-x) y(@- y) z(1-2)
Solutie.
rp?( p*+5r°+2Rr
Se foloseste Dezvoltarea 2,pentrun =1si » m2hh, = P (p +2R i )2982.
93) In ABC
| I, I
a—+ +—<—>36r
x(1-x) y(-y) z(1-z)
Solutie.
Se foloseste Dezvoltarea 2,pentrun :1§iz‘la >9r.
94) In ABC
L + l + . >108r°
x(1-x) y(-y) z(1-z)
Solutie.
Se foloseste Dezvoltarea 2,pentrun :1§iZ:I2 >27r°.
95) In ABC
ble My, Lh s 0ge
x(1-x) y(-y) z(1-z)
Solutie.
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Se foloseste Dezvoltarea 2,pentrun=1 giZIbIC >27r%.
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6. SOLUTIONS FOR CERTAIN PROBLEMS FROM AMM

By Nela Ciceu, Rosiori, Bacau, Romania and
Roxana Mihaela Stanciu, Buziu, Romania

11963. Proposed by Gheorghe Alexe and George-Florin Serban, Braila, Romania. Let
a, ..., a, be positive real numbers with ]_[E=l a; = 1. Show that

i

4
(a; +aip1)
E — - — = 12n,
a; — apdjy) +ap,

i=1

where ay ) = ay.

Solution.
We have
4
X+ v . L] 7 9
;:‘7‘1),! 212xv & ¥ —8.\'3.1-‘ +18x"yv" — 8:\)-'3 + _1-'4 =20 (" -4+ .1-‘*)2 = 0. true
XT—av+ v
So
4
n (ai+ai+q) n
i=1 > 12121 ;0449

;2 —Qi@jpq+igq?

n n
By AM — GM, 122 asai,, > 12n
=1

l_[ai = 12n

i=1
From above yields the desired mequality.

11971. Proposed by Spiros P. Andriopoulos, Third High School of Amaliada, Eleia, Greece.

Forn = 2, letay, ..., a, be positive real numbers. Prove
" n—1 5 2
2a;a;
1+ a; > 1+ — :
(flosw) = (T(+22)
Solution.
212 2
We have a+b> 22 gp» 4300 :>(1+a)(1+b)z(1+2ibj (1),
a+b (a+b) a+b
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Writing the inequality (1) for the pairs (a;,a,),...,(a,,a,),(a,,a;5),..,(a,,a,),-.,(a,,a,)and
multiply these inequalities we obtain the desired inequality.

11984. Proposed by Daniel Sitaru, Drobeta-Turnu Severin, Romania. Let a, b, and ¢ be
the lengths of the sides of a triangle with inradius . Prove a® + b® + ¢® > 5184r°.

Solution.
I. By Jensen inequality we have

6 6
a®+b® +c° 23.(a+2+cj = (a+25+c) ,(2).

By Mitrinovié inequality we have
a+b+c>643r, (2).
From (1) and (2) yields the desired inequality!
I1. By Chebyshev inequality and the item 5.11. from O. Bottema (Geometric inequalities,
Groningen, 1969), i.e. Mitrinovi¢ inequality we obtain

6
a®+b®+c° Zé(a5 +b*+c®)(@a+b+c) 2...2?%_)(a+b+c)6 22—6(3J§r)6 =2°3"r® =5184r°.

11994. Proposed by Miguel Ochoa Sanchez, Lima, Peru, and Leonard Giugiuc, Drobeta
Turnu Severin, Romania. Let ABC be A
a triangle with incenter [ and circum-
circle w. Let M. N, and P be the sec- \
ond points of intersection of @ with y L F )
lines Al, BI, and CI, respectively. Let N
E and F be the points of intersection
of NP with AB and AC. respectively.
Similarly, let G and H be the points of
intersection of MN with AC and BC, 5 c
respectively, and let J and K be the J H '
points of intersection of MP with BC \\///
and AB, respectively. Prove

EF + GH + JK < KE+ FG + HJ. .

Solution.
By buffalo way (brute force) we have
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PE _ AP-si_n? — si_n? __l—cosC
EN AN sin(4+5)  snSsin(4+5) cosdFcosC
_1 H 1 B
- PE= 1+““3APN NF = 1+¢“‘*APN
45inési11£5in£
pp=—0 _ 1tcosA—1+tcosB—ltcosC___a . 27272 _
25in% 1+ cosA ESiH% 21::051%
. A
__abe_ [(s=a)(s—c)(s—a)(s—b) _ besiny 3,éll_'ar;: a_
sls—a)V a*bec s b+c
abe(1l [ 1y_ ab+ac
<t " 2arrrg O
. B . B . B
s N s s N
EB . (+.B ¢ By, . B A C
BP-sm(A+E) sm(A+E)+smT ECDS?CU-S?
sinﬁ sin‘d' EWAWSEMSE_SEEWSE_SEQ%E
SEK=cl1- 2 2 22" 22 22 _
’ 2cos= msc 2::95 C Ecmimsﬁcnsﬁ
| 271 2 2 277272
e sind+smB+sinC-smB-sm(C _  ac ()
sind +sin B +sinC Cathte

By (1) and (2) yields the conclusion.
Remark. We used above Ballieu’s inequality, i.e.



http://www.mateinfo.ro/

REVISTA ELECTRONICA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 - MARTIE 2018 www.mateinfo.ro

7. PROBABILITATI GEOMETRICE
- TRIUNGHIUL TRIUNGHIURILOR -
Studiu de specialitate

Prof. Stan Ilie?

“Care e probabilitatea de a construi cu 3 segmente un triunghi?”

Aceasta a fost intrebarea! Raspunsul este ¥4, Vezi numarul trecut
http://www.mateinfo.ro/reviste-de-matematica/revista-electronica-de-matematica-mateinfo-ro-
aparitie-lunara-2065-6432/revista-electronica-mateinfo-ro-2018/792-revista-electronica-
mateinfo-ro-februarie-2018

ege ey

™A N A DA

I\

Fie X1, X2, X3>0.
Problema poate fi transferata de la suma segmentelor catre segmentul unitate
printr-o transformare bijectiva de forma: (X1, Xa, X3)=>(;—i,g—i,£—i] =(a,b,1-a-b)

"2
B
PN
b
Py b=1/2
K% M
&
W
K P
R A\ a
: \,\ . y
0 AN atb=1
a=1/2 a+b=1/2

Conditiile

{a+b>1-a-b, 1-a-b+b>a, a+1-a-b>b conduc la { a+b>1/2, a<1/2, b<1/2 si desigur a+b<1

Din reprezentare se observa ca zona comuna a cazurilor favorabile(triunghiul median) are aria Y4
din zona cazurilor posibile(triunghiul OAB).

Asadar probabilitatea ca trei numere pozitive sa fie lungimile laturilor unui triunghi este 0,25.

2 Colegiul Tehnic “Anghel Saligny”, Rosiorii de Vede, Teleorman, stan_ilie@yahoo.com
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Alta intrebare:

Care este locul geometric al punctelor ale caror coordonate pot reprezenta unghiurile unui
triunghi?

Folosim un sistem xOyz in care axele au masurile in grade.

Avem 0<x,y,z<180 si relatia x+y+z=180

Ecuatia planului a

a: X+y+z-180=0, impreuna cu conditiile 0<x<180, 0<y<180, 0<z<180 determina:

kel L

R | DD‘__

"'-'--.__ - -—D ____.-h."_'r__r'-:__
- e 100
#' 2 S |

= HU_IZI

__I__ _-' - -"'"-l-_

interiorul triunghiului echilateral MNP
M(180,0,0), N(0,180,0), P(0,0,180)
Acesta este locul geometric.
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Fie D, E, F mijloacele laturilor MN, PM, PN. D(90,90,0), E(90,0,90), F(0,90,90)

Triunghimi Triunghiuri ascutitunghice

isoscele

D woon D

Triunghiwni dreptunghice Triunghiwi obtuzunghice

Reuniunea segmentelor PD, MF si NE este locul geometric al triunghiurilor isoscele.
Intersectia segmentelor PD, MF si NE(punctul G) este locul geometric al triunghiurilor
echilaterale.

Reuniunea segmentelor DE, EF si FD este locul geometric al triunghiurilor dreptunghice.
Intersectia segmentelor MF si ED, PD si EF respectiv NE si FD (adica punctele A, B respectiv
C) este locul geometric al triunghiurilor dreptunghic-isoscele.

Interiorul triunghiului echilateral DEF este locul geometric al triunghiurilor ascutitunghice.
Reuniunea interioarelor triunghiurilor echilaterale MDE, PEF respectiv NDF reprezinta locul
geometric al triunghiurilor obtuzunghice.

Concluzii:
1. Triunghiuri isoscele sunt de /3 ori mai multe ca cele dreptunghice.

PD+MF+NE=+/3 (DE+EF+FD)

2. Triunghiuri isoscel-ascutitungice sunt tot atatea cat isoscel-obtuzunghice.
AF+BD+CE=AM+BP+CN

3. Triunghiuri obtuzunghice sunt de 3 ori mai multe ca cele ascutitunghice.
Fie triunghiul ascutitunghic de laturi a,b,c si unghiuri alfa, beta, gama.
Triunghiul ascutitunghic (c,b,alfa) echivalent cu triunghiul obtuzunghic(c,b,pi-alfa).
Triunghiul ascutitunghic (c,b,alfa) echivalent cu triunghiul obtuzunghic(c,b,pi-alfa).
Triunghiul ascutitunghic (c,b,alfa) echivalent cu triunghiul obtuzunghic(c,b,pi-alfa).
Dar (c,b,a,alfa,beta,gama) inseamna si (c,b,alfa) si (b,a,gama) si (c,a,beta).
La echivalenta pentru arii am folosit formula cu semiprodusul a doua laturi si a sinusului
unghiului format de ele.
Asadar fiecarui triunghi ascutitunghic ii corespund 3 triunghiuri obtuzunghice
echivalente.
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Pentru a evita capcanele de la Puterea Continuului putem reformula prin urmatoarele

Concluzii probabilistice:
1. Fiind dat un triunghi(isoscel sau dreptunghic) probabilitatea ca acesta sa fie isoscel este
3—3

-

, 1ar dreptunghic este E

2. Fiind dat un triunghi isoscel probabilitatea ca acesta sa fie ascutitunghic este aceeasi cu
probabilitatea ca el sa fie obtuzunghic si este 7.

3. Fiind dat un triunghi probabilitatea ca acesta sa fie ascutitunghic este ~ Y4, iar
probabilitatea ca el sa fie obtuzunghic si este ~ % . Aproximativul apare datorita
triunghiurilor dreptunghice!

3’ Fiind dat un triunghi nedreptunghic probabilitatea ca acesta sa fie ascutitunghic este ¥4 ,

iar probabilitatea ca el sa fie obtuzunghic si este % .

4. Fiind date 3 segmente probabilitatea ca ele sa formeze un triunghi obtuzunghic este 3/16
3/16=1/4(probabilitatea de a forma un triunghi)*3/4(probabilitatea ca triunghiul sa fie
obtuzunghic).

5. Fiind date 3 segmente probabilitatea ca ele sa formeze un triunghi ascutitunghic este 1/16
1/16=1/4(probabilitatea de a forma un triunghi)*1/4(probabilitatea ca triunghiul sa fie
ascutitunghic).

Triunghi ascutitunghic...adica are toate unghiurile ascutite...adica intre 0 si 90°...hmm...
...Ne putem pune o...

Alta intrebare: Cum arata probabilitatile triunghiului daca modificam limitele unghiurilor?
Exemplu: Care e probabilitatea ca un triunghi sa aiba toate unghiurile intre 45° si 90°?
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8. DESFASURARILE POLIEDRELOR
- TETRAEDRUL REGULAT -
Studiu de specialitate

Prof. Stan Ilie®

Ne propunem analiza desfasurarilor tetraedrului regulat.

DESFASURARI SIMPLE
a ;-" ‘-\ b c
AA \VAVANAAVAV/

Modalitati de
obtinere

3 Colegiul Tehnic “Anghel Saligny”, Rosiorii de Vede, Teleorman, stan_ilie@yahoo.com
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Sunt agadar 3 forme diferite(formele b si ¢ sunt simetrice intre ele dar nu pot fi obtinute prin
rotatie in plan).

Rostogoliri n jurul cate unei muchii
Formele b si ¢ pot fi obtinute prin rostogolirea tetraedrului fara revenirea pe vreo fata.
Forma a necesita revenirea pe fata centrala.

Rostogoliri in jurul unui varf

Prin rostogolirea cate unui triunghi in jurul unui singur varf se poate trece prin toate cele 3
desfasurari?

DA! bac

Desigur si cab.

Arii si perimetre

Cele 3 desfasurari au aceeasi arie si respectiv acelasi perimetru!

Ariile sunt egale(desigur!) deoarece provin din suma ariilor celor 4 fete.

Perimetrele sunt egale deoarece, pentru fiecare varianta de desfasurare, din totalul muchiilor 3
sunt inlaturate iar celelalte 3 dublate.

Asadar perimetrele desfagurarilor raiman egale cu perimetrul tetraedrului!

Relatii tip Euler

Formula lui Euler referitoare la legétura dintre numarul de Varfuri, Fete respectiv Muchii intr-un
poliedru (V+F=M+2) este in cazul tetraedrului 4+4=6+2.

Aceasta functioneaza pentru desfasurari adaptatd la V+F=M+1!

/\h\/ﬁ

3+1=3+1, 4+1=4+1, 4+1=4+1
Interesant este ca ramane valabila si In forma N+T=S+1 (Noduri, Triunghiuri, Segmente)
JAVANAVAVANRWAVAVS

6+4=9+1, 6+4=9+1, 6+4=9+1

Acoperiri
Cele 3 desfasurari pot acoperi Impreuna o suprafata convexa+simetrica, precum si alte suprafete
simetrice dar neconvexe.
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DESFASURARI COLORATE(NUMEROTATE)

/

ege e,

1234, 1243, 1324, 1342, 1423, 1432, 2134, 2143, 2314, 2413, 3124, 3214.
Ele vor fi impartite intre desfasurarile de tip b) si ).

PR

Total: 16
Alta varianta este datd de taierea pe lungime a cate 3

muchii.



http://www.mateinfo.ro/

REVISTA ELECTRONICA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 - MARTIE 2018

1=ABCD, 2=AABC, 3=AACD, 4=AABD
a=BC, b=CD, c=BD, d=AC, e=AB, f=AD

www.mateinfo.ro

Nr. Muchii Desfasurare Forma
a |b c|d|e]|f
I KIX|X - R
I K| X K 4 baza f
11 K| K X< 1432 D
vV | X | X X< 1423 N\ ‘:
V x< K| X 1342 AN ':
VI < K< i 3 baza f
VIl | XK < X< 1324 / 7
VI | XK K| K - -
IX K P < 2413 / 7
X < K| XK 2314 N\ ‘_\
Xl KX |X 1243 D
Xl K| K K< 1234 N\ ‘:
X1 K| XK < 2 baza i
X1V K< K| K 2143 N\ ‘_\
XV K< ¥ ¥ - -
XVI < K| K 3214 / 7
XVII K|IK| X 2134 / 7
XVII K| K < 3124 N\ ‘_\
XIX ¥ K| K - -
XX K| K| X 1 baza f

Ci(total posibilitati) —4(muchii coplanare) = 20 — 4 = 16
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Acoperiri ale suprafetelor convexe
Datorita particularitatilor formelor de acoperire(ce au doar unghiuri de 60° si 1200) putem cerceta
doar suprafetele inchise de:

- triunghi echilateral

- romb

- paralelogram

- pentagon

- hexagon

Triunghi

Triunghiul echilateral poate fi descompus in 1, 1+3, 1+3+5, 1+3+5+7,..., 1+3+...+(2k+1)
triunghiuri echilaterale congruente. Adica in n® triunghiuri echilaterale congruente.

Cum avem 16 desfasurari...16x4=64=8°.. .putem incerca gasirea unor astfel de acoperiri.
De exemplu:
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Romb

Rombul poate fi privit ca alaturarea a doua triunghiuri(echilaterale in acest caz).
Cum 64¢2n2...nu putem obtine un romb.

N7 FFF
JTTTTTTN
yd - / - / - //

Pentagon
Pentagonul de unghiuri 120° 120° 120° 120° 60° poate fi privit ca alaturarea unui triunghi
echilateral cu un trapez isoscel(sau a doua triunghiuri echilaterale din care s-a inlaturat ceva de

la un varf).
Cum ecuatia 2n°-m?=64 nu are solutii(se verifici usor) concluziondm ci nu putem acoperi
pentagonul.

Hexagon
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