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1. PROBLEMA LUNII MAI 2018

Sa se arate ca dacd a, a, ..., @, (n € N, n = 3) sunt numere reale strict pozitive si

(@ +a+..+a%>)*>(n-1)(a’ +a; +..+a’), atunci oricare trei dintre aceste numere
pot fi lungimile laturilor unui triunghi.

Prof. Corneliu Manescu Avram

Asteptam rezolvari cat mai interesante pe adresa de e-mail revista@mateinfo.ro .

Termen: 2 iunie 2018
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2. SOLUTII - PROBLEMA LUNII APRILIE 2018

Daca intr-un pentagon convex cu unghiurile congruente una din laturi este egala cu
suma laturilor alaturate, atunci cel putin doua laturi au lungimea un numar irational.

Prof. Cantemir lliescu, Pitesti

Solutie autor:
Fie ABCDE pentagonul convex. Presupunem ca AE = AB+ DE si fieP e(AE) astfel

incat AP =AB si PE = DE. Masura unghiului unui pentagon este 3?” triunghiurile APB si

DEP sunt isoscele cu unghiurile de masuri 3?” % % . Se arata usor ca patrulaterul PBCD

este paralelogram (unghiurile opuse sunt congruente), deci PB=CD. In triunghiul APB ducem

CD 7 5+1

inaltimea din A si aplicam cosinus cosg =5 AR Cum cosE este irational, rezulta ca

cel putin una din AB si CD are lungimea numar irational. Analog in triunghiul DEP cel putin
una din DE si BC are lungimea numar irational.

ALTE SOUTIL:

1. Prof. Constantin Telteu, Constanta

Suma unghiurilor unui poligon convex cu n laturi este 180" (n—2). Daca pentagonul nostru are

unghiurile congruente, fiecare dintre ele are masura de 108" .

In figura de mai jos, am luat AB = EA+ BC . Este usor de observat ca patrulaterul CDEF este
paralelogram. Fie a= AE si b=BC. Daca unul dintre numerele a sau b este irational, atunci si
AB =a+Db este irational, i problema este demonstrata.

D
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Daca a,be Q, atunci fie x e {a;b}.

] N
R
Din APRN = RN = xc0s36° = MN = 2xc0s36° = 2x- */§4+1 ¢Q
Daci x=a= MN = EF = DC = 2a- ﬁ*lgg;
Dacd x=b=MN =FC =DE =2b- \E+l # () siproblema este demonstrata.

_\/§+1

Egalitatea €0$36° = 4 se poate obtine folosind formulele

Sin 2x = 2sin X cos X
C0S 3X = COS x(4cos2 x—3)
sin® x+cos? x =1
J5-1

Din egalitatea Sin (2 -180) = CO0S (3-18° ) folosind primele doud formule obtinem SiN18° = si apoi din

\/§+1

formula fundamentald obtinem C0$36° = 4

2. Prof. Octavian Stroe si Marin Chirciu

) Pentagonul ABCDE are unghiurile de masura 108°. Presupunem ca AB = BC + AE.
Consideram punctul M € (AB) astfel incat AM = AE si BM = BC, rezulta ca triunghiurile AEM
si BMC sunt isoscele cu ughiurile de la baza de masura 36°, de aici rezulta ca patrulaterul MCDE
este un paralelogram, deoarece masura m(<x EMC) = m(« EDC) = = 108° si m(<x MED) =

m(< MCD) = 72°. Este cunoscuta relatia cos 36° — cos 72° :% de unde deducem cos 36° =

145 . J5-1 1-5
4 4

sicos 72° = si de aici cos 108° :T' cum V5 e R\ Q rezulta

2AE’ - ME’®

cos 108° € R\ Q. Deoarece cos (<« MAE) = S AE?

= =¢0s108° si

2BC*-MC?

cos («« MBC) = >BC?

=0s108° rezulta AE € R\ Q sau
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ME e R\Qsi BC € R\Q sau MC € R\ Q. Cum patrulaterul MCDE este paralelogram rezulta
ME = CD si MC = DE. Prin urmare avem AE € R\ Q sau
DC e R\QsiBC € R\Q sau DE € R\ Q de unde concluzia problemei.

3. Cojocaru Petru Romani — Neamt

Fie ABCDE pentagonul cu toate unghiurile congruente si BC = AB+ CD, (din ipoteza) si AB
=bsi CD=a. Construesc pentagonul regulat BCFGH de latura a + b. Orice unghi al oricarui
pentagon din figura alaturata are 108°, in plus DE | GF si AE | GH . De aici DFGH este trapez
isoscel cu laturile neparalele DF = GJ = b si AIGH este trapez isoscel cu AH = JE = a, mai mult
EIGH este paralelogram cu Gl = JE =asi GH = El = b. Evident AEJH este trapez isoscel cu
AH = JE = HJ = a si unghiurile de la baza mare de 72° . Fie HK si JL indltimi in trapezul

isoscel AEJK. Triunghiurile AHK si EJL sunt congruente. In triunghiul AHK , AH = E(\E -

1).  ( Consider cunoscuti relatia: c0s72°=+/5 — 1).
AE=AK + KL + LE si AE = g(ﬁ —1)+a+ g(ﬁ ~1). AE= 2(/5+1)

Daca ,,a” este numar rational, numarul =(v/5 + 1), care reprezinti marimea laturii AE din

problema, este numar irational. Acelasi rationament pentru latura DE = %(».;E +1). Daca,a
si\sau ,,b™" este irational sunt indeplinite conditiile din problema (g.e.d.).
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4. Profesor Biro Istvan

Fie pentagonul convex ABCDE care satisface conditiile
din enunt si consideram punctul F pe latura AB astfel ca AF=AE si
BF=BC. Deducem cu usurinta ca CDEF este paralelograma, deci
intre lungimile laturilor pentagonului exista urmatoarele relatii:

d=rc+e

a = 2c.cos36 = (H:E) c,

b = 2e.cos36 = (H;E)
In aceste conditii daca c si € € Q@ atunci a si b & @, iar daca numai unul dintre c sau e € @ atunci

d € @, deci cel putin doua laturi sunt irationale.

5. Prof. Silvia Musatoiu

Unghiurile pentagonului au masuri de 108°.

Am considerat, in figura alaturata, AE = a, BC = b, AB =
atb, CD =csi DE =d.

Consideram cazurile:

1) asi b irationale (concluzia devine adevarata)

2) a irational si b rational (sau invers): in acest caz
laturile AE si AB (respectiv BC si AB) au lungimi
exprimate prin numere irationale.

3) asi b rationale: in acest caz laturile AE, AB si BC au
lungimi exprimate prin numere rationale. Ramane sa demonstram ca CD si DE au lungimi
exprimate prin numere irationale.

Punctul F a fost construit pe latura AB astfel incat AF = a si BF = b. Folosind congruentele de
unghiuri, se demonstreaza ca CDEF este paralelogram, deci EF = c, iar FC = d. Am considerat
AM 1| EF, MeEF, asadar in triunghiul isoscel AEF, AM este si inaltime si mediana. Din
AAEM, se exprima cos 36° = ;—E deci ¢ = 2a cos 36°. In mod analog, se exprima, folosind

ABFC, d = 2b cos 36°.
Cum asi b, in acest caz, sunt rationale, problema se reduce la a demonstra: cosg eR-Q.
Pornim de la cos 3—; =-C0S 25—” . Notand cos E =x, obtinem ecuatia x(4x*3)=-2x*+1 <

4x3 + 2%%-3%-1=0 < (x+1)(4x3-2x-1) = 0. Cum cos = # -1, iar solutiile ecuatiei Ax%-2x-1 = 0 sunt

+

145 1+/5 . g . .
X12= —T" rezulta cos g = T" eR-Q (cealalta solutie, fiind negativa, nu convine).

Asadar in pentagonul nostru laturile c si d au lungimi exprimate prin numere irationale.
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Fi

In

6. Prof. Bercaru Geta

Consideram ca AB=AE+BC
Notam AE=a,BC=Db
e C M e AB astfel incat AM =a,BM =b
Pentagonul avand toate unghiurile egale
D rezulta ca fiecare din ele are masura 108°
AAEM fiind triunghi isoscel , Masurile

unghiurilr vor fi :

M(£EAM)=108° m(XAEM)=36° m(£AME)=36°

Analog in ABMC de asemenea triunghi isoscel unghiurile sunt:
m(£MBC) =108° m(£MCB)=36° m(£CMB) =36°

Rezulta ca m(£MED) =108° —36° = 72°

m(£EMC) =108°
m(£MED) = 72°
m(£EMC) =108°
m(£MCD) = 72°

m(£MCD) =108° —36° = 72°
m(LEMC) =180° - 36° —36° =108°

}:MCHED

}:MEHCD

Deci EMCD este paralelogram. Rezulta EM =CD,ED =MC

In AAEM stim :

masurile unghiurilor m(£EAM)=108° m(£AEM)=36° m(£AME) =36°

si AE=AM =a , rezulta EM =2acos36°

Analog in ABMC obtinem CM = 2bcos 36°

Deci laturile pentagonului sunt: AB=a+b AE=a BC =b CD =2ac0s36° DE = 2bcos36° .
Voi demonstra in continuare ca valoarea cos36°e numar irational.

D

cos5x = cos(2x+3x) = cos 2x cos3x —sin2xsin3x
=(2cos® x—1)(dcos’ x —3cos x) -2 sinx cos x(3sinx — 4sin’ x) =
=8cos” x—6ecos’ x—4cos’ x+3 cosx —2sin’ x cosx(3— 4sin’ x) =

=8cos’ x—10cos” x +3cos x—2(1—cos’ x) cos x(3 -4+ dcos’ x) =

=8cos’ x—10cos’ x+ 3cos x—2(cos x—cos” x){dcos® x—1) =
=8cos" x—10cos’ x+3cosx—2(dcos’ x—cosx—dcos’ x +cos’ x) =
3 3

=8¢os’ x—10cos’ x+3cosx—8cos’ x+2cosx+8cos’ x—2cos’ x =

=16¢cos’ x—20cos’ x+5cosx

eci cos5x =16c0s® x —20cos® x +5¢0s x
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Luand x=36° notez cu c .
Rezulta 16¢°—20c®+5¢c+1=0.

[+

Daca ecuatia ar avea radacini rationale ele ar fi din multimea { 1,1%,1%1%,1%} :

dar niciuna nu verifica ecuatia ,deci ¢ este irrational

Deci cos36°este irational .

Cum laturile pentagonului sunt:

AB=a+b AE=a BC=b CD =2aco0s36° DE =2bcos36° .Deci cel putin doua laturi sunt
irationale

7. Prof. Corneliu Manescu Avram

Fiea,a + b, b € (0, c0) lungimile a trei laturi alaturate si x, y € (0, oo) lungimile celorlalte

doua laturi ale pentagonului. Exista urmatoarele posibiliati :

i) cel mult unul dintre numerele a, a + b, b este rational, caz in care nu avem nimic de
demonstrat ;

i) doua dintre aceste trei numere sunt rationale, dar atunci si al treilea numar este rational,

deoarece (Q, +) este un grup abelian.

Ramane deci sa demonstram ca daca a, b € Q, atunci x, y sunt numere irationale.

A M B

Fie ABCDE pentagonul dat, m(4) = ... = m(E) = % si M € AB astfel incat AM = AE = a, BM
= BC = b. Triunghiurile AEM si BCM sunt isoscele si unghiurile de la baza au masura g , deci
m(<CME) = m(D) = 35—" . Avem si m(£DCM) = m(£DEM) = 2—: , deci patrulaterul CDEM este
un paralelogram, astfel ca EM = CD = x, CM = DE =Y. Intr-un triunghi isoscel inaltimea este si
mediana, decix = 2a cosg ,y=2b cosg .Dacaa, b € Q, atunci x, y ¢ Q, deoarece cos E =

VE+1

A z Q.
8. Prof. Viorica Ciocanaru

Pentru pentagonul convex ABCDE cu unghiurile congruente se aplica formula (n-2)180%n ca

saise afle masura fiecarui unghi; pentru n = 5 aceasta masura este de 108°.
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FieDE=AE+CD,AE= a,CD=b, a,b>0.
a) Daca a, b sunt irationale atunci laturile AE si DC sau AE, ED si DC au lungimile

exprimate prin numere irationale (dupa cuma=p - Jrsib= q+ Jr, p,q,re Qssau
a=p+ Jrsib= q +4/s, p,q,r, s e Q) adica cel putin doua laturi.
b) Daca a, b sunt rationale
Me[DE], ME = EA si MD = DC. Triunghiurile EAM si DMC sunt isoscele. Stiind ca m
(£ AEM) =m (£ MDC) = 108° rezultaca m (£LEAM)=m (ZEMA)=m (ZDMC)=m
(£ DCM) = (180°-108°)/ 2 = 36°.
m (£ AMC) = 180°% 2*36° = 108°, m (£ MCB) = 108°- 36° = 72° deci dreptele AM si BC
taiate de secanta MC formand unghiuri interne de aceeasi parte a secantei suplementare sunt
paralele
AM||BC (1)
m (£ MAB) = 108°%- 36° = 72°, m (£ AMC) = 108° deci dreptele AB si MC taiate de secanta
AM formand unghiuri interne de aceeasi parte a secantei suplementare sunt paralele AB || MC
)
Din (1) si (2) rezulta ca ABCM este paralelogram = AM=BC=x, MC=AB =y, X,y>

A M

In trunghiul EAM isoscel cum (£ A) =m (£ M) =36° cu teorema cosinusului x* =2 a*—
2a%c0s108° & x*=2a’+2a’cos72° (3).

Din cos2a =2 cos?a -1 aplicata lui cos 72° =2 cos® 36°— 1 si (3) rezulta x*=2a’+2
a®(2cos’36°—1) <> x*=4a’cos’36°de unde x=2acos36° (4), x pozitiv.

Cu teorema sinusurilor x/sin 108° = a/ sin 36° si formula sin3a =sin a (3-4sin® a)
aplicata lui sin 108° = sin 3*36° = sin 36° (3 — 4 s5in*36") rezulta x/ (3—4sin’*36%) =a (5).

Din (4), (5) si cos’a +sina =1 seobtine 2cos 36°=3—4 +4 cos?36° <«

4 cos?*36°-2cos36°-1=0 (6).
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Pentru rezolvarea ecuatiei (6) se noteaza cos 36° =t, t>0 unghiul fiind ascutit; ecuatia (6)

devine
42 -2t-1=0 cu t;=(1++/5)/4>0si t,=(1-+/5)/4<0. Deci cos36°= (1++/5)/ 4.
Inlocuind cos 36°in relatia (4) se obtine x = a (1++/5)/ 2, x irational.

Printr-un rationament analog aplicat in triunghiul DMC se obtiney =b (1+~/5)/ 2, y
irational.

Deci daca a, b sunt rationale, X, y sunt irationale atunci laturile AE, ED si DC au lungimile

exprimate prin numere rationale iar laturile AB si BC au lungimile exprimate prin numere

irationale adica cel putin doua.

9. Prof. Laura Radu

(n—2)-180° _ 3-180°

m(£A) =m(«£B) =m(£LC)=m(«£D) =m(LE) = =108

Stiind ca BC = AB+CD, fie punctul M € BC astfel incat BM=AB si CM=CD si avem ca
AABM si ACDM sunt isoscele. Deducem astfel ca m(£BAM ) = m(£BMA) =36 si
m(£CMD) = m(£CDM) =36°,

m(£MAE) =180° —36° =72° si analog m(£MDE) =72°. Din ipoteza avem m(ZE) =108’ si
rezulta ca patrulaterul AMDE este paralelogram. Deci AM=ED si MD=AE .

Aplicam teorema cosinusului in AABM.

AM? = AB* +BM* -2AB-BM -cosB = DE’ =2AB”-2AB”c0s108" =
DE® =2AB?(1-c0s108°) = DE? =2AB”-2sin?54° =
DE? =4AB?.cos? 36" = DE =2AB-c0s36’

In mod analog , aplicand teorema cosinusului in ACDM, obtinem AE =2CD-cos36°.

Demonstram ca c0s36° = cosg este numar irational .
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] . (5x . (7 4r . T iy T . 4r
sint=0 = sin—|=0 = sin=+—|=0 = sin—cos—+cos—sin—=0
5 5 5 5 5 5 5

=

sinZ 200322—”—1 +cos£-25in2—”cosz—ﬂ:0 [sinf20 =
5 5 5 5 5 5

2
2(200525—1j —1+4coszz-(20032£—1j:0 —
5 5 5
2(40034 2 _4cos? E+1j—1+4cos2 Z-(Zcos2 1—1) =0 =
5 5 5 5

8cos* %—BCOSZ %+2—1+8cos4 %—40052 % =0

16cos* %—12cos2 %+1: 0=

+
Notam cos? %:t >0 sirezulta ecuatia 16t* —12t+1=0 cu solutiile pozitive t,, =% .
+ +
Deci cos? Z = 6+27/5 = cos£:6_—N§, cosZ >0 deoarece fe(o,fj )
5 16 5 4 5 5 2

V6245 =/6+/20 :,/6%4;/6;24 —5+1

T 5+1
COS— =

5 4
Dar cos%:cos%" > €0s60° :%:0,5 Si \/§4+1 ~08, */i_lzo,s rezulta ca

\/§+1

V4 .
COS— =C0s836° = )

Avem DE = 2AB-c0s36° si AE =2CD-cos36°, cos36° este irational, atunci din prima relatie
rezulta ca sau DE este irational sau AB este irational; analog din a doua relatie rezulta ca sau AE
este irational sau CD este irational (pentru ca cei doi membrii, stang si drept, trebuiesc sa fie
ambii rationali sau ambii irationali) .

Deci cel putin doua laturi au ca lungimi numere irationale , ceea ce trebuia demonstrat.

10. Prof.Olah Csaba

Fie pentagonul ABCDE, cu unghiurile congruente. Sa notam BC=b, AE=a, CD =x,
DE =y, sifie AB=AE+BC=a-+b. Saluam punctul M €(AB). Atunci AE = AM si
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. . . 3
BM = BC . Cum toate unghiurile pentagonului sunt congruente, un unghi are masura de ?ﬂ

(suma unghiurilor unui poligon convex cu n -laturi fiind (n —2)7r , daca unghiurile sunt

(n—2)7r )

n

congruente un unghi are masura
In triunghiul AME, m(M ) = m(E)zg. In mod similar, in triunghiul BMC,

m(M)=m(C)=

_2r 3%

4
.
)= 5

Stim ca: m(EMC

m(AMB)—-m(AME)-m(MBC)=7 =m(EDC). De asemenea

se stie ca m(MCD) = 3?”—% =m(MED). De aici rezulta ca MCDE este paralelogram, adica

ME=CD=x si MC=ED =Y.
Calculam valorile lui x si y in functie de a si b.— In triunghiul AME ,

/ a \/§+1 b \/§+1
X =2a-C0s~ =2a 6+2/5 :2a\/§+1: ( ),iarintriunghiul BMC, y:(—).
5 4 4 2 2
Distingem patru cazuri:
\/§+1 . L o )
l.a,beQ = x,yeR\Q (pt.ca 5 e R\Q)=2 laturi au lungimi numere irationale;

a<\/§+1)

Il. acQ,beR\Q = x= e R\Q, si AB=a+beR\Q = cel putin 2 laturi au lungimi

numere irationale (plus latura BC =D, care este irational, adica cel putin 3 laturi);

b(J§+1)

. aeR\Q,beQ = y=Te R\Q si AB=a-+beR\Q = cel putin 3 laturi au lungimi

numere irationale, luand si latura AE =a;
IV. a,be R\Q = BC =b si AE =a sigur sunt irationale.

Luand aceste 4 cazuri impreuna, putem constata ca acest pentagon are cel putin 2 laturi cu
lungimi numere irationale.

11. Prof. Dan Marinache, Calarasi

Fie ABCDE un pentagon cu toate unghiurile avand aceeasi masura si astfel incat AB=EA+ BC.
Folosind cea de-a doua conditie putem considera M € AB astfel incat AM = EASi MB = BC iar

atunci triunghiurile EAM si MBC sunt triunghiuri isoscele asemenea.
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A

M B

Prin urmare <EAM = <AME = <BMC =<BCM .
Cum m <AED =m <AEM +m <MED si m <BCD =m <BCM +m <MCD rezulta ca

m <MED =m <MCD ca diferenta de unghiuri cu aceeasi masura.Pe de alta parte , cum

m <AME +m <EMC +m <BMC =180"=m <EMC =180"-m <AME —m <BMC =
=m <EMC =m <EDC .
Acum patrulaterul EMCD este paralelogram (unghiurile opuse congruente)si deci
DE=MC=Iliar CD=EM =L.
Pentru simplitate notam AM = x si MB = ysi vom avea EA= x iar BC =y .Asadar lungimile
laturilor pentagonului sunt AB=x+ y,EA=x,BC =y,CD =L, DE =1 iar masura oricarui unghi
3
este —.
5
Cazul
xZ QAy ¢ Q=-cel putin doua din laturile pentagonului au lungimi irationale.
Cazul 1l
xeQAYZ Q= x+y¢&Q=cel putin doua din laturile pentagonului au lungimi irationale.
Cazul I
XZQAYyeQ=x+y¢&Q=cel putin doua din laturile pentagonului au lungimi irationale.
Cazul IV

XeQAyeQ
Folosind teorema cosinusului in triunghiurile AEM si BMC obtinem ca
2 g2 2 )2 X,yeQ . .. .
cos%r: 2X2 . L _ 2y2 2' .Daca L,1eQ = cos%ﬂe Q ceea ce este evident o contradictie caci
X y
3 5-1 . .
cos% = —\/_T ZQsideci LI1£ZQ.q.e.d.



http://www.mateinfo.ro/

REVISTA ELECTRONICA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 — MAI 2018 www.mateinfo.ro

3.IN LEGATURA CU O INEGALITATE DIN
360 PROBLEMS FOR MATHEMATICAL CONTESTS

Marin Chirciu®

Articolul porneste de la Problema 42, pagina 144 din 360 Problems for Mathematical
Contests, autori Titu Andreescu si Dorin Andrica, aparuta la Editura GIL, Zalau, 2003.
Inegalitatea poate fi intarita.
2 2 2
Tn continuare se pun in evidentd inegalitati in triunghi, in care suma b—+b—+c—b
c ca a
se compara cu diferite sume remarcabile construite cu elemente ale triunghiului.
Lema.
2 2 2 2 2
|nAABC :a_+b_+c_=w_
bc ca ab 2Rr
Demonstratie.

Folosima® +b’ +c® = 2p( p? —3r? —6Rr) siabc =4Rrp.

Obtinem &4 2, & _a+b’+c® 2p(p*—3r*—6Rr) p2_3r2_6Rr
finem- _ _ |

c ca ab  abc 4Rrp 2Rr
1) Prove that in any triangle
a—2+b—2+i24(sinzé+sin25+sin29j.
bc ca ab 2 2 2
Dorin Andrica
Solutie.

2Rr
& p®>14Rr —r?, care rezulti din inegalitatea lui Gerretsen p> >16Rr —5r, (G) si inegalitatea

lui EulerR>2r, (E). Rimane si aritim ci16Rr —5r* >14Rr —r®> < R>2r .
Remarca.
Inegalitatea poate fi intarita:

2 2
Folosim Lema §iZsin2§:1—$. Inegalitatea se scrie: P73 ~6Rr > 4(1—#) =

2) InAABC
a? b* c? 4r
— 4+ —+—>5——
bc ca ab R
Solutie.

p®>—3r?—6Rr Ar

Folosind Lema, inegalitatea se scrie: > 5—E & p®=16Rr-5r?%, (G).

2Rr
Remarca.
Inegalitatea 2) este mai tare decat inegalitatea 1):
3) InAABC

! Profesor, Colegiul National ,, Zinca Golescu”, Pitesti
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2 2 2
a—+b—+c—25—£24(sinzé+sin25+sin29J.
bc ca ab R 2 2 2
Solutie.
Vezi 2) si 5- 2 > 4(sinzé+sin25+sin29j o5 4(1—L) & R>2r, (E).
R 2 2 2 R 2R
Remarca.
Inegalitatea 2) poate fi si ea intarita:
4) In AABC
a’ b’ c_2>1OR2 ~17Rr +6r?
bc ca ab  2R(R-r)
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
.. . . .2 2 rZ(R — 2I’)
Se foloseste Lema si inegalitatea lui Yang Xue Zhi: p° >16Rr —5r +?.
Obtinem:
r’(R—2r)
2 2
a_z b_2 i_ p?—3r? —6Rr >16Rr—5r +?—3|’ —6Rr _ 10R?—17Rr +6r?
bc ca ab 2Rr - 2Rr 2R(R-r)
Remarca.
Inegalitatea 4) este mai tare decat inegalitatea 2):
5) In AABC
2 2 2 2 _ 2
a_+b_+c_210R 17Rr +6r 25—ﬂ.
bc ca ab 2R(R-r) R
Solutie.
r 2
Vezi 4) i SOR —LIRIHO S5 4T R>or, (B).
2R(R-T) R
Remarca.
Se pot scrie inegalitatile:
6) In AABC
2 2 2 2 _ 2
a_+b_+c_210R L7Rr +6r 25—£24(sin2§+sin25+sin29j23.
bc ca ab 2R(R-T) R 2 2 2
Solutie.
Vezi 5) , 3) si inegalitatea lui Euler R > 2r .
7) In AABC
2 2 2 2 2
a_+b_+c_210R —17Rr +6r 25_£24_£23.
bc ca ab 2R(R-T) R R
Solutie.
Este reformularea inegalitatilor 6).
Remarca.
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c - : . . : 5
Suma —+—+—, undea,b,c sunt lungimile laturilor unui triunghi, poate fi comparata cu alte

bc ca ab

sume cunoscute in triunghi.
2

5 Y- | . . N .
Compardm mai intai Zb— cu sume trigonometrice cunoscute n triunghi.
c

2 2 2
8) InAABC: a b—+— > 4(coszé+cos2§+cos2 Ej .
bc ca ab 3 2 2 2
Solutie.

Folosim Lema, Zc052§= 2+$§i vezi 1).

a? 1 , A

9) INnAABC: » —<—)>» ctg"—

) 2 S32.00° 5
Solutie.

zAIO -8

Folosim Lema, Y ctg Rr , (G) si (E).

10) In AABC : ZEZEZSMA.
Solutie.
Folosim Lema, 3 sin A=£, (G), (D) si (E).
Inegalitatea lui Doucet: 4R+r > p/3, (D).
11) In AABC : ZS—ZZ 2) cosA
Solutie.
Folosim Lema,, ZcosA=1+% si vezi 1).

A

12) In AABC : Z—< chcz2

Solutie.

FolosimLema,chczgzz L _p'+ e —8Rr , (G) si (E).

sin® =
v A
13) In AABC : ZEZEZsm A.

Solutie.
_4

— RC(G)si (B).

2
Folosim Lema, Y sin* A= P -

2
14) In AABC Z% > %Zsin BsinC.

Solutie.
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2 2
Folosim Lema, Y sinBsinC :%jmr

, (G) si (B).

2
15) In AABC : Z% >4% cosBcosC.

Solutie.
2 2 2
Folosim Lema, Zcos BcosC = % , (G) si (E).

a’> _1sinB+sinC
16)InAABC: » —>—>» —— —,
) zbc 22 sin A
Solutie.

sinB+sinC _ p?+r?—2Rr

Folosim Lema , i i1).
Z sin A 2Rr s vezi 1)
a’ . ,B . ,C
17)In AABC » —>16)» sin“—sin°—.
) Zbc Z 2 2
Solutie.
2, 2
Folosim Lema, ZsinzgsinZE:%, (G)si (E).

a’ ,B_ ,C
18) In AABC Zazlﬁzcos 5008’

Solutie.
Folosim Lema ZCOSZBCOSZC p*+(4R+r) (G) 51 (E)
, — —_ si (E).
2 2 16R? |
a> 1 ,B_ ,C
19)In4AABC: » —<— ) csc”—cCsc”—.
) Zbc 162 2 2
Solutie.
. 8R(2R—r
Folosim Lema §iZCSCZECSCZE:Z 1 _8R( - )
2 sinz—sinZE r
2 2

2 2 _
p®—3r?—6Rr Si'SR(ZR r)
2Rr 16 r?
care rezultd din (G) si (E). Inegalitatea lui Gerretsen p* < 4R*+4Rr +3r?, (G).

Inegalitatea se scrie: < rp? <2R*—R°r +6Rr?* +3r°,

a® 1 B C

20)InAABC : Y —<=Y ctg®—ctg®—.

) Lipe Sq2C 5 S
Solutie.

4R+1)° —2p?
Folosim Lema sithgzgctg2%=( )2 P
r

. Inegalitatea se scrie:

2_3r2— 4R+r)" —2p?
%s%-( 1) Z2P° ., p?(4R+9r) < 36R° +16R%r +56Rr* +27r°,
r r

care rezultd din (G) si (E).
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2
21) In AABC Z%Zst(B—c).

Solutie.
2, 2 _op2
Folosim Lema, > cos(B-C)= p+r ;;?r 2R , (G) si (E).

2
Solutie alternativa: ZE— >3> ) cos(B-C), din AM-GM sicosx<1,xeR.
c

2 j—
22)InAABC: T2 > S cost B-C
bc 2
Solutie.
_ 2, 2 2
Folosim Lema, Y cos® B-C _p+r Z;?Hm , (G) si (E).
B-C

2
Solutie alternativ: ZS— >3> ) cos’ , din AM-GM sicosx<1,xeR.
c

2
23) In AABC : ZZ— > %ZSW A.
c
Solutie.

2p(p*-3r®—6Rr)
8R’

Folosim Lema , > sin® A= , (G), (D) si (E).

a’® 16— . .4
24) In AABC ZEZEZSIn A.
Solutie.
p*— p?(BRr+6r”)+r’(4R+r)’
8R* '

Folosim Lema si ) sin* A=

Inegalitatea se scrie:
p®—3r’ —6Rr 16 p*— p2(8Rr +6r2)+ r’(4R+ r)2
2Rt "9 8R"
p*[9R®+32R°r +24r° —4rp’ | > 4r* (4R +1)" +9R*(3r° +6Rr) ,
care rezultd din 16Rr —5r° < p® <4R*+4Rr +3r?, (G) si (E).
Ramaéne sa aratam ca:
(16Rr —5r°)| 9R® +32R°r + 24r° —4r (4R’ +4Rr +3r”) | > 4r*(4R+1)" +9R°(3r° + 6Rr ) <
45R* —164R°r +136R°r* + 40Rr® -32r* >0 < (R-2r)(45R’° ~ 74R’r ~12Rr” +16r°) > 0.

2
25) In AABC : Z%Z% cos' 2.

=

2
Solutie.
_ 4R+1) - p’ _ _
Folosim Lema si ZCOS4§= % . Inegalitatea se scrie:
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p?—3r2—6Rr >E'(4R+r)z— p’
2Rr -9 8R’
care rezultd din (G) si (E).

& p°(9R+4r)=4r(4R+r) +9R(3r*+6Rr) ,

a?_ 2 .
26) In AABC : —>—>) sin2A.
) Zbc \/§Z
Solutie.

Folosim Lema , 3 sin 2A=%, (G), (D) si (E).

2
27) In AABC : Z%+ 2) cos2A>0.

Solutie.
3R*+4Rr +r*-p?

R2

Folosim Lema siZcos 2A= . Inegalitatea se scrie:

p>—3r2—6Rr _ 3R*+4Rr+r’—p°
+2- 5
2Rr R
Distingem cazurile:
Cazul 1). Daca R—4r >0, inegalitatea este evidenta.

Cazul 2). Dacd R—4r <0, inegalitatea se rescrie: r(6R” +13Rr +4r”)> p?(4r —R),
care rezultd din (G) si (E). Rdmane sd aratam ca:
r(6R® +13Rr +4r®) > (4R* +4Rr +3r°)(4r —R) < 2R°-3R’r-4r’ >0 <

& (R—Zr)Z(R+r)20.

>0 < p°(R—4r)+r(6R*+13Rr +4r*)>0.

2
28) In AABC : Z%2£2a~sin A
c P

Solutie.
2 L2
Folosim Lema si Zasin A= %‘mr Inegalitatea se scrie:
2 2 2 2
b7 =3 ~6Rr > ﬁu & p?—3r*—6Rr > 2r_J§( p®—r? —4Rr) ,care rezultd din

2Rr p R p

inegalitatea lui Mitrinovi¢ p > 3r3 , (M). Ramane sa aratam ca:

p?—3r? —6Rr > %( p>—r’—4Rr) < p* 210Rr +7r*, care rezulti din (G) si (E).

2
29) In AABC : Z% > iZa-cosA
p
Solutie.

Folosim Lema, Y acosA= 2% ,(G)si (E).
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30)In488C: Y& > Ly argA
" “~bc R 2
Solutie.

Folosim Lema, Zatggzz(ZR—r) sivezi 1).

31)In4ABC: Y& > L S acg A
"“~pc 3R 2
Solutie.

Folosim Lema, Zactg§=2(4R+r) si vezi 1).

a’_ 1 , .
32)INAABC: » —>—» a“sinA.
) Zbc sz
Solutie.
Folosim Lema , ZazsinA:E(pz—&z—GRr) si vezi 1).

a?_ 1 )
33)In4ABC: » —>—> a“cosA.
) Zbc 3er
Solutie.

Folosim Lema, Y a’ cosA=%(3 p’—r?—6Rr —8R2), (G) si (B).

2
34) In AABC : Z%z%Zasin BsinC.

Solutie.

Folosim Lema, Y asinBsinC :3% si vezi 1).

2
35) In AABC : Z%z%Zacos BcosC.

Solutie.

Folosim Lema, ) acosBcosC :% si vezi 1).

2
36) In AABC : Z‘% > %pzésinzg .

Solutie.
Folosim Lema, > = smz'g 4R+ T si vezi 1).
37) In AABC : Z—>8pzlcoszé.
9 —a 2
Solutie.
Folosim Lema, Zlcoszé:L si vezi 1).
a 2 ARr

www.mateinfo.ro
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, A
a2 ZZ tg E
38)INAABC: Y Z>9r2y— 2
Zbc (p-b)(p—c)
Solutie.
9" A
. 5 4R +r . .
Folosim Lema si = . Inegalitatea se scrie:
2o
p®>—3r2—6Rr AR+r
ngrz- & p*(p®-3r* —6Rr)218r*(4R*+Rr),

care rezultd din (G) si (E). Ramane sa aratam ca:
(16Rr—5r2)(16Rr—5r2 —3r? —6Rr)218r2(4R2 + Rr) < 22R?—49Rr +10r’ >0 <

& (R-2r)(22R-5r)>0 .

A
a? 3r ctgzz
39)In4ABC: » —>— .
) Zbc p Z p—a
Solutie.
5 A
ctg > p
Folosim Lema, > —=% — :F si vezi 1).
40) In AABC : Z— >ty L
bc 6R 2 A’
in*—
Solutie.
2 2
Folosim Lema , ) _ P rARr si vezi 1).
sin®— r
2
32 csczg
41) In AABC . —< .
) Z bc 2RZ r,
Solutie.
cscl— 2 .2
Folosim Lema, )’ 2 P Hr—12Rr , (G) si (E).

r ri

a2 A
42) In AABC : ZE > 9_RZ r, ctQZE

Solutie.
2

Folosim Lema, > r, ctgzgz si vezi 1).
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2 A
43) In AABC : Z 2
Solutie.
A
2
97 4R+r

Folosim Lema, Zr—zz 7 , (G) si (E).
a’ 4 .\
40)InAABC: > —<— > r.sin“—.
) Zbc 3rZa 2

Solutie.

2R(4R+r
Folosim Lema s12r smz'g ( o= )P

. Inegalitatea se scrie:

p’—3r’—6Rr _ 4 2R(4R+r)— p?
2Rr S 3r 2R

www.mateinfo.ro

& 7p® <32R*+26Rr +9r?, rezulti din (G) si (E).

Rimane si aritim ci: 7(4R2 +4Rr +3r2) <32R?+26Rr+9r2 <> 2R?—Rr—6r’>0 <

< (R-2r)(2R+3r)>0 .
a’_ 4 , A
45) | Ly —2>— —.
5) In AABC Zbc 3rZracos >

Solutie.
2

Folosim Lema, > r, coszgzzp—R si vezi 1).

2
46) In AABC : Z% > ;-;thg%ctg%.

Solutie.
Folosim Lema , thg—ctgE _AR+r si vezi 1).
r

47) In AABC : Z _SZtg—tg—
Solutie.
. B, C . .
Folosim Lema, Ztgztgzzl si vezi 1).
» A
22 sin® —

48)In 4ABC : 3> 4P’ Z 2

-b)(p-c)

Solutie.
sin’ A
2

1
(p-b)(p-c) 2Rr

Folosim Lema, > si vezi 1).
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4p cos? 2
49) In AABC : Z—> Z -~ : .
Solutie.
cos? 2 0
Folosim Lema, > —=< 2 = P ivezil).
p—a 2Rr
, A
22 sec’ —
50) In AABC : ZEzgrzz—bcz .
Solutie.
sec? 2
Folosim Lema, >’ bc2 = 4$ptr , (G) si (B).
, A
22 csc’ =
51) In AABC ZstrZZTZ.
Solutie.
, A
csc’ =
Folosim Lema, >’ bcz = si vezi 1).
, A
sin?—

52) In AABC : Z—>48r22 2.

Solutie.
. A
sin’>  g_
Folosim Lema, >’ = IR0y ,(G) si (E).
, A
cos® —

53) In AABC : Z—>16r22 2.

Solutie.
2 A
€S S R+r
Folosim Lema, )’ = IRer , (G) si (E).
2 2 A
54) In AABC : Za—<4p Z
Solutie.
, A
0 _2R(4R+r)-p

Folosim Lema , Z

2Rrp? , (G) 51 (E).

MAI 2018
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a'2 ) Ctg E
55) In AABC : —2>4r —c,
) Zbc Z bc
Solutie.
ctgzg JR—
Folosim Lema , = ivezi 1).
L pe S
, A
sin? —
56) In AABC : Z—>12rz 2
Solutie.
sinzé
Folosim Lema, Y| =or si vezi 1).
A
22 cos’ —

57) In AABC : Z— >4y’

Solutie.
cos? =
Folosim Lema, )’ 2 _2R-r si vezi 1).
r 2Rr

a

58) In AABC : Z— > —Zh cos’ 2

Solutie.
2

P

Folosim Lema, > h, coszgzﬁ si vezi 1).

a’_ 4 -, A
59) In AABC : z§2§zhas'”2?

Solutie.
4AR+r
Folosim Lema, > h,sin*— A % si vezi 1).
, A
22 cos® =

60) In AABC : Z— >ary — 2

Solutie.
cos’ =
Folosim Lema, Y| - 2 - F;;rr si vezi 1).
sin® =
61) In AABC : Z— 22 >—2

a

MAI 2018
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Solutie.
sinzE R_
Folosim Lema, =
2R
2 A
3r2 , CSC >
62)INnAABC: > — > .
) Z bc 2R h

Solutie.

» A
s’ = Hp
Folosim Lema, ' ——2 == si vezi 1).
r

» A
or? 5 5
63) In AABC : —>
) Z bc 2R h,
Solutie.
sec? 2
. 5 2R(4R+r .
Folosim Lema, )’ - 2 _ (rp2 ),(G) si (E).

a1 2 2 A
64) In AABC : ZEZQRZZa ctg” .

Solutie.
Folosim Lema, »_a’ ctg — [(4R+r) —pz}, (G) si (B).
1 2.2 A
65) In AABC : —< a‘tg°—.
) Z bc 2Rr J 2
Solutie.

Folosim Lema, »_a’ tgzgz 2(8R2 +r2 - pz), (G) si (E).

2
66) In AABC : Z%Z%Zaz cosBcosC .

Solutie.
Folosim Lema , »"a”cosBcosC =2(8R* +6Rr+r*—p’), (G) si (E).

Solutie.
p* — p*(BRr+6r”)+r’(4R+r)’
2R? '
p’-3r'—6Rr _ R p*— p?(8Rr+6r’)+r’(4R+r)’
2Rr ~18rd 2R?

Folosim Lema si ) a”sinBsinC =

Inegalitatea se scrie:

www.mateinfo.ro
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p*(p® —24r*—8Rr)+r?(16R* +116Rr +55r*) > 0. Distingem cazurile:

Cazul 1). Daci p® —24r> —8Rr >0, inegalitatea este evidents.
Cazul 2). Daci p® —24r> —8Rr <0, inegalitatea se rescrie:
r*(16R* +116Rr +55r°) > p* (8Rr +24r’ — p* ) care rezultd din (G) si (E).
Ramane sa aratam ca:
r*(16R* +116Rr +55r°) > (4R’ +4Rr +3r” )(8Rr + 24r* —16Rr +5r% ) <
8R®—17R°r +6Rr’ —8r°>0 <> (R—2r)(8R*~Rr+4r’)=0
2

68) In AABC : Z%zéZa(sin B+sinC).

Solutie.

Folosim Lema, > a(sinB+sinC)=

%—Hﬂ?r si vezi 1).

2
69) In AABC : Z&z%Za(COS B+cosC).

Solutie.
Folosim Lema, > a(cosB+cosC)=2p si vezi 1).

«a 1. A
70) In AABC : Zgzwzgtgz.

Solutie.
2
1 4R +r
Folosim Lema t 1+ , (G) si (EB).
Z 92 44 [ pn()sl()

71) In AABC : Za—22 2rzictgé.
bc a 2
Solutie.

A p®+r>—8Rr

Folosim Lema,, Z ctg > IR

si vezi 1).

72) In AABC : Zb—z—Zasin2 A.
c p
Solutie.
p(p®-3r*—6Rr)
2R?

Folosim Lema , > asin® A= si vezi 1).

a2 4p COSé
73) In AABC : Z—< D 2.

Solutie.

www.mateinfo.ro
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A
cos®— 2 2
_ 2Rp* —r(4R+r) :
Folosim Lema , 2 _ , (Q) si (B).
2 R @)
A
4p? sin®—
74) In AABC : Z—> Z
Solutie.
, A
SiN“— 4R4r
Folosim Lema , ' —2 = =" s vezi 1).
ra 2Rp
75) In AABC : Z—< 2 (p—a)ctgé
bc 3R 2
Solutie.
A p®>—2r>—8Rr

Folosim Lema, > (p-a) ctg , si vezi 1).

A

76) In AABC : —_—>— —a)tg—.

)In Zbc RZ(D a)tg~
Solutie.

Folosim Lema, Z(p—a)tg§:3r si vezi 1).

) a®> 2 2 ., A
77) In AABC : ZRSEZ(p—a) ctg >

Solutie.

. ~16p°Rr +2r*(4R+r)’
Folosim Lemasi Y (p-a) ctgzé_p P :2 (4R+ )

Inegalitatea se scrie:
2 2 2
p°—3r —6Rrsi p*—16p’Rr +2r*(4R+r) -
2Rr p° r

pz[p2(6R— r)—96R’r +6Rr’ +3r3}+12Rr2(4R+ r)2 >0. Distingem cazurile:

Cazul 1). Dacé[ p° (6R — r)—96R2r +6Rr? +3r3] >0, inegalitatea este evidenta.
Cazul 2). Daci| p*(6R—r)—96R°r +6Rr’ +3r® | <0, inegalitatea se rescrie:
12Rr? (4R +1)" > p’[ 96R’r —6Rr*—3r°+ p’(r-6R) |,

R(4R+r)’

care rezulti din inegalitatea Blundon-Gerretsen 16Rr —5r° < p® < Z(T)
"

(B-G).

Ramane sa aratam ca:
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R(4R+r)°
2(2R-r)
2(2R-r)-12r*>40Rr* -8r* < R>2r, (E).

12Rr2(4R+T)’ > | 96R°r —6Rr’ —3r°+(16Rr —5r°)(r —6R) | <

78) In AABC : za—2>£2(p—a)ztgzé
" “~bc Rr 2
Solutie.
Folosim Lema,, Z(p—a)ztgzg=3r2 si vezi 1).

79) In AABC : Z—C "R asin? '2

rp
Solutie.

Folosim Lema,, Zasinzgz p(l—%j vezi 1) si p> <4R?+4Rr+3r?, (G).

2
B0) In AABC : 3= <

Solutie.

Folosim Lema, Zacoszgz p(1+%j ,vezi 1) si p><4R?+4Rr+3r%, (G).

81) In AABC : Za—2>iZbcsin2é
" “~pc  p? 2
Solutie.

Folosim Lema , Zbcsinzg =r(4R+ r) , (G)si (E).

82) In AABC : —>—Zbccos —

Solutie.
Folosim Lema,, Zbccoszé: p?, (G) si (E).

12

83) In AABC : Z—> >

.S A
_ 2
(p—a)sin >
Solutie.

Folosim Lema, Z(p—a)sinZQ:% si vezi 1).

2
84) In AABC : Z%Z%Z( p—a)coszg.

Solutie.
2R—r
Folosim Lema, > (p-a coszgz% si vezi 1).

www.mateinfo.ro
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85) In AABC : Z—<3—R 2
bc 16rp
Solutie.
4Rp

Folosim Lema, >’ ,vezi1)si p><4R?+4Rr+3r%, (G).

sin?—

86) In AABC : Z—C e Z aZA.

Solutie.

. ) 4AR(4AR+r
Folosim Lemasi ) a__4R(

cos? A
2

) . Inegalitatea se scrie:

p’—3r’—6Rr _ p 4R(4R+r)
2Rr 24r? p

(G) si (E).Raméne s ardtam ca: 3r (4R”+4Rr +3r° —3r* —6Rr ) <4R*(4R+T) <

< 4R’ -11Rr+6r°>0 < (R-2r)(4R-3r)>0,

& 3r(p*—3r® —6Rr)<4R*(4R+r), care rezulta din

3 p-a

4p= 2 A

87) In AABC : Z—C<

Solutie.
p(p®+r®—12Rr)
r2

Folosim Lema si ) P-a _
sin®—
2

. Inegalitatea se scrie:

p?-3ri—6Rr _ 3 P(p*+r’-12Rr)
2Rr “4p r
care rezultd din (G) si (E)

& p?*(8R-2r)=r(36R*~15Rr —6r°)

9 p-a
88) In 4AABC : —> .
) Z bc 4p é
2
Solutie.
_ 2, .2
Folosim Lema, Y| P aA: p T +4Rr,(G) si (E).
cos? —
2
sinzé

. yal _4p 2
89) In AABC : ZESYZ—a

Solutie.
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., A
sin® = 2
. i 2R(4R+r)— . .
Folosim Lemasi ) 2 _ ( )-p . Inegalitatea se scrie:

p-a 2Rrp
p®—3r> —6Rr _4p 2R(4R+r)-p’
2Rr 3 2Rrp
(G) si (E).Raméne si aratam ci: 7(4R?+4Rr +3r”) <32R* + 26Rr +9r° <

< 2R*—Rr—6r’>0 < (R-2r)(2R+3r)>0.

&> 7p® <32R*+26Rr +9r?, care rezultd din

a2 4p 05
N)InAaABC: ) —>—>» —=,
) Zbc 9 Z p—-a
Solutie.
cos? 2 0
Folosim Lema, Y’ 2 - Y ivezil).
p—a 2Rr
2 2
o)insmBC: Y2 < L y 2
bc  96Rr = 4 A
Solutie.
Folosim Lema iy —2 ~10R% (02 5r2_grr) Inegalitat ie:
olosim Lema i )’ — 4§_r—2(p —2r?—8Rr). Inegalitatea se scrie:

SIn

p2—3r2—6Rr< 1 16R?

T ST (p?—2r?—8Rr) < p*(R*-3r*)=r(8R°+2R*r —18Rr’ - 9r®)

care rezulta din (G) si (E). Ramane sa aratam ca:
(16Rr —5r*)(R*~3r*) 2 r(8R*+2R’r ~18Rr* —9r°) <

& 8R°~7R?r—30Rr’ +24r° >0 < (R-2r)(8R* +9Rr -12r°) 0.

2

_ a2< 3 a
92) In AABC : ZE‘ 64rzzcos4§

Solutie.

2 2
Folosim Lemasi ) a’ _16R [(4R+ r)’ —2sz . Inegalitatea se scrie:

2
cos*= P
2

p®>—3r—6Rr .3 16R?
2Rr ©64r*  p?

, care rezulta din Blundon-Gerretsen
2
p2 < R(4R + r)
2(2R— r)

[(4R+ r)’ —Zpﬂ & p*(2rp® +6R*~12Rr* —6r°) <3R*(4R+ r)’

<4R*+4Rr+3r? , (B-G) si (E). Rimane si aritim ci:
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R(4R+r)’
2(2R-T)
< 3R*-7Rr+2r’>0 < (R-2r)(3R-r)20.

(2r(4R? +4Rr +3r*)+ 6R* ~12Rr’ —6r°| <3R’ (4R +T)" <

sin®—

24R? 2
r 2 a?

2

93) In AABC : Z% <

Solutie.

sin‘ 2 2 2

Folosim Lema si 22 = (4R+r)2 —22p
a 16R"p

p’—3r’—6Rr _24R° (4R+r) -2p’
2Rr o 16R?p?

care rezulta din (B-G) si (E). Ramane sa aratam ca:

R(4R+r)°

2(2R-r)

. Inegalitatea se scrie:

= pz(p2—3r2—6Rr+6R2)s3R2(4R+r)2,

(4R”+4Rr +3r* —3r* —6Rr +6R*) <3R*(4R+r)" < R22r.

4

2 COS —
94) In AABC : 2%332”2 2,

2

3 a
Solutie.
cos*= 2 .2
. 2  p°—-2r°-8Rr :
Folosim Lema, >’ R , (G) si (E).

95) In AABC : Z‘f"—z<i2b2czsin“é
"~ “~bc " or 2
Solutie.
Folosim Lema si »_b’c? sin“g =r’ [(4R +r) =2 pz] . Inegalitatea se scrie:
p®>—3r>—6Rr _ 1
2Rr S ort

care rezulta din (G) si (E ). Ramane sa aratam ca:
(4R?+4Rr +3r*)(4R+9r) <32R°+16R’r +56Rr’ + 27r° <> 4R* —9Rr +2r* >0 <

< (R-2r)(4R-r)>0.

.rz[(4R +r) -2 pz] < p?(4R+9r)<32R°+16R°r +56Rr* +27r°,

96) In AABC : Za—2< 2 szczcos4é
" “~pc  3Rrp? 2
Solutie.

Folosim Lema,, szczcos“g: pz( p®-2r° —8Rr) si vezi 1).

2
97) In AABC : 2%25—22( p—a)zsin“%.
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Solutie.

r2( p® —2r? —8Rr)
8R?
2 A

Z(p—a)zcos >

 (G) si (B).

Folosim Lema,, Z( p —a)2 sin“g -

a’_ 16
9)In4ABC: » —>
) Zbc 27r?
Solutie.
Folosim Lema

Y (p-a) st A —p°+ p*(12Rr +33r%) - p2(128R22r22+144Rr3 +25r*)+r3(4R+r)’ |
2 16R“r
Inegalitatea se scrie:
p’-3r’—6Rr _ 16 .—p6 +p*(12Rr +33r% ) - p* (128R?r? +144Rr° + 251" ) + r*(4R+r)’
2Rr -~ 27r? 16R?r?

p’ [2 p* —2p?(12Rr +33r?) +256R?r? +315Rr’ +50r4] >128R° + 258R°r +105Rr? + 2r°
care rezultd din (G) si (E). Radmane sa aratam ca:

(16Rr —5r2)[2(16Rr —5r)(16Rr —5r® —12Rr —33r? ) + 256R’r* +315Rr” +50r4] >
>128R? + 258R%r +105Rr? + 2r° <> 3008R* —8617R’r +5740Rr?> —1076r° >0 <

<> (R—-2r)(3008R’* — 2601Rr +538r*) 2 0.

~

cost 2
2 16 2 -
99) In AABC : Z%Z 3r Z(p_az)z.

Solutie.

4

Folosim Lema,, Z(p—a)z BT (G) si (E).
., A
2 - sin” =
100) INAABC: » —>6Rr —&——.
Zbc (p—-b)(p-c)
Solutie.
LA
sin®= 1 )
Folosim Lema , = si vezi 1).
Z(p—b)(p—c) 2Rr
, A
2 5 cos’ >
101) INnAABC: S 3 >4r2% 2
Zbc (p—-b)(p-c)
Solutie.
cos? 2
Folosim Lema, >’ 2____ 2R—2r si vezi 1).
(p-b)(p—c) 2Rr
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-4 A
a2 - sin”—
102) InAABC: » —>36R°r .
Lic (-5 (p—c)
Solutie.
sin* 2
— 2 w2
Folosim Lema i ) 5 2 5= P rz > A;Rr. Inegalitatea se scrie:
(p-b)(p—c)  BRTP
2 np2 2 L2
P30 ZORM 5 gererz. B0 —9RC ) p2(p?—3r2—15Rr)+9Rr? (4R+1)>0.
2Rr 8Rr°p

Distingem cazurile:
Cazul 1). Daci p® —3r®> —15Rr > 0, inegalitatea este evidenti.

Cazul 2). Daci p® —3r”> —15Rr < 0, inegalitatea se rescrie:
9Rr?(4R+r)> p*(15Rr +3r” - p’), care rezultd din 16Rr —5r* < p® <4R* +4Rr +3r%, (G)

Ramane sd aratim ca: 9Rr® (4R +r)>(4R*+4Rr +3r®)(15Rr +3r* ~16Rr +5r°)
& R*+2R°r—BRr’—6r°>0 < (R-2r)(R®+4Rr+3r®)20, evident din EulerR>2r.

a®_ 9 B, C
103 INnAABC: » —>— > atg—tg—
) Zbc ZpZ g2 g2
Solutie.
2r(4R
Folosim Lema, Zatht %=M (G) si (E).
a®_r B, C
104 INnAABC: » —>— ) actg—ctg—.
) Zbc sz g2 g2
Solutie.
2p(2R
Folosim Lema, Zactg cth Mgivezi 1).
r
105 In AABC : —> a‘tg"—tg"—.
) Z bc 2Rr g 2 J 2
Solutie.
2
Folosim Lema , Zaztgzgtgz%zzﬁl[‘m”j 1}, (G) si (E).
P
a’ 2C
106) In AABC : ZE RZZa ctg® ctg =
Solutie.

2p?(8R2 +r2 - p?
Folosim Lema giZazctgzgcth%: P ( . i )
r

p?—3r’—6Rr __ 1 2p2(8R2+r2—p2)
2Rr 27R2 r’

Inegalitatea se scrie:

<~
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p’ (4 p° —4r* —32R* + 27Rr) <81Rr?(2R+r). Distingem cazurile:
Cazul 1). Dacé(4 p® —4r’ —32R* + 27 Rr) <0, inegalitatea este evidenti.

Cazul 2). Daci(4p® —4r® —32R* +27Rr) >0, folosim inegalitatea lui Gerretsen

p? <4R*+4Rr +3r’ si inegalitatea lui Euler R > 2r . Rimane si aritim ci:

(4R® +4Rr +3r”)(4(4R +4Rr +3r°) —4r* —32R’ + 27Rr ) <81Rr*(2R+1) <

32R* —54R°r +3R°r* —40Rr*-12r* >0 < (R—2r)(32R°+10R’r +23Rr’ +6r°) =0 .

a’> _2p B. C
107 INAABC: ) —<—— —a)tg—tg—.
) Zbc 3RrZ(p )gzgz
Solutie.
2 2
Folosim Lema, > ( p—a)tg%tg%:w, (G)si (E).
a?_1 B, C
108 INAABC: » —>— —ajctg—ctg—.
) Zbc IDZ(p et ctg =

Solutie.

Folosim Lema, Z(p—a)ctggctg%:’sp si vezi 1).

az 3 2 2 B 2 C
109 INAABC: » —<— -a) tg°—=tg"—.
Solutie.

4 _ 2 2 2
Folosim Lema §iZ(p—a)2tgzgtgzgz p*—16p°Rr+2r*(4R+r) |

2 p2
. . p*-3ri- 4 _16p2Rr+2r2(4R+r)
Inegalltateasescrle:%s%-p P +2 (4R+T) P
r r p

p? [ p®(6R—r)+3r*+6Rr’ —96R2r] +12Rr?(4R+r)* > 0. Distingem cazurile:
Cazul 1). Daca| p*(6R—r)+3r’+6Rr’ —96R°r | >0, incgalitatea este evidentd.
Cazul 2). Daci| p*(6R—r)+3r+6Rr® —96R’r | <0, inegalitatea se rescrie:
12Rr? (4R + r)2 > p2[96R2r —6Rr*—3r®+ p*(r —6R)] ,

o R(4R+r)’
care rezulti din inegalitatea Blundon- Gerretsen 16Rr —5r” < p° S(—Jr).
2(2R-r)
Ramane sa aratam ca:
R(4R+r)’
12Rr? (4R +r)° zu[%Rzr—Ger ~3r°+(16Rr —5r°)(r—6R) | <
2(2R-r)
<> 48Rr —24r? > 40Rr —8r? < R > 2r (\inegalitatea lui Euler).
2
110) In AABC : Z&Z#Z(p—a)zctgzgctgzg.
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Solutie.

Folosim Lema , Z(p—a)2 ctgzgctgz%:sz si vezi 1).
m;
2 A

2

2
111)  Inamsc: YE <1y
bc p t
g
Solutie.
m?  2p*—p’(24Rr+3r*)+r*(4R+r)’

A 2r2
tg? —
g 2

Inegalitatea se scrie:
p?~3r*—6Rr _ 1 2p* - p*(24Rr+3r°)+r° (4R +r)’
2Rr P’ 2r?
p? [ p*(2R-r)+3r®+3Rr* - 24R2r] +Rr?(4R+r)° > 0. Distingem cazurile:
Cazul 1). Dacé[ p*(2R-r)+3r°+3Rr* - 24R2r] >0, inegalitatea este evidenta.

Folosim Lema i )

f—

Cazul 2). Daca[ p*(2R-r)+3r° +3Rr? —24R2r] <0, inegalitatea se rescrie:
Rr*(4R+r)" 2 p*[ 24R°r =3Rr*=3r®+ p*(r—2R) |,

. R(4R+r)’
care rezultd din inegalitatea Blundon- Gerretsen 16Rr —5r* < p° sg.
2(2R-T)
Ramane sa aratam ca:
R(4R+r)’
Rr(4R+r)’ zg[zmzr ~3Rr®~3r°+(16Rr —5r°)(r-2R) | <
2(2R-r)
< 8R*~19Rr+6r’>0 < (R-2r)(8R—3r)>0, evident din inegalitatea lui Euler R > 2r.
a? 2 2..oB, ,C
112 INAABC: » —<— > mitg°"—tg"—.
) Z:bC er 219 2 J 2
Solutie.

,C_2p*—p*(24Rr+3r?)+r*(4R+r)’

Folosim Lema si » m; tg"%tg

2 2p?
2_32_ 2p* — p?(24Rr +3r?) +r?(4R+r)’
Inegalitatea se scrie: wsi- PP ( 5 ) ( ) =
2Rr Rr 2p

p*(3p?—3r® —42Rr)+2r* (4R + r)°>0. Distingem cazurile:

Cazul 1). Dacé(B p® —3r? —42Rr) >0, inegalitatea este evidenta.

Cazul 2). Dacd (3p” —3r® —42Rr) <0, inegalitatea se rescrie:
R(4R+r)’

2r*(4R+1)" 2 p®(42Rr +3r*—3p?), care rezulta din16Rr —5r” < p? <RUR+T)
2(2R-r)



http://www.mateinfo.ro/

REVISTA ELECTRONICA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 — MAI 2018 www.mateinfo.ro

2
Rémane sa aratdm ca: 2r’(4R+ r)2 ZM@ZRr +3r? —3(16Rr —5r2)) o
2(2R—)
< 3R*-BRr—r*>0 < (R-2r)(3R+r)20, evident din inegalitatea lui Euler R > 2r .
113) In AABC : Za—2>EZmzsinZé
““~bc pr— 20
Solutie.

:A_P ?(2R+5r)+r(4R+r1)(r-8R)
8R '
p®>—3r>—6Rr J12 p*(2R+5r)+r(4R+r)(r-8R)
2Rr p° 8R
p2( p® —8r? —12Rr)+ r*(4R+r)(8R—r)>0. Distingem cazurile:

Folosim Lema si »_mZsin

Inegalitatea se scrie: =

Cazul 1). Daci( p* —8r* ~12Rr) >0, inegalitatea este evidenta.

Cazul 2). Daci( p* —8r* ~12Rr) <0, inegalitatea se rescrie:
r?(4R+r)(8R—r)> p*(12Rr +8r? — p*) , care rezulti din inegalitatea
R(4R+r)" r)

16Rr —5r* < p® < ( Blundon- Gerretsen).
2(2R-r)
2
Rémane sa aratim ca: r°(4R+r)(8R-r) zm(um +8r° —16Rr +5r°) <
2(2R-r)
& 16R°~16R°r —33Rr* +2r° >0 <« (R—2r)(16R*+16Rr —r*)>0.
2
114y InamBC: Y2 22y B o A
bc p“~b+c 2
Solutie.

bc _,A P(p°+5r*+8Rr)

Folosim Lema, » ——cos"—= , (G) si (E).
b+c 2 ( p?+ri+ 2Rr)
Remarca.
La toate inegalitatile de mai sus, egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.
Remarca.

. 5 5 a’ . . .
In numarul urmator suma Zb— se va compara cu alte sume remarcabile construite cu laturile
C

triunghiului.
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