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1. ÎN LEGĂTURĂ CU O INEGALITATE TRIGONOMETRICĂ 

DIN 

MATHEMATICS AND YOUTH MAGAZINE PROBLEMS 

MARTIE 2016, ISSUE 465 
Marin Chirciu1 

 

Articolul pornește de la o inegalitate în triunghi din Mathematics and Youth Magazine 

Problems din Martie 2016, Issue 465 și compară suma trigonometrică
1

sin A
  cu alte sume 

trigonometrice remarcabile din triunghi. 

Prezentăm un rezultat ajutător: 

Lemă. 

In ABC :
2 21 4

sin 2

p r Rr

A rp

+ +
= . 

Demonstrație. 

Folosind teorema sinusurilor , 2 2 4bc p r Rr= + +  și 4abc Rrp=  obținem: 

2 2 2 21 2 1 4 4
2 2 2

sin 4 2

bcR p r Rr p r Rr
R R R

A a a abc Rrp rp

+ + + +
= = =  =  =


   . 

1) In ABC : 
1 2

ctg
sin 3 2

A

A
  . 

Mathematics and Youth Magazine Problems, Martie 2016 

Soluție. 

Folosim Lema și ctg
2

A p

r
= . Inegalitatea se scrie: 

2 2 4 2

2 3

p r Rr p

rp r

+ +
    ( )2 3 4p r R r + , care rezultă din inegalitatea lui 

Gerretsen 2 216 5p Rr r − , (G) și inegalitatea lui Euler 2R r , (E). Rămâne să arătăm că: 

( )216 5 3 4Rr r r R r−  +  2R r . 

Egalitatea are loc dacă și numai dacă triunghiul este echilateral. 

2) In ABC : 
1

2 tg
sin 2

A

A
  . 

Soluție. 

Folosim Lema și 
4

tg
2

A R r

p

+
= . Inegalitatea se scrie: 

                                                 
1 Profesor, Colegiul Național „Zinca Golescu”, Pitești 
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2 2 4 4
2

2

p r Rr R r

rp p

+ + +
    ( )2 3 4p r R r + , care rezultă din inegalitatea lui 

Gerretsen 2 216 5p Rr r − , (G) și inegalitatea lui Euler 2R r , (E). Rămâne să arătăm că: 

( )216 5 3 4Rr r r R r−  +  2R r . 

3) In ABC : 
1 4

sin
sin 3

A
A
  . 

Marin Chirciu,Pitești 

Soluție. 

Folosim Lema și sin
p

A
R

= . Inegalitatea se scrie: 

2 2 4 4

2 3

p r Rr p

rp R

+ +
    ( ) ( )2 3 8 3 4 0p R r Rr R r− + +  . Distingem cazurile: 

Cazul 1). Dacă ( )3 8 0R r−  , inegalitatea este evidentă. 

Cazul 2). Dacă ( )3 8 0R r−  , inegalitatea se rescrie: 

( ) ( )2 8 3 3 4 0p r R Rr R r−  +  ,  

care rezultă din inegalitatea Gerretsen 2 2 24 4 3p R Rr r + + , (G) și (E). 

Rămâne să arătăm că: 

( )( ) ( )2 24 4 3 8 3 3 4 0R Rr r r R Rr R r+ + −  +    


3 2 2 33 2 5 6 0R R r Rr r− − −    ( )( )2 22 3 4 3 0R r R Rr r− + +  . 

4) In ABC : 
1 4

cos
sin 3

A
A
  . 

Soluție. 

Folosim Lema și cos 1
r

A
R

= + . Inegalitatea se scrie: 

2 2 4 4 3

2 3

p r Rr R r

rp R

+ + +
    ( ) ( )2 23 4 8 3R p r Rr r p R r+ +   + , care rezultă din 

inegalitatea  Gerretsen 2 216 5p Rr r − , (G) , Doucet 4 3R r p+  , (D)  și Euler 2R r , (E). 

Rămâne să arătăm că: ( ) ( )( )2 23 16 5 4 8 4R Rr r r Rr r R r R r− + +   + +   


2 27 13 2 0R Rr r− −    ( )( )2 7 0R r R r− +  . 

5) In ABC : 21 16
sin

sin 23

r A

A R
   . 

Soluție. 

Folosim Lema și 
2sin 1

2 2

A r

R
= − . Inegalitatea se scrie: 

http://www.mateinfo.ro/


REVISTA ELECTRONICĂ 

MATEINFO. RO 

ISSN 2065-6432  

 MARTIE 2019 
WWW.MATEINFO.RO  

 

 
5 

2 2 4 16 3 2

2 3 2

p r Rr r R r

rp R R

+ + −
     ( ) ( )2 2 2 23 4 16 3 2R p r Rr r p R r+ +   − , care rezultă din 

inegalitatea  Gerretsen 2 216 5p Rr r − , (G) , Doucet 4 3R r p+  , (D)  și Euler 2R r , (E). 

Rămâne să arătăm că: ( ) ( )( )2 2 2 23 16 5 4 16 4 2R Rr r r Rr r R r R r− + +   + −   


3 2 2 315 35 8 4 0R R r Rr r− + +    ( )( )2 22 15 5 2 0R r R Rr r− − −  . 

6) In ABC : 21 8 3
cos

sin 9 2

A

A
  . 

Soluție. 

Folosim Lema și 
2cos 2

2 2

A r

R
= + . Inegalitatea se scrie: 

2 2 4 8 3 4

2 9 2

p r Rr R r

rp R

+ + +
    ( ) ( )2 29 4 8 3 4R p r Rr r p R r+ +   + , care rezultă din 

inegalitatea  Gerretsen 2 216 5p Rr r − , (G) , Doucet 4 3R r p+  , (D)  și Euler 2R r , (E). 

Rămâne să arătăm că: ( ) ( )( )2 29 16 5 4 8 4 4R Rr r r Rr r R r R r− + +   + +   


2 213 25 2 0R Rr r− −    ( )( )2 13 0R r R r− +  . 

7) In ABC : 
2

1 1 1

sin 2 3 sin
2

AA
  . 

Soluție. 

Folosim Lema și
2 2

2
2

1 8

sin
2

p r Rr

A r

+ −
= . Inegalitatea se scrie: 

2 2 2 2

2

4 3 8

2 6

p r Rr p r Rr

rp r

+ + + −
    ( ) ( )2 2 2 23 4 3 8r p r Rr p p r Rr+ +  + − , care rezultă din 

inegalitatea  Mitrinović 3 3p r  , (M). Rămâne să arătăm că: 

( ) ( )2 2 2 23 4 9 8r p r Rr r p r Rr+ +  + −  2 214 2p Rr r − , 

care rezultă din inegalitatea Gerretsen 2 216 5p Rr r − , (G) și inegalitatea Euler 2R r , (E). 

Rămâne să arătăm că: 
2 216 5 14 2Rr r Rr r−  −   2R r . 

8)  In ABC : 
2

1 1
3

sin
cos

2

r

AA R
   . 

Soluție. 

Folosim Lema și

2

2

1 4
1

cos
2

R r

A p

 +
= +  

 
 . Inegalitatea se scrie: 
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( )
222 2

2

44
3

2

p R rp r Rr r

rp R p

+ ++ +
     ( ) ( )

22 2 2 2 24 2 3 4p p r Rr R r p p R r + +   + +
 

, 

care rezultă din inegalitatea  Doucet 4 3R r p+  , (D)  .Rămâne să arătăm că: 

( ) ( ) ( )
22 2 2 2 24 2 4 4p p r Rr R r R r p R r + +   + + +

 
  

 ( ) ( )
32 2 2 2 2 24 7 2 2 4p Rp R r Rr r r R r+ − −  +  , 

adevărată din inegalitatea Gerretsen 2 216 5p Rr r − , (G) și inegalitatea Euler 2R r , (E). 

Rămâne să arătăm că: 

 ( ) ( )( ) ( )
32 2 2 2 2 216 5 16 5 4 7 2 2 4Rr r R Rr r R r Rr r r R r− − + − −  +  . 


3 2 2 348 97 2 0R R r Rr r− + +    ( )( )2 22 48 0R r R Rr r− − −  . 

9) In ABC : 21 8 3
sin

sin 9
A

A
  . 

Marin Chirciu,Pitești 

Soluție. 

Folosim Lema și 
2 2

2

2

4
sin

2

p r Rr
A

R

− −
= . Inegalitatea se scrie: 

2 2 2 2

2

4 8 3 4

2 9 2

p r Rr p r Rr

rp R

+ + − −
   ( ) ( )2 2 2 2 29 4 8 3 4R p r Rr r p p r Rr+ +   − − , care 

rezultă din inegalitatea  Doucet 4 3R r p+  , (D) . Rămâne să arătăm că: 

( ) ( )( )2 2 2 2 29 4 8 4 4R p r Rr r R r p r Rr+ +   + − −   

 ( ) ( )( )2 2 2 2 29 32 8 4 9 32 8p R Rr r r R r R Rr r− − + + + + . Distingem cazurile: 

Cazul 1). Dacă ( )2 29 32 8 0R Rr r− −  , inegalitatea este evidentă. 

Cazul 2). Dacă ( )2 29 32 8 0R Rr r− −  , inegalitatea se rescrie: 

( ) ( )( )2 2 2 2 28 32 9 4 9 32 8p r Rr R r R r R Rr r+ −  + + + ,  

care rezultă din inegalitatea Gerretsen 2 2 24 4 3p R Rr r + + , (G) și (E). 

Rămâne să arătăm că: 

( )( ) ( )( )2 2 2 2 2 24 4 3 8 32 9 4 9 32 8R Rr r r Rr R r R r R Rr r+ + + −  + + +   


4 3 2 2 3 49 14 16 4 0R R r R r Rr r− + − −    ( )( )3 2 2 32 9 4 9 2 0R r R R r Rr r− + + +  . 

10) In ABC : 

2

21 32
cos

sin 3

r
A

A R

 
  

 
  . 

Marin Chirciu,Pitești 

Soluție. 

Folosim Lema și 
2 2 2

2

2

6 4
cos

2

R Rr r p
A

R

+ + −
= . Inegalitatea se scrie: 
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22 2 2 2 2

2

4 32 6 4

2 23

p r Rr r R Rr r p

rp R R

+ + + + − 
   

 


( ) ( )4 2 2 3 2 2 23 4 32 3 6 4R p r Rr r p R Rr r p+ +   + + − , care rezultă din inegalitatea  

Doucet 4 3R r p+  , (D) . Rămâne să arătăm că: 

( ) ( )( )4 2 2 3 2 2 23 4 32 4 6 4R p r Rr r R r R Rr r p+ +   + + + −   

 ( )2 4 3 4 5 4 2 3 3 2 4 5 53 128 32 12 3 768 704 256 32p R Rr r R r R r R r R r Rr r+ +  − − + + + + .  

adevărată din inegalitatea Gerretsen 2 216 5p Rr r − , (G) și (E). 

Rămâne să arătăm că: 

( )( )2 4 3 4 5 4 2 3 3 2 4 5 516 5 3 128 32 12 3 768 704 256 32Rr r R Rr r R r R r R r R r Rr r− + +  − − + + + + 

5 4 3 2 2 3 4 55 64 112 32 16 0R R r R r R r Rr r− − + − −    

 ( )( )4 3 2 2 3 42 5 9 46 20 8 0R r R R r R r Rr r− + − + +  . 

11) In ABC : 
1 8 3

sin sin
sin 9

B C
A
  . 

Soluție. 

Folosim Lema și 
2 2

2

4
sin sin

4

p r Rr
B C

R

+ +
= . Inegalitatea se scrie: 

2 2 2 2

2

4 8 3 4

2 9 4

p r Rr p r Rr

rp R

+ + + +
   29 4 3R rp , 

 care care rezultă din inegalitatea  Mitrinović
3 3

2

R
p   , (M). Rămâne să arătăm că: 

2 3 3
9 4 3

2

R
R r    2R r , (E). 

12) In ABC : 
1 8

cos cos
sin 3

B C
A
  . 

Marin Chirciu,Pitești 

Soluție. 

Folosim Lema și 
2 2 2

2

4
cos cos

4

p r R
B C

R

+ −
= . Inegalitatea se scrie: 

2 2 2 2 2

2

4 8 3 4

2 3 4

p r Rr p r R

rp R

+ + + −
   ( ) ( )2 2 2 2 2 23 4 4 3 4R p r Rr r p p r R+ +   + − ,  

care rezultă din inegalitatea  Doucet 4 3R r p+  , (D) . Rămâne să arătăm că: 

( ) ( )( )2 2 2 2 2 23 4 4 4 4R p r Rr r R r p r R+ +   + + −   

 ( ) ( )2 2 2 3 2 2 33 16 4 76 19 16 4 0p R Rr r r R R r Rr r− − + + − −  .  . Distingem cazurile: 

Cazul 1). Dacă ( )2 23 16 4 0R Rr r− −  , inegalitatea este evidentă. 

Cazul 2). Dacă ( )2 23 16 4 0R Rr r− −  , inegalitatea se rescrie: 
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( ) ( )2 2 2 3 2 2 34 16 3 76 19 16 4p r Rr R r R R r Rr r+ −  + − − ,  

care rezultă din inegalitatea Gerretsen 2 2 24 4 3p R Rr r + + , (G) și (E). 

Rămâne să arătăm că: 

( )( ) ( )2 2 2 2 3 2 2 34 4 3 4 16 3 76 19 16 4R Rr r r Rr R r R R r Rr r+ + + −  + − −   


4 3 2 2 3 43 6 13 20 4 0R R r R r Rr r+ − − −    ( )( )3 2 2 32 3 12 11 2 0R r R R r Rr r− + + +  . 

13) In ABC : 
1 1

3
sin sin sin

r

A R B C
   . 

Soluție. 

Folosim Lema și
1 2

sin sin

R

B C r
= . Inegalitatea se scrie: 

2 2 4 2
3

2

p r Rr r R

rp R r

+ +
     2 2 4 4 3p r Rr r p+ +   , care rezultă din inegalitatea  

Doucet 4 3R r p+  , (D)  .Rămâne să arătăm că: ( )2 2 4 4 4p r Rr r R r+ +   +   

 ( )2 3 4p r R r +  , adevărată din (G) și (E). 

Rămâne să arătăm că: 

 ( )216 5 3 4Rr r r R r−  +  2R r . 

14) In ABC  ascuțitunghic: 
1 3 1

sin 12 cos cos

R

A r B C
   . 

Soluție. 

Folosim Lema și
( )

( )
22

41

cos cos 2

R R r

B C p R r

+
=

− +
 . Inegalitatea se scrie: 

( )

( )

2 2

22

44 3

2 12 2

R R rp r Rr R

rp r p R r

++ +
  

− +
  

 ( ) ( ) ( )
22 2 2 23 4 2 3 2p r Rr p R r p R R r + + − +   +

 
, adevărată din inegalitatea lui 

Mitrinović 3 3p r  . Este suficient să arătăm că: 

( ) ( ) ( )
22 2 2 23 4 2 9 2p r Rr p R r r R R r + + − +   +

 
  

 ( ) ( )( ) ( )
22 2 2 24 4 2 6p p R r R r R r R r R r−  + + + + ,  

care rezultă din inegalitatea lui Gerretsen 
2 2 24 4 3p R Rr r + + , (G) și inegalitatea lui Euler 2R r , (E). Rămâne să arătăm că: 

( )( ) ( )( ) ( )2 2 2 2 2 24 4 3 4 4 3 4 4 2 6 4R Rr r R Rr r R r R r R r R r R r+ + + + −  + + + +   


3 2 2 33 8 4 0R R r Rr r− − −    ( )( )2 22 3 5 2 0R r R Rr r− + +  . 

15) In ABC ascuțitunghic: 
1 1 1

sin cos2 3

R

A r A
   . 

Soluție. 
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Folosim Lema și
( )

2 2 2

22

1 4

cos 2

p r R

A p R r

+ −
=

− +
 . Inegalitatea se scrie: 

( )

2 2 2 2 2

22

4 1 4

2 2 3 2

p r Rr R p r R

rp r p R r

+ + + −
  

− +
  

 ( ) ( ) ( )
22 2 2 2 2 23 4 2 3 4p r Rr p R r p R p r R + + − +   + −

 
, adevărată din inegalitatea lui 

Mitrinović 3 3p r  . Este suficient să arătăm că: 

( ) ( ) ( )
22 2 2 2 2 23 4 2 9 4p r Rr p R r r R p r R + + − +   + −

 
  

 ( ) ( )( ) ( )
22 2 2 2 24 3 4 2 3 4p p R Rr r R r R r Rr r R− −  + + + − , 

 care rezultă din inegalitatea lui Gerretsen 2 2 24 4 3p R Rr r + + , (G) și inegalitatea lui Euler 

2R r , (E). Rămâne să arătăm că: 

( )( ) ( )( ) ( )
22 2 2 2 2 2 24 4 3 4 4 3 4 3 4 2 3 4R Rr r R Rr r R Rr r R r R r Rr r R+ + + + − −  + + + −   


2 22 0R Rr r− −    ( )( )2 0R r R r− +  . 

16) In ABC : 
1 2 sin sin

sin sin3

r B C

A R A

+
   . 

Marin Chirciu,Pitești 

Soluție. 

Folosim Lema și 
2 2sin sin 2

sin 2

B C p r Rr

A Rr

+ + −
= . Inegalitatea se scrie: 

2 2 2 24 2 2

2 23

p r Rr r p r Rr

rp R Rr

+ + + −
    ( ) ( )2 2 2 2 23 4 2 3 2R p r Rr r p p r Rr+ +   + − ,  

care rezultă din inegalitatea  Doucet 4 3R r p+  , (D) . Rămâne să arătăm că: 

( ) ( )( )2 2 2 2 23 4 2 4 2R p r Rr r R r p r Rr+ +   + + −   

 ( ) ( )2 2 2 3 2 2 33 8 2 12 19 4 2 0p R Rr r r R R r Rr r− − + + − −  . Distingem cazurile: 

Cazul 1). Dacă ( )2 23 8 2 0R Rr r− −  , inegalitatea este evidentă. 

Cazul 2). Dacă ( )2 23 8 2 0R Rr r− −  , inegalitatea se rescrie: 

( ) ( )2 2 2 3 2 2 32 8 3 12 19 4 2p r Rr R r R R r Rr r+ −  + − − ,  

care rezultă din inegalitatea Gerretsen 2 2 24 4 3p R Rr r + + , (G) și inegalitatea lui Euler 

2R r , (E).  

Rămâne să arătăm că: 

( )( ) ( )2 2 2 2 3 2 2 34 4 3 2 8 3 12 19 4 2R Rr r r Rr R r R R r Rr r+ + + −  + − −   


4 3 2 2 3 43 2 3 9 2 0R R r R r Rr r− − − −    ( )( )3 2 2 32 3 4 5 0R r R R r Rr r− + + +  . 

17) In ABC  ascuțitunghic: 
1 1 cos cos

sin cos2 3

R B C

A r A

+
   . 
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Marin Chirciu,Pitești 

Soluție. 

Folosim Lema și 
( ) ( )( )

( )

2 2 2

22

2 2 4 2cos cos

cos 2

p r R R r R Rr rB C

A R p R r

− + + + ++
=

 − +
 

 . 

 Inegalitatea se scrie: 

( ) ( )( )
( )

2 2 22 2

22

2 2 4 24 1

2 2 3 2

p r R R r R Rr rp r Rr R

rp r R p R r

− + + + ++ +
  

 − +
 

 

( ) ( ) ( ) ( )( )
22 2 2 2 2 23 4 2 3 2 2 4 2p r Rr p R r p p r R R r R Rr r   + + − +   − + + + +

  
, adevărată 

din inegalitatea lui Mitrinović 3 3p r  . Este suficient să arătăm că: 

( ) ( ) ( ) ( )( )
22 2 2 2 2 23 4 2 9 2 2 4 2p r Rr p R r r p r R R r R Rr r   + + − +   − + + + +

  
  

 ( ) ( )( )2 2 2 2 2 24 6 3 2 20 12 4 0p R Rr r p r R r R Rr r− + − + + + +  . Distingem cazurile: 

Cazul 1). Dacă ( )2 2 24 6 3 0R Rr r p− + −  , inegalitatea este evidentă. 

Cazul 2). Dacă ( )2 2 24 6 3 0R Rr r p− + −  , inegalitatea se rescrie: 

( ) ( )( )2 2 2 2 2 23 6 4 2 20 12 4p p r Rr R r R r R Rr r− + −  + + + ,  

care rezultă din inegalitatea Gerretsen 2 2 24 4 3p R Rr r + + , (G) și inegalitatea lui Euler 

2R r , (E).  

Rămâne să arătăm că: 

 ( )( ) ( )( )2 2 2 2 2 2 2 24 4 3 4 4 3 3 6 4 2 20 12 4R Rr r R Rr r r Rr R r R r R Rr r+ + + + − + −  + + +  


2 22 5 2 0R Rr r− +    ( )( )2 2 0R r R r− −  . 

18) In ABC  ascuțitunghic: 
1 2

tg
sin 3

A
A
  . 

Soluție. 

Folosim Lema și 
( )

22

2
tg

2

rp
A

p R r
=

− +
 . Inegalitatea se scrie: 

( )

2 2

22

4 2 2

2 3 2

p r Rr rp

rp p R r

+ +
 

− +
  ( ) ( )( )

22 2 2 23 8 12 3 4 2p p r R r R r R r− −  + + , care rezultă 

din inegalitatea lui Gerretsen 2 2 24 4 3p R Rr r + + , (G) și inegalitatea lui Euler 2R r , (E). 

Rămâne să arătăm că: 

( ) ( )( ) ( )( )
22 2 2 2 2 24 4 3 3 4 4 3 8 12 3 4 2R Rr r R Rr r r R r R r R r+ + + + − −  + +  2R r . 

19) In ABC : 
1

2 ctg
sin

A
A
  . 

Soluție. 

Folosim Lema și 
2 2 4

ctg
2

p r Rr
A

rp

− −
= . Inegalitatea se scrie: 
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2 2 2 24 4
2

2 2

p r Rr p r Rr

rp rp

+ + − −
    ( )2 3 4p r R r + , care rezultă din inegalitatea lui 

Gerretsen 2 216 5p Rr r − , (G) și inegalitatea lui Euler 2R r , (E). Rămâne să arătăm că: 

( )216 5 3 4Rr r r R r−  +  2R r . 

20) In ABC : 2 21 32
sin sin

sin 2 23

B C

A
  . 

Marin Chirciu,Pitești 

Soluție. 

Folosim Lema și 
2 2

2 2

2

8
sin sin

2 2 16

B C p r Rr

R

+ −
= . Inegalitatea se scrie: 

2 2 2 2

2

4 32 3 8

2 3 16

p r Rr p r Rr

rp R

+ + + −
   ( ) ( )2 2 2 2 23 4 4 3 8R p r Rr r p p r Rr+ +   + − ,  

care rezultă din inegalitatea  Doucet 4 3R r p+  , (D) . Rămâne să arătăm că: 

( ) ( )( )2 2 2 2 23 4 4 4 8R p r Rr r R r p r Rr+ +   + + −   

 ( ) ( )2 2 2 3 2 2 33 16 4 12 19 4 2 0p R Rr r r R R r Rr r− − + + − −  . Distingem cazurile: 

Cazul 1). Dacă ( )2 23 16 4 0R Rr r− −  , inegalitatea este evidentă. 

Cazul 2). Dacă ( )2 23 16 4 0R Rr r− −  , inegalitatea se rescrie: 

( ) ( )2 2 2 3 2 2 34 16 3 12 131 16 4p r Rr R r R R r Rr r+ −  + + − ,  

care rezultă din inegalitatea Gerretsen 2 2 24 4 3p R Rr r + + , (G) și inegalitatea lui Euler 

2R r , (E).  

Rămâne să arătăm că: 

( )( ) ( )2 2 2 2 3 2 2 34 4 3 4 16 3 12 131 16 4R Rr r r Rr R r R R r Rr r+ + + −  + + −   


4 3 2 2 3 43 10 15 12 4 0R R r R r Rr r− + − −    ( )( )3 2 2 32 3 4 7 2 0R r R R r Rr r− − + +  . 

21) In ABC : 2 21 32 3
cos cos

sin 27 2 2

B C

A
  . 

Marin Chirciu,Pitești 

Soluție. 

Folosim Lema și 
( )

22

2 2

2

4
cos cos

2 2 16

p R rB C

R

+ +
= . Inegalitatea se scrie: 

( )
222 2

2

44 32 3

2 27 16

p R rp r Rr

rp R

+ ++ +
   ( ) ( )

22 2 2 227 4 4 3 4R p r Rr r p p R r + +   + +
 

,  

care rezultă din inegalitatea  Doucet 4 3R r p+  , (D) . Rămâne să arătăm că: 

( ) ( ) ( )
22 2 2 227 4 4 4 4R p r Rr r R r p R r + +   + + +

 
  

 ( ) ( )( )2 2 2 2 227 16 4 4 37 32 4p R Rr r r R r R Rr r− −  + + + ,  
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care rezultă din inegalitatea Gerretsen 2 216 5p Rr r − , (G) și inegalitatea lui Euler 

2R r , (E).  

Rămâne să arătăm că: 

( )( ) ( )( )2 2 2 2 216 5 27 16 4 4 37 32 4Rr r R Rr r r R r R Rr r− − −  + + +   


3 2 2 371 139 8 4 0R R r Rr r− − +    ( )( )2 2 32 71 3 2 0R r R R r r− + −  . 

22) In ABC : 
21

3 tg
sin 2

R A

A r
   . 

Marin Chirciu,Pitești 

Soluție. 

Folosim Lema și

2

2 4
tg 2

2

A R r

p

 +
= − 
 

 . Inegalitatea se scrie: 

( )
2 22 2

2

4 24
3

2

R r pp r Rr R

rp r p

+ −+ +
     ( ) ( )

22 2 23 4 6 4 2p p r Rr R R r p + +  + −
 

, 

adevărată din Doucet 4 3R r p+  , (D). Este suficient să arătăm că: 

( )( ) ( )
22 2 24 4 6 4 2R r p r Rr R R r p + + +  + −

 
 ( ) ( ) ( )

22 16 4 6p R r R r R r+  + − ,  

care rezultă din inegalitatea lui Gerretsen 
2 2 24 4 3p R Rr r + + , (G) și inegalitatea lui Euler 2R r , (E). Rămâne să arătăm că: 

( )( ) ( ) ( )
22 24 4 3 16 4 6R Rr r R r R r R r+ + +  + −   


3 2 2 316 18 27 2 0R R r Rr r− − −    ( )( )2 22 16 14 0R r R Rr r− + +  . 

23) In ABC : 21 2 3
ctg

sin 9 2

A

A
  . 

Soluție. 

Folosim Lema și 
2 2

2

2

2 8
ctg

2

A p r Rr

r

− −
= . Inegalitatea se scrie: 

2 2 2 2

2

4 2 3 2 8

2 9

p r Rr p r Rr

rp r

+ + − −
   ( ) ( )2 2 2 29 4 4 3 2 8r p r Rr p p r Rr+ +   − −   adevărată 

din inegalitatea lui Mitrinović 3 3p r  . Este suficient să arătăm că: 

( ) ( )2 2 2 29 4 4 9 2 8r p r Rr r p r Rr+ +   − −  

( )2 3 4p r R r + , care rezultă din inegalitatea lui Gerretsen 2 216 5p Rr r − , (G) și inegalitatea 

lui Euler 2R r , (E). Rămâne să arătăm că: ( )216 5 3 4Rr r r R r−  +  2R r . 

24) In ABC : 
2 2

1 3 1

sin 24
sin sin

2 2

B CA
  . 

Marin Chirciu,Pitești 

Soluție. 
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Folosim Lema și 
( )

2
2 2

8 21

sin sin
2 2

R R r

B C r

−
= . Inegalitatea se scrie: 

( )2 2

2

8 24 3

2 24

R R rp r Rr

rp r

−+ +
   ( ) ( )2 23 4 2 3 2r p r Rr p R R r+ +    −   adevărată din 

inegalitatea lui Mitrinović 3 3p r  . Este suficient să arătăm că: 

( ) ( )2 23 4 2 9 2r p r Rr r R R r+ +    − 
2 2 212 10p R Rr r − − , 

care rezultă din inegalitatea lui Gerretsen 2 2 24 4 3p R Rr r + + , (G) și inegalitatea lui 

Euler 2R r , (E). Rămâne să arătăm că: 
2 2 2 24 4 3 12 10R Rr r R Rr r+ +  − − 

2 24 7 2 0R Rr r− −   ( )( )2 4 0R r R r− +  . 

25) In ABC : 
2 2

1 3 3 1

sin 4
cos cos

2 2

r

B CA R
   . 

Soluție. 

Folosim Lema și 
( )

2
2 2

8 41

cos cos
2 2

R R r

B C p

+
= . Inegalitatea se scrie: 

( )2 2

2

8 44 3 3

2 4

R R rp r Rr r

rp R p

++ +
    ( ) ( )2 2 2 24 12 3 4Rp p r Rr r p R R r+ +    +   adevărată 

din inegalitatea lui Doucet 4 3R r p+  , (D). Este suficient să arătăm că: 

( ) ( ) ( )2 2 2 24 12 4 4Rp p r Rr r R r R R r+ +   +  +  ( ) ( )
22 2 2 24 12 4p p r Rr r R r+ +   + , 

care rezultă din inegalitatea lui Gerretsen 2 216 5p Rr r − , (G) și inegalitatea lui Euler 2R r , 

(E). Rămâne să arătăm că: 

( )( ) ( )
22 2 2 216 5 16 5 4 12 4Rr r Rr r r Rr r R r− − + +   + 

2 232 65 2 0R Rr r− +     

 ( )( )2 32 0R r R r− −  . 

26) In ABC : 
2 21

12 3 tg tg
sin 2 2

r B C

A R
   . 

Marin Chirciu,Pitești 

Soluție. 

Folosim Lema și 
2 2

2 2

2

2 8
tg tg

2 2

B C p r Rr

p

− −
= . Inegalitatea se scrie: 

2 2 2 2

2

4 2 8
12 3

2

p r Rr r p r Rr

rp R p

+ + − −
    ( ) ( )2 2 2 2 2 24 24 3 2 8Rp p r Rr r p p r Rr+ +    − −   

adevărată din inegalitatea lui Doucet 4 3R r p+  , (D). Este suficient să arătăm că: 

( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 24 24 4 2 8Rp p r Rr r R r p r Rr+ +   +  − − 

( ) ( )
22 2 2 2 3 34 95 24 48 4 0p Rp R r Rr r r R r+ − − +  +  . Distingem cazurile: 
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Cazul 1). Dacă ( )2 2 2 34 95 24 0Rp R r Rr r+ − −  , inegalitatea este evidentă. 

Cazul 2). Dacă ( )2 2 2 34 95 24 0Rp R r Rr r+ − −  , inegalitatea se rescrie: 

( ) ( )
22 3 2 2 2 324 95 4 48 4p r Rr R r Rp r R r+ − −   + , care rezultă din inegalitatea Gerretsen 

2 2 2 216 5 4 4 3Rr r p R Rr r−   + + , (G) și inegalitatea lui Euler 2R r , (E).  

Rămâne să arătăm că: 

( ) ( )( ) ( )
22 2 3 2 2 2 34 4 3 24 95 4 16 5 48 4R Rr r r Rr R r R Rr r r R r+ + + − − −   +   


4 3 2 2 3 420 80 83 3 6 0R R r R r Rr r− + − −    ( )( )3 2 2 32 20 40 3 3 0R r R R r Rr r− − + +  . 

27) In ABC : 2 21 2 3
ctg ctg

sin 27 2 2

B C

A
  . 

Soluție. 

Folosim Lema și 
( )

2 2

2 2

2

4 2
ctg ctg

2 2

R r pB C

r

+ −
= . Inegalitatea se scrie: 

( )
2 22 2

2

4 24 2 3

2 27

R r pp r Rr

rp r

+ −+ +
   ( ) ( )

22 2 227 4 4 3 4 2r p r Rr p R r p + +    + −
 

  

adevărată din inegalitatea lui Mitrinović 3 3p r  . Este suficient să arătăm că: 

( ) ( )
22 2 227 4 4 9 4 2r p r Rr r R r p + +    + −

 
 2 2 211 64 20p R Rr r + + , 

care rezultă din inegalitatea lui Gerretsen 2 2 24 4 3p R Rr r + + , (G) și inegalitatea lui 

Euler 2R r , (E). Rămâne să arătăm că: 

( )2 2 2 211 4 4 3 64 20R Rr r R Rr r+ +  + + 
2 25 6 8 0R Rr r− −   ( )( )2 5 4 0R r R r− +  . 

28) In ABC : 
1

2 3 tg tg
sin 2 2

B C

A
  . 

Soluție. 

Folosim Lema și tg tg 1
2 2

B C
= . Inegalitatea se scrie: 

2 2 4
2 3 1

2

p r Rr

rp

+ +
    2 2 4 4 3p r Rr r p+ +   , adevărată din inegalitatea lui 

Doucet 4 3R r p+  , (D). Este suficient să arătăm că: ( )2 2 4 4 4p r Rr r R r+ +   +   

( )2 3 4p r R r + , care rezultă din inegalitatea lui Gerretsen 2 216 5p Rr r − , (G) și inegalitatea 

lui Euler 2R r , (E). Rămâne să arătăm că: ( )216 5 3 4Rr r r R r−  +  2R r . 

29) In ABC : 
1 4 3

ctg ctg
sin 9 2 2

r B C

A R
   . 

Soluție. 

Folosim Lema și 
4

ctg ctg 1
2 2

B C R

r
= + . Inegalitatea se scrie: 
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2 2 4 4 3 4

2 9

p r Rr R r

rp r

+ + +
    ( ) ( )2 29 4 8 3 4R p r Rr r p R r+ +   + , care rezultă din 

inegalitatea  Gerretsen 2 216 5p Rr r − , (G) , Doucet 4 3R r p+  , (D)  și Euler 2R r , (E). 

Rămâne să arătăm că: ( ) ( )( )2 29 16 5 4 8 4 4R Rr r r Rr r R r R r− + +   + +   


2 213 25 2 0R Rr r− −    ( )( )2 13 0R r R r− +  . 

30) In ABC  ascuțitunghic:
1 2 3

tg tg
sin 9

B C
A
  . 

Soluție. 

Folosim Lema și
( )

2 2

22

4
tg tg

2

p r Rr
B C

p R r

− −
=

− +
 . Inegalitatea se scrie: 

( )

2 2 2 2

22

4 2 3 4

2 9 2

p r Rr p r Rr

rp p R r

+ + − −
 

− +
 

( ) ( ) ( )
22 2 2 2 29 4 2 4 3 4p r Rr p R r r p p r Rr + + − +    − −

 
, adevărată din inegalitatea lui 

Mitrinović 3 3p r  . Este suficient să arătăm că: 

( ) ( ) ( )
22 2 2 2 29 4 2 4 9 4p r Rr p R r r r p r Rr + + − +    − −

 
  

 ( ) ( )( )2 2 2 2 2 24 4 4 4 4 3p p r R R r R Rr r− −  + + − , 

 care rezultă din inegalitatea lui Gerretsen 2 2 24 4 3p R Rr r + + , (G) și inegalitatea lui Euler 

2R r , (E). Rămâne să arătăm că:  

( )( ) ( )( )2 2 2 2 2 2 2 24 4 3 4 4 3 4 4 4 4 4 3R Rr r R Rr r r R R r R Rr r+ + + + − −  + + −  2R r . 

31) In ABC : 
1

2 3 ctg ctg
sin

B C
A
  . 

Soluție. 

Folosim Lema și ctg ctg 1B C = . Inegalitatea se scrie: 

2 2 4
2 3 1

2

p r Rr

rp

+ +
    2 2 4 4 3p r Rr r p+ +   , adevărată din inegalitatea lui 

Doucet 4 3R r p+  , (D). Este suficient să arătăm că: ( )2 2 4 4 4p r Rr r R r+ +   +   

( )2 3 4p r R r + , care rezultă din inegalitatea lui Gerretsen 2 216 5p Rr r − , (G) și inegalitatea 

lui Euler 2R r , (E). Rămâne să arătăm că: ( )216 5 3 4Rr r r R r−  +  2R r . 

32) In ABC : ( )
1 2

cos
sin 3

B C
A
 −  . 

Marin Chirciu,Pitești 

Soluție. 

Folosim Lema și ( )
2 2 2

2

2 2
cos

2

p r Rr R
B C

R

+ + −
− = . Inegalitatea se scrie: 
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2 2 2 2 2

2

4 2 3 2 2

2 3 2

p r Rr p r Rr R

rp R

+ + + + −
  

( ) ( )2 2 2 2 2 23 4 2 3 2 2R p r Rr r p p r Rr R+ +    + + −   adevărată din inegalitatea lui 

Doucet 4 3R r p+  , (D). Este suficient să arătăm că: 

( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 23 4 2 4 2 2Rp p r Rr r R r p r Rr R+ +   +  + + − 

( ) ( )( )2 2 2 2 23 8 2 4 7 4 2 0p R Rr r r R r R Rr r− − +  + − −  . Distingem cazurile: 

Cazul 1). Dacă ( )2 23 8 2 0R Rr r− −  , inegalitatea este evidentă. 

Cazul 2). Dacă ( )2 23 8 2 0R Rr r− −  , inegalitatea se rescrie: 

( ) ( )( )2 2 2 2 22 8 3 4 7 4 2p r Rr R r R r R Rr r+ −   + − − , care rezultă din inegalitatea Gerretsen 

2 2 24 4 3p R Rr r + + , (G) și inegalitatea lui Euler 2R r , (E).  

Rămâne să arătăm că: 

( )( ) ( )( )2 2 2 2 2 24 4 3 2 8 3 4 7 4 2R Rr r r Rr R r R r R Rr r+ + + −   + − −   


4 3 2 2 3 43 2 10 11 2 0R R r R r Rr r+ − − −    ( )( )3 2 2 32 3 8 6 0R r R R r Rr r− + + +  . 

33) In ABC : 21 2
cos

sin 23

B C

A

−
  . 

Marin Chirciu,Pitești 

Soluție. 

Folosim Lema și 
2 2 2

2

2

2 4
cos

2 4

B C p r Rr R

R

− + + +
= . Inegalitatea se scrie: 

2 2 2 2 2

2

4 2 3 2 4

2 3 4

p r Rr p r Rr R

rp R

+ + + + +
   ( ) ( )2 2 2 2 2 23 4 3 2 4R p r Rr r p p r Rr R+ +   + + +

,  

care rezultă din inegalitatea  Doucet 4 3R r p+  , (D) . Rămâne să arătăm că: 

( ) ( )( )2 2 2 2 2 23 4 4 2 4R p r Rr r R r p r Rr R+ +   + + + +   

 ( ) ( )( )2 2 2 2 23 4 4 2p R Rr r r R r R Rr r− −  + + + ,  

care rezultă din inegalitatea Gerretsen 2 216 5p Rr r − , (G) și inegalitatea lui Euler 

2R r , (E).  

Rămâne să arătăm că: 

( )( ) ( )( )2 2 2 2 216 5 3 4 4 2Rr r R Rr r r R r R Rr r− − −  + + +   


3 2 2 322 44 2 0R R r Rr r− − +    ( )( )2 22 22 0R r R r− −  . 


4 3 2 2 3 43 2 10 11 2 0R R r R r Rr r+ − − −    ( )( )3 2 2 32 3 8 6 0R r R R r Rr r− + + +  . 

34) In ABC : 
31 16

sin
sin 9

A
A
  . 

Marin Chirciu,Pitești 
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Soluție. 

Folosim Lema și
( )2 2

3

3

2 3 6
sin

8

p p r Rr
A

R

− −
= . Inegalitatea se scrie: 

( )2 22 2

3

2 3 64 16

2 9 8

p p r Rrp r Rr

rp R

− −+ +
   ( ) ( )3 2 2 2 2 29 4 8 3 6R p r Rr rp p r Rr+ +   − −    

 ( ) ( )2 3 2 3 2 39 48 24 8 9 4 0p R Rr r rp R r R r+ + − +  +  . Distingem cazurile: 

Cazul 1). Dacă ( )3 2 3 29 48 24 8 0R Rr r rp+ + −  , inegalitatea este evidentă. 

Cazul 2). Dacă ( )3 2 3 29 48 24 8 0R Rr r rp+ + −  , inegalitatea se rescrie: 

( ) ( )2 2 3 2 3 38 9 48 24 9 4p rp R Rr r R r R r− − −   + , care rezultă din inegalitatea Gerretsen 

2 2 24 4 3p R Rr r + + , (G) și inegalitatea lui Euler 2R r , (E).  

Rămâne să arătăm că: 

( ) ( )( ) ( )2 2 2 2 3 2 3 34 4 3 8 4 4 3 9 48 24 9 4R Rr r r R Rr r R Rr r R r R r+ + + + − − −   +   


4 3 2 2 3 49 14 7 8 12 0R R r R r Rr r− − − +    ( )( )3 2 2 32 9 4 6 0R r R R r Rr r− + + −  . 

35) In ABC : 

2

31 4
cos

sin 3

R
A

A r

 
  

 
  . 

Marin Chirciu,Pitești 

Soluție. 

Folosim Lema și
( )

2 2

3

3

2 3
cos 1

4

R r rp
A

R

+ −
= − . Inegalitatea se scrie: 

( )
22 3 22 2

3

2 4 34 4

2 43

R r R rpp r Rr R

rp r R

+ − −+ +  
   

 


( ) ( )2 2 3 2 2 3 23 4 2 3 4 12 6 3Rr p r Rr p R R r Rr r rp+ +   + + + −  , adevărată din inegalitatea lui 

Mitrinović 3 3p r  . Este suficient să arătăm că: 

( ) ( )2 2 3 2 2 3 23 4 2 9 4 12 6 3Rr p r Rr r R R r Rr r rp+ +   + + + −   

 ( )2 3 2 2 318 24 68 35 6p R r R R r Rr r+  + + + , care rezultă din inegalitatea Gerretsen 

2 2 24 4 3p R Rr r + + , (G) și inegalitatea lui Euler 2R r , (E).  

Rămâne să arătăm că: 

( )( )2 2 3 2 2 34 4 3 18 24 68 35 6R Rr r R r R R r Rr r+ + +  + + +   


3 2 2 35 2 10 12 0R R r Rr r− − −    ( )( )2 22 5 8 6 0R r R Rr r− + +  . 

36) In ABC : 

2

41 8
sin

sin 23

R A

A r

 
  

 
  . 

Soluție. 

Folosim Lema și
2 2 2

4

2

8
sin

2 8

A R r p

R

+ −
= . Inegalitatea se scrie: 
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22 2 2 2 2

2

4 8 3 8

2 3 8

p r Rr R R r p

rp r R

+ + + − 
   

 
 ( ) ( )2 2 2 2 23 4 2 3 8r p r Rr p R r p+ +   + −  , 

adevărată din inegalitatea lui Mitrinović 3 3p r  . Este suficient să arătăm că: 

( ) ( )2 2 2 2 23 4 2 9 8r p r Rr r R r p+ +   + − 
2 2 27 48 4 5p R Rr r − + , care rezultă din inegalitatea 

Gerretsen 2 2 24 4 3p R Rr r + + , (G) și inegalitatea lui Euler 2R r , (E).  

Rămâne să arătăm că: 

( )2 2 2 27 4 4 3 48 4 5R Rr r R Rr r+ +  − + 
2 25 8 4 0R Rr r− −    ( )( )2 5 2 0R r R r− +  . 

37) In ABC : 41 32 3
cos

sin 27 2

A

A
  . 

Marin Chirciu,Pitești 

Soluție. 

Folosim Lema și
( )

2 2

4

2

4
cos

2 8

R r pA

R

+ −
= . Inegalitatea se scrie: 

( )
2 22 2

2

44 32 3

2 27 8

R r pp r Rr

rp R

+ −+ +
   ( ) ( )

22 2 2 227 4 8 3 4R p r Rr r p R r p + +   + −
 

 , care 

rezultă din inegalitatea  Doucet 4 3R r p+  , (D) .  

Este suficient să arătăm că: 

( ) ( ) ( )
22 2 2 227 4 8 4 4R p r Rr r R r R r p + +   + + −

 


( ) ( )( )2 2 2 2 227 32 8 4 101 64 8p R Rr r r R r R Rr r+ +  + + + , care rezultă din inegalitatea 

Gerretsen 2 216 5p Rr r − , (G) și inegalitatea lui Euler 2R r , (E).  

Rămâne să arătăm că: 

( )( ) ( )( )2 2 2 2 216 5 27 32 8 4 101 64 8Rr r R Rr r r R r R Rr r− + +  + + +   


3 2 2 37 5 32 12 0R R r Rr r+ − −    ( )( )2 22 7 19 6 0R r R Rr r− + +  . 

38) In ABC : 
1 4

sin 2
sin 3

A
A
  . 

Marin Chirciu,Pitești 

Soluție. 

Folosim Lema și
2

2
sin 2

rp
A

R
= . Inegalitatea se scrie: 

2 2

2

4 4 2

2 3

p r Rr rp

rp R

+ +
   ( )2 2 2 2 23 4 16R p r Rr r p+ +     

 ( ) ( )2 2 2 23 16 3 4 0p R r R r R r− + +  . Distingem cazurile: 

Cazul 1). Dacă ( )2 23 16 0R r−  , inegalitatea este evidentă. 

Cazul 2). Dacă ( )2 23 16 0R r−  , inegalitatea se rescrie: 

( ) ( )2 2 2 216 3 3 4p r R R r R r−  + , care rezultă din inegalitatea Gerretsen 
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2 2 24 4 3p R Rr r + + , (G) și inegalitatea lui Euler 2R r , (E).  

Rămâne să arătăm că: 

( )( ) ( )2 2 2 2 24 4 3 16 3 3 4R Rr r r R R r R r+ + −  +   


4 3 2 2 3 43 6 13 16 12 0R R r R r Rr r+ − − −    ( )( )3 2 2 32 3 12 11 6 0R r R R r Rr r− + + +  . 

39) In ABC : 
1 4

cos2 0
sin 3

A
A
+   . 

Marin Chirciu,Pitești 

Soluție. 

Dacă cos2 0A inegalitatea este evidentă.Studiem în continuare situația cos2 0A  

Folosim Lema și
2 2 2

2

3 4
cos2 0

R Rr r p
A

R

+ + −
=  .  

Inegalitatea se scrie: 
2 2 2 2 2

2

4 4 3 4
0

2 3

p r Rr R Rr r p

rp R

+ + + + −
+   

( ) ( )2 2 2 2 2 23 4 8 3 4 3R p r Rr r p p r Rr R+ +   − − − , care rezultă din inegalitatea  

Doucet 4 3R r p+  , (D) . Rămâne să arătăm că: 

( ) ( )( )2 2 2 2 2 23 4 8 4 4 3R p r Rr r R r p r Rr R+ +   + − − − 

( ) ( )( )2 2 2 2 23 32 8 4 27 32 8 0p R Rr r r R r R Rr r− − + + + +   . Distingem cazurile: 

Cazul 1). Dacă ( )2 23 32 8 0R Rr r− −  , inegalitatea este evidentă. 

Cazul 2). Dacă ( )2 23 32 8 0R Rr r− −  , inegalitatea se rescrie: 

( ) ( )( )2 2 2 2 28 32 3 4 27 32 8p r Rr R r R r R Rr r+ −  + + + , care rezultă din inegalitatea Gerretsen 

2 2 24 4 3p R Rr r + + , (G) și inegalitatea lui Euler 2R r , (E).  

Rămâne să arătăm că: 

( )( ) ( )( )2 2 2 2 2 24 4 3 8 32 3 4 27 32 8R Rr r r Rr R r R r R Rr r+ + + −  + + +   


4 3 2 2 3 43 2 16 4 0R R r R r Rr r− + − −    ( )( )3 2 2 32 3 4 9 2 0R r R R r Rr r− + + +  . 

40) In ABC : 

sin
1 23

sin
cos cos

2 2

A

B CA
  . 

Soluție. 

Folosim Lema și

sin
2 2

cos cos
2 2

A

B C
= . Inegalitatea se scrie: 
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2 2 4
3 2

2

p r Rr

rp

+ +
    2 2 4 4 3p r Rr r p+ +   , adevărată din inegalitatea lui 

Doucet 4 3R r p+  , (D). Este suficient să arătăm că: ( )2 2 4 4 4p r Rr r R r+ +   +   

( )2 3 4p r R r + , care rezultă din inegalitatea lui Gerretsen 2 216 5p Rr r − , (G) și inegalitatea 

lui Euler 2R r , (E). Rămâne să arătăm că: ( )216 5 3 4Rr r r R r−  +  2R r . 

41) In ABC :
cos

1 2 2
sin 3

sin sin
2 2

A
r

B CA R
  . 

Marin Chirciu,Pitești 

Soluție. 

Folosim Lema și
cos

22

sin sin
2 2

A
p

B C r
= . Inegalitatea se scrie: 

2 2 4 2 2

2 3

p r Rr r p

rp R r

+ +
   ( )2 2 23 4 8R p r Rr rp+ +    ( ) ( )2 3 8 3 4 0p R r Rr R r− + +  . 

 Distingem cazurile: 

Cazul 1). Dacă ( )3 8 0R r−  , inegalitatea este evidentă. 

Cazul 2). Dacă ( )3 8 0R r−  , inegalitatea se rescrie: 

( ) ( )2 8 3 3 4p r R Rr R r−  + , care rezultă din inegalitatea Gerretsen 

2 2 24 4 3p R Rr r + + , (G) și inegalitatea lui Euler 2R r , (E).  

Rămâne să arătăm că: 

( )( ) ( )2 24 4 3 8 3 3 4R Rr r r R Rr R r+ + −  +   


3 2 2 33 2 5 6 0R R r Rr r− − −    ( )( )2 22 3 4 3 0R r R Rr r− + +  . 

42) In ABC : 
1 4 3 1

sin 9
1 tg tg

2 2

B CA


−
  . 

Soluție. 

Folosim Lema și
2 21 4

4
1 tg tg

2 2

p r Rr

B C Rr

+ +
=

−
 . Inegalitatea se scrie: 

2 2 2 24 4 3 4

2 9 4

p r Rr p r Rr

rp Rr

+ + + +
    9 2 3R p  , adevărată din inegalitatea lui 

Doucet 4 3R r p+  , (D). Este suficient să arătăm că: ( )9 2 4R R r  +  2R r , (E). 
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43) In ABC : 
tg

1 2 2
sin 3

tg tg
2 2

A

B CA
  . 

Soluție. 

Folosim Lema și
( )

2 2tg 4 22

tg tg
2 2

A
R r p

B C rp

+ −
= . Inegalitatea se scrie: 

( )
2 22 2 4 24 2

2 3

R r pp r Rr

rp rp

+ −+ +
    ( ) ( )

22 2 23 4 4 4 2p r Rr R r p + +  + −
 

  

2 2 211 64 20p R Rr r + +  , adevărată din inegalitatea lui Gerretsen 2 2 24 4 3p R Rr r + + , (G) și 

inegalitatea lui Euler 2R r , (E). Rămâne să arătăm că: 

( )2 2 2 211 4 4 3 64 20R Rr r R Rr r+ +  + + 
2 25 6 8R Rr r− −   ( )( )2 5 4 0R r R r− +  . 

44) In ABC : 

ctg
1 22

sin
ctg ctg

2 2

A

B CA
  . 

Soluție. 

Folosim Lema și
2 2ctg

2 82

ctg ctg
2 2

A
p r Rr

B C rp

− −
= . Inegalitatea se scrie: 

2 2 2 24 2 8
2

2

p r Rr p r Rr

rp rp

+ + − −
    2 212 3p Rr r +  , adevărată din inegalitatea lui 

Gerretsen 2 216 5p Rr r − , (G) și inegalitatea lui Euler 2R r , (E).  

Rămâne să arătăm că: 
2 216 5 12 3Rr r Rr r−  +  2R r . 

45) In ABC : 

tg tg
1 2 22

sin
tg

2

B C

AA
  . 

Soluție. 

Folosim Lema și
2 2tg tg

2 82 2

tg
2

B C
p r Rr

A rp

− −
= . Inegalitatea se scrie: 

2 2 2 24 2 8
2

2

p r Rr p r Rr

rp rp

+ + − −
    2 212 3p Rr r +  , adevărată din inegalitatea lui 

Gerretsen 2 216 5p Rr r − , (G) și inegalitatea lui Euler 2R r , (E).  

Rămâne să arătăm că: 
2 216 5 12 3Rr r Rr r−  +  2R r . 

http://www.mateinfo.ro/


REVISTA ELECTRONICĂ 

MATEINFO. RO 

ISSN 2065-6432  

 MARTIE 2019 
WWW.MATEINFO.RO  

 

 
22 

46) In ABC : 
ctg ctg

1 2 2 2
sin 3

ctg
2

B C

AA
  . 

Soluție. 

Folosim Lema și
( )

2 2ctg ctg 4 22 2

ctg
2

B C
R r p

A rp

+ −
= . Inegalitatea se scrie: 

( )
2 22 2 4 24 2

2 3

R r pp r Rr

rp rp

+ −+ +
    ( ) ( )

22 2 23 4 4 4 2p r Rr R r p + +  + −
 

  

2 2 211 64 20p R Rr r + +  , adevărată din inegalitatea lui Gerretsen 2 2 24 4 3p R Rr r + + , (G) și 

inegalitatea lui Euler 2R r , (E). Rămâne să arătăm că: 

( )2 2 2 211 4 4 3 64 20R Rr r R Rr r+ +  + + 
2 25 6 8R Rr r− −   ( )( )2 5 4 0R r R r− +  . 

47) In ABC : 

sin
1 1 2

sin 2 3 sin sin
2 2

A
R

B CA r
   . 

Soluție. 

Folosim Lema și
( )sin 2 22

sin sin
2 2

A
R r

B C r

−
= . Inegalitatea se scrie: 

( )2 2 2 24 1

2 2 3

R rp r Rr R

rp r r

−+ +
    ( ) ( )2 23 4 2 3 2r p r Rr p R R r+ +    −   adevărată din 

inegalitatea lui Mitrinović 3 3p r  . Este suficient să arătăm că: 

( ) ( )2 23 4 2 9 2r p r Rr r R R r+ +    −  2 2 212 10p R Rr r − − , 

 care rezultă din inegalitatea lui Gerretsen 2 2 24 4 3p R Rr r + + , (G) și inegalitatea lui 

Euler 2R r , (E). Rămâne să arătăm că: 
2 2 2 24 4 3 12 10R Rr r R Rr r+ +  − − 

2 24 7 2 0R Rr r− −   ( )( )2 4 0R r R r− +  . 

48) In ABC : 

sin sin
1 8 2 2

sin 3 sin
2

B C
r

AA R
   . 

Marin Chirciu,Pitești 

Soluție. 

Folosim Lema și 
2 2sin sin

82 2
4

sin
2

B C
p r Rr

A Rr

+ −
= . Inegalitatea se scrie: 
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2 2 2 24 8 8

2 43

p r Rr r p r Rr

rp R Rr

+ + + −
    ( ) ( )2 2 2 2 23 4 4 3 8R p r Rr r p p r Rr+ +   + − ,  

care rezultă din inegalitatea  Doucet 4 3R r p+  , (D) . Rămâne să arătăm că: 

( ) ( )( )2 2 2 2 23 4 4 4 8R p r Rr r R r p r Rr+ +   + + −   

 ( ) ( )2 2 2 3 2 2 33 16 4 12 19 4 2 0p R Rr r r R R r Rr r− − + + − −  . Distingem cazurile: 

Cazul 1). Dacă ( )2 23 16 4 0R Rr r− −  , inegalitatea este evidentă. 

Cazul 2). Dacă ( )2 23 16 4 0R Rr r− −  , inegalitatea se rescrie: 

( ) ( )2 2 2 3 2 2 34 16 3 12 131 16 4p r Rr R r R R r Rr r+ −  + + − ,  

care rezultă din inegalitatea Gerretsen 2 2 24 4 3p R Rr r + + , (G) și inegalitatea lui Euler 

2R r , (E).  

Rămâne să arătăm că: 

( )( ) ( )2 2 2 2 3 2 2 34 4 3 4 16 3 12 131 16 4R Rr r r Rr R r R R r Rr r+ + + −  + + −   


4 3 2 2 3 43 10 15 12 4 0R R r R r Rr r− + − −    ( )( )3 2 2 32 3 4 7 2 0R r R R r Rr r− − + +  . 

49) In ABC : 
cos

1 2
sin

cos cos
2 2

A

B CA
  . 

Soluție. 

Folosim Lema și
( )cos 2 42

cos cos
2 2

A
R r

B C p

+
= . Inegalitatea se scrie: 

( )2 2 2 44

2

R rp r Rr

rp p

++ +
   2 212 3p Rr r +  , adevărată din inegalitatea lui 

Gerretsen 2 216 5p Rr r − , (G) și inegalitatea lui Euler 2R r , (E).  

Rămâne să arătăm că: 
2 216 5 12 3Rr r Rr r−  +  2R r . 

50) In ABC : 

cos cos
1 4 2 2

sin 3
cos

2

B C

AA
  . 

Soluție. 

Folosim Lema și
( )

22cos cos 42 2
4

cos
2

B C
p R r

A Rp

+ +
= . Inegalitatea se scrie: 

( )
222 2 44 4

2 3 4

p R rp r Rr

rp Rp

+ ++ +
    ( ) ( )

22 2 23 4 2 4R p r Rr r p R r + +  + +
 

  
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 ( ) ( )( )2 3 2 4 5 2p R r r R r R r−  + +  , care rezultă din inegalitatea lui Gerretsen 

2 216 5p Rr r − , (G) și inegalitatea lui Euler 2R r , (E).  

Rămâne să arătăm că: 

 ( )( ) ( )( )216 5 3 2 4 5 2Rr r R r r R r R r− −  + + 
2 27 15 2 0R Rr r− +     

 ( )( )2 7 0R r R r− −  . 

51) In ABC : 
cos cos

1 4 3 2 2
sin 9

sin
2

B C

AA
  . 

Soluție. 

Folosim Lema și
2 2cos cos

42 2
4

sin
2

B C
p r Rr

A Rr

+ +
= . Inegalitatea se scrie: 

2 2 2 24 4 3 4

2 9 4

p r Rr p r Rr

rp Rr

+ + + +
    9 2 3R p  , adevărată din inegalitatea lui 

Doucet 4 3R r p+  , (D). Este suficient să arătăm că: ( )9 2 4R R r  +  2R r ,( E). 

52) In ABC : 
sin sin

1 2 24
sin

cos
2

B C

AA
  . 

Marin Chirciu,Pitești 

Soluție. 

Folosim Lema și
2 2sin sin

42 2
4

cos
2

B C
p r Rr

A Rp

+ +
= . Inegalitatea se scrie: 

2 2 2 24 4
4

2 4

p r Rr p r Rr

rp Rp

+ + + +
   2R r , ( inegalitatea lui Euler), (E).  

1 Mai 2018 

Remarcă. 

La fiecare din inegalitățile de mai sus, egalitatea are loc dacă și numai dacă triunghiul este 

echilateral. 
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Bibliografie: 

1. ***, Mathematics and Youth Magazine Problems, March 2016, Issue 465 . 

2. O.Bottema, R.Z.Djordjevic, R.R.Janic, D.S.Mitrinovic, P.M.Vasic, 

Geometric Inequalities, Groningen 1969, The Netherlands. 

3. Marin Chirciu, Inegalități geometrice, de la inițiere la performanță, Editura Paralela 

45, Pitești, 2015. 

4. Marin Chirciu, Inegalități trigonometrice, de la inițiere la performanță, Editura 

Paralela 45, Pitești, 2016. 

5. Marin Chirciu, Inegalități cu laturi și raze în triunghi, de la inițiere la performanță, 

Editura Paralela 45, Pitești, 2017. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

http://www.mateinfo.ro/


REVISTA ELECTRONICĂ 

MATEINFO. RO 

ISSN 2065-6432  

 MARTIE 2019 
WWW.MATEINFO.RO  

 

 
26 

2. CONSTRUCŢII CU RIGLA ŞI COMPASUL:  

GĂSIREA G-ului POLIGOANELOR 

 

Studiu de specialitate  
 

Prof. Stan Ilie2 

 

 

Identificarea centrului de greutate este o problemă practică, veche şi interesantă. Ea poate fi 

abordată în mai multe moduri. 

Autorul şi-a propus aici analiza problemei în condiţiile restrictive ale şcolii greceşti, folosind 

doar rigla şi compasul. 

 

Vom folosi şi invoca: 

M(AB) – determinarea Mijlocului segmentului AB 

 

G-ul unui triunghi 
 

Este foarte cunoscut faptul că punctul aflat la intersecţia medianelor unui triunghi se notează cu 

G şi este numit centrul de greutate. El este punctul pentru care o placă triunghiulară se află în 

echilibru(instabil dar în echilibru!). 

Aşadar pentru ∆ABC succesiunea construcţiei este: 

                                                 
2 stan_ilie@yahoo.com 
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 M=M(BC) N=M(AC) 

 

 
P=M(AB) AM, BN, CP G=AM ∩ BN ∩ CP 

 

 

Putem face problema şi mai interesantă, punând câteva restricţii asupra intangibilităţii laturilor: 

(latură intangibilă = latură ce nu poate fi folosită - cu excepţia extremităţilor). 

 

• o latură intangibilă 

 
 M=M(BC), N=M(AC)  AM, BN, G=AM ∩ BN 
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• două laturi intangibile 

 
 M=M(BC), AM D=M(BM), E=M(MC), 

F=M(AM) 

 

 
AD, BF, G1=AD ∩ BF AE, CF, G2=AE ∩ CF G1G2, G=AM ∩ G1G2 

sau 

G=M(G1G2) 

 

• trei laturi intangibile 

 
 P oarecare, AP, BP, CP M1=M(AP), M2=M(BP), 

M3=M(CP) 
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M1M2,  M2M3, M3M1  

şi respectiv 

construirea ∆M1M2M3 în exterior 

Construirea ∆A’B’C’≡∆ABC 

şi 

găsirea lui G’ 

 

 
G’B’, G’C’ 

 

C (B, B’G’) ∩ C (C, C’G’)=G 

 

sau cu construcţie strict interioară triunghiului ABC: 

 

 

 

 
Primii paşi de la construcţia 

anterioară 

G”=G(∆M1M2M3) C (B, B1B2) ∩ C (C, C1C2)=G 
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B1B2=2M2G”, 

C1C2=2M3G” 

 

 

Notă: O postare pe un site de socializare a dat startul redactării acestei probleme: 

Vezi măi băiete şugubete, Că te aşteaptă nişte fête, Să îţi dea temă, de la Sf.V până la DraGobete: 

“Cu un compas şi cu un echer(că tot eşti tu pişicher), Trebuie ca să ne găseşti (vezi să nu 

dezamăgeşti!):    ...G. Iar de eşti destul de jmeker(şi în ℝ nu doar în eter), 

Cercetează nu doar la...▼ ci şi la patrulater!” Mister… 
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G-ul unui patrulater 
 

Poate fi o interesantă provocare această problemă. Mai ales dacă nu am abordat-o vreodată sau 

dacă nu ne amintim(cum a fost cazul meu). 

 
  Unde? Undeva...pe segment 

 
 Unde? Undeva...pe segment rtrthgrtrt 

 
                          Unde?        Undeva ∩ Undeva 

(Dacă se află pe fiecare segment  se află la intersecţia segmentelor, nu?) 

 

Interesant! Interesant este şi dacă abordăm şi altfel: 

 
        Unde? Undeva... 
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...dar aceasta este o altă problemă ce merită tratată separat! 

 

În tot acest material, diagonalele sunt cele ce fac împarţirea în două suprafeţe. Pe cât este posibil! 

Am studiat doar cazul unui patrulater convex. Dar pentru un patrulater concav?  

Care va fi construcţia, oare? Nu întoarceţi, încă, pagina...
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G-ul unui patrulater concav 
 

 
  Unde? Undeva...pe segment 

 

 
  Unde? Undeva...pe segment 

 

În acest moment, putem găsi deja centrul de greutate(prin intersecţia celor două segmente). 

 

Dar dacă folosim şi cealaltă descompunere “naturală” din infinitatea de descompuneri “reale” 

 

 
  Unde? Undeva...pe segment 

 

 
Undeva...pe segment Undeva...pe segment Undeva...pe segment Undeva∩Undeva∩Undeva 
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Oare în ce condiţii G-ul îi este exterior patrulaterului? Iată o nouă problemă de studiu: 

“Dat fiind ∆A1A2A3, care este locul geometric al lui A4 astfel încât G-ul este exterior 

patrulaterului  A1A2A3A4 ?” 
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G-ul unui pentagon 

 
Se împarte pentagonul în două poligoane(un triunghi şi un patrulater). 

 
Se aleg două din cele 2 – 5 posibilităţi(numărul maxim este pentru pentagoane convexe) şi 

...”se reduce problema la o problemă cunoscută!”. 

 

Pare interesant de studiat şi ce este cu cele 4, 6, 8 sau 10 puncte G! 

Probabil că merită un material separat!! 

 

G-ul unui hexagon 

 
Se împarte hexagonul în două poligoane(un triunghi şi un pentagon sau în două patrulatere). 

 
Se aleg două din cele 4 – 9 posibilităţi(numărul maxim este pentru hexagoane convexe) şi... 

se intersectează cele două segmente. 

 

Cele 18 puncte G(9x2) determină 3 hexagoane tocmai bune de analizat(neapărat!) în “materialul 

separat”! 

 

G-ul unui poligon 
 

Un n-poligon poate fi divizat în două poligoane cu n1 respectiv n2 vârfuri, între care există relaţia 

n1+n2=n+2. Cam seamănă cu relaţia lui Euler, nu? Cea cu M, V, F... 

Se aleg două astfel de configuraţii(dintre cele maxim n(n-3)/2 posibilităţi!) şi se face intersecţia 

segmentelor G-urilor. 

În lipsa timpului sau a pasiunii pentru astfel de construcţii cu rigla şi compasul, putem desigur 

folosi pentru determinarea centrului de greutate o formulă de tipul: 

xG= , yG=  

Nesperat, am găsit, deja, şi titlul materialului separat: 

G-ul Poligoanelor vs Poligoanele G-urilor! 
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3. STUDIUL CONVERGENŢEI UNOR ŞIRURI DEFINITE 

PRINTR-O RELAŢIE DE RECURENŢĂ 

 
Prof. Adela Terezia Pop, Colegiul Tehnic „Aurel Vlaicu”, Baia Mare 

 

1. Fie 
*

+Rp  fixat şi şirul ( )
1nnx , unde )1,0(1x  şi *,

1

1

1 N
+

+
=

+

+ n
p

pxx
x n

p

n
n . 

      Să se calculeze *,lim Nm
x

x

mn

n

n


+
→

. 

Rezolvare  

Demonstrăm prin metoda inducţiei matematice că )1,0(nx , *Nn . 

)1,0(:)( nxnP , *Nn  

I) )1,0(:)1( 1 xP  propoziţie adevărată conform ipotezei. 

II) *),1()( NkkPkP +→  

Presupunem )1,0(:)( kxkP  propoziţie adevărată şi demonstrăm că 

)1,0(:)1( 1 + +kxkP este propoziţie adevărată. 

)1,0(

)1,0(
1

),0(p si )1,0()1,0(

1
11

1

1

1
















+

+


+

+
=

++

+

+

+

k

k

p

k

k

p

kk

k

p

k
k

x

p

pxx
pxxx

p

pxx
x

 

Din (1)       *,),1,0(adevarata propozitie )(
*),1()(

adevarata propozitie  )1(
NnxnP

NkkPkP

P
n 





+→
  

 

( )


+

−
=−+ *,0

1

1
1 Nn

p

xx
xx

p

nn
nn ( )

1nnx  strict descrescător. (2) 

Din relaţiile (1) şi (2)  ( )
1

.




nn

sWeierstrasT

x  este convergent şi  )1,0lim =
→

lxn
n

 

Trecând la limită în relaţia din enunţ obţinem ( )
 )

001
1

1,01

==−
+

+
=

+

lll
p

pll
l

l
p

p

 

p

p

x

x

p

p

p

px

x

x

p

px

x

x

n

n

n

p

n

n
n

n

n

p

n

n

n 1
lim

11
limlim

1 1

11 +
=

+
=

+

+
=

+

+
=

+
→→

+

→

+  

m

mn

mn

n

n

n

n

n
mn

n

n p

p

x

x

x

x

x

x

x

x







 +
=










=

+

−+

+

+

+
→

+
→

1
..limlim 1

2

1

1

  
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2. Se consideră numerele ),0(,, rqp  şi şirul ( )
1nna care verifică relaţia 

( )( ) ( )( ) *,1 N++++=−+ + nqpnpqpnrpaaaqpn nnn , ( ) )1(1 ++= rqpa . Să se 

calculeze 
n

n

n prn

a









→ 2
lim . 

 

 

Rezolvare 

Relaţia din ipoteză devine ( ) ( ) ( )( ) *,1 N+++=++−++ nqpnqppnrpqpnaqpna nn  

  

 *,

*,b 

*,

1

n

1

N

N

N

=−














+

=

=
+

−
++

+

+

nrbb

n
qpn

a
Fie

nr
qpn

a

pqpn

a

nn

n

nn

  ( )
1nnb  progresie aritmetică. 

*,1)1(1)1()1( 1
1 Nnrnrnrrn

qp

a
rnbbn +=−++=−+

+
=−+=  

( )( ) *,1an Nnrnqpn ++=  

( )( )

.
)(

1lim

)(
1lim

1
limlim

)(

)(

2

222

2

pr

qrp
prn

qnqrp

qnqrp

prn

n

n

n

n

n

n

n

n

e
prn

qnqrp

prn

qnqrp

prn

rnqpn

prn

a

+

++

++

→

→→→

=
























 ++
+=

=






 ++
+=







 ++
=









 

 

3. Fie *

+Rp  fixat şi şirul ( )
1nnx , unde )1,0(1 + px  şi *,11 N++=+ nppxx nn . 

      Să se studieze dacă şirul ( )
1nnx  este convergent şi în caz afirmativ să se 

calculeze limita sa. 

Rezolvare. 

Demonstrăm prin metoda inducţiei matematice că )1,0( + pxn , *Nn . 

)1,0(:)( + pxnP n , *Nn  

I) )1,0(:)1( 1 + pxP  propoziţie adevărată conform ipotezei. 
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II) *),1()( NkkPkP +→  

Presupunem )1,0(:)( + pxkP k  propoziţie adevărată şi demonstrăm că 

)1,0(:)1( 1 ++ + pxkP k este propoziţie adevărată. 

 

)1,0(

110)1(1p1p )1(0

)1,0(  

      *,,1

1

2

1

+








++++++++

+

++=

+

+

px

pppxppxpppx

px

nppxx

k

kkk

k

kk N

 

Din (1)       *,),1,0(adevarata propozitie )(
*),1()(

A""  )1(
NnpxnP

NkkPkP

P
n +





+→
 

Din ipoteză avem: ( ) ++−+=−++= ++ *,0)1(11 22

11 Nnpxxxxppxx nnnnnn  

 +



+ *,*, 1

0
22

1 NnxxNnxx nn

x

nn

n

 şirul ( )
1nnx  este strict crescător (2) . 

Din relaţiile (1) şi (2)  ( )
1

.




nn

sWeierstrasT

x  este convergent şi ( 1,0lim +=
→

plxn
n

 

Trecând la limită în relaţia din enunţ obţinem: 

( ) 1plsau       convine  1011 2 +=−==−−−++= nulppllppll  

Prin urmare ( 1,01lim ++=
→

ppxn
n
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4.THREE SOLUTIONS OF A BEAUTIFUL PROBLEMS 

Alexandru Tupan și Daniel Văcaru 

 

OC161. The altitude BH dropped onto the hypothenuse AC of a right triangle ABC 

intersects the angle bisectors AD and CE at Q respectively P. Prove that the line 

passing through the midpoints of segments [QD] and [PE] is parallel to the line 

AC. 

[CRUX Mathematicorum] 

 

Solution I (proposed by Alexandru – Andrei Cioc, Pitesti, Romania) 

 
 

Let note and . It follows that . 

In ΔBEC, one has Consider ΔPHC. We obtain . 

But the angles (angles opposite at top) and share the same measure, 

. Therefore triangle ΔBEP is isosceles. But [BM] is median in ΔBEP. One 

obtain In triangle BAD, In triangle QAH, one obtain 

(again, and are opposite to the top. It follows 

that ΔBQD is isosceles, and But and 

and this is followed by . 

Let Then (BI is the bissector of , and . 

One obtain ; it follows that BMIN is inscriptible, and 

. In triangle BEI, one has 

; one find 

; but ; that means  and 

 are  internal alternate angles for lines MN and AC with secant AN. One obtain 

as desired. 
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II) (Alexandru Tupan)  

 

Drop a perpendicular ACDW ⊥ . Use the formula  

( )
2

,
DWQH

ACMdist
+

= . 

The idea is to evaluate the two segments in the numerator and compare with the 

other side. Let .
AB

AC
k =  Since AD is a bisector, we have 

.
11

BH
k

k
DW

k

k

CB

CD


+
=

+
=  

Similarly, AQ is a bisector and .
1

1

1

1
BH

k
QH

kBH

QH


+
=

+
=  

Adding the two formulas above we see that ,BHQHDW =+ so ( ) .
2

,
BH

ACMdist =  

The conclusion follows easily.  

 

 

III (Daniel Văcaru). 

 The third solution is based on the following picture: 
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Let M the midpoint of [QD]. One note . It is clear that 

. It follows that . But 

(1)and 

(2). Adding (1) and (2), one 

obtain 

 
It is clear that . One obtain 

. Again, by bissector theorem, one has 

. Eventually, one find 

 
With a similar argument, if one note N the midpoint of [PE], then one obtain 

  

Then one has 

. 

Then is collinear with , and the desired parralelism followed this. 

I comment the third solution. It is ugly, I recognize, but this solution emphasize 

vectors and trigonometry. This is the benefit of it. It is a solution of an teacher, and 

this explains all. 
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5. LOCURI GEOMETRICE 
 

 

Prof. Alexandru Elena-Marcela 

Școala Gimnazială „Ion Irimescu” Fălticeni 
 

 1. Se numește loc geometric mulțimea punctelor care se bucură de o aceeași proprietate. 

(definiție din geometria elementară) 

 În plan această mulțime de puncte poate alcătui una sau mai multe curbe. De exemplu 

toate punctele din plan egal depărtate de un punct fix se găsesc pe un cerc, prin urmare- cercul- 

este format dintr-o singură curbă, în timp ce punctele egal depărtate de o dreaptă sunt situate pe 

două drepte paralele cu o dreaptă dată, de o parte și de alta a ei, deci locul geometric este alcătuit 

din două drepte. 

 Se poate concepe locul geometric și într-un alt mod, bazat pe mișcare, deci cinematic. Fie 

un punct M mobil, care păstrează în tot timpul mișcării proprietatea dată și generează astfel locul 

geometric. În acest fel punctul M coincide pe rând cu punctele locului geometric definit mai 

înainte static, ca mulțime de puncte. Definiția cinematică: se numește loc geometric figura plană 

descrisă de un punct mobil M, care satisface o anumită condiție (proprietate) dată. Această 

figură plană poate fi alcătuită din una sau mai multe curbe sau chiar de o porțiune din plan. 

 Clasificare, după condiția la care este supus punctul variabil: 

 a) locuri geometrice rezultate din mișcarea unui punct care păstrează neschimbată o 

relație geometrică; 

 b) locuri geometrice descrise prin schimbarea poziției punctului de intersecție a două 

curbe variabile. În acest caz proprietatea care se păstrează este că punctul variabil se găsește 

mereu la întretăierea celor două curbe. 

 2. Locuri geometrice rezultate din relații geometrice. A găsi locul geometric al punctului 

( , )M x y  înseamnă a găsi relația de legătură între coordonatele x și y, adică ecuația locului. În 

cazul când ( , )M x y  satisface o anumită relație geometrică este suficient să se transforme relația 

dată într-o relație analitică. Rezultă regula simplă: locul geometric al unui punct care satisface o 

relație geometrică se găsește transformând relația geometrică în relație analitică. 

Exemple: 

1) Se cere locul geometric al punctelor egal depărtate de dreptele paralele 0Ax By C+ + =  și 

' 0Ax By C+ + = . 

Rezolvare: 

Fie 0 0( , )M x y  punctul care are distanțe egale față de cele două drepte, adică 

 0 0 0 0

2 2 2 2

'Ax By C Ax By C

A B A B

+ + + +
=

 +  +
 (1) 

 Semnele din fața radicalilor se pot combina în patru feluri care conduc la următoarele 

două ecuații: 

 0 0 0 0( ')Ax By C Ax By C+ + =  + + . 

 Dacă se ia semnul (+) înaintea parantezei se ajunge la o imposibilitate (deoarece 'C C ); 

dacă se ia semnul ( - ) se găsește: 
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 0 0

'
0

2

C C
Ax By

+
+ + = . 

 Deoarece 0x , 0y  sunt coordonate curente se poate șterge indicele și ecuația locului este 

dreapta: 
'

0
2

C C
Ax By

+
+ + =   (2) 

echidistantă față de dreptele date, deoarece ordonata la origine este media aritmetică a 

ordonatelor la origine a dreptelor date. 

 

2) Să se găsească locul geometric al punctelor care au suma distanțelor față de două drepte 

perpendiculare, constantă și egală cu a. 

Rezolvare: 

 Problema poate fi studiată sub două aspecte după cum distanțele sunt socotite cu semn 

sau în valoare absolută. În orice caz, axele de coordonate vor fi chiar cele două drepte și atunci 

este foarte clar că distanțele unui punct M  la cele două drepte sunt chiar coordonatele punctului. 

Relația geometrică dată de enunț este: 1 2MM MM a+ = . 

 Cazul I: Dacă distanțele sunt socotite cu semn atunci acestea sunt coordonatele punctului 

M, cu semnele respective în cele patru cadrane. Relația geometrică transformată analitic este deci 

x+y=a (3) și reprezintă dreapta AB în întregime din figura de mai jos, deci și partea punctată. 

Dacă M iese din cadranul I atunci din punctul de vedere al geometriei fără semne diferența 

distanțelor este constantă și nu suma. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Cazul II: Dacă relația geometrică se referă la distanțele absolute atunci relația analitică 

este: x y a+ =  (4) și reprezintă pătratul ABCD, deoarece dacă M aparține locului atunci 

simetricele față de OX, OY și origine aparțin de asemenea locului.  

 Din punct de vedere al geometriei elementare problema se încadrează în al doilea caz. 

 După ce s-a obținut ecuația rămâne de cercetat dacă natura problemei permite ca toate 

punctele care verifică ecuația să aparțină locului sau numai o parte. Este chestiunea locului 

geometric limitat. 

3) Fiind date trei puncte A, B, C să se găsească locul geometric al punctelor care satisfac relația: 
2 2 22MB MC MA+ =  . 

Rezolvare: 
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 Se alege dreapta BC ca axă OX și mediatoarea segmentului BC ca axă OY. Coordonatele 

punctelor sunt 1 1( , )A x y , ( ,0)B a , ( ,0)C a−  și ( , )M x y  care este punctul curent al locului. 

Relația geometrică transpusă analitic este:  

 
2 2 2 2 2 2

1 1( ) ( ) 2( ) ( )x a y x a y x x y y− + + + + = − + −  sau, dpă dezvoltarea și reducerea 

termenilor asemenea: 
2 2 2

1 1 1 12 2x x y y x y a+ = + − . (5) 

 Aceasta este ecuația locului geometric și reprezintă o perpendiculară pe mediana OA a 

triunghiului ABC, deoarece coeficientul său unghiular este 1

1

x

y
− . 

Discuție: 

a) Problema, prin enunțul ei, nu duce la nicio limitare a locului geometric, deci locul geometric 

este toată dreapta. 

b) Cazuri particulare. 

 

 1) Dacă OA a= , adică mediana triunghiului ABC este jumătatea laturii BC atunci 
2 2 2

1 1x y a+ =  și ecuația locului se reduce la 1 1 0x x y y+ = , adică perpendiculara pe OA care trece 

prin origine. 

 2) Dacă triunghiul ABC este isoscel atunci A OY și 1 0x = . Ecuația locului devine 

2 2

1

12

y a
y

y

+
= , o paralelă la OX. 

 3) Dacă A, B, C  sunt coliniare atunci A OX  și 1 0y = . Ecuația (5) se reduce la 

2 2

12

x a
x

x

−
= , deci o perpendiculară pe dreapta BC. 

 3. Locuri geometrice rezultate din intersecții. În cazul locurilor rezultate din intersecții de 

curbe punctul M se află la intersecția a două curbe variabile, a căror poziție depinde de un 

parametru  . Prin urmare ecuația fiecărei curbe conține variabilele x, y și un același parametru 

  care schimbă poziția fiecărei curbe, dar nu modifică gradul ecuației sale. Cele două curbe se 

pot scrie, în general, sub forma: ( , ; ) 0f x y  =  și ( , ; ) 0g x y  =  (6). 

 Ecuațiile (6) formează un sistem care se rezolvă în raport cu x și y; acestea vor fi funcții 

de  : ( )x  = , ( )y  = . (7) 

 În baza relațiilor (7) la fiecare valoare a lui   corespunde o pereche de valori ( , )x y , deci 

un punct în plan. Când   variază continuu, punctul ( , )M x y  își schimbă și el continuu poziția și 

descrie curba – loc geometric. Pentru acest motiv se zice că (7) reprezintă ecuațiile parametrice 

ale locului geometric. Legătura între x și y este făcută indirect prin parametrul  . 

 Ecuația carteziană a locului reprezintă legătura directă între x și y. Aceasta se face 

eliminând pe   între cele două ecuații (7), deci scoțând pe   dintr-una din ele și introducându-l 

în cealaltă. În acest fel se obține o relație de forma ( , ) 0F x y =  (7’) care este ecuația locului 

geometric căutat.  

 Pentru a găsi locul geometric rezultat din intersecția a două curbe variabile, care depind 

de un același parametru, se elimină parametrul între ecuațiile celor două curbe. 
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 În cazul când curbele conțin mai mulți parametri (de exemplu doi parametri) atunci când 

se elimină unul din parametri se elimină de la sine și al doilea. 

Exemplu: Pe laturile unui unghi drept xOy  se iau punctele A pe Ox și B pe Oy , apoi punctele 

variabile M pe Ox , N pe Oy  care satisface relația: 2
OM ON

OA OB
+ = . Să se găsească locul 

geometric al punctului  J AN BM= . 

Rezolvare: 

 În problema dată axele sunt laturile unghiului drept. Coordonatele punctelor le notăm: 

( ,0)A a , (0, )B b , ( ,0)M  , (0, )N  . 

 Dreptele din enunț se scriu prin tăieturi: 

 (AN) 1 0
x y

a 
+ − = ;   (BM) 1 0

x y

a b
+ − =  

 în care se adaugă relația de legătură 2
a b

 
+ = . 

 Din primele două ecuații rezultă 
ay

a x
 =

−
; 

bx

b y
 =

−
. Acestea înlocuite în relația de 

legătură și după efectuarea calculelor conduc la   

 2 2 2 2 2 22 3 ( ) 2 0b x abxy a y ab bx ay a b+ + − + + = . 

 S-a obținut o ecuație de gradul al II-lea. Atunci când N=B, deci b = , din relația de 

legătură se obține a = , adică M=A. În acest caz dreptele AN și BM coincid și toate punctele 

dreptei AB sunt puncte comune deci AM trebuie să apară ca loc geometric rezultat din 

nedeterminare. În consecință ecuația de gradul al II-lea trebuie să se descompună. 

 Ecuația poate fi scrisă 2 2 2( ) 3 ( ) 2 0bx ay ab bx ay a b+ − + + =  care rezolvată în raport cu 

( )bx ay+   duce la 1 0
2 2

x y

a b
+ − = , 1 0

x y

a b
+ − = . Prima dreaptă este veritabilul loc geometric și 

se construiește imediat având tăieturile 2a, 2b ; este deci paralelă cu AB. A doua dreaptă este AB, 

care trebuia să apară ca loc rezultat din nedeterminarea punctului de intersecție. 

Observație: La același rezultat se ajunge mai simplu dacă se scrie ecuația locului geometric sub 

forma 1 1 0
bx ay

ab ay ab bx
− + − =

− −
. Apare imediat factorul ( )bx ay ab+ − , după care se elimină 

numitorul. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Bibliografie: Geometrie analitică, Manual pentru anul III liceu, secția reală și licee de 

specialitate de Gh.D.Simionescu, EDP –Buc. 1973 
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6.STUDIU PRIVIND MOTIVAȚIA ÎNVĂȚĂRII MATEMATICII 

 

Prof. Aurora Olivia Mironescu 

Colegiul de Industrie Alimentară ”Elena Doamna, Galați 

 
 

De ce învăţăm în general, de ce învăţăm la matematică, în particular?  

Unul din principiile didacticii, prezentate în [1], este principiul motivaţiei optime a 

învăţării. 

 În ultima vreme a scăzut interesul pentru şcoală, pentru învăţătură, cultură şi nu numai. 

Mulţi specialişti, psihologi, profesori, jurnalişti, oameni obişnuiţi se întreabă „De ce? Cine este 

vinovat pentru această situaţie?” 

 Fiind profesor de matematică, în activitatea de la catedră m-am confruntat de ceva timp 

cu această problemă, care, în ultima vreme, a luat proporţii îngrijorătoare. Elevii nu mai prezintă 

interes pentru activitatea de învăţare, studiu, lectură sau rezolvarea de probleme.”De ce trebuie 

să învăţ acest lucru? La ce îmi trebuie? Este prea mult şi prea greu.”  Aceste lucruri s-au spus 

dintotdeauna, dar în felul şi la dimensiunile de acum, nu.  

Consider că fără motivaţie nu ar exista progres în nici un domeniu. Prin urmare, ce 

trebuie să fac pentru a trezi interesul elevilor? Când anume se produce ruptura dintre ei şi 

matematica şcolară? De ce? Care este cauza acestei situaţii? Sunt întrebări cu răspunsuri dificile 

sau aproape imposibile.  

 

CĂI  DE OPTIMIZARE A MOTIVAŢIEI ELEVILOR 

 

 O metodă pentru atragerea elevilor spre studiul matematicii o constituie rezolvarea de 

probleme. Uneori nu este suficient doar atât. Frumuseţea soluţiei unei probleme o poate sesiza un 

elev care este deja atras de această disciplină.  

Ce facem cu cei care sunt „împotriva” matematicii?  

Este foarte importantă educaţia matematică la vârste fragede (ciclul primar): 

• să fie învăţat cum se rezolvă o problemă; 
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• să nu fie supraîncărcat prin obligativitatea realizării unor teme pentru acasă foarte mari şi 

grele; 

• să rezolve probleme jucându-se. 

Pentru elevii mai mari, care şi-au format deja o aversitate pentru matematică, se pot 

aplica şi alte metode, care au avantajele, dar şi dezavantajele lor. 

 

Utilizarea mijloacelor informatice în predarea matematicii 

• Lecţiile AEL. 

Acestea sunt atractive; cu ajutorul lor se pot realiza toate momentele unei lecţii ( captarea 

 atenţiei, predarea noilor cunoştinţe, fixarea şi evaluarea acestora). Se antrenează toată clasa, 

elevii nu au timp să se plictisească; fiecare lucrează la calculatorul său. 

Există şi dezavantaje: sunt mari consumatoare de timp; nu se pot aplica la toate temele 

din programă; succesul lecţiei depinde mult de mijloacele tehnice. 

• Alte pachete de programe (MATLAB, Matematica 4.0) 

Sunt programe cu ajutorul cărora se pot rezolva algoritmic unele probleme de 

matematică. De exemplu se introduce funcţia şi, cu comandă specială, se poate determina 

graficul funcţiei respective. Sunt utile astfel de exerciţii; elevul poate identifica din grafic 

proprietăţile funcţiei respective (monotonie, convexitate, asimptote, etc). Elevii sunt interesaţi  

şi-i atrage mai mult să vadă desenul gata realizat. 

 Sunt şi dezavantaje: 

• programul costă destul de mult; se poate utiliza varianta demo, dar acest lucru este 

 provizoriu; 

• elevii trebuie să fie familiarizaţi cu comenzile specifice. 

 

• Alte ”instrumente” de atragere a elevilor spre studiul matematicii 

1. MindMeister- MindMeister este un software ușor de utilizat în activitatea de predare-

învățare. Se pot realiza scheme de recapitulare în timp real, împreună cu elevii, în special 

la lecții de recapitulare (cel puțin la matematică). Eu l-am folosit la lecția de fixare a 
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cunoștințelor ”Sisteme de ecuații liniare-  clasa a XI-a”. Dezavantaj- este contracost, dar 

se poate cumpăra la nivel de școală și atunci costă mai puțin. 

2. GoogleForms- Google Forms reprezintă un instrument gratuit de la Google, care permite 

următoarele: 

- crearea de formulare, de sondaje, de chestionare; 

- participarea altor persoane la completarea formularelor on-line; 

-permite colectarea tuturor răspunsurilor într-o foaie de calcul; 

- prezentarea rezultatelor prin grafice  

Deci, culegerea de date prin Google Forms se referă la adunarea unor informaţii de orice 

fel şi aşezarea lor într-o foaie de calcul creând astfel o pagină în Forms, de unde activitatea 

principală începe. Google Forms este folosit pentru că permite lucrarea cu alţi colaboratori şi 

distribuirea documentului, iar în final evaluarea lucrării prin grafice.  Accesul la Google Forms 

se face prin intermediul Google Drive şi poate fi accesat de un cont google personal sau prin 

Google Apps for Education account. 

În cazul nostru, se pot realiza teste, elevii rezolvă, apoi îl trimit înapoi, pentru a-l corecta 

profesorul. Quizizz- joc distractiv, dar și educativ. Se poate folosi la clasă, pentru fixarea 

cunoștințelor, dar și captarea atenției. Este nevoie de conectare la Internet, tablete sau doar 

telefoane. Profesorul poate folosi testele deja existente sau poate creea el propriile chestionare. 

Elevii, de toate vârstele, sunt încântați și participă cu drag la aceste jocuri.  

 

Rezolvarea de probleme amuzante sau cu aplicaţii practice 

 

Unii profesori poate nu sunt de acord cu acest tip de probleme. Totuşi, acestea dezvoltă  

aptitudini asemănătoare cu cele din matematica şcolară: atenţia, în special atenţia la detalii, 

realizarea de conexiuni. În acelaşi timp, nu fac apel numai la memorie, ca în cazul unor teme din 

manualele şcolare. 

Pentru rezolvarea acestor probleme se pot acorda recompense (puncte în plus la evaluarea 

tradiţională, chiar note). Facem compromisuri? Eu cred că nu. Cel care are nouă la test şi rezolvă 

problemele, sigur merită 10; iar cel care a obţinut 3, sigur poate lua mai mult de 4. În acest mod 

există posibilitatea de a se schimba atitudinea de respingere a matematicii de către elev; ceea ce 
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nu este puţin lucru. Acesta se va simţi foarte bine, nu numai datorită punctelor în plus, dar va 

avea şi un confort psihologic. Creşte atenţia la orele de matematică, se îmbunătăţeşte frecvenţa, 

există competiţie între colegi. 

 

 Exemple: 

 1.Avem şapte saci , fiecare cu acelaşi număr de mere. În prima zi se scoate un măr dintr-

un sac, în a doua zi se scoate câte un măr din doi saci, şi aşa mai departe, pâna în ziua a şaptea 

când se scoate câte un măr din fiecare sac. În acest mod toţi sacii sunt goliţi. 

a) Câte mere sunt în fiecare sac? 

b) Indicaţi un mod de efectuare a acestor operaţii succesive care să răspundă cerinţelor 

problemei.  

Concurs Naţional de Matematică Aplicată „ ADOLF HAIMOVICI”-et.judeţeană-2008 

 

2.O sală de spectacol are locurile dispuse pe rânduri şi pe fiecare rând, începând cu al 

doilea, se află cu câte două locuri mai multe decât pe rândul precedent. Ştiind că pe primul rând 

sunt 38 de locuri şi în total sala are 2010 locuri, aflaţi pe câte rânduri sunt dispuse locurile în acea 

sala. 

Concurs Naţional de Matematică Aplicată „ ADOLF HAIMOVICI”-et.judeţeană-2011 

 

3.Într-o populaţie de şoricei 25% sunt albi, iar restul sunt negri. Printre cei albi, 50% sunt cu 

ochi albaştri, iar dintre cei negri, doar 20% au ochi albaştri. Daca 99 de şoricei au ochi albaştri, 

aflaţi câţi şoricei sunt în total. 

Concurs Naţional de Matematică Aplicată  „ ADOLF HAIMOVICI”-et.judeţeană-2011 

 

4.Lui Doru i-au venit în vizita colegii de clasă. Mama lui l-a întrebat câţi oaspeţi au venit. 

Doru a răspuns: “ Mai mulţi decât şase”, dar sora sa de alături a spus: ”Mai mulţi decât cinci”. 

Câţi colegi i-au venit în vizita lui Doru, dacă se ştie că un răspuns este corect şi altul nu ?  

Concurs Naţional de Matematică Aplicată „ ADOLF HAIMOVICI”-et.judeţeană-2011 
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5.Un meci de fotbal între echipele A şi B s-a încheiat cu scorul de 4 la 3 în favoarea 

echipei A. Dacă echipa B nu a condus nici un moment, precizaţi în câte moduri se poate ajunge 

la acest scor. 

Concurs Naţional de Matematică Aplicată „ADOLF HAIMOVICI”-et.naţională-2008 

 

 6.Un litru de suc conţine 80% apă. Ce procent de apă va conţine sucul dacă Ana bea 

jumătate de litru ? 

a) 30%     b) 40%    c) 100%    d)  80%     e) 10% 

 

7.Sanda minte întotdeauna luni şi marţi. Intâlnindu-se cu Alice, spune : « Ieri am minţit. 

De poimâine voi minţi două zile la rând. » În ce zi a săptămânii s-a întâlnit Alice cu Sanda ? 

a) luni  b) marţi  c)miercuri  d) joi  e) vineri 

 

8. Manualul de istorie este cu 50% mai scump decât cel de fizică. Manualul de fizică este 

mai ieftin decât cel de istorie cu : 

     a) 50%     b) 35%    c) 33,33%    d)  25%     e) 66,66%. 

 

9. În familia mea sunt, incluzând animalele de casă ( câini, pisici şi peşti), 13 guri, 28 

picioare şi 9 cozi. Câţi peşti sunt? 

          a) 5  b) 4   c) 3  d)2  e)6 

  

10. Florin are 132 bile iar Mihai numai 86. Câte bile trebuie să-i dea Florin lui Mihai 

pentru a avea un număr egal de bile? 

              a) 23  b) 32  c) 33  d)43  e)46 

11.  Diferenţa dintre cel mai mare şi cel mai mic număr de 3 cifre, având toate cifrele 

diferite, este: 

                 a) 899  b) 885  c) 800  d)876  e)864. 

Jocul-concurs „CANGURUL” 

O altă posibilitate de creştere a interesului pentru disciplina matematică este prezentarea 

unor informaţii despre viaţa şi activitatea unor matematicieni- realizările acestora, calităţile, dar 

http://www.mateinfo.ro/


REVISTA ELECTRONICĂ 

MATEINFO. RO 

ISSN 2065-6432  

 MARTIE 2019 
WWW.MATEINFO.RO  

 

 
51 

şi defectele. Acest lucru îl poate face profesorul, dar şi elevii, prin intermediul unor referate; 

condiţia este  să nu devină ceva formal: dau căutare pe internet şi aduc referatul, fără a-l citi. 

 Se pot organiza concursuri pe teme de matematică şi nu numai, între elevii aceleiaşi clase 

sau/şi clase diferite. Dificultatea unui asemenea demers constă în alegerea întrebărilor. Acestea 

nu trebuie să semene cu exerciţiile de matematică obişnuite, lucrate în clasă. Concursul nu 

trebuie să se transforme într-o lecţie de evaluare. Se pot alege întrebări care au legătura cu tema, 

dar aplicaţii şi în alte domenii; trebuie să se folosească şi experienţa proprie a copilului. De 

asemenea, răspunsurile nu trebuie să se bazeze pe reproducerea unor formule matematice, ci să 

facă apel la logică, imaginaţie, creativitate. 

 Concursurile pot fi organizate în colaborare cu alte cadre didactice, de specialitate 

diferită. 

 

FACTORI CARE INFLUENŢEAZĂ ÎNVĂŢAREA MATEMATICII 

• Mediul, anturajul 

Un elev, pentru care atât familia, cât şi prietenii se preocupă de şcoală, de studiu, va fi 

interesat de mic de toate aspectele vieţii de şcolar (lectura, realizarea temelor, îndeplinirea 

obligaţiilor, nu numai cele şcolare, asumarea unor responsabilităţi, etc.). În caz contrar, dacă 

părinţii subapreciază sau chiar desconsideră şcoala ( „la ce-ţi trebuie să înveţi?”), nu manifestă 

respect pentru profesori, şi copilul va trata cu indiferenţă şi chiar va opune rezistenţă tuturor 

problemelor legate de viaţa de elev. 

În acelaţi timp, la vârsta adolescenţei, prietenii vor fi cei care exercită o influenţă mai 

mare asupra elevului. Dacă pe toţi îi interesează învăţătura, dacă au preocupări comune, 

discuţiile vor fi purtate în jurul acestui subiect; dacă nu, vor fi utilizate apelative ca „tocilar”, 

vânător de note”, etc. 

 

• Stilul profesorului 

Un profesor prea autoritar sau, din contră, prea permisiv, nu ajută la creşterea motivaţiei  

pentru învăţătură. Aceasta este legată de simpatia sau antipatia inspirată de persoana 

profesorului. Există prejudecata prin care un bun profesor de matematică nu poate fi bun şi la 

altceva: în sport, în muzică, în pictură sau în literatură. Există multe contraexemple. Astfel, 
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personalitatea profesorului poate atrage mai mult elevii, atracţie pe care el poate s-o folosească în 

favoarea matematicii. 

 

• Ecuaţia personală a elevului 

Aceasta cuprinde personalitatea, temperamentul, voinţa, gradul de curiozitate, profilul  

psihologic, coeficientul de inteligenţă al fiecărui copil. 

 Există diferenţe între activitatea de predare-învăţare şi alte forme de comunicare de 

cunoştiinţe ( conferinţele, articolele din presă, emisiuni radio-tv etc.). La aceste activităţi, 

publicul este interesat de subiect, ceea ce nu se întâmplă întotdeauna la şcoală. Aceasta are şi un 

caracter de obligativitate. Autoritatea profesorului se bazează şi pe componenta existentă 

potenţial, punitivă; de asemenea, profesorii sunt oameni cu deficienţe. Se găsesc destule motive 

ca să explicăm de ce unora nu le place şcoala în general, matematica, în special. Calităţile 

matematicii: rigoarea, precizia, utilizarea raţionamentului deductiv, etc, se pot transforma pentru 

mulţi elevi în piedici şi aspecte dezagreabile [1]. 

 G. Polya în „Cum rezolvă o problemă?”- „Pentru ca învăţarea să fie eficientă, cel ce 

învaţă trebuie să fie interesat de materialul pe care îl are de învăţat şi să găsească plăcere 

în activitatea de învăţare. Dar pe lângă aceste motive ale învăţării, care sunt cele mai bune, 

mai există şi alte motive, dintre care unele sunt chiar de dorit (pedeapsa pentru a nu fi 

învăţat poate fi motivul cel mai puţin dorit)”. De asemenea, „Profesorul trebuie să se 

considere ca un negustor; el vrea să vândă tinerilor un pic de matematică …este de datoria 

de vânzător de cunoştinţe să-l convingeţi pe elev că matematica este interesantă, că 

problema pe care o discutaţi acum este interesantă, că această problemă la care lucrează, 

merită efortul”. 

 Înainte de a se apuca de rezolvarea unei probleme, elevii trebuie provocaţi să ghicească 

rezultatul, pentru că,exprimându-şi o părere, ei se simt angajaţi; prestigiul şi propria lor 

autoapreciere depind întrucâtva de acest rezultat şi astfel vor fi interesaţi activ în tema respectivă. 

Se pot găsi destule probleme interesante care să trezească interesul elevilor. Cum am prezentat în 

capitolele precedente, provocarea interesului elevilor se manifestă cel mai mult în învăţământul 

problematizat. Nu simpla rezolvare de probleme, ci punerea situaţiilor problemă. Situaţia 

problemă este o noţiune anterioară problemei propriu-zise. Ea reprezintă o secvenţă provenită 
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din realitate  sau din interiorul matematicii. Utilizarea situaţiilor-problemă se practică la 

începutul capitolelor tocmai pentru a spori interesul pentru noile cunoştinţe. Trebuie să se creeze 

un conflict, o stare de tensiune între cunoştinţele deja acumulate şi cele care se întrevăd a fi 

necesare în rezolvarea problemei care ia naştere din situaţia-problemă. Exemplul cel mai utilizat, 

prezent în manualele de matematică, este cel al noţiunii de derivată. 

 Predarea matematicii nu poate miza doar pe aceste probleme atractive. Specificarea 

explicită a scopului unei lecţii poate avea un efect mobilizator fie că este vorba de interese pur 

matematice („vom învăţa să calculăm primitivele unei funcţii pentru ca să calculăm, de exemplu, 

aria unei suprafeţe plane”), sau mai general şcolare precum recapitularea pentru teză, 

atenţionarea asupra unei ore deschise la care clasa vrea „să iasă bine”. 

 Nu putem exclude nici motivaţiile legate de competiţia şcolară care există în interiorul 

unei clase sau şcoli, începând cu mult hulita „învăţare pentru notă” (oare adultul nu munceşte 

pentru salariu?), ambiţia de a-şi corecta o notă, de a fi primul, de a beneficia de alte forme de 

recompense materiale (burse, tabere) sau morale (laude, evidenţieri) 

 „Învăţarea de dragul învăţării” (adică învăţarea cuprinde în sine propria răsplată) rămâne 

un deziderat ideal spre care trebuie să tindă eforturile de motivare desfăşurate de elev, dirijate de 

profesor. Printre elevii foarte buni, care participă şi la alte activităţi, se găsesc destui care acceptă 

acest punct de vedere [1]. 

 Cel mai important, mi se pare să cunoaştem părerile celor implicaţi direct în procesul 

învăţării matematicii: elevi şi profesori. În continuare, voi prezenta rezultatele unui sondaj 

realizat printre elevi de vârste diferite din clasa a VII-a până în clasa a XII-a: 
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CHESTIONAR 
Motivaţia învăţării-Elevi 

 

1. Înveţi la matematica? 

a) Da 

b) Nu 

 2. ( dacă ai răspuns Da la întrebarea precedentă) De ce înveţi la matematică?  

  a) Pentru că „aşa trebuie”; 

  b) Pentru că vor părinţii; 

  c) Pentru că îmi place; 

  d) Pentru că acest lucru mă va ajuta în viitor. 

                        e) Alte motive: ........... Detaliati. 

          3. (Dacă ai răspuns NU la întrebarea 1) De ce nu înveţi la matematică? 

  a) Pentru că nu înţeleg; 

  b) Pentru că nu îmi place; 

  c) Mi se pare prea greu; 

  d) Pentru că nu mă interesează. 

                        e) Alte motive: ............ Detaliati 

4. Care din următoarele aspecte îţi influenţează rezultatele la disciplina matematică? 

  a) stilul de predare al învăţătorului/ profesorului; 

  b) modul de desfăşurare a orelor de matematică; 

  c) relaţia elev-elev( nivelul clasei, competiţia dintre elevi); 

  d) ajutorul primit de la alte persoane(părinţi, profesori, etc). 

                        e) Alte motive: ............ Detaliati 

5. Care dintre următoarele aspecte te-ar stimula în plus să participi/ înveţi la matematică? 

  a) programul şcolar să fie mai puţin încărcat; 

  b) lecţiile să fie mai bine organizate; 

c) conţinuturile ( ceea ce se predă) să fie mai interesante, să aibă mai multă 

legătură cu practica; 

d) existenţa unor evaluări periodice, organizate la nivel naţional; 
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e) conţinuturile să se bazeze mai puţin pe memorie şi mai mult pe analiză, logică, 

argumentare.  

f) Alte aspecte:... Detaliati 

Clasa:               Vârsta: 

Sex:-masculin  -feminin 

 

 

 

 

Analiza şi discutarea chestionarului 

 

 1. Înveţi la matematica? 

a) Da- 65 

b) Nu- 35 

 

 

 

2. ( dacă ai răspuns Da la întrebarea precedentă) De ce înveţi la matematică?  

  a) Pentru că „aşa trebuie”; 28 

  b) Pentru că vor părinţii; 5 

http://www.mateinfo.ro/


REVISTA ELECTRONICĂ 

MATEINFO. RO 

ISSN 2065-6432  

 MARTIE 2019 
WWW.MATEINFO.RO  

 

 
56 

  c) Pentru că îmi place; 17 

  d) Pentru că acest lucru mă va ajuta în viitor. 29 

                        e) Alte motive: ........... Detaliati. 

 

 

 3. (Dacă ai răspuns NU la întrebarea 1) De ce nu înveţi la matematică? 

  a) Pentru că nu înţeleg; 18 

  b) Pentru că nu îmi place; 8 

  c) Mi se pare prea greu; 14 

  d) Pentru că nu mă interesează. 1 

                        e) Alte motive: ............ Detaliati 
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 4. Care din următoarele aspecte îţi influenţează rezultatele la disciplina matematică? 

  a) stilul de predare al învăţătorului/ profesorului; 62 

  b) modul de desfăşurare a orelor de matematică; 29 

  c) relaţia elev-elev( nivelul clasei, competiţia dintre elevi); 15 

  d) ajutorul primit de la alte persoane(părinţi, profesori, etc). 25 

                        e) Alte motive: ............ Detaliati 
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 5. Care dintre următoarele aspecte te-ar stimula în plus să participi/ înveţi la matematică? 

  a) programul şcolar să fie mai puţin încărcat; 72 

  b) lecţiile să fie mai bine organizate; 13 

c) conţinuturile ( ceea ce se predă) să fie mai interesante, să aibă mai multă 

legătură cu practica; 37 

d) existenţa unor evaluări periodice, organizate la nivel naţional; 5 

e) conţinuturile să se bazeze mai puţin pe memorie şi mai mult pe analiză, logică, 

argumentare. 32 

f) Alte aspecte:... Detaliati 
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 Chestionarul a fost aplicat unui număr de 100 de elevi, astfel: 

clasa fete băieţi total 

7 9 10 19 

8 2 3 5 

9 7 13 20 

10 15 14 29 

11 6 3 9 

12 15 3 18 

 

Ce concluzii se impun după analiza răspunsurilor? 

1. 65 % din elevi au spus că învaţă la matematică.  

Majoritatea celor cărora li s-a aplicat chestionarul sunt elevi obişnuiţi, fără înclinaţii 

speciale spre această disciplină. Mulţi dintre ei nu au rezultate foarte bune la matematică. Ori nu 

ştiu să înveţe, ori strădania lor nu prea dă roade. Am observat că dintre elevii de clasa a VIII-a 

sau a XII-a (sfârşit de ciclu şcolar), doar câte unul a spus că nu învaţă; aceasta demonstrează că 

examenele constituie o motivaţie serioasă. 

 2. De ce învaţă?  
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29 % au răspuns că acest lucru îi ajută în viitor; foarte apropiat de 28 %, ”pentru că aşa 

trebuie”. Se poate spune că raţiunea a învins plăcerea, doar 17 %. Totuşi, acest din urmă procent 

este destul de surprinzător, având în vedere, încă o dată, că elevii chestionaţi nu sunt olimpici la 

matematică. 

 3. De ce nu învaţă? 

 Majoritatea celor care au răspuns, pentru că nu înţeleg. Doar unul a spus că nu-l 

interesează. Este un lucru îmbucurător. Este mai uşor să faci un elev să înţeleagă matematică, 

decât să-l faci să fie interesat de ea. 

 4. Care aspecte influenţează rezultatele la matematică? 

62 % au răspuns că stilul profesorului. Deci suveran a rămas profesorul. El poate 

influenţa în mare măsură, pozitiv sau negativ, atitudinea elevului faţă de disciplina predată. Acest 

lucru nu se întâmplă doar la matematică . De asemenea, contează foarte mult şi nivelul clasei. 

 5. Ce anume i-ar stimula pe elevi să înveţe mai mult? 

Programul şcolar să fie mai puţin încărcat (72 % ); conţinuturile să fie mai interesante (37 

% ). Aceste lucruri nu depind de noi, profesorii, ci de forurile superioare. Toată lumea propune o 

descongestionare a programei, un program şcolar mai lejer. În ultimii ani s-au înregistrat unele 

încercări timide în acest sens (de la 33 de ore pe săptămână, sunt acum 30 de ore).  

 În final, ce concluzii se pot formula? 

Ce putem face noi profesorii pentru a motiva elevii să înveţe matematică? 

• să adaptăm conţinuturile nivelului de cunoştiinţe al elevului; 

• să utilizăm metode activ-participative; 

• să facem tot timpul apel la experienţa anterioară a elevilor. 

Ce nu depinde de noi, dar se poate rezolva printr-o legislaţie corespunzătoare? 

• modificarea programei şi a conţinuturilor; 

• schimbarea structurii învăţământului liceal, în sensul revenirii la învăţământul 

profesional; 

• schimbarea metodologiei examenelor de sfârşit de ciclu şcolar (admiterea la liceu, 

Bacalaureat). 
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7. SOLUTIONS OF TWO PROBLEMS FROM SCLIPIREA MINŢII 22 

 
by Nicuşor Zlota‚”Traian Vuia” Technical College, Focşani, Romania 

 

 

Q45. Proposed by D.M. Batinetu-Giurgiu, Bucharest, Romania. 

Let  
2
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Solution: 

Consider the function    :[ , ] , ( ) sin ( )x
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We have  
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Q48. 
 Proposed by Marian Cucoanes, Marasesti, Romania 

Prove that in any triangle  ABC  holds the following inequality 

1 1 1
4 2

sin sin sin
2 2 2

R

A B C r
+ +  −  

 
Solution: 
Using the known formula 

 
( )( )

sin
2

A s b s c

bc

− −
=  

Write the inequality as  
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1 1 1 1

( )( )( )( )sin sin sin
2 2 2

bc

A B C s b s cs b s c

bc

+ + = =
− −− −

   

 

The Cauchy-Schwarz inequality gives us   

2 2

2

1 1
( )( ( 4 )

( )( ) ( )( )

bc
ab s r Rr

s b s c a a s b r
 = + +

− − − −
    

Therefore,  

 

2 2 2 2 2

2

2 2 2

1 4 2
( 4 ) 4 (4 2 )

16 20 3

R r
s r Rr s r Rr R r

r r

s R Rr r

−
+ +   + +  − 

 − +

 

According to Gerretsen’s  inequality 2 2 24 4 3s R Rr r + + , we get  

 
212 24 0 12 ( 2 ) 0R Rr R R r−   −  , which is obvious 
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8.PREGĂTIREA ÎNTÂLNIRII CU PITAGORA 

 
Prof. Stan Ilie3 

 

 Întâlnirea cu Maestrul necesită, desigur,  o pregătire aparte. Pentru a intra în atmosfera 

acelor vremuri, am considerat necesară parcurgerea unor materiale adecvate.  

 

 
 “Marii Iniţiaţi” cartea lui Edouard Schuré, “Figuri Ilustre ale Antichității” autor al 

capitolului “Pitagora și Școala sa“ - Edmond Nicolau, precum și “Versurile de Aur” pot fi bune 

materiale în acest scop. 

Cei ce doresc, mă pot contacta pe adresa de e-mail de mai jos.

                                                 
3 stan_ilie@yahoo.com 
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i 

Pitagora este Fascinație și  Mister: 

  

Anul și locul nașterii…ca și detalii referitoare la dispariție… 

Anii Copilăriei…  

Anii de Călătorie…Samos…Egipt…Babilon…India(?)…Samos…Delfi…Crotona…     Școala 

Pitagoreeană… 

Filozofie…Ezoterism…Putere…SemiZeu…Misticism…Secte…Heterii…Profeții… Monadă… 

Cosmogonie…Psihologie…Masacru…Discipoli 

 

 

                                                 
i Mulțumirile mele Domnului Gyorgy Tozser 
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