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1. TN LEGATURA CU O INEGALITATE TRIGONOMETRICA
DIN

MATHEMATICS AND YOUTH MAGAZINE PROBLEMS
MARTIE 2016, ISSUE 465

Marin Chirciut

Articolul porneste de la o inegalitate n triunghi din Mathematics and Youth Magazine

. . . . : 1
Problems din Martie 2016, Issue 465 si compara suma trigonometrica Z—A cu alte sume
sin

trigonometrice remarcabile din triunghi.
Prezentam un rezultat ajutator:

Lema.
2 2
InAABC:Y = - P+ HART
sinA 2rp
Demonstratie.

Folosind teorema sinusurilor , » bc =p?+r®+4Rr si abc=4Rrp obtinem:

1 2—R:2RZ£:2R-&:2R- p’+r®+4Rr _ p*+r’+4Rr
sin A a a abc 4Rrp 2rp
1) In4ABC: )| ! SEZCtgA.
sinA 3 2
Mathematics and Youth Magazine Problems, Martie 2016
Solutie.

. . A . .
Folosim Lema si ZCth = $ Inegalitatea se scrie:

2 2
prrtHARY < 2P & pie 3I‘(4R + r) , care rezulta din inegalitatea lui
2rp 3r
Gerretsen p® >16Rr —5r”, (G) si inegalitatea lui Euler R > 2r , (E). Rimane si aritim ci:
16Rr —5r >3r(4R+r) < R22r.

Egalitatea are loc dacd si numai daca triunghiul este echilateral.

1 A
2) In AABC: >2) tg—.
) Zsin A Z g 2
Solutie.
Folosim Lema si Ztgg :M. Inegalitatea se scrie:
p

Y Profesor, Colegiul National ,, Zinca Golescu”, Pitesti
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AR+

p®+r° +4Rr S
2rp
Gerretsen p> >16Rr —5r?, (G) si inegalitatea lui Euler R > 2r, (E). Rimane si aritim ci:
16Rr —5r* >3r(4R+r) < R>2r.

2 & pP3r (4R + r) , care rezulta din inegalitatea lui

3) In4ABC: ZsiiA > %ZSinA .

Marin Chirciu,Pitesti

Solutie.
Folosim Lema si Zsin A= % Inegalitatea se scrie:
2 2
wzgg < p?(3R-8r)+3Rr(4R+r)>0. Distingem cazurile:
rp

Cazul 1). Dacd (3R —8r) >0, inegalitatea este evidentd.
Cazul 2). Daci (3R —8r) <0, inegalitatea se rescrie:
p*(8r—3R)<3Rr(4R+r)>0,

care rezultd din inegalitatea Gerretsen p* < 4R*+4Rr +3r*, (G) si (E).
Ramane sa aratam ca:

(4R*+4Rr+3r)(8r—3R) <3Rr(4R+r1)>0 <

& 3R°—2R*r—5Rr* —6r°>0 <« (R-2r)(3R*+4Rr +3r°)>0.

4
4) In AABC: >— ) COSA.
) ZsinA \/52
Solutie.

. : r . .
Folosim Lema si Zcos A :1+E' Inegalitatea se scrie:

p®+r° +4Rr >4\/§. R+r
2rp 3 R

inegalitatea Gerretsen p? >16Rr —5r2, (G) , Doucet4R+r > p+/3, (D) si EulerR >2r, (E).

Ramane sd aratim ca: 3R(16Rr —5r° + 17 +4Rr ) 28r-(4R+r)(R+r) <

< TR*-13Rr-2r*>0 < (R-2r)(7R+r)>0.

= 3R( p?+r? +4Rr) >8r- p\/é(R + r) , Care rezultd din

5) InAABC: Y~ >0 Lygn2 A
sinA 3 R 2
Solutie.

Folosim Lemassi »_sin’ g =1—$. Inegalitatea se scrie:
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o
p®+r’+4Rr >16\/§'L.2R—r
2rp 3 R 2R
inegalitatea Gerretsen p? >16Rr —5r2, (G) , Doucet4R+r > p~/3, (D) si EulerR > 2r , (E).
Rimane si aritim ci: 3R? (16Rr —5r+r? +4Rr) >16r*-(4R+r1)(2R-r) &
& 15R°~35R?r+8Rr’ +4r°>0 <« (R-2r)(15R* ~5Rr—2r*)>0.
A

- 3R2(p2+r2+4Rr)216r2' p\/§(2R—r),care rezulta din

6) InA4ABC: EEEFX>___ amz
I

Solutie.
Folosim Lema si Zcos2 g =2 +$. Inegalitatea se scrie:
P’ +r’+4Rr _ 83 4R+r
2rp 9 2R
inegalitatea Gerretsen p? >16Rr —5r2, (G) , Doucet4R+r > p~/3, (D) si EulerR > 2r , (E).
Rimane si aritim ci: 9R(16Rr —5r+r? +4Rr) >8r-(4R+r)(4R+r1) <
& 13R?*~25Rr—2r? >0 ¢>(R—2rx13R+r)zo.

& 9R(p’+r°+4Rr)28r- py3(4R+r), care rezulta din

7) In AABC:
) ZsmA ZJ_Z
Solutie.
2, 2
Folosim Lema giz 1 __p+r 5 8Rr . Inegalitatea se scrie:
sinZE r

P+ri+4Rr < ﬁw & 3r( p’+r’ +4Rr) < p\/§( p®+r? —8Rr), care rezulti din
2rp 6 r
inegalitatea Mitrinovi¢ p > 33, (M). Ra@mane sa ardtdm ca:
3r(p*+r*+4Rr)<9r(p®+r’—8Rr) < p? 214Rr-2r7,

care rezultd din inegalitatea Gerretsen p> >16Rr —5r*, (G) si inegalitatea Euler R > 2r, (E).
Ramane si ardtim ci: 16Rr —5r* >14Rr —2r*> < R>2r.

1 r
8) InAABC: — >3- =
) ZsinA \/_ RZ

cos® —

Solutie.

2
1 :1+[4R+r

Folosim Lema §iz J . Inegalitatea se scrie:
p

cos’—
2
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2, .2 2 ?
wzﬁ_%.w@ p?(p?+r?+4Rr)R>2r7- 3| p* + (4R+1)’ |,

2

2rp p

care rezultd din inegalitatea Doucet4R+r > p\/§ , (D) .Ra@mane sa aratam ca:

pz(p2+r2+4Rr)R22r2~(4R+r)[p2+(4R+r)2} =

& p’(Rp*+4R’r—7Rr*-2r*) > 2r*(4R+r)’

adevirati din inegalitatea Gerretsen p> >16Rr —5r?, (G) si inegalitatea Euler R > 2r , (E).

Ramane sa aratam ca:
(16Rr —5r*)(R(16Rr ~5r*)+4R°r =7Rr* —2r*) > 2r* (4R +1)’ .
& 48R°—97R’r+Rr’+2r°>0 < (R-2r)(48R*~Rr-r?)=0.

9) InAABC : Zﬁ > %ZsinzA.
Sl

Marin Chirciu,Pitesti

Solutie.
2 w2
Folosim Lema si » sin’ A= P ;RZ aRr. Inegalitatea se scrie:
2 2 22
p+r +4Rr28\/§- p”—r* —4Rr & 9R?(p®+r” +4Rr)28r- p3(p>—r’—4Rr), care

2rp 9 2R?
rezulta din inegalitatea Doucet4R+r > p\/§ , (D) . Ramane sa aratam ca:
OR?(p®+r°+4Rr)28r-(4R+r)(p*~r*—4Rr) <

& p*(9R® —32Rr —8r)+r(4R+r)(9R*+32Rr +8r?). Distingem cazurile:

Cazul 1). Dacé(QRZ —32Rr —8r2) >0, inegalitatea este evidenta.
Cazul 2). Daci (9R® ~32Rr —8r*) < 0, inegalitatea se rescrie:
p*(8r® +32Rr —9R*) <r(4R+r)(9R* +32Rr +8r*),

care rezulta din inegalitatea Gerretsen p*> < 4R*+4Rr +3r*, (G) si (E).
Ramane sa ardtam ca:
(4R?+4Rr +3r*)(8r® +32Rr —9R*) <r(4R+T1)(9R* +32Rr +8r’) <

& 9R* —14R’r +R*r* —16Rr —4r* >0 < (R-2r)(9R® +4R%r+9Rr*+2r°) 2 0.

_ 1 .32 (rY )
10)InAABC: > ——>==.| — | > cos’A.
sinA /3 \R
Solutie.

6R? +4Rr +r? — p?
2R?

Folosim Lema si Zcos2 A= . Inegalitatea se scrie:

Marin Chirciu,Pitesti
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p*+r’+4Rr _ 32 (Lj 6R*+4Rr+r*—p*

2rp ~ 53R 2R?
3R*(p”+r*+4Rr)=32r°- p/3(6R* +4Rr+r’ - p*), care rezulta din inegalitatea

Doucet4dR+r > p\/§, (D) . Ramane sa aratam ca:

3R*(p®+r°+4Rr)232r°-(4R+1)(6R* +4Rr+1° - p*) <

& p*(3R*+128Rr®+32r") > —12R°r —3R"r? + 768R°r" + 704R’r* + 256Rr® +32r°.
adevirata din inegalitatea Gerretsen p® >16Rr —5r?, (G) si (E).

Ramane sa ardtam ca:

(16Rr —5r?)(3R* +128Rr® +32r") > —12R°r —3R"r* + 768R%r* + 704R’r* + 256Rr° +32r° <
5R® —R*r —64R%r? +112R%r* —32Rr* -16r° >0 <

& (R-2r)(5R" +9R’r —46R*r* + 20Rr° +8r*) 0.

11) In AABC : ZL > %ZsinBsinC .

sinA
Solutie.
2 2
Folosim Lema si Zsin BsinC =%§r4m. Inegalitatea se scrie:
2 2 2 2
pe+r +4Rr28\/§_ pe+r -2|-4Rr < 9R? > 4rpy3,
2rp 9 4R
o . _3RJ3
care care rezultd din inegalitatea Mitrinovi¢ p < > (M). Rdmane sa aratam ca:
9R? 24r~¥-\/§ < R22r, (E).
8
12) In AABC : >— » cosBcosC.
) Zsin A 3 2
Marin Chirciu,Pitesti
Solutie.
2 2 2
Folosim Lema si Zcos BcosC = u. Inegalitatea se scrie:

RZ
P’ +r?+4Rr S 8J§_ p’+r?—4R?
2rp -3 4R?

care rezulta din inegalitatea Doucet4R+r > pJ§ , (D) . Rdmane sa aratdm ca:
3R*(p’+r° +4Rr)24r-(4R+r1)(p’ +1* —4R*) <
& p*(3R*~16Rr—4r?)+r(76R° +19R’r ~16Rr* —4r’)>0. <. Distingem cazurile:

& 3R*(p*+r?+4Rr) 2 4r- p\3(p’ +r’ —4R?),

Cazul 1). Daci (3R ~16Rr —4r”) > 0, incgalitatea este evidenta.

Cazul 2). Daci (3R* ~16Rr —4r®) <0, inegalitatea se rescrie:
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p*(4r® +16Rr —3R*) <r(76R°+19R°r —16Rr* —4r°),

care rezultd din inegalitatea Gerretsen p* < 4R* +4Rr +3r*, (G) si (E).

Ramane sa aratam ca:

(4R2 +4Rr +3r2)(4r2 +16Rr —3R2) < r(76R3 +19R%r —16Rr? —4r3) N

< 3R"+6Rr —13R*r* —20Rr*-4r* >0 < (R—Zr)(3R3 +12R°r +11Rr* +2r°) 2 0.

By

sinBsinC
Solutie.
. . 1 2R . .
Folosim Lema si Z— =—. Inegalitatea se scrie:

sinBsinC r
2 2
%F:%Rr >3- L E & pP+rP+4Rr > 4r- p\/g , care rezulta din inegalitatea

Doucet4R +r > pf , (D) Ramane s3 ardtim ca: p*+r’+4Rr >4r-(4R+r1) <
o pi 3r(4R + r) , adevarata din (G) si (E).

Ramane sa aratam ca:

16Rr —5r* >3r(4R+r) < R>2r.

J3 R 1

<__ -
sinA 12 r “~cosBcosC

14) In AABC ascutitunghic: Z

Solutie.

! | 1 4AR(R+T)
Folosim Lema $12C033cosc S —(2R+r)

PiAri+4Rr 3 R 4R(R+r)

2rp 12 r p’—(2R+r)
o 3(pP+r? +4Rr)[p2 —(2R+r)2}s p~/3-2R?(R+T), adevirata din inegalitatea lui

> . Inegalitatea se scrie:

Mitrinovi¢ p > 3r+/3 . Este suficient sa ardtim ca:
3(p?+r?+4Rr)| p*~(2R+1)" |<Or 2R*(R+1) &
& p*(p*—4R*)<r(4R+r)(2R+r) +6R’r(R+T1),

care rezultd din inegalitatea lui Gerretsen
p® <4R?+4Rr +3r®, (G) si inegalitatea lui Euler R > 2r , (E). Rdmane si aratim ci:

(4R?+4Rr +3r*)(4R* +4Rr +3r* —4R*) <r (4R +r)(2R+T1)+6R’r (4R+T) <
< 3R -Rr-8Rr* -4r’>0 < (R—zr)(sR2 +5Rr+2r2)20.

1
15) In AABC ascutitunghic:
) Hing ZsmA 2\/5 ZcosA
Solutie.
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_ pPHri-4R?
cosA p2—(2R+r)"
pZ+r° +4Rr _ 1 R p +r? —4R?

2 2B T 2_(2R+r)’

< 3(p*+r? +4Rr)[p —(2R+r)2}s pv/3-R(p?+r*—4R?), adevarata din inegalitatea lui

Inegalitatea se scrie:

Folosim Lema Slz

Mitrinovié¢ p > 3r+/3 . Este suficient si aratam ca:
3(p2+r2+4Rr)[p2—(2R+r)z}§9r-R(p2+r2—4R2) =
& p*(p*—4R*-3Rr)<r(4R+r)(2R+r) +3Rr(r’—4R?),
care rezultd din inegalitatea lui Gerretsen p> < 4R* +4Rr +3r?, (G) si inegalitatea lui Euler
R>2r, (E). Ramane sa aratam ca:
(4R?+4Rr +3r?)(4R? +4Rr +3r* —4R*—3Rr) <r(4R+r)(2R+r)  +3Rr(r’ —4R?)
& RP-Rr-2r’>0 < (R—2r)(R+r)20.
2 r sinB+sinC

DR

T sin A

Marin Chirciu,Pitesti
Solutie.
sinB+sinC _ p?+r?—2Rr

Folosim Lema si Z . Inegalitatea se scrie:

sinA 2Rr
P’ +r +4Rr 2 r p’+r°—2Rr ol 2 o .
B TF ARt —_— &= 3R +r +4Rr)>2r-p+/3 +r —2Rr),
2p B R 2Rr (p Jz2r-p3(p )

care rezulta din inegalitatea Doucet4R+r > pJ§ , (D) . Ramane sa aratam ca:
Rz(p2 +r2+4Rr)22r-(4R+r)(p2+r2 —2Rr) &
& p*(3R*—8Rr —2r”)+r(12R° +19R’r —4Rr* —2r®) > 0. Distingem cazurile:
Cazul 1). Dac.’i(BR2 —8Rr — 2r2) >0, inegalitatea este evidenta.
Cazul 2). Daci (3R* ~8Rr —2r*) <0, inegalitatea se rescrie:
p*(2r* +8Rr —3R*) <r(12R°+19R°r —4Rr* —-2r°),

care rezultid din inegalitatea Gerretsen p> < 4R*+4Rr +3r?, (G) si inegalitatea lui Euler
R>2r, (E).
Ramane sa aratam ca:
(4R*+4Rr+3r?)(2r* +8Rr —3R*) < r(12R°*+19R°r —4Rr* - 2r°) &
& 3R -2Rr-3R’r*-9Rr’-2r'>0 < (R—zr)(sR3 +4R°r +5Rr? +1°) 2 0.
1 ZcosB+cosC
sin A 2J§ cosA

17) In AABC ascutitunghic: Z
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Marin Chirciu,Pitesti

Solutie.
cosB+cosC P’ (r—2R)+(2R+r)(4R*+2Rr +r?)

cos A R[pz—(zRH)Z]

Folosim Lema si '

Inegalitatea se scrie:
p?+r’+4Rr _ 1 R p*(r—2R)+(2R+r)(4R*+2Rr +1?)
2rp 23 r R[pz—(2R+r)zJ

3(p*+r? +4Rr)[ p?—(2R+ r)z} < pﬁ-[ p*(r—2R)+(2R+r)(4R*+2Rr + rz)}, adevarata

= =

din inegalitatea lui Mitrinovi¢ p >3r+/3 . Este suficient sa aratim ca:

3(p? +r?+4Rr)| p*—(2R+r1)" | <0r-[ p(r-2R)+(2R+1)(4R7+2Rr +17) | &
& p*(4R* —BRr+3r* - p*)+r(2R+r)(20R* +12Rr +4r®) > 0. Distingem cazurile:
Cazul 1). Daci (4R® —6Rr +3r” — p*) > 0, inegalitatea este evidenta.

Cazul 2). Daci (4R* —6Rr +3r” — p*) <0, inegalitatea se rescrie:

p*(p®—3r® +6Rr —4R?)<r(2R+r)(20R* +12Rr +4r?),

care rezultd din inegalitatea Gerretsen p> < 4R* +4Rr +3r?, (G) si inegalitatea lui Euler
R>2r, (E).

Ramane sa ardtdm ca:

&> (4R*+4Rr +3r®)(4R? +4Rr +3r* —3r® + 6Rr —4R?) <r (2R +r)(20R* +12Rr +4r?)
< 2R*-5Rr+2r’>0 < (R-2r)(2R-r)>0.

18) In AABC ascutitunghic: Y 1 <§Ztg A.

sinA
Solutie.
Folosim Lema si Ztg A:Lz. Inegalitatea se scrie:
p’—(2R+r)
2 2
PLAr AR 2 2P p(3p?-8r2—12R?)<3r(4R+r)(2R+1)’, care rezultd
2rp 3 p’—(2R+r)

din inegalitatea lui Gerretsen p® <4R*+4Rr +3r°, (G) si inegalitatea lui EulerR > 2r , (E).
Ramane sa aratam ca:
(4R® +4Rr +3r”)(3(4R” +4Rr +3r*) ~8r’ ~12R) <3r (4R+1)(2R+r1)° < R=2r.

1
19) In AABC : <2) CctgA.
) Zsin A Z g
Solutie.
2 L2
Folosim Lema si thg A= w Inegalitatea se scrie:
rp
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P’ +r°+4Rr <9. p®>—r’>—4Rr
2rp 2rp
Gerretsen p> >16Rr —5r%, (G) si inegalitatea lui Euler R > 2r, (E). Rimane si aritim ci:

16Rr —5r? >3r(4R+r) < R>2r.

& pP=3r (4R + r) , care rezulta din inegalitatea lui

SnA \/_ZSm Bsin? E
Marin Chirciu,Pitesti
Solutie.
,C _p°+r’-8Rr
2 16R?
p®+r’+4Rr 32\/_ p®+r’>—8Rr
2rp 3 16R?
care rezulta din inegalitatea Doucet4R+r > p\/§ , (D) . Ramane sa aratam ca:
3R?(p®+r”+4Rr)=4r-(4R+r)(p’+r*—8Rr) <
& p*(3R*—16Rr —4r*)+r(12R° +19R*r —4Rr® —2r*) > 0. Distingem cazurile:

Cazul 1). Dacé(3R2 —16Rr —4r2) >0, inegalitatea este evidenta.

Folosim Lema si Zsm 5 s n . Inegalitatea se scrie:

N 3R2(p2+r2+4Rr)24r~ p\/§(p2+r2—8Rr),

Cazul 2). Daci (3R* ~16Rr —4r”) <0, inegalitatea se rescrie:
p*(4r® +16Rr —3R*) <r(12R°+131R*r +16Rr’ —4r°),
care rezultd din inegalitatea Gerretsen p> < 4R* +4Rr +3r?, (G) si inegalitatea lui Euler
R>2r, (E).
Ramane sa aratam ca:
(4R?+4Rr +3r%)(4r* +16Rr —3R?) < r(12R° +131R’r +16Rr* - 4r°) <
& 3R*—10R%r +15R°r* —12Rr’~4r* >0 < (R-2r)(3R°-4R’*r+7Rr*+2r°)20.

32[ ,B

2

,C
—cos* =
smA 2

Marin Chirciu,Pitesti
Solutie.

,C p2+(4R+r)2
2 16R?
p’+1°+4Rr 323 p*+(4R+r)’ 2( 42 4 y2 2 2
< 27TR?(p2+r2+4Rr)>4r- pJ3| p2+(4R+1) |,
2rp 27 16R? (p ) P [p ( )}
care rezulta din inegalitatea Doucet4R+r > p\/§, (D) . Ramane sa aratam ca:

27R?(p?+1?+4Rr) 2 4r-(4R+1) p+(4R+1)" | &

. . B . .
Folosim Lema si Zcoszzcos . Inegalitatea se scrie:

& p*(27R*~16Rr —4r®) > r (4R +r)(37R* +32Rr +4r%),
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care rezultd din inegalitatea Gerretsen p> >16Rr —5r%, (G) si inegalitatea lui Euler
R>2r, (E).
Ramane sa ardtam ca:
(16Rr —5r*)(27R* —16Rr —4r®) 2 r (4R +r)(37R* +32Rr +4r%) <
& TIR*~139R’r—8Rr* +4r° >0 < (R-2r)(71R* +3R’r-2r°) 2 0.

R , A
<A3-—) tg-—.
A \/_ rZg 2

22) In AABC : zsirll

Marin Chirciu,Pitesti
Solutie.

AR +r

Folosim Lema si Ztg ( j —2. Inegalitatea se scrie:

2 2 2_ 2
%Sﬁ.ﬁ'(‘mjwp)z 2p - p\/§(p2+r2+4RI’)S6R[(4R+r)2—2p2J,

adevarata din Doucet4R +r > p\/§ , (D). Este suficient sa aratam ca:
(4R+r)(p2+r2+4Rr)s6R[(4R+r)z—2pz] & p*(16R+r)<(4R+r)’(6R-T),

care rezultd din inegalitatea lui Gerretsen
p? <4R?+4Rr +3r%, (G) si inegalitatea lui Euler R > 2r , (E). Rimane si aratim ci:

(4R*+4Rr+3r*)(16R+r)<(4R+r1)"(BR-T) <
&> 16R°~18R°r —27Rr*—2r* >0 <> (R-2r)(16R* +14Rr +r°)20.

23 , A
23) In AABC : ct
) ZsmA Z 97
Solutie.
Folosim Lema si thg2 A pr—2—8Rr Inegalitatea se scrie:
pa— 2 —
pEr +4Rr<2\/_‘ p*—2r° —8Rr < 9or(p®+r’+4Rr)<4.p\/3(p°-2r’-8Rr) adevarata

2rp 9 r?
din inegalitatea lui Mitrinovi¢ p > 3r«/3 . Este suficient si ardtim ca:
9r(p?+r®+4Rr)<4-9r(p*—2r*~8Rr)
p?23r(4R+r), care rezulta din inegalitatea lui Gerretsen p® >16Rr —5r?, (G) si inegalitatea
lui Euler R >2r, (E). Rdmane sa aratdm ca: 16Rr —5r* >3r(4R+r) < R>2r.

J3 1
24) In AABC : —F
) ZsmA 242S Bin2C
2 2
Marin Chirciu,Pitesti
Solutie.
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. . 8R(2R -
Folosim Lemasi Y 1 _8R( -
r

sin? Bsin2 &
2 2
p’+r’+4Rr _3 8R(2R-T)
2rp 24 r’
inegalitatea lui Mitrinovi¢ p >3r+/3 . Este suficient sa aratam ca:
3r(p®+r’+4Rr)<2-9r-R(2R-r) < p? <12R*—10Rr—r?,

r ) ,
) . Inegalitatea se scrie:

& 3r(p*+r*+4Rr)<2-py3-R(2R-r) adeviratd din

care rezultd din inegalitatea lui Gerretsen p° <4R” +4Rr +3r%, (G) si inegalitatea lui
EulerR>2r, (E). Rdmane sa aratam ca:
4R? +4Rr +3r® <12R*-10Rr —r* < 4R*-7Rr-2r* >0 < (R-2r)(4R+r)>0.

25) In AABC : Z-LZ@L S —
sinA~ 4 R~ 2B .C
2 2
Solutie.
1 8R(4R+T)

Folosim Lema si Z = . Inegalitatea se scrie:

2
cos?Bos2 & P
2 2
2 2
p>+r2+4Rr >3\/§_L8R(4R+r)
2rp 4 R p’
din inegalitatea lui Doucet4R +r > p\/§, (D). Este suficient sa aratam ca:
Rp?*(p®+r*+4Rr)>12r*-(4R+r)-R(4R+1) < p*(p*+r*+4Rr)212r*-(4R+1)’,
care rezultd din inegalitatea lui Gerretsen p® >16Rr —5r?, (G) si inegalitatea lui Euler R > 2r ,
(E). Ramane sa ardtam ca:
(16Rr —5r?)(16Rr —5r” +r* +4Rr)>12r°-(4R+1)’ < 32R* —65Rr +2r° 20 <

< (R-2r)(32R-r)>0.

1 r B C
26) In AABC : >124/3- =Y tg®P —tg?=.
) ZsinA \/_ RZg 2 g 2

& Rp’(p?+r°+4Rr)212r*- py/3-R(4R+r) adevaratd

Marin Chirciu,Pitesti
Solutie.
2C _ p®>—2r? —8Rr
2 p

2 2 2_o9p2
P ARM S 103 L 220 ZORY o Rp?(p2 2+ 4Rr) > 2417 py3-(p? —2r° —8Rr)
2rp R p

. ) B . .
Folosim Lema si Ztgzgtg . Inegalitatea se scrie:

adevarata din inegalitatea lui Doucet4R +r > p\/§ , (D). Este suficient sa aratam ca:
Rp®(p*+r?+4Rr)>24r*-(4R+r)-(p* —2r* —8Rr) <
p*(Rp®+4R°r —95Rr? —24r°)+ 48r°-(4R+r)" > 0. Distingem cazurile:
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Cazul 1). Daci (Rp’ +4R’r —95Rr? - 24r*) > 0, inegalitatea este evidenta.

Cazul 2). Daci(Rp® +4R?r —95Rr® —24r°) < 0, inegalitatea se rescrie:

p*(24r° +95Rr* —4R’r —Rp®) < 48r°- (4R + r)°, care rezulti din inegalitatea Gerretsen
16Rr —5r% < p® <4R? +4Rr +3r%, (G) si inegalitatea lui EulerR > 2r , (E).

Ramane sa aratam ca:

(4R® +4Rr +3r”)(24r° + 95Rr? —4R’r ~R(L6Rr —5r°)) <48r°-(4R+r)" &

& 20R*-80R’r +83R’r*—3Rr’-6r'>0 < (R—zr)(zoR3 —40R°r +3Rr? +3r°) 2 0.

27) In AABC : Zﬂ < —thg

Solutie.

4R+1)" —2p?
Folosim Lema si ZCthEctg ( )2 P
"

. Inegalitatea se scrie:
p’+r’+4Rr _2/3 (4R+r)’ —2p2
2rp - 27 r
adevaratd din inegalitatea lui Mitrinovi¢ p > 3r+/3 . Este suficient si aratim ca:
27r(p*+1* +4Rr) <4-9r| (4R+1)" ~2p” | &> 11p” <64R* + 20Rr +17,

= 27r(p2+r2+4Rr)g4. p\/g-[(4R+r)2—2p2}

care rezulti din inegalitatea lui Gerretsen p> < 4R +4Rr +3r*, (G) si inegalitatea lui
EulerR>2r, (E). Rdmane sa aratam ca:
11(4R® +4Rr +3r*) <64R’ + 20Rr +r° <> 5R* —6Rr —8r* >0 <> (R—2r)(5R+4r) > 0.

B, C
>23) tg—tg—.
A \/_ZQZQZ

1
28) In AABC :
) Z sin
Solutie.
. . B, C . .
Folosim Lema si Ztgztgg =1. Inegalitatea se scrie:
p®+r°+4Rr
2rp
Doucet 4R +r > p+/3, (D). Este suficient sa ardtam ci: p®+r®+4Rr >4r-(4R+r) &

<23-1< p?+r2+4Rr > 4r- pJ3, adevarati din inegalitatea lui

p?23r(4R+r), care rezulta din inegalitatea lui Gerretsen p® >16Rr —5r?, (G) si inegalitatea
lui EulerR > 2r , (E). Ramane si aratim ci: 16Rr —5r° > 3r(4R + r) < R>2r.

W3 c
29) In 4AABC : ct —ct —
) ZsmA 9 RZ g g
Solutie.

Folosim Lema si ZCtg%ctg% :1+ﬁ. Inegalitatea se scrie:
r
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P’ +r’+4Rr _ 43 4R+t
2rp -9 r
inegalitatea Gerretsen p? >16Rr —5r2, (G) , Doucet4R+r > p~/3, (D) si EulerR > 2r , (E).

Raméne s ardtdm ca: 9R(16Rr —5r° +r° +4Rr) 2 8r-(4R+r)(4R+r) <
& 13R?*~25Rr-2r?>0 < (R-2r)(13R+r)>0.

PN 9R(p2+r2+4Rl’)28r' p\/§(4R+r),care rezulta din

30) In AABC ascutitunghic: Z —— < 2—\/521tg BtgC.
sinA 9
Solutie.
2 p2
Folosim Lema §i2tg BtgC = LA'RZ Inegalitatea se scrie:
p*—(2R+r)
p®+r° +4Rr - 2J§_ p®>—r’—4Rr
2(p T 9 p’—(2R+r)

9( p*+r? +4Rr)[ p?—(2R+ r)z] <4r- p\/§( p*—r? —4Rr) , adevirati din inegalitatea lui
Mitrinovi¢ p > 3r«/3 . Este suficient si ardtim ca:

9(p2 +r? +4Rr)[p2 —(2R+r)2}s4r-9r-(pz—r2—4Rr) N

& p*(p® -4r*—4R*)<(4R+r)(4R* +4Rr -3r?),

care rezulti din inegalitatea lui Gerretsen p” < 4R*+4Rr +3r?, (G) si inegalitatea lui Euler

R>2r, (E). Ramane sa aratam ca:
(4R?+4Rr +3r*)(4R* +4Rr +3r* —4r’ —4R*) <(4R+r)(4R* +4Rr —3r*) < R> 2r .

1
>2+/3) ctgBctgC.
sin A «/_Zg g

31)In4ABC: )|

Solutie.

Folosim Lema si thg BctgC =1. Inegalitatea se scrie:
p®+r°+4Rr
2rp

Doucet4R+r > p\/§ , (D). Este suficient si aritim ca: p°+r°+4Rr> 4I’-(4R + r) =
p?23r(4R+r), care rezulta din inegalitatea lui Gerretsen p* >16Rr —5r, (G) si inegalitatea

lui EulerR > 2r , (E). Ramane si aratim ci: 16Rr —5r° > 3r(4R + r) < R>2r.

32) In 4ABC : ZsiiAz%Zcos(B—C).

<231 p?+r2+4Rr > 4r- pJ3, adevirat din inegalitatea Iui

Marin Chirciu,Pitesti
Solutie.
p°+r’+2Rr-2R?

T . Inegalitatea se scrie:

Folosim Lema si » cos(B—C)=
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i
p®+r’+4Rr S 2\/§_ p®+r°+2Rr—2R?
2rp 3 2R?
3R*(p+r*+4Rr) 2 2r- py/3-(p’+r’+2Rr—2R?) adevirata din inegalitatea lui
Doucet4R+r > pJ§ , (D). Este suficient sa aratam ca:
3Rp’(p’+r*+4Rr)=2r-(4R+r)-(p*+r’+2Rr-2R*) <
p*(3R*—8Rr —2r®)+r-(4R+r)(7R*~4Rr—2r*)> 0. Distingem cazurile:

Cazul 1). Daci (3R2 —8Rr — 2r2) >0, inegalitatea este evidenta.

Cazul 2). Daci (3R* ~8Rr —2r*) <0, inegalitatea se rescrie:
p*(2r* +8Rr —3R*)<r-(4R+r)(7R*—4Rr —2r?), care rezultd din inegalitatea Gerretsen

p? <4R?+4Rr +3r’, (G) si inegalitatea lui EulerR > 2r, (E).

Ramane sa aratam ca:

(4R*+4Rr+3r?)(2r* +8Rr —3R*) <r-(4R+r)(7R* —4Rr —2r%) &

& 3R*+ 2R’ —10R°r* —11Rr* —2r* >0 < (R-2r)(3R°+8R°r +6Rr’ +r°) 0.

1 2 ,B-C
33) In AABC : >—» COS .
) ) sinA /3 2 2
Marin Chirciu,Pitesti
Solutie.

,B—C p’+r’+2Rr+4R?
4R?

Folosim Lema si Zcos . Inegalitatea se scrie:

p®+r’+4Rr S 2\/§_ p®+r’+2Rr +4R?
2rp 3 4R?

= 3R2(p2+r2+4Rr)2r~ p\/§(p2+r2+2Rr+4R2)

care rezulta din inegalitatea Doucet4R+r > p\/é , (D) . Ramane sa aratam ca:
3R*(p®+r”+4Rr)=r-(4R+r)(p*+r’+2Rr+4R%) <

& p*(BR*—4Rr—r?)2r(4R+r)(R*+2Rr +r?),

care rezulta din inegalitatea Gerretsen p> >16Rr —5r%, (G) si inegalitatea lui Euler
R>2r, (E).

Ramane sa ardtam ca:

(16Rr—5r*)(3R* —4Rr —r*) 2 r(4R+r1)(R*+2Rr +1°) &

& 22R°—44R’r —Rr*+2r*>0 < (R-2r)(22R*-r?)>0.

& 3R*+ 2R’ —10R°r* —11Rr* —2r* >0 < (R-2r)(3R°+8R°r +6Rr’ +r°) 0.

Z%ZSMSA.

34) In AABC : zsinA

Marin Chirciu,Pitesti
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Solutie.

2p(p*~3r® —6Rr)

8R’

p?+r?+4Rr >E,2p(p2—3r2—6Rr)
2rp -9 8R®

& p*(9R®+48Rr’ +24r° —8rp® )+ 9R’r - (4R +r) = 0. Distingem cazurile:

Folosim Lema si Zsin3 A= . Inegalitatea se scrie:

& 9R3( p°+r? +4Rr) >8rp® ( p®—3r? —6Rr) &

Cazul 1). Daci (9R® +48Rr” +24r° —8rp’) > 0, inegalitatea este evidenti.

Cazul 2). Daci (9R® +48Rr” + 24r° -8rp* ) < 0, inegalitatea se rescrie:

p’ (8rp2 —9R®—48Rr? - 24r3) <9R’r-(4R+Tr), care rezulta din inegalitatea Gerretsen
p® <4R?*+4Rr +3r’, (G) si inegalitatea lui EulerR > 2r, (E).

Ramane sa ardtam ca:

(4R +4Rr +3r°)(8r(4R* + 4Rr +3r°) ~9R® —48Rr* - 24r°| <OR’r - (4R +T) &

& 9R*—14R°r —7R*r* —8Rr*+12r* >0 < (R-2r)(9R’ +4R’r +Rr*—6r°) 0.

_ 1 4 (RY ;
35 INAABC: Y ——<—:| — | D cos’A.
sinA” 3 \r
Marin Chirciu,Pitesti
Solutie.
(2R+r)2—3rp2
4R?
2 2 2 2 3 2
2R+r) —4R*-3r
pZ+r +4Rr£i(5j_( +)4R3 LN

2rp NCRW

3Rr(p®+r’+4Rr)<2- py/3(4R*+12R°r +6Rr’ +r°~3rp?) , adevarata din inegalitatea lui

Folosim Lema si »_cos® A= —1. Inegalitatea se scrie:

Mitrinovi¢ p > 3r«/3 . Este suficient s3 aratim ca:
3Rr(p®+1r?+4Rr)<2-9r(4R°+12R’r +6Rr’ +r° - 3rp’) <
< p?(R+18r)<24R®+68R’r +35Rr? +6r°, care rezulta din inegalitatea Gerretsen

p? <4R*+4Rr+3r?, (G) si inegalitatea lui Euler R > 2r, (E).
Ramane sa aratam ca:

(4R?+4Rr +3r®)(R+18r) < 24R° + 68R°r + 35Rr” +6r° <

& 5R°—2R*r—10Rr*~12r*>0 < (R-2r)(5R*+8Rr +6r°)=0.

1 8 (RYw. . A
36) In AABC : <—. = sin® —.
) ZsinA J3 (rj 2 2

Solutie.
. . ., A 8R*+r’-p’ . .
Folosim Lema si Zsm“E = ;Tp . Inegalitatea se scrie:
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P’ +r° +4Rr <8\/§( j 8R*+r*—p’
2rp 3 \r 8R?

adevarata din inegalitatea lui Mitrinovié¢ p > 3r«/3 . Este suficient si ardtim c:

3r(p®+r”+4Rr)<2-9r(8R*+r’ - p*) < 7p” < 48R’ —4Rr +5r, care rezultd din inegalitatea

Gerretsen p> <4R*+4Rr +3r?, (G) si inegalitatea lui Euler R > 2r , (E).

Ramane si aratam ca:

7(4R? +4Rr +3r2)£48R2 —4Rr+5r? < 5R*—8Rr—4r*>0 « (R-2r)(5R+2r)>0.

32J_

<:>3r(p +r +4Rr)<2 p\/_(SR"' r —p)

37) In 4ABC : Z

sin A
Marin Chirciu,Pitesti
Solutie.

2
Folosim Lema giZcos“é _(4R+r) —p7 +8rR)2 P
p*+r2+4Rr 32\/§‘(4R+r)2— p
2rp 27 8R?
rezulta din inegalitatea Doucet4R+r > pJ§, (D).
Este suficient sa aratam ca:
27R?(p?+12+4Rr)>8r-(4R+1)[ (4R+1)° - p* | &

. Inegalitatea se scrie:

& 27R*(p® +1r”+4Rr) 2 8r- p\/§[(4R+r)2— pz} , care

p*(27R® +32Rr +8r*) 2 r (4R +r)(101R’ + 64Rr +8r ) , care rezultd din inegalitatea

Gerretsen p> >16Rr —5r*, (G) si inegalitatea lui Euler R > 2r, (E).
Rémane sd aratam ca:

(16Rr —5r*)(27R* +32Rr +8r®) > r (4R +r)(101R* + 64Rr +8r* ) <
& TR +5R*r—32Rr* —12r° >0 < (R-2r)(7R*+19Rr +6r*)20.

1 4 .
38) In AABC : >— > sin2A.
) Z sinA 3 Z
Marin Chirciu,Pitesti
Solutie.
Folosim Lema si Zsin 2A= % . Inegalitatea se scrie:

2 2
P +£r;4Rr_: 2Rrp & 3R*(p?+r° +4Rr)216r'p’ <

& p*(3R*-16r)+3R°r (4R +r)>0. Distingem cazurile:

Cazul 1). Daci (3R* ~16r”) > 0, inegalitatea este evidentd.
Cazul 2). Daci (3R” ~16r” ) <0, inegalitatea se rescrie:

p*(16r* —3R*) <3R’r (4R +r), care rezultd din inegalitatea Gerretsen
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p® <4R?+4Rr +3r’, (G) si inegalitatea lui EulerR > 2r, (E).

Ramane sa aratam ca:

(4R +4Rr +3r?)(16r> ~3R*) <BR’r (4R+r) &

& 3R*+6R°r —13R°r* ~16Rr*~12r* >0 <« (R-2r)(3R° +12R’r +11Rr* +6r°) 0.

39) In 4ABC : Zsini“%zcoszAzo.

Marin Chirciu,Pitesti
Solutie.
Daca Z cos2A> 0 inegalitatea este evidentd.Studiem in continuare situatia Z cos2A<0

2 2 2
3R +4RF:2+r p <0,

Folosim Lema si ) cos2A =
Inegalitatea se scrie:
p’+r’+4Rr 4 3R*+4Rr+r’-p?
—+_- 2

2rp J3 R
3R*(p®+r”+4Rr)=8r- p\/§( p?—r?—4Rr—3R?), care rezulta din inegalitatea

>0

Doucet4R+r > p\/§, (D) . Ramane sa aratam ca:

3R*(p®+1r”+4Rr)28r-(4R+r)(p’ —r’ —4Rr -3R*) <
p*(3R*~32Rr—8r®)+r(4R+r)(27R*+32Rr +8r*) >0 . Distingem cazurile:

Cazul 1). Daci(3R* ~32Rr —8r?) 2 0, inegalitatea este evidenta.

Cazul 2). Daci (3R” —32Rr —8r?) <0, inegalitatea se rescrie:

p*(8r® +32Rr —3R*) <r (4R +r)(27R*+32Rr +8r”) , care rezulta din inegalitatea Gerretsen

p? <4R?*+4Rr +3r’, (G) si inegalitatea lui EulerR > 2r, (E).

Rémane sd aratam ca:

(4R?+4Rr +3r*)(8r® +32Rr —3R*) <r(4R+r)(27R* +32Rr +8r*) <

& 3R*-2R°r + R*r* —16Rr’ —4r* >0 < (R-2r)(3R*+4R’r +9Rr* +2r°) 0.

1 J_ sing
40) In AABC : >3y —— <=
) ZsinA ZcosEcosE
2 2
Solutie.

. A
sin—
Folosim Lema si ZB—ZC = 2. Inegalitatea se scrie:
COS—COS—
2 2
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p®+r?+4Rr
2rp
Doucet 4R +r > p+/3, (D). Este suficient sd aratdm ca: p>+r2+4Rr > 4r-(4R+r) <

<\3-2< p?+r2+4Rr > 4r- p/3, adevirati din inegalitatea lui

p®>3r (4R + r) , care rezultd din inegalitatea lui Gerretsen p* >16Rr —5r?, (G) si inegalitatea

lui Euler R >2r, (E). Rdmane sa aratdm ca: 16Rr —5r* >3r(4R+r) < R>2r.

COS—

41) In AABC :Z_izﬂ 2
sinA 3R sin=sin—=
2 2
Marin Chirciu,Pitesti
Solutie.
cosE 2p
Folosim Lema SIZB—C = - Inegalitatea se scrie:
sin Esmz

2 2
%zj—;-%’ < 3R(p”+r*+4Rr)28rp* < p?(3R—8r)+3Rr(4R+r)>0.

Distingem cazurile:
Cazul 1). Dacd (3R —8r) >0, inegalitatea este evidentd.
Cazul 2). Daci (3R —8r) <0, inegalitatea se rescrie:
p*(8r —3R)<3Rr(4R+r), care rezultd din inegalitatea Gerretsen
p? <4R*+4Rr +3r’, (G) si inegalitatea lui EulerR > 2r, (E).
Ramane sa ardtam ca:
(4R*+4Rr +3r’)(8r —3R) <3Rr (4R +r) <
& 3R°—2R*r—5Rr* —6r°>0 <« (R-2r)(3R*+4Rr +3r°)>0.

42)In AABC: 3" 1 24*@2 R
sinA~ 9 1_thth
2 "2
Solutie.
2 2
Folosim Lema giz 1B c= pr 1 +4Rr . Inegalitatea se scrie:
1_,[95,[9? 4Rr

p’+r’+4Rr _ 443 p’+r’+4Rr
2rp -9 4Rr
Doucet 4R +r > p+/3, (D). Este suficient sa aratam ci: 9R >2-(4R+r) < R>2r, (E).

& 9R>2. py/3, adevirata din inegalitatea lui



http://www.mateinfo.ro/

REVISTA ELECTRONICA ISSN 2065-6432
MATEINFO. RO MARTIE 2019 WWW.MATEINFO.RQ

A
43) In AABC :
) ZsmA 3Z ig Btgg
Solutie.
tg— AR+r) —2p?
Folosim Lema s1z B¢ ( - ) P . Inegalitatea se scrie:
9-19- P

p®+r°+4Rr <g.(4R+r) -2p?
2rp 3 rp

11p® <64R*+20Rr +r? , adevirati din inegalitatea lui Gerretsen p® <4R*+4Rr +3r°, (G) si

inegalitatea lui Euler R > 2r, (E). Ramane sa aratam ca:

11(4R* +4Rr +3r®) <64R’ + 20Rr +” < 5R* —6Rr —-8r® < (R—2r)(5R+4r)>0.

& 3(p*+r* +4Rr)<4| (4R+1) -2p | &

1 ctgg
44) In AABC : <2 :
) ZsinA th B.C
g Clg—
2 2
Solutie.
ctg A
- 2 2
Folosim Lema siz 2 _ P -2r -8Rr . Inegalitatea se scrie:
ctgSetg S P
g > ctg >

p®+r®+4Rr <9. p®>—2r>—8Rr
2rp B rp
Gerretsen p> >16Rr —5r?, (G) si inegalitatea lui Euler R > 2r , (E).
Riamane sa aratim ci: 16Rr —5r? >12Rr +3I’2 < R>2r.
w—m—
45) In AABC : Z <2y -2 2
sin A tgé

& p®=12Rr +3r? |, adevarati din inegalitatea lui

Solutie.

thth _p°-2r’-8Rr

A rp
t_
gz

Folosim Lema §iz . Inegalitatea se scrie:

p®>+r®+4Rr <9. p®>—2r>—8Rr
2rp rp
Gerretsen p® >16Rr —5r”, (G) si inegalitatea lui Euler R > 2r, (E).
Ramane s aritim ca: 16Rr —5r> >12Rr +3r® <> R>2r.

& p®=12Rr +3r? | adevarata din inegalitatea lui
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B, C
ctg—ctg—
259295
smA 3 ctgé
2
Solutie.
cthcth 2 2
. 595 (4R+r) -2 . :
Folosim Lema Siz 2 A 2 :( +r) P . Inegalitatea se scrie:
ctg— p
2
2, .2 2 _9pn2
P +;r;4Rrs%.(4R”r) LN 3(p?+r2+4Rr) <4 (4R+1) -2p* | &
p

11p® <64R*+20Rr +r? , adevirati din inegalitatea lui Gerretsen p® <4R*+4Rr +3r?, (G) si
inegalitatea lui Euler R > 2r, (E). Ramane sa aratam ca:
11(4R* +4Rr +3r®) <64R’ + 20Rr +” < 5R* —6Rr —-8r® < (R—2r)(5R+4r)>0.

. A
1 R sin=—
smA 2\/§ r

. B . C
SIN—SIN—

2 2
Solutie.

A
sin = ~
Folosim Lemasi Y. 2___22R-1)

c . Inegalitatea se scrie:
sin—sin—

2 2
p’+ri+4Rr _ 1 R 2(2R-r)
2rp 2J§ r r
inegalitatea lui Mitrinovi¢ p > 3r«/3 . Este suficient si aratim ca:

3r(p”+r*+4Rr)<2-9r-R(2R-r) < p* <12R*~10Rr—r?,

< 3r(p*+r’+4Rr)<2- py3-R(2R-r) adeviratd din

care rezulti din inegalitatea lui Gerretsen p> < 4R* +4Rr +3r?, (G) si inegalitatea lui
EulerR>2r, (E). Rdmane sa aratam ca:
4R? +4Rr +3r® <12R*-10Rr —r* < 4R*-7Rr-2r’ >0 < (R-2r)(4R+r)>0.

. B.C

g . SiN,SinT

48) In AABC : —_—=) —&=——=

) ZsmA J3 RZ sinA
Marin Chirciu,Pitesti
Solutie.
sin Bsin ¢
- - 2 2
Folosim Lemasi ) 2 _1P +4:R 8Rr Inegalitatea se scrie:
r

sin—
2
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p2+r2+4Rr> 8 r p°+r®-8Rr 0l 2 o .
— 22— —— < 3R +r°+4Rr)>4r-pJ3(p°+r°—8Rr),
2rp J3 R ARr (p ) p\/—( P )
care rezulta din inegalitatea Doucet4R+r > p\/§ , (D) . Ramane sa aratam ca:
3R*(p®+r°+4Rr)24r-(4R+r)(p*+r’-8Rr) <

< p*(3R?—16Rr —4r?)+r(12R*+19R?*r —4Rr® —2r*)>0. Distingem cazurile:
p

Cazul 1). Daci(3R? ~16Rr —4r”) 2 0, inegalitatea este evidenta.
Cazul 2). Daci (3R* ~16Rr —4r®) <0, inegalitatea se rescrie:
p*(4r* +16Rr —3R*) <r(12R° +131R°r +16Rr’ —4r°),

care rezultd din inegalitatea Gerretsen p> < 4R*+4Rr +3r?, (G) si inegalitatea lui Euler
R>2r, (E).

Ramane sa aratam ca:

(4R?+4Rr +3r?)(4r* +16Rr —3R?) < r(12R° +131R’r +16Rr* - 4r°) <

& 3R*~10R°r +15R°r* —12Rr’—4r* >0 <« (R-2r)(3R°-4R’r + 7Rr* +2r°)20.

1 cosg
49) In AABC : >
) 2Rl B¢
C0S—CO0S—
2 2
Solutie.

A
€07 2(4R+r

Folosim Lema giz ) . Inegalitatea se scrie:

C
COS—COS—
2 2
2 2
p°+r°+4Rr 2(4R+r)
2rp

Gerretsen p> >16Rr —5r?, (G) si inegalitatea lui Euler R > 2r, (E).

Riamane sa ardtim ci: 16Rr —5r*> >12Rr +3r> < R>2r.

& p®=12Rr +3r? | adevarata din inegalitatea lui

B _C
1 4 COSECOSE
50)In4ABC: D ——>

sinA 3 cos2
2

Solutie.

B C ,

Folosim Lemasi R
p

A . Inegalitatea se scrie:
CoS—
2
p?+r’+4Rr 4 p?+(4R+r)’
2rp -3 4Rp

& 3R(p*+r?+4Rr)z2r| p?+(4R+1)" | &
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< p*(3R-2r)=r(4R+r)(5R+2r) , care rezulta din inegalitatea lui Gerretsen
p® >16Rr —5r?, (G) si inegalitatea lui Euler R > 2r , (E).
Ramane sa aratam ca:
(16Rr—5r*)(3R—2r) 2 r(4R+r)(5R+2r) < 7R*~15Rr+2r’ >0 <
< (R-2r)(7R-r)>0.

CcOS E CcO0S E
43 2%

>

51) In AABC : ZsiiAZ

sin—
2
Solutie.
Cos B CosS ¢
: . 99 pP+r’+4Rr : .
Folosim Lema §IZ 2_P R . Inegalitatea se scrie:
r

sin—
2

P’ +r?+4Rr S 4\/5‘ P’ +r?+4Rr
2rp 9 4Rr
Doucet4R+r > p\/§, (D). Este suficient sa aratam ca: 9R > 2-(4R + r) < R>2r (E).

< 9R>2. py/3, adevirata din inegalitatea lui

. B. C
1 sin—sin—
52)INAABC : ) ——>4%"
sin A cos2
2
Marin Chirciu,Pitesti
Solutie.
sin B sin ¢
Y - 2 2
Folosim Lema giz 2 _PHr AR . Inegalitatea se scrie:
COSA 4Rp
2
2 2 2 2
p™+ 1"+ 4Rr >4. p~+ 1 +4Rr < R >2r, (inegalitatea lui Euler), (E).
2rp 4Rp
1 Mai 2018
Remarca.
La fiecare din inegalitatile de mai sus, egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este
echilateral.
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2. CONSTRUCTII CU RIGLA SI COMPASUL:
GASIREA G-ului POLIGOANELOR

Studiu de specialitate

Prof. Stan Ilie?

Identificarea centrului de greutate este o problema practica, veche si interesanta. Ea poate fi

abordatd in mai multe moduri.
Autorul si-a propus aici analiza problemei 1n conditiile restrictive ale scolii grecesti, folosind

doar rigla si compasul.

Vom folosi si invoca:
M(AB) — determinarea Mijlocului segmentului AB

R
A B A B A B A B
O O O O O
R R
. |
A E A = A B A =
@ O @ 0 O o 0] O o O
1]

G-ul unui triunghi

Este foarte cunoscut faptul ca punctul aflat la intersectia medianelor unui triunghi se noteaza cu
G si este numit centrul de greutate. El este punctul pentru care o placa triunghiulara se afla in

echilibru(instabil dar in echilibru?).
Asadar pentru AABC succesiunea constructiei este:

2 stan_ilie@yahoo.com
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N
(o] @ ;
C B C

W M

C B
M=M(BC) N=M(AC)
= I P I P I
G
@ ) C
. . C B M - & M
P=M(AB) AM, BN, CP G=AM N BN N CP

.....

(latura intangibila = latura ce nu poate fi folosita - cu exceptia extremitatilor).

e 0 latura intangibila

M M
G
) @ ® ; . ;
B [ B M - M L

M=M(BC), N=M(AC) AM, BN, G=AM N BN
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e doua laturi intangibile

F
D E
@ @ @ ® ® @
B C C B y C

C B
M

M=M(BC), AM D=M(BM), E=M(MC),
F=M(AM)

G, 6,
G
_ o o
[ B '™
M

e O @
B ul c B M
AD, BF, Gi=AD N BF AE, CF, Go=AE N CF G1G2, G=AM N G1G2
sau
G=M(G1Gy)

e trei laturi intangibile

><

B o =} C B c
P oarecare, AP, BP, CP Mi=M(AP), M>=M(BP),
M3z=M(CP)
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A A A
@ @
Ml
FI
) .
M2 Mg ®
® o ™ s o )
B Cc B o B I
MiM2, M2M3s, M3sM1 Construirea AA’B’C’=AABC
si respectiv si
construirea AM1M>M3 in exterior gasirea lui G’
A A A
@ @
x
@ @ @ @
B S B cr B (
G'B’,GC’ C(B,B’G’)NC(C,CG)=G

sau cu constructie strict interioara triunghiului ABC:

*e e @

B

@ @
Primii pasi de la constructia

anterioara

B

=] :.(-__;.cEi2
Iz M,
1

G”=G(AM1M:M3)

X

@ @
B

C (B, BiB2) N C (C, C1C2)=G

WWW.MATEINFO.RO
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B1B2=2M>G”,

C1Co=2M3G”

Nota: O postare pe un site de socializare a dat startul redactarii acestei probleme:

Vezi mai baiete sugubete, Ca te asteapta niste féte, Sa i dea tema, de la Sf.V pana la DraGobete:
“Cu un compas si cu un echer(ca tot esti tu pisicher), Trebuie ca s ne gasesti (vezi sa nu
dezamagesti!): ...G. lar de esti destul de jmeker(si in R nu doar in eter),

Cerceteaza nu doar la... ¥ ci si la patrulater!” Mister...
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G-ul unui patrulater

Poate fi 0 interesanta provocare aceasta problema. Mai ales dacd nu am abordat-o vreodata sau
dacd nu ne amintim(cum a fost cazul meu).

ARTANTANES

Unde? Undeva...pe segment
/ > | / > | m
Unde? Undeva...pe segment

Unde? Undeva N Undeva

(Daca se afla pe fiecare segment = se afla la intersectia segmentelor, nu?)

Interesant! Interesant este si daca abordam si altfel:

[ RER

Unde? Undeva...
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...dar aceasta este 0 altd problema ce merita tratata separat!

Tn tot acest material, diagonalele sunt cele ce fac impartirea in doua suprafete. Pe cat este posibil!

Am studiat doar cazul unui patrulater convex. Dar pentru un patrulater concav?
Care va fi constructia, oare? Nu Intoarceti, inca, pagina...
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G-ul unui patrulater concav

A B B A

Unde? Undeva...pe segment
] \
)
Unde? Undeva...pe segment

In acest moment, putem gisi deja centrul de greutate(prin intersectia celor doui segmente).

Dar daca folosim si cealalta descompunere “naturald” din infinitatea de descompuneri “reale”

ALA A AL

Unde? Undeva...pe segment

ALALA A

Undeva...pe segment  Undeva...pe segment Undeva...pe segment UndevaNUndevaNUndeva
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Oare in ce conditii G-ul Ti este exterior patrulaterului? Iata o noua problema de studiu:
“Dat fiind AA1A2Agz, care este locul geometric al lui A4 astfel incat G-ul este exterior
patrulaterului A1A2AzA4 ?”
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G-ul unui pentagon

Se Tmparte pentagonul in doua poligoane(un triunghi si un patrulater).

WL >

...”se reduce problema la o problema cunoscuta!”.

Pare interesant de studiat si ce este cu cele 4, 6, 8 sau 10 puncte G!
Probabil ca merita un material separat!!

G-ul unui hexagon

Se imparte hexagonul in doud poligoane(un triunghi si un pentagon sau in doua patrulatere).

se intersecteaza cele douad segmente.

Py

Cele 18 puncte G(9x2) determina 3 hexagoane tocmai bune de analizat(neaparat!) in “materialul
separat”!

G-ul unui poligon

Un n-poligon poate fi divizat in doud poligoane cu ny respectiv n varfuri, intre care exista relatia
ni1+ny=n+2. Cam seamana cu relatia lui Euler, nu? Ceacu M, V, F...

segmentelor G-urilor.

In lipsa timpului sau a pasiunii pentru astfel de constructii cu rigla si compasul, putem desigur
folosi pentru determinarea centrului de greutate o formula de tipul:

¥ xidi _X yidi

rai' Ye LA

Nesperat, am gasit, deja, si titlul materialului separat:

G-ul Poligoanelor vs Poligoanele G-urilor!

XG=
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3. STUDIUL CONVERGENTEI UNOR SIRURI DEFINITE
PRINTR-O RELATIE DE RECURENTA

Prof. Adela Terezia Pop, Colegiul Tehnic ,, Aurel Vlaicu”, Baia Mare

* p+1
1. Fie P<R. fixat si sirul (x,),, unde X €O gj x =X"p—+fX",Vn eN*,
* +

- . X
Sa se calculeze lim—"— me N *.

n—oo Xn+m

Rezolvare
Demonstram prin metoda inductiei matematice ca x, € (0,1), vne N*.
P(n):x, (01, neN*

I) P@:x e(01) propozitic adevarata conform ipotezei.

1) P(k) > P(k+1),k e N *

Presupunem P(k): x, € (0,1) propozitie adevarata si demonstram ca
Pk +1): x,,, € (0,1 este propozitic adevarata.

ka+l
k+1 =

+ PXy

p+1

" =X, €(021)
p+1 Xk + pxk

X, €0 = x"" €(0sipx, €(O,p)= €(0,0)

P(@) propozitieadevarata

P(n) propozitieadevarata = X 0,1),vn e N*, 1
P(k)—)P(k+1),keN*}:> (n) prop =% (Ob).vne @)

X, (xn" —1) . . -

X, — X, = T <0,¥vne N*= (x,). ., strict descrescitor. (2)

. .. . T Weierstras R
Din relatiile (1) si 2) = (x,),., este convergent si limx, =1<[0)

~ A .. } | P4 pl I<[0.,1)
Trecand la limita in relatia din enunt obtinem | = 1 = I(I P —1): 0<1=0
p+
p p

SRl SN AR N TR

X, p+1 oo X oo p+l p+l o X p
“m Xn — Ilm( Xn . Xn+1 Xn+mlj :( p +1J
o Xn+m n—e Xn+1 Xn+2 Xn+m p
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2. Se considera numerele p,q,re(0,«) si sirul (a,)

. care verifica relatia
(pn+a)a,..—a,)=pa, +r-(pn+q+p)pn+q)vneN*, a =(p+q)-(r+1). Sa se

n

. a
calculeze ||m( - ZJ :
N—00! prn

Rezolvare

Relatia din ipoteza devine a,,-(pn+q)—a,-(pn+q+ p)=r(pn+ p+qg)pn+q),vneN*

f—

G & =r,vneN*
pn+q+p pn+q
=

=b,,—-b,=r,VneN*= (bn )n21 progresie aritmetici.

Fieb, = & ,Vne N*
pn+q

b,=b+(n-1)-r= paiq+(n—1)r:r+1+(n—1)r:rn+1,VneN*
+

a, =(pn+qg)rn+1),vneN*

Iim(iz]n = nm((p“”)(g””)]n = |im(1+w]n =

2

prn N—o0 prn nN—o0 prn
(p+ar)n+q
prn2 prn o+
i (P+gr)n+q (pranna o
=lim 1+—2 =€ .
n—o0 prn

3. Fie peR; fixat i sirul (x,)_,, unde x, €(0,p+1) §i X, =+/pX, + p+1,Vne N*.

Sa se studieze daca sirul (x,)., este convergent si in caz afirmativ si se
calculeze limita sa.
Rezolvare.
Demonstram prin metoda inductiei matematice ca x, € (0, p+1), Vne N*.
P(n):x,€(0,p+1), neN*

) P@Q):x e(0, p+1) propozitie adevarata conform ipotezei.
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1) P(k) > P(k+1),k e N *

Presupunem P(k): x, € (0, p+1) propozitie adevarata si demonstram ca
P(k +1):x,,, € (0, p+1) este propozitie adevarata.

X =4 PX + P+1,Vn e N*,
X, €0,p+) = =X, €0, p+1)
=0<px <p(p+)=p+l<px, +p+1<(p+1)°=0<,/px +p+l<p+1

P@Q "A"
@) = P(n) propozitieadevarata = x, € (0, p+1),vne N*, (1)
P(k) > P(k+1),keN~*

Din ipotezd avem: x , =./px, +p+1=x2, —x>=(x, +1)(—x, + p+1)>0,vne N*=
X, >0

2. >x2,VneN*=x , >x,¥ne N*= sirul (x,)_, este strict crescator (2) .

n+l

X

T Weierstras

Din relatiile (1) i 2) = (x,)., este convergent si limx, =1e (0, p+1]
Trecand la limita in relatia din enunt obtinem:
I=Jpl+p+l=1°-pl-p-1=0<1=-1(nuconvine) sau I=p+1

Prin urmare limx, = p+1¢(0, p+1]

N—o0
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4 THREE SOLUTIONS OF A BEAUTIFUL PROBLEMS

Alexandru Tupan si Daniel Vicaru

OC161. The altitude BH dropped onto the hypothenuse AC of a right triangle ABC
intersects the angle bisectors AD and CE at Q respectively P. Prove that the line
passing through the midpoints of segments [QD] and [PE] is parallel to the line

AC.
[CRUX Mathematicorum]

Solution | (proposed by Alexandru — Andrei Cioc, Pitesti, Romania)

ke
s
R

Let note m(BAC) = 2aand m(ECA) = 2b. It follows that 2a + 2b =90° = a + b = 45°,
In ABEC, one has m(BEC) = 90° — b.Consider APHC. We obtain m(HPC) = 90° — b,
But the angles HPC = BPE(angles opposite at top) and share the same measure,

90° — b, Therefore triangle ABEP is isosceles. But [BM] is median in ABEP. One
obtain BM L PE.In triangle BAD, m(BEDA) = 90° — a.In triangle QAH, one obtain
m(AQH) = 90° — a = m(E@D)(again, B@Dand AgHare opposite to the top. It follows
that ABQD is isosceles, and BN L DQ.But m(EBM) = 90° —m(BEC) = band
m(NBD) = 90° — m(ABD) = aand this is followed by m(MBN) = 90° —a — b = 45°,
Let {I} = AD n cE.Then (Bl is the bissector of ABC, and m(4BI) = m(CBI) = 45°,
One obtain m(BMI) + m(BNI) = 180°; it follows that BMIN is inscriptible, and
BEMN = EIM. In triangle BEI, one has

m(BIE) = 180° — m(EBI)— m(BEC) = 135° —90° + b = 45° + b; one find

m(MNQ) = 90° — 45 — b = a; but m(AQH) = a = MNQ = JAH; that means MNQ and
QAH are internal alternate angles for lines MN and AC with secant AN. One obtain
MN || AC,as desired.
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I1) (Alexandru Tupan)

Drop a perpendicular Dw 1L AC . Use the formula

H|+|DW
dist(M, AC):%.
The idea is to evaluate the two segments in the numerator and compare with the

other side. Let k = |A%B|. Since AD is a bisector, we have

%=$2|DW|=$'|BHL
imi is abi RHI_ 1 o= L
Similarly, AQ is a bisector and BH| k+1:>|QH|_ 1 BH|.

Adding the two formulas above we see that [DW|+|QH| = |BH|,so dist(M,AC)=

The conclusion follows easily.

11 (Daniel Vicaru).
The third solution is based on the following picture:

BH
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?‘!Dr

Let M the mldpomt of [QD] One note m(BCA) == x. It is clear that

AH AH AC AE' Ein”x T 2
T mac T ao T = tan’x = = s |t follows that AH - cos®x = CH?- sin®x. But

BH =BA + AH = cos?x- BH = cos?x - BA + cos?x - AH(l)and
BH = BC + CH = sin’x - BH = sin’x - BA + sin®x - E(Z) Adding (1) and (2), one
obtain

BH =cos“x-BA +sin“x - BC
AB AB® _ AHAC _ AC 1 1 EQ

Itis clear that 7 = - = = S
AH AH-AB AH-AB AE' ic Einx BH sinx+1

. One obtain

] (cos?xBA + sin’x - BC). Again, by bissector theorem, one has

BD AEB . BD Einx Einx
— = — =5lhY = — = —— :"BD (—
oe AEC BEC sinx+1 sinx+1

—_ 1 — Y 1 1 ” —F . 7 D — . —_ .
BM = (E) . (BQ+BD] = (E) ) (m) [I:CDS xBA+ sin .'XIBC:']+ SIMBC] =

)- BC. Eventually, one find

G) - [(1— sinx)BA + sinxBC]
With a similar argument, if one note N the midpoint of [PE], then one obtain

—_—

EN = G) [cnsxﬂ +(1— casx]ﬁ]
Then one has
MN = MB -I-ﬁ = G) - [[1— simjﬁ + sinxﬁ] G) [cnsx . BA + (1 — cosx)- E]

_|_
G) [(1—sinx — cosx)AB + (1 — cosx — sin_x:]ﬁ'."] = G) - (1 — sinx — cosx)- (4B + BC) =.

(3) (1 — sinx — cosx) - (E)

Then Mnis collinear with AC, and the desired parralelism followed this.

I comment the third solution. It is ugly, | recognize, but this solution emphasize
vectors and trigonometry. This is the benefit of it. It is a solution of an teacher, and
this explains all.
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5. LOCURI GEOMETRICE

Prof. Alexandru Elena-Marcela
Scoala Gimnaziala ,,Ion Irimescu’ Falticeni

1. Se numeste loc geometric multimea punctelor care se bucura de o aceeasi proprietate.
(definitie din geometria elementara)

In plan aceasta multime de puncte poate alcitui una sau mai multe curbe. De exemplu
toate punctele din plan egal depdrtate de un punct fix se gasesc pe un cerc, prin urmare- cercul-
este format dintr-o singura curba, in timp ce punctele egal departate de o dreapta sunt situate pe
douad drepte paralele cu o dreapta data, de o parte si de alta a ei, deci locul geometric este alcatuit
din doua drepte.

Se poate concepe locul geometric si intr-un alt mod, bazat pe miscare, deci cinematic. Fie
un punct M mobil, care pastreaza in tot timpul miscarii proprietatea data si genereaza astfel locul
geometric. Tn acest fel punctul M coincide pe rand cu punctele locului geometric definit mai
inainte static, ca multime de puncte. Definitia cinematica: se numeste loc geometric figura plana
descrisa de un punct mobil M, care satisface o anumita conditie (proprietate) datd. Aceasta
figurd plana poate fi alcatuitd din una sau mai multe curbe sau chiar de o portiune din plan.

Clasificare, dupa conditia la care este supus punctul variabil:

a) locuri geometrice rezultate din miscarea unui punct care pastreaza neschimbata o
relatie geometrica;

b) locuri geometrice descrise prin schimbarea pozitiei punctului de intersectie a doua
curbe variabile. Tn acest caz proprietatea care se pastreazi este ci punctul variabil se giseste
mereu la intretaierea celor doua curbe.

2. Locuri geometrice rezultate din relatii geometrice. A gasi locul geometric al punctului
M (X, y) inseamni a gisi relatia de legaturi intre coordonatele X si y, adica ecuatia locului. In

cazul cand M (X, y) satisface o anumita relatie geometrica este suficient sa se transforme relatia

data intr-o relatie analitica. Rezulta regula simpla: locul geometric al unui punct care satisface o
relatie geometrica se gaseste transformdnd relatia geometrica in relatie analitica.

Exemple:

1) Se cere locul geometric al punctelor egal departate de dreptele paralele Ax+By+C =0 si
Ax+By+C'=0.

Rezolvare:

Fie M(X,,Y,) punctul care are distante egale fata de cele doua drepte, adica
Ax, +By,+C Ax,+By,+C'

1
+ A? + B /A + B® D
Semnele din fata radicalilor se pot combina in patru feluri care conduc la urmatoarele
doua ecuatii:
Ax, + By, +C =+(Ax, + By, +C").
Daci se ia semnul (+) Tnaintea parantezei se ajunge la o imposibilitate (deoarece C#C");
daca se ia semnul ( - ) se gaseste:
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C+C'

Ax, + By, + 0.

Deoarece x,, Y, sunt coordonate curente se poate sterge indicele si ecuatia locului este
C+C'

dreapta: AX+By+ =0 2

echidistanta fata de dreptele date, deoarece ordonata la origine este media aritmetica a
ordonatelor la origine a dreptelor date.

2) Sa se gaseasca locul geometric al punctelor care au suma distantelor fatd de doua drepte
perpendiculare, constanta si egala cu a.
Rezolvare:

Problema poate fi studiata sub doud aspecte dupa cum distantele sunt socotite cu semn
sau Tn valoare absoluta. In orice caz, axele de coordonate vor fi chiar cele doui drepte si atunci
este foarte clar cd distantele unui punct M la cele doud drepte sunt chiar coordonatele punctului.

Relatia geometrica datd de enunt este: MM, + MM, =a.

Cazul I: Daca distantele sunt socotite cu semn atunci acestea sunt coordonatele punctului
M, cu semnele respective in cele patru cadrane. Relatia geometrica transformata analitic este deci
x+y=a (3) si reprezinta dreapta AB Tn Tntregime din figura de mai jos, deci si partea punctata.
Daca M iese din cadranul I atunci din punctul de vedere al geometriei fara semne diferenta
distantelor este constanta i nu suma.

Cazul I1: Daca relatia geometrica se refera la distantele absolute atunci relatia analitica
este: |X| + | y| =a (4) si reprezinta patratul ABCD, deoarece dacd M apartine locului atunci

simetricele fata de OX, OY si origine apartin de asemenea locului.
Din punct de vedere al geometriei elementare problema se incadreaza in al doilea caz.
Dupa ce s-a obtinut ecuatia ramane de cercetat daca natura problemei permite ca toate
punctele care verifica ecuatia sa apartind locului sau numai o parte. Este chestiunea locului
geometric limitat.
3) Fiind date trei puncte A, B, C sa se gaseasca locul geometric al punctelor care satisfac relatia:
MB? + MC? =2-MA®.
Rezolvare:
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Se alege dreapta BC ca axa OX si mediatoarea segmentului BC ca axa OY. Coordonatele
punctelor sunt A(x,,Y,), B(a,0), C(-a,0) si M(x,y) care este punctul curent al locului.

Relatia geometrica transpusa analitic este:
(x—a)* +y* +(x+a)* +y* =2(x—x)* +(y—V,)* sau, dpa dezvoltarea si reducerea

termenilor asemenea: 2xX+2y,y =X’ +y> —a’. (5)
Aceasta este ecuatia locului geometric si reprezintd o perpendiculard pe mediana OA a

X

triunghiului ABC, deoarece coeficientul sdu unghiular este ——.

Y1
Discutie:
a) Problema, prin enuntul ei, nu duce la nicio limitare a locului geometric, deci locul geometric
este toata dreapta.
b) Cazuri particulare.

1) Daca OA=a, adicd mediana triunghiului ABC este jumatatea laturii BC atunci
Xf + yf =a’ si ecuatia locului se reduce la X, X+Y,y =0, adicd perpendiculara pe OA care trece

prin origine.
2) Daca triunghiul ABC este isoscel atunci A€ QY si X, =0. Ecuatia locului devine
2 2
y= hra , 0 paralela la OX.
2y,
3) Daca A, B, C sunt coliniare atunci A€OX si y, =0. Ecuatia (5) se reduce la
2.2
X= X > 2 , deci o perpendiculara pe dreapta BC.
X

3. Locuri geometrice rezultate din intersectii. In cazul locurilor rezultate din intersectii de
curbe punctul M se afla la intersectia a doud curbe variabile, a caror pozitie depinde de un
parametru A . Prin urmare ecuatia fiecarei curbe contine variabilele X, y si un acelasi parametru
A care schimba pozitia fiecarei curbe, dar nu modifica gradul ecuatiei sale. Cele doud curbe se
pot scrie, Tn general, sub forma: f(x,y;4) =0 si g(x,y; 1) =0 (6).

Ecuatiile (6) formeaza un sistem care se rezolva in raport cu X si y; acestea vor fi functii
de 1: x=9(4), y=vy(4).(7)

In baza relatiilor (7) la fiecare valoare a lui A corespunde o pereche de valori (X, y), deci
un punct in plan. Cand A variaza continuu, punctul M (x,y) isi schimba si el continuu pozitia si
descrie curba — loc geometric. Pentru acest motiv se zice ca (7) reprezinta ecuatiile parametrice
ale locului geometric. Legatura intre X si y este facuta indirect prin parametrul A .

Ecuatia carteziana a locului reprezinta legatura directa intre X si y. Aceasta se face
eliminand pe A intre cele doua ecuatii (7), deci scotand pe A dintr-una din ele si introducandu-I
in cealalta. In acest fel se obtine o relatie de forma F(X,y) =0 (7°) care este ecuatia locului
geometric cautat.

Pentru a gasi locul geometric rezultat din intersectia a doua curbe variabile, care depind
de un acelasi parametru, se elimina parametrul intre ecuatiile celor doua curbe.
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In cazul cand curbele contin mai multi parametri (de exemplu doi parametri) atunci cand
se elimina unul din parametri se elimina de la sine si al doilea.
Exemplu: Pe laturile unui unghi drept xOy se iau punctele A pe Oxsi B pe Oy, apoi punctele
. : . OM ON o
variabile M pe Ox, N pe Oy care satisface relatia: :+$ = 2. Sa se gaseasca locul

geometric al punctului {J}=ANBM .

Rezolvare:
In problema data axele sunt laturile unghiului drept. Coordonatele punctelor le notam:

A(a,0), B(0,b), M(«,0), N(0,p).
Dreptele din enunt se scriu prin taieturi:

ANy 24X _1-0; ev) 2+Y-1-0
a p a b

- o . .. .
in care se adauga relatia de legatura —+ é =2.
a

Din primele doua ecuatii rezulta f = %; a= bb—xy Acestea inlocuite in relatia de
legatura si dupa efectuarea calculelor conduc la

b®x? + 2abxy +a’y* —3ab(bx + ay) + 2a’h® =0.

S-a obtinut o ecuatie de gradul al II-lea. Atunci cand N=B, deci £ =b, din relatia de
legitura se obtine « = a, adica M=A. Tn acest caz dreptele AN si BM coincid si toate punctele
dreptei AB sunt puncte comune deci AM trebuie sa apara ca loc geometric rezultat din
nedeterminare. In consecinta ecuatia de gradul al Il-lea trebuie sa se descompuna.

Ecuatia poate fi scrisd (bx +ay)® —3ab(bx +ay) +2a’h® =0 care rezolvati in raport cu

X X . o e . .
(bx+ay) duce la 2a + 2—):3 -1=0, —+ % —1=0. Prima dreapta este veritabilul loc geometric si
a a
se construieste imediat avand tdieturile 2a, 2b ; este deci paraleld cu AB. A doua dreapta este AB,
care trebuia sa apara ca loc rezultat din nedeterminarea punctului de intersectie.
Observatie: La acelasi rezultat se ajunge mai simplu daca se scrie ecuatia locului geometric sub

bx 1Y
ab—ay ab —bx
numitorul.

forma —1=0. Apare imediat factorul (bx+ay —ab), dupa care se elimina

Bibliografie: Geometrie analitica, Manual pentru anul III liceu, sectia reala si licee de
specialitate de Gh.D.Simionescu, EDP —Buc. 1973
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6.STUDIU PRIVIND MOTIVATIA iNVATARII MATEMATICII

Prof. Aurora Olivia Mironescu
Colegiul de Industrie Alimentara "Elena Doamna, Galati

De ce invatam in general, de ce invatam la matematica, in particular?

Unul din principiile didacticii, prezentate in [1], este principiul motivatiei optime a
invatarii.

In ultima vreme a scizut interesul pentru scoald, pentru invatitura, culturd si nu numai.
Multi specialisti, psihologi, profesori, jurnalisti, oameni obisnuiti se intreaba ,,De ce? Cine este
vinovar pentru aceasta situatie?”

Fiind profesor de matematica, in activitatea de la catedra m-am confruntat de ceva timp
cu aceastd problema, care, In ultima vreme, a luat proportii ingrijoratoare. Elevii nu mai prezinta
interes pentru activitatea de invatare, studiu, lectura sau rezolvarea de probleme.”De ce trebuie
sd invat acest lucru? La ce imi trebuie? Este prea mult §i prea greu.” Aceste lucruri s-au spus
dintotdeauna, dar in felul si la dimensiunile de acum, nu.

Consider ca fara motivatie nu ar exista progres in nici un domeniu. Prin urmare, ce
trebuie sd fac pentru a trezi interesul elevilor? Cand anume se produce ruptura dintre ei i
matematica scolara? De ce? Care este cauza acestei situatii? Sunt Intrebari cu raspunsuri dificile

sau aproape imposibile.
CAI DE OPTIMIZARE A MOTIVATIEI ELEVILOR

O metoda pentru atragerea elevilor spre studiul matematicii o constituie rezolvarea de
probleme. Uneori nu este suficient doar atat. Frumusetea solutiei unei probleme o poate sesiza un
elev care este deja atras de aceasta disciplina.

Ce facem cu cei care sunt ,,impotriva” matematicii?

Este foarte importantd educatia matematica la varste fragede (ciclul primar):

e sa fie Invatat cum se rezolva o problema;
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¢ sa nu fie supraincarcat prin obligativitatea realizarii unor teme pentru acasa foarte mari si
grele;

e sirezolve probleme jucandu-se.
Pentru elevii mai mari, care si-au format deja o aversitate pentru matematica, se pot

aplica si alte metode, care au avantajele, dar si dezavantajele lor.

Utilizarea mijloacelor informatice in predarea matematicii

e Lectiile AEL.
Acestea sunt atractive; cu ajutorul lor se pot realiza toate momentele unei lectii ( captarea
atentiei, predarea noilor cunostinte, fixarea si evaluarea acestora). Se antreneaza toatd clasa,
elevii nu au timp sa se plictiseasca; fiecare lucreaza la calculatorul sau.
Exista si dezavantaje: sunt mari consumatoare de timp; nu se pot aplica la toate temele

din programa; succesul lectiei depinde mult de mijloacele tehnice.

e Alte pachete de programe (MATLAB, Matematica 4.0)

Sunt programe cu ajutorul cdrora se pot rezolva algoritmic unele probleme de
matematicd. De exemplu se introduce functia si, cu comanda speciald, se poate determina
graficul functiei respective. Sunt utile astfel de exercitii; elevul poate identifica din grafic
proprietatile functiei respective (monotonie, convexitate, asimptote, etc). Elevii sunt interesati
si-1 atrage mai mult sa vada desenul gata realizat.

Sunt si dezavantaje:

e programul costa destul de mult; se poate utiliza varianta demo, dar acest lucru este
provizoriu;

e clevii trebuie sa fie familiarizati cu comenzile specifice.

e Alte ”instrumente” de atragere a elevilor spre studiul matematicii

1. MindMeister- MindMeister este un software usor de utilizat in activitatea de predare-
invatare. Se pot realiza scheme de recapitulare in timp real, impreuna cu elevii, in special

la lectii de recapitulare (cel putin la matematica). Eu l-am folosit la lectia de fixare a
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cunostintelor ’Sisteme de ecuatii liniare- clasa a Xl-a”. Dezavantaj- este contracost, dar

se poate cumpadra la nivel de scoald si atunci costd mai putin.
2. GoogleForms- Google Forms reprezinta un instrument gratuit de 1a Google, care permite
urmatoarele:
- crearea de formulare, de sondaje, de chestionare;
- participarea altor persoane la completarea formularelor on-line;
-permite colectarea tuturor raspunsurilor intr-o foaie de calcul,
- prezentarea rezultatelor prin grafice

Deci, culegerea de date prin Google Forms se refera la adunarea unor informatii de orice
fel si asezarea lor intr-o foaie de calcul creand astfel o pagind in Forms, de unde activitatea
principala incepe. Google Forms este folosit pentru ca permite lucrarea cu alti colaboratori si
distribuirea documentului, iar n final evaluarea lucrarii prin grafice. Accesul la Google Forms
se face prin intermediul Google Drive si poate fi accesat de un cont google personal sau prin
Google Apps for Education account.

In cazul nostru, se pot realiza teste, elevii rezolva, apoi il trimit Tnapoi, pentru a-l corecta
profesorul. Quizizz- joc distractiv, dar si educativ. Se poate folosi la clasa, pentru fixarea
cunostintelor, dar si captarea atentiei. Este nevoie de conectare la Internet, tablete sau doar
telefoane. Profesorul poate folosi testele deja existente sau poate creea el propriile chestionare.

Elevii, de toate varstele, sunt Incantati si participd cu drag la aceste jocuri.

Rezolvarea de probleme amuzante sau cu aplicatii practice

Unii profesori poate nu sunt de acord cu acest tip de probleme. Totusi, acestea dezvolta
aptitudini asemanatoare cu cele din matematica scolara: atentia, in special atentia la detalii,
realizarea de conexiuni. In acelasi timp, nu fac apel numai la memorie, ca in cazul unor teme din
manualele scolare.

Pentru rezolvarea acestor probleme se pot acorda recompense (puncte in plus la evaluarea
traditionala, chiar note). Facem compromisuri? Eu cred ca nu. Cel care are noua la test si rezolva
problemele, sigur merita 10; iar cel care a obtinut 3, sigur poate lua mai mult de 4. Tn acest mod

existd posibilitatea de a se schimba atitudinea de respingere a matematicii de cétre elev; ceea ce
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nu este putin lucru. Acesta se va simti foarte bine, nu numai datoritd punctelor in plus, dar va
avea si un confort psihologic. Creste atentia la orele de matematica, se imbunatateste frecventa,

exista competitie intre colegi.

Exemple:

1.Avem sapte saci , fiecare cu acelasi numdr de mere. In prima zi se scoate un mar dintr-
un sac, in a doua zi se scoate cate un mar din doi saci, si asa mai departe, pana in ziua a saptea
cand se scoate cdte un mar din fiecare sac. In acest mod toti sacii sunt golifi.
a) Cate mere sunt in fiecare sac?
b) Indicati un mod de efectuare a acestor operatii succesive care sa raspunda ceringelor
problemei.

Concurs National de Matematica Aplicata ,, ADOLF HAIMOVICI ’-et.judeteana-2008

2.0 sala de spectacol are locurile dispuse pe randuri si pe fiecare rand, incepand cu al
doilea, se afla cu cate doua locuri mai multe decat pe randul precedent. Stiind ca pe primul rand
sunt 38 de locuri si in total sala are 2010 locuri, aflati pe cdte randuri sunt dispuse locurile in acea
sala.

Concurs National de Matematica Aplicata ,, ADOLF HAIMOVICI ’-et.judeteana-2011

3.Intr-o populatie de soricei 25% sunt albi, iar restul sunt negri. Printre cei albi, 50% sunt cu
ochi albastri, iar dintre cei negri, doar 20% au ochi albagstri. Daca 99 de soricei au ochi albagtri,
aflati cati soricei sunt in total.

Concurs National de Matematica Aplicata ,, ADOLF HAIMOVICI ’-et.judeteana-2011

4.Lui Doru i-au venit in vizita colegii de clasa. Mama Ui |-a intrebat cdti oaspeti au venit.
Doru a raspuns: *“ Mai multi decdt sase”, dar sora sa de alaturi a spus: "Mai mulfi decdt cinci”.
Cati colegi i-au venit in vizita lui Doru, daca se stie ca un raspuns este corect §i altul nu ?

Concurs National de Matematica Aplicata ,, ADOLF HAIMOVICI "-et.judeteana-2011
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5.Un meci de fotbal intre echipele A si B s-a incheiat cu scorul de 4 la 3 in favoarea

echipei A. Daca echipa B nu a condus nici un moment, precizati in cate moduri se poate ajunge

la acest scor.

Concurs National de Matematica Aplicata ,, ADOLF HAIMOVICI ’-et.nationala-2008

6.Un litru de suc contine 80% apa. Ce procent de apd va contine sucul daca Ana bea

Jjumatate de litru ?

a)30% b)40% c)100% d) 80% e) 10%

7.Sanda minte intotdeauna luni si marti. Intdlnindu-se cu Alice, spune : « leri am mintit.
De poimdine voi minti doud zile la rand. » In ce zi a saptamanii s-a Intalnit Alice cu Sanda ?

a) luni b) marti c)miercuri d) joi €) vineri

8. Manualul de istorie este cu 50% mai scump decdt cel de fizica. Manualul de fizica este

mai ieftin decat cel de istorie cu :
a)50% b)35% c)33,33% d) 25% e) 66,66%.

9. Tn familia mea sunt, incluzdnd animalele de casd ( cdini, pisici si pesti), 13 guri, 28
picioare §i 9 cozi. Cati pesti sunt?

a)5 b)4 c)3 d)2 e)6

10. Florin are 132 bile iar Mihai numai 86. Cdte bile trebuie sa-i dea Florin lui Mihai
pentru a avea un numar egal de bile?
a) 23 b) 32 c) 33 d)43 e)46
11. Diferenta dintre cel mai mare si cel mai mic numar de 3 cifre, avand toate cifrele
diferite, este:
a) 899 b) 885 ¢) 800 d)876 €)364.
Jocul-concurs ,, CANGURUL”
O alta posibilitate de crestere a interesului pentru disciplina matematica este prezentarea

unor informatii despre viata si activitatea unor matematicieni- realizarile acestora, calitatile, dar
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si defectele. Acest lucru il poate face profesorul, dar si elevii, prin intermediul unor referate;

conditia este sd nu devina ceva formal: dau cautare pe internet si aduc referatul, fara a-l citi.

Se pot organiza concursuri pe teme de matematica si nu numai, intre elevii aceleiasi clase
sau/si clase diferite. Dificultatea unui asemenea demers constd In alegerea intrebarilor. Acestea
nu trebuie sd semene cu exercifiile de matematica obignuite, lucrate in clasd. Concursul nu
trebuie sa se transforme intr-o lectie de evaluare. Se pot alege intrebari care au legatura cu tema,
dar aplicatii si 1n alte domenii; trebuie sa se foloseasca si experienta proprie a copilului. De
asemenea, raspunsurile nu trebuie sa se bazeze pe reproducerea unor formule matematice, ci sa
faca apel la logica, imaginatie, creativitate.

Concursurile pot fi organizate in colaborare cu alte cadre didactice, de specialitate

diferita.

FACTORI CARE INFLUENTEAZA iNVATAREA MATEMATICII

e Mediul, anturajul

Un elev, pentru care atat familia, cét si prietenii se preocupa de scoala, de studiu, va fi
interesat de mic de toate aspectele vietii de scolar (lectura, realizarea temelor, indeplinirea
obligatiilor, nu numai cele scolare, asumarea unor responsabilititi, etc.). In caz contrar, daci
parintii subapreciaza sau chiar desconsidera scoala ( ,,la ce-{i trebuie sd inveti?”’), nu manifesta
respect pentru profesori, si copilul va trata cu indiferentd si chiar va opune rezistentd tuturor
problemelor legate de viata de elev.

In acelati timp, la vérsta adolescentei, prietenii vor fi cei care exercitd o influentd mai
mare asupra elevului. Daca pe tofi i1 intereseazd invatatura, dacd au preocupdri comune,
discutiile vor fi purtate n jurul acestui subiect; daca nu, vor fi utilizate apelative ca ,.tocilar”,

vanator de note”, etc.

e Stilul profesorului
Un profesor prea autoritar sau, din contrd, prea permisiv, nu ajuta la cresterea motivatiei
pentru invatatura. Aceasta este legatd de simpatia sau antipatia inspiratd de persoana
profesorului. Existd prejudecata prin care un bun profesor de matematica nu poate fi bun si la

altceva: in sport, in muzicd, In picturd sau in literaturd. Existd multe contraexemple. Astfel,
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personalitatea profesorului poate atrage mai mult elevii, atractie pe care el poate s-o foloseasca in

favoarea matematicii.

e Ecuatia personali a elevului

Aceasta cuprinde personalitatea, temperamentul, vointa, gradul de curiozitate, profilul
psihologic, coeficientul de inteligenta al fiecarui copil.

Exista diferente intre activitatea de predare-invatare si alte forme de comunicare de
cunostiinte ( conferintele, articolele din presa, emisiuni radio-tv etc.). La aceste activitati,
publicul este interesat de subiect, ceea ce nu se intmpla intotdeauna la scoala. Aceasta are si un
caracter de obligativitate. Autoritatea profesorului se bazeaza si pe componenta existentd
potential, punitiva; de asemenea, profesorii sunt oameni cu deficiente. Se gasesc destule motive
ca sa explicdm de ce unora nu le place scoala in general, matematica, In special. Calitatile
matematicii: rigoarea, precizia, utilizarea rationamentului deductiv, etc, se pot transforma pentru
multi elevi 1n piedici si aspecte dezagreabile [1].

G. Polya in ,,Cum rezolva o problema?”’- ,,Pentru ca invitarea sa fie eficienta, cel ce
invata trebuie sa fie interesat de materialul pe care il are de invitat si sa giaseasca pliacere
in activitatea de invitare. Dar pe langa aceste motive ale invitirii, care sunt cele mai bune,
mai exista si alte motive, dintre care unele sunt chiar de dorit (pedeapsa pentru a nu fi
invatat poate fi motivul cel mai putin dorit)”. De asemenea, ,,Profesorul trebuie sa se
considere ca un negustor; el vrea sa vanda tinerilor un pic de matematica ...este de datoria
de vanzator de cunostinte sa-l1 convingeti pe elev ci matematica este interesanti, ca
problema pe care o discutati acum este interesanta, ca aceasta problemai la care lucreaza,
merita efortul”.

Tnainte de a se apuca de rezolvarea unei probleme, elevii trebuie provocati sa ghiceasca
rezultatul, pentru cd,exprimandu-si o parere, ei se simt angajati; prestigiul si propria lor
autoapreciere depind intrucatva de acest rezultat si astfel vor fi interesati activ in tema respectiva.
Se pot gasi destule probleme interesante care sa trezeasca interesul elevilor. Cum am prezentat in
capitolele precedente, provocarea interesului elevilor se manifesta cel mai mult in invatamantul
problematizat. Nu simpla rezolvare de probleme, ci punerea situatiilor problema. Situatia

problemad este o notiune anterioard problemei propriu-zise. Ea reprezinta o secventd provenita
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din realitate sau din interiorul matematicii. Utilizarea situatiilor-problema se practica la
Tnceputul capitolelor tocmai pentru a spori interesul pentru noile cunostinte. Trebuie sa se creeze
un conflict, o stare de tensiune intre cunostintele deja acumulate si cele care se intrevad a fi
necesare in rezolvarea problemei care ia nastere din situatia-problema. Exemplul cel mai utilizat,
prezent in manualele de matematica, este cel al notiunii de derivata.

Predarea matematicii nu poate miza doar pe aceste probleme atractive. Specificarea
explicita a scopului unei lectii poate avea un efect mobilizator fie ca este vorba de interese pur
matematice (,,vom Invata sa calculdm primitivele unei functii pentru ca sa calculam, de exemplu,
aria unei suprafete plane”), sau mai general scolare precum recapitularea pentru teza,
atentionarea asupra unei ore deschise la care clasa vrea ,,sa iasa bine”.

Nu putem exclude nici motivatiile legate de competitia scolara care existd in interiorul
unei clase sau scoli, incepand cu mult hulita ,,invatare pentru notd” (oare adultul nu munceste
pentru salariu?), ambitia de a-si corecta o notd, de a fi primul, de a beneficia de alte forme de
recompense materiale (burse, tabere) sau morale (laude, evidentieri)

,nvitarea de dragul invatarii” (adici invitarea cuprinde in sine propria risplati) ramane
un deziderat ideal spre care trebuie sa tinda eforturile de motivare desfasurate de elev, dirijate de
profesor. Printre elevii foarte buni, care participa si la alte activitati, se gasesc destui care accepta
acest punct de vedere [1].

Cel mai important, mi se pare sd cunoastem parerile celor implicati direct In procesul
invatarii matematicii: elevi si profesori. In continuare, voi prezenta rezultatele unui sondaj

realizat printre elevi de varste diferite din clasa a VVl1-a pana in clasa a XII-a:

REVISTA ELECTRONICA ISSN 2065-6432
MATEINFO. RO MARTIE 2019 WWW.MATEINFO.RQ



http://www.mateinfo.ro/

REVISTA ELECTRONICA ISSN 2065-6432
MATEINFO. RO MARTIE 2019 WWW.MATEINFO.RQ

CHESTIONAR

Motivatia invatarii-Elevi

1. Inveti la matematica?
a) Da
b) Nu

2. (daca ai raspuns Da la intrebarea precedentd) De ce inveti la matematica?
a) Pentru ca ,,asa trebuie”;
b) Pentru ca vor parintii,
c) Pentru ca mi place;
d) Pentru ca acest lucru ma va ajuta in viitor.
e) Alte motive: ........... Detaliati.

3. (Daca ai raspuns NU la intrebarea 1) De ce nu inveti la matematica?

a) Pentru ca nu inteleg;
b) Pentru ca nu imi place;
c) Mi se pare prea greu;
d) Pentru ca nu ma intereseaza.
e) Alte motive: ............ Detaliati

4. Care din urmatoarele aspecte iti influenteaza rezultatele la disciplina matematica?
a) stilul de predare al invatatorului/ profesorului;
b) modul de desfasurare a orelor de matematica,
¢) relatia elev-elev( nivelul clasei, competitia dintre elevi);
d) ajutorul primit de la alte persoane(parinti, profesori, etc).
e) Alte motive: ............ Detaliati

5. Care dintre urmatoarele aspecte te-ar stimula in plus sa participi/ inveti la matematica?
a) programul scolar sa fie mai putin incarcat;
b) lectiile sa fie mai bine organizate;
c¢) continuturile ( ceea ce se predd) sd fie mai interesante, sa aiba mai multd
legdtura cu practica;

d) existenta unor evaluadri periodice, organizate la nivel national;
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e) continuturile sa se bazeze mai putin pe memorie si mai mult pe analiza, logica,

argumentare.
f) Alte aspecte.... Detaliati

Clasa: Varsta:
Sex:-masculin -feminin

Analiza si discutarea chestionarului

1. Inveti la matematica?
a) Da- 65
b) Nu- 35

intrebarea 1

100

90

80

70

60

50
40
30
20
10

Dintrebarea 1

2. ( daca ai raspuns Da la intrebarea precedentd) De ce inveti la matematica?

a) Pentru ca ,,asa trebuie”; 28

b) Pentru ca vor parintii; 5
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c) Pentru ca imi place; 17

d) Pentru ca acest lucru ma va ajuta in viitor. 29

e) Alte motive: ........... Detaliati.

intrebarea 2

100

90

80

70

60

50

40

30

20

3. (Daca ai raspuns NU la intrebarea 1) De ce nu inveti la matematica?

a) Pentru ca nu inteleg; 18
b) Pentru ca nu imi place; 8

c) Mi se pare prea greu; 14

d) Pentru cd nu ma intereseaza. 1

e) Alte motive: ............ Detaliati
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intrebarea 3

100

90

80

70

60

s

40

30

20

10

4. Care din urmdtoarele aspecte 1ti influenteaza rezultatele la disciplina matematica?
a) stilul de predare al invitatorului/ profesorului; 62
b) modul de desfasurare a orelor de matematica; 29
¢) relatia elev-elev( nivelul clasei, competitia dintre elevi); 15
d) ajutorul primit de la alte persoane(parinti, profesori, etc). 25
e) Alte motive: ............ Detaliati
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intrebarea 4

100
90
80
70
60
s
40
30
20
10

5. Care dintre urmatoarele aspecte te-ar stimula in plus sd participi/ inveti la matematica?
a) programul scolar si fie mai putin incéircat; 72
b) lectiile sa fie mai bine organizate; 13
) continuturile ( ceea ce se predd) sa fie mai interesante, sd aiba mai multa
legdtura cu practica; 37
d) existenta unor evaludri periodice, organizate la nivel national; 5
e) continuturile sd se bazeze mai putin pe memorie si mai mult pe analiza, logica,
argumentare. 32
f) Alte aspecte:... Detaliati
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100
90
80
70
60
50
40
30
20

intrebarea 5

Chestionarul a fost aplicat unui numar de 100 de elevi, astfel:

clasa fete baieti total
7 9 10 19
8 2 3 5
9 7 13 20
10 15 14 29
11 6 3 9
12 15 3 18

Ce concluzii se impun dupa analiza raspunsurilor?

speciale spre aceastd disciplind. Multi dintre ei nu au rezultate foarte bune la matematica. Ori nu
stiu s@ invete, ori stradania lor nu prea da roade. Am observat ca dintre elevii de clasa a VIII-a

sau a Xll-a (sfarsit de ciclu scolar), doar cate unul a spus ca nu invata; aceasta demonstreaza ca

1. 65 % din elevi au spus ca Invatd la matematica.

examenele constituie 0 motivatie serioasa.

2. De ce invata?

Majoritatea celor carora li s-a aplicat chestionarul sunt elevi obisnuiti, fara inclinatii
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29 % au raspuns ca acest lucru i ajuta in viitor; foarte apropiat de 28 %, “pentru ca asa
trebuie”. Se poate spune ca ratiunea a invins placerea, doar 17 %. Totusi, acest din urma procent
este destul de surprinzator, avand in vedere, Inca o data, ca elevii chestionati nu sunt olimpici la
matematica.

3. De ce nuinvata?

Majoritatea celor care au raspuns, pentru ca nu inteleg. Doar unul a spus ca nu-I
intereseaza. Este un lucru Tmbucurator. Este mai usor sa faci un elev sa inteleagd matematica,
decat sa-l faci sa fie interesat de ea.

4. Care aspecte influenteaza rezultatele la matematica?

62 % au raspuns ca stilul profesorului. Deci suveran a ramas profesorul. El poate
influenta in mare masura, pozitiv sau negativ, atitudinea elevului fatd de disciplina predatd. Acest
lucru nu se intampla doar la matematica . De asemenea, conteaza foarte mult si nivelul clasei.

5. Ce anume i-ar stimula pe elevi sa invete mai mult?

Programul scolar sa fie mai putin incarcat (72 % ); continuturile sa fie mai interesante (37
% ). Aceste lucruri nu depind de noi, profesorii, ci de forurile superioare. Toata lumea propune o
descongestionare a programei, un program scolar mai lejer. In ultimii ani s-au Tnregistrat unele
incercari timide 1n acest sens (de la 33 de ore pe saptamana, sunt acum 30 de ore).

Tn final, ce concluzii se pot formula?

Ce putem face noi profesorii pentru a motiva elevii sa Invete matematica?
e sd adaptam continuturile nivelului de cunostiinte al elevului;
e sautilizam metode activ-participative;
e sd facem tot timpul apel la experienta anterioara a elevilor.
Ce nu depinde de noi, dar se poate rezolva printr-o legislatie corespunzatoare?
e modificarea programei §i a continuturilor;
e schimbarea structurii invatdmantului liceal, in sensul revenirii la invatamantul
profesional;
e schimbarea metodologiei examenelor de sfarsit de ciclu scolar (admiterea la liceu,

Bacalaureat).
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7. SOLUTIONS OF TWO PROBLEMS FROM SCLIPIREA MINTII 22

by Nicusor Zlota,”’Traian Vuia” Technical College, Focsani, Romania

QA45. Proposed by D.M. Batinetu-Giurgiu, Bucharest, Romania.

2 n
Let a,be[0,0),a<b,P,(x) =1+%+X—+....X—I, n is positive integer.
! n!

21
Find
]’-ex +n!(sin x —cos X)

e’ +sinx+ P (x)

Solution:
Consider the function  f :[a,b] > R, f (x) =e* +sinx+ P, (X)

n

But f'(x)=e"+cosx+P _ (x)= f(x)- f'(x)=sin x—cosx+x—I
n!

So, nI(f(x)— f'(x)) =n!(sin x—cosx) + x"

We have

e* +nl(sin x —cos x)
e* +sinx+ P (x)

-]
FRALIGCORR e IR P G \ f (b)
|:£ 169 dx:n!_!:(l—m)dx:n!(x—lnf(x))|a:n!(b—a—lnﬁ)

Q48.
Proposed by Marian Cucoanes, Marasesti, Romania
Prove that in any triangle ABC holds the following inequality

L ey

sin— sin— sin— r
2 2 2

Solution:
Using the known formula

inA_ [=b)-0)
2 bc

Write the inequality as



http://www.mateinfo.ro/

REVISTA ELECTRONICA ISSN 2065-6432
MATEINFO. RO MARTIE 2019 i LS MO R
1 1 1 1 be
sin? sinB sinS (s=b)(s—¢) (s—b)(s—c)
2 Ny 2 be

The Cauchy-Schwarz inequality gives us

bc 1 — .
Z\/mﬁ\/(zab)(Zmz\/(s +r +4Rr)r—2

Therefore,

4R-2r
r

\/(sz+r2+4Rr)i2§ &P +r°+4Rr<(4R-2r7° <
r

s’ <16R* - 20Rr +3r?
According to Gerretsen’s inequality s*> <4R”+4Rr +3r*, we get

12R* —24Rr >0=>12R(R—2r) >0, which is obvious
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Prof. Stan llie?

acelor vremuri, am considerat necesara parcurgerea unor materiale adecvate.
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“Marii Initiati” cartea lui Edouard Schuré, “Figuri llustre ale Antichitatii” autor al

capitolului “Pitagora si Scoala sa“ - Edmond Nicolau, precum si “Versurile de Aur” pot fi bune
materiale Tn acest scop.

Cei ce doresc, ma pot contacta pe adresa de e-mail de mai jos.

3 stan_ilie@yahoo.com
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Pitagora este Fascinatie si Mister:

Anul si locul nasterii...ca si detalii referitoare la disparitie. ..

Anii Copilariei...

Anii de Calatorie...Samos...Egipt...Babilon...India(?)...Samos...Delfi...Crotona...  Scoala
Pitagoreeana. ..
Filozofie...Ezoterism...Putere...SemiZeu...Misticism...Secte...Heterii...Profetii... Monada...
Cosmogonie...Psihologie...Masacru...Discipoli

" Multumirile mele Domnului Gyorgy Tozser
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