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1. Alta solutie pentru o problema din Gazeta Matematica

Nela Ciceu, Rosiori, Bacau si Roxana Mihaela Stanciu, Buzdu

Problema 27057 din GM-B, 4/2015.

Fie | centrul cercului inscris triunghiului ABC, IF L AB,ID L BC,IE L AC, unde

D e BC,E € AC,F € AB. Daci IDNEF ={Q},IENFD = {R}, IF N DE = {S}, atunci aritati c:
(@) AQNBRNCS ={G}, unde G este centrul de greutate al AABC;
() AQ BR CS _

Neculai Stanciu, Buziu si Titu Zvonaru, Comainesti
Solutie.

(@) Vom demonstra ca Q apartine medianei din Aa triunghiului ABC.
Fie {M}=AQNBC,E'=Pr,. Esi F'=Pr, F.

Avem
FD=BD-BF'=
_ (p—b)—(p—-b)cosB = 2(p—b)sin? 2 = 2P=2)(P=b)(p—¢)
2 ac
si analog
ep - 2(P-)(P-b)(p-0)
ab
Rezulta ca
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QF _ DF'

QE DE'’
Folosim relatia (R,)din RecMat-2/2011, p. 108

http://recreatiimatematice.ro/arhiva/articole/RM22011ZS.pdf
si obtinem ca

AF BM AC QE
. . . :1:}
AB MC AE QF
BM AB AE QF ¢ p-a 2(p-a)(p-b)(p-c) ab 1
MC AF AC QE p-a b ac 2(p—a)(p—-b)(p-c)
= BM =MC, adica Q apartine medianei din Aa triunghiului ABC.

Analog R apartine medianei din B a triunghiului ABC si S apartine medianei din Ca
triunghiului ABC . Deci AQ(NBR(NCS = {G}.

(b) Folosim relatia (R,)din RecMat-2/2011, p. 108

http://recreatiimatematice.ro/arhiva/articole/RM22011ZS.pdf
si obtinem ca

a.p—a_p—a
AQ _ p-b p-c _2(p-a)
QM a p-a_a p-a a
2 p-b 2 p-c
si analog
BR _2(p-b) , respectivgz 2(p—c).
RN b SP c
Rezulta ca
SZ
g.>
— — _ Euler
AQ BR CS _8(p-a)(p-b)(p=C) _ P _25 _2r°¥, pp
QM RN SP abc 4RS pR R

Noti. Relatiile (R;)si (R,)sunt demonstrate in RecMat-1/2005, p. 15
http://www.recreatiimatematice.ro/arhiva/articole/RM12005Z1.pdf
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2. Other inequalities with Fibonacci and Lucas numbers

by D.M. Batinetu-Giurgiu, Bucharest and Neculai Stanciu, Buzdu

1. For any natural number n are true the folowing inequalities:

n

en+3—Ln+2 < (1 ZLLJ (1)
k

nN\o

" 18 1Y)
e <( ZLZJ @)

Ny

n+1 Foio <( j (3)
nia F
n FoFnit <( J (4)

(D.M. Bitinetu-Giurgiu and N. Stanciu, 2013)

Proof. In e* > x+1,Vx eR, we take x :iz L, —1 and we get:
k=1

n n

*) e%Lk_1 Z%ZHZLK Qeé - ( ZL j
k=1

N
By M.A.— M.H. we have:

BuJgd)r it ()

k1

So from (*) we obtain:
Zn:Lk -n n -n Zn:Lk—n n n n n n—zn: Ly
gl > EZL & pk E i >l 1 i >e < = en+3_L”*2 , Where we
nia Ly il Nia b
using the fact

so (1) is proved.
Taking x=lz L? —1,in e*>x+1,V¥xeR we obtain that:
n

k=1

n

(**) enkz ZLZ & ek 1Lk ( ZLZJ

N
By M.A. — M.H. yields that:



http://www.mateinfo.ro/

REVISTA ELECTRONICA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 — SEPTEMBRIE 2019 RWANEUI0i{eR e

-1
C 2 $ 1 2 1 n 2 n _ lni
DY P S

k=1

and from (**) we get:

Zn:Lﬁ—n n - Zn:Lﬁ—n n "
L R e
ni= L ni= L

k=1
n AN
1M 1 n—ZLk
| — _2 2 e k=1 — en+2_LnLn+1 ,
nia Ly
using
> 2
Lk = I-n I-n+1 2’
k=1

(2) is proved
Wetakex=12Fk —-1,ine*>x+1,vxeR:
nia

=Y F-1 1 n F.—n
(***) e”m >= Fk & ekl >

-1
So (szJ i ZHZQEZFI(Z n__ l i ’

k=1 o Py N 1 (nidF
from (***) follow that:

> Fe-n n - Zn:Fk—n n " n 4 n—zn:Fk
et > izi o ed i1 >le i1 >e i =Mz
F ny nigF

k=1

Where we used:

hence (3).
Putting x =£Z FZ-1,in e* > x+1,vxeR we deduce that:
n

k=1
7zn“5371 n > Fé-n n n
(*x*) e 212 Fooed > 1 Fo | .
n k=1 n k=1

Hence

n

4 no1 1 n
(EF@(ZFJZ”ZQ‘ZWZ : 1=(
2
k

k=1 Tk

And by (****) we deduce:
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k=1

Zn: RZ-n n - Zn: F2-n n n n " n—zn: F2
et > EZ—lz oeft |1 —12 >1e |t —12 >e < =g
nia F niz F ni=F

Where we taking account by
Z sz =|:n I:n+1 '

And we are done !.

2. If mis a positive nenule real number and n is a natural nenule number, and ABC s a
triangle with area S with usual notations we have

2(m+1) 2(m+1) 2(m+1) m+1
a b C 4 3
2 2 m + 2 2 + 2 2 2 m \/m_ S (1)
(ana + Fn+1mb ) (Fn mb + I:nﬁ-lmc ) (Fn mc + I:n+1ma) 3 I:n+2
I,T,ls(m+1) N ms(mﬂ) N mCZ(m+l) g 3m+l\/§ s (2)
(Fnb2 + lecz)m (Fncz + Fn+1a2) (Fnaz + Fn+lb2) 4m anJIZ
a2(m+:L) bZ(m+1) C2(m+1)
+ + >
2 2 2 2 2 2
(ang + Fm_lmé + Fn+2mc2 )m (Fn mb + I:n+1mc + I:n+2ma) (Fn mc + I:n+1ma + I:n+2mb)
m+2
.23 ®3)
3m anlz
2(m+1) 2(m+1) 2(m+1) m+1
m m m
2 s 2 2 m + bz : 2 2 + 2 : 2 b2 Z - 3m \r/ng S
(Fna + Fn+1b + Fn+2c' ) (Fn + l:n+1C + I:n+2a ) (Fnc + I:n+1a' + Fn+2 ) 8 I:n+2
(4)

(D.M. Bitinetu-Giurgiu and N. Stanciu, 2013)

Proof. By J. Radon inequality, formula
m2 +mZ +m? :%(a2 +b? +c2)
And lonescu-Weitzenbdck inequality, i.e.
a? +b%+c?>4435.

We deduce
g2+ (az )m+1
| = = ,
’ Z (ans + Fn+1ml? )m Z (Fn ms + Fn+lm§ )m
. (a2 +b% +c2)"" _ (a2 +b? +c2)™ _

" EEm e R.mE) (R 4R (mE e mE e m?)
_ (a2 +b? +cz)m+1

Fm

n+2

2 2 2\’
(ma+mb+mc)
2 2 2 3 2 2 2
m; +mg +m; :—(a +b°+c )
4

SO,
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" 3m FnTZ
But
a? +b?+c? > 4435,
Hence
In N 4m+1\/§ s |
3m FnTZ
so (1) is proved
Similarly
m2(m+l) (m2 )m+1
Y = a - a ,
> (Fb?+F,.c) Z(Fnb2 +F, 07
v s (ma2+m§+mcz)m+1 _ (m§+m§+mcz)m+l B
T EED R (R R @ b )
_ (mj +m? +m? )m+l
Fm, (a2 +b? +CZ)rn .
mZ +m2 +m’ :%(a2 +b? +c2),
m+1
Y, > R (a2 +b® +c2).
a? +b?+c? > 4435,
We get
Yn S 3m+1\/§ S |
4m FnT—Z
so (2) is proved
Analogously
2(m+1) (a2 )m+l

Zn:Z( : :Z

Fm?+F m’+F ,m? )m (an§ +F m2+F ,m? )m ’
S 5 (a2 +b? +c2)m+l _ (a2 +hb? +c2)m+l _
L Em e Fam +Fm ) (R P B (2 e m e m?)”
(@b 4™

_2mFm

n+2

n+2 n+1

n+1

—,
(mj +m; +mf)
3
mZ +m2 +m’ :Z(a2 +b? +cz),
2m
n 2 3m Fm
n+2

a2 +b? +c? > 4435 then

(a2 +b? +cz).



http://www.mateinfo.ro/

REVISTA ELECTRONICA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 — SEPTEMBRIE 2019 RWANEUI0i{eR e

Z 2m+2\/_
T
so (3) is proved. 2
Also we have
m 2(m+1) (m 2 )m+l
X, = : - | |
" Z(F a’ +Fb? +F o0t T(Ra’+F b+ 0]
‘- (m§+mb+m )m+1 3 (m +mb+mc)+l —
= 2 N B

' (Z(Fna +F b7 +F,c?)" (F +F,+F,,) @ +b2+c?)
_ (m +mZ +m2 )"
2" sz(a +b%+c )

3
m2 +m? +m? :—(a2 +b? +c2),
A

1
3m+
n 2 3m+2
m+ m
2 I:n+2

a?+b%+c?>4435,
3m+l\/_

n 23mFm

n+2

(a2 +b% +c?).

X,2——=-S5,

We are done !.

3. If ABC is a triangle with #A =90°, then:
F. F’ R 3
(bF, +cF, f (bF +CF, ) (bF +cF, ) 2a®’
for any natural numbers m,n, p.

(D.M. Bitinetu-Giurgiu si N. Stanciu, 2013)

Proof. By the inequality of H. Bergstrom we have:

(1) U= P Fu + i}
~ (bF, +cF, ) (bF +cF, f  (oF, +cF, )

2
>1 S & i
3{bF, +cF, bF, +cF, bF, +cF,
We have:
F F F

m n p

= + =
bF, +cF, bF, +cF, bF, +cF,
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F? F’ F,

“bF,F, +CF,F, DF,F, +CF,F,  DF,F, +CF,F,

(F,+F, +F, )

2)V 2
@ b+c)\F.F, +F,F, +FF
m' n n'p p'm

And by:
(x+y+2)* >3(xy+yz+2x),
and (2) we get

3
Q)V = bac
By (1), (3) and £A=90°,
b2 +c? =a?,

rsults that:

1.9 3 3

3 (b+c)? 2(b2+c) 2a’

g.e.d.

4. a,b,c eR’, suchthat a+b+c <24, then:
L

L L
n:2 >1, vVneN.
\/L2 + a'I—n+1 I—n+2 \/Lr21+l + bLn+2 n \/L +2 + CL n+1
(D.M. Bitinetu-Giurgiu and N. Stanciu, 2013)

n n+1

Proof. L, 4 Lo Lo
"l el L., J L2, +bL,,L, J L2, +cL, L,
L2
1) = L, _
Z m V \/L?’ + aLn I‘n+l Ln+2
= Z , VneN
N 1/L3 +ap,
where:
p = I‘n Ln+an+2’ vn EN-
Denoting:

vy =L, /L5 +ap,
V _V +Vn+1 +2:\/L—n'VL?1+apn +\/L—HVL?1+bpn +\/L_ﬂ'VLi+Cp" ’vnEN'

We have:
2 C-B-S
(ZJ 1/L3+apn) (Lf]+Lf]+1+LfH2+(a+b+c)pn),VneN,
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where:
s, =L,+L,,+L,,, VneN.
Since:
(x+y+2) >x>+y® +2%+24xyz, ¥x,y,2eR’, s
Vn2 < Sn (Li + L?‘I+1 + L?l+2 + (a+ b + C) pn )S Sn (L?] + L?‘H—l + I—?1+2 + 24Ln I-n+1 Ln+2)’
then:

(2) VZ<s,-si=s!,VneN ov, <s?, VneN.
By H. Bergstrém, (1) and (2) yields that:

2
Unz(i/“—)z =1,vheN,

n

m|m
S NS N

g.e.d.

5.1f a,b,ceR’, with abc=1, meR , then:
1 1 1 3
3m+3 m+1 + 3m+3 m-+1 + 3m+3 m+1 = m+1 ?
a3 (Lb+L,c)"" b™(Lc+L,,a)" ™ (La+L,,b) L

vn eN.

n+1 n+1

(D.M. Bitinetu-Giurgiu and N. Stanciu, 2013)

Proof. We use the inequality of J. Radon:

1) A= - I - . -
a3 (L b+L,,c)" b™(Lc+L, @)™ ™ (La+L,,b)"

m+1
_im 3 1 +— ! +— 1 ,VneN
3"la’(L,b+L,,c) b’(Lc+L,,a) c’(La+L,,b)

n+1 n+1

i 1 - 1 . 1 _
a*(L,b+L,,c) b°(Lc+L,,a) c’(L,a+L,,b)
1 1 1
2 2 2
— a + b + c , VneN,
L,ab+L, ,ac LJbc+L,,ab L,ac+L,,bc
By the inequality of H.Bergstrom
(1 1 1)2
S+ )
2 B - a b c _ (ab+bc+ca) _ ab+bc+caMime
" (L, +L,,)@b+bc+ca) L, ,(abc)’(ab+bc+ca) L., -
MA-MG 3.3/(abc)?
> (abc) = 3 ,VneN
Ln+2 n+2
From (1) and (2) results:
m+1
A > i 3 = 3 - VneN,
3m I—n+2 LIrT:Z
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g.e.d.

6. If a,b,c eR’, such that abc=1, then:
1 1 1 3
+ + >
a®(Fb+F ) b(Fc+Fa) c*(Fa+F by} FZ2,

n+1

, VneN.

(D.M. Bitinetu-Giurgiu and N. Stanciu, 2013)

Proof. We use BergstrOm’s inequality

€ I S .
S(F.b+ FMc) b®(F.c+F ,a) c*™*(Fa+F,_b)
2
21 +— 1 +— 1 ,Vn eN.
3la (F b+ FMc) b°(F.c+F,,a) c’(Fa+F,_Db)
1 1 ~
B, a *(F, b +F_,C) b3(F c+ Fn+1a) c*(F.a+F, ,b)
1 1 1
2 2 2
= a + b c , VneN,
F.ab+F, ,ac Fbc+ Fn+1ab F.ac+F,bc
[1 1 1)
e )
@ B - a b c _ (ab+bc+ca) _ ab+bc+caMive
" (F,+F,)@b+bc+ca) F,,(abc)*(ab+bc+ca) F.., B
MA-MG 3.3/(abe)?
> F( ) = F3 , VneN.

n+2 n+2

2
3 = ?; , Vn eN,
I:n+2 I:n+2

Observation. For n=0, we have F, = F, =1, F, =2, we obatin
1 1 1

6 2 + 6 2 + 6 2

a’(b+c)’ b°(c+a) cf(a+b)

By (1) and (2) we have that:

g.e.d.

zg, with abc=1.

7.1f a,b,c e R, abc=1, then:
1 1 N 1 S 3
a’(F,b+F c) b*(Fc+Fa) c(Fa+F.,b) F.,

n+1

, Vn eN.

(D.M. Bitinetu-Giurgiu and N. Stanciu, 2013)
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1 1 1
Proof. B, = —; +— +— _
a’(Fb+F,c) b°'(Fc+F_a) c’(Fa+F.Db)
1 1 1
2 2 2
= a + b + ¢ , Vn eN,
F.ab+F ,ac Fbc+F ,ab Fac+F, bc
11 1Y
S+ =+ )
~ a b ¢ ~ (ab+bc+ca) _ ab+bc+cavrme
" (F,+F,)@b+bc+ca) F,,(abc)’(ab+bc+ca) F., -
MA-MG 3.3/(abc)?
> (abc) = 3 , VneN,
I:n+2 n+2
g.e.d.
Observation. For n=0:F, =F, =1 F, =2, we obtain
a,b,c eR’ with abc=1, then:
1 N 1 N 1 3
a’(b+c) b*(c+a) c*(a+b) 2
i.e. the problem from IMO , Canada, 1995, proposed by Russia.
8.If a,b,ceR’, abc=1, then:
6 - 2 + 6 L 2 + 6 L 2 2 23 y Yn eN.
a (Lnb + I—n+1c) b (an + I—n+la) C (Lna + Ln+1b) Ln+2

(D.M. Bitinetu-Giurgiu and N. Stanciu, 2013)

1 1 1
Proof. 1 = + + >
DA b Lol b(LerLaal | o (LasL, b
2
> 1 3 ! +— ! +— 1 ,vn eN.
3la’(L,b+L,,c) b*(Lc+L,,a) c’(L,a+L,,b)
1 1 1
B, =— +— +— =
a’(Lb+L, ,c) b°(Lc+L,,a) c’(L,a+L,,b)
1 1 1
2 2 2
= a + b + ¢ , VneN,
L.ab+L ,ac Lbc+L ,ab L,ac+L,,,bc
(1 1 1)2
= - , _
@B, > a b c _ (ab+bc+ca) _ ab-+bc+ca e
(L, +L,,)@b+bc+ca) L, ,(abc)’*(ab+bc+ca) L.,
MA-MG 3.3/(abc)?
> (abc) = 3 , VneN.
I‘n+2 n+2
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By (1) and (2) we obtain:

g.e.d.

9.1f a,b,ceR’ , abc=1, then
1 N 1 N 1 S 3
ag(Lnb + Ln+1c) b3(LnC + Ln+la) CB(Lna+ Ln+l ) - I—n+2

, VneN.

www.mateinfo.ro

(D.M. Bitinetu-Giurgiu and N. Stanciu, 2013)

1 1 1
Proof. B,=— +— +— —
a (Lnb + Ln+1C) b (an + Ln+1a) c (Lna + Ln+1b)
1 1 1
2 2 2
— a + b + ¢ , VneN,
L,ab+L, ,ac Lbc+L, ,ab L,ac+L,,,bc
(1 1 1)2
e s 5
~ a b c _ (ab+bc+ca) _ab+bc+caMiie
" (L, +L,,)@b+bc+ca) L,.,(abc)*(ab+bc+ca) L., -
MA-MG 3.3/(abe)?
> L( ) = 3 , VneN,
n+2 n+2

And we are done.
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Art 507

3. Dezvoltiri din RMM Nr. 24 Spring Edition 2020

Marin Chirciu
21 May 2019

Pornind de la trei probleme Problem X.64, X.65, X.75 din Romanian Mathematical
Magazine-24, Spring Edition 2020, articolul prezinta o clasa de inegalitati in triunghi , cu sume

de forma: yxzf (a)+iyxf2(b)+¥fz(c),undex,y,z>0 si f este o functie

care depinde de elementele triunghiului ABC.
Demonstram urmatorul rezultat ajutétor:

Lema.

Fie x,y,z>0si f:D— R o functie . Are loc relatia

X
Demonstratie.
Avemy S5 2(a) z(yiz +1- 1jf ()=2 " 1(a)- 2 F*(a

x+y+z (§+fy+z) =Y f¥a)=(x+y+2) (§+fy+z) -> f%(a
=(2f(a)) ~X f2(a)=3 f2(a)+23 f (b) f (c)- D f3(a) =23 f (b)

(Simbol:CS=Cauchy-Schwarz=Bergstrom=Titu And reescu).
In continuare trecem la prezentarea problemelor care fac obiectul studiului mentionat.

1) X.64.BATINETU INEQUALITY-1
If X,y,z>0 thenin AABC the following relationship holds:

R Y NEI
X y z
Proposed by D.M.Batinetu-Giurgiu, Romania, RMM-24,Spring Edition 2020

Solutie:
Z

Folosind Lema, cu f(a)=a obtinem YHZ g2 ZHX e (XY 2y 2> bc.
X y z

Este sufficient sa aratam ca:
2>'bc28y3-S & Y bc2443-S = (Zbc)2 >48S% < (p*+r° +4Rr)2 >48r’p? <
=N pz(p2+8Rr—46r2)+ r?(4R+r)" >0,

Am folosit identitatea cunoscuta in triunghi Zbc =p° +r’+4Rr.
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Distingem cazurile:
Cazul 1). Dacé( p® +8Rr —46r° ) >0, inegalitatea este evidenti.

Cazul 2). Daci( p° +8Rr —46r°) <0, inegalitatea se rescrie: r*(4R + r)’ > p? (46r° —8Rr - p?),

care rezultd din inegalitatea Blundon-Gerretsen

2
16Rr —5r’ < p*< M Riamane si ardtim c:
2(2R-r)
2
r’(4R+ r)2 ZM(%F —8Rr —16Rr +5r2) < 24R*—47Rr-2r’>0 <
2(2R—1)

< (R-2r)(24R+r)>0, evident din inegalitatea lui Euler R > 2r .

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

2) X.65.BATINEIU INEQUALITY-2
If x,y,z>0 then in AABC the following relationship holds:

YL gt 2 g 2Y et > 3082
X y z
Proposed by D.M.Batinetu-Giurgiu, Romania, RMM-24, Spring Edition 2020
Solutie:
Folosind Lema, cu f(a)=a” obtinem YHZ qof Z X e XY e 2> bc? .

X y z
Este sufficient sa aratdm ca:
2> b’ 23257 < Y b%c’ 2168 < p*+ p?(2r:~8Rr)+r?(4R+r)" 216r’p® &
& p’(p*—8Rr—14r’)+r*(4R+r)" >0,
Am folosit identitatea cunoscutd in triunghi »_b?*c* =p* + p’ (2r2 —8Rr) +r?(4R+ r)2 .

Distingem cazurile:
Cazul 1). Dacé( p®>—8Rr —14r2) >0, inegalitatea este evident.

Cazul 2). Daci( p° —8Rr —14r?) <0, inegalitatea se rescrie: r’(4R+ r)’ > p? (8Rr +14r* - p?),

care rezultd din inegalitatea Blundon-Gerretsen

2
16Rr —5r’ < p*< M Réamane sd aratam ca:
2(2R-r)
2
r?(4R+r)’ ZM(SRr +14r? —16Rr +5r2) < 8R*-17Rr-2r’>0 <
2(2R-r)

< (R-2r)(8R+r)>0, evident din inegalitatea lui Euler R > 2r .
Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

3) X.75.In AABC
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y+z 1 +z+x 1 +x+y 1

— ,undex,y,z>0 .

X L y .rfr,f z 'rrb S
Proposed by D.M.Baitinetu-Giurgiu and Neculai Stanciu, Romania
Solutie:

Folosind Lema obtinem

+ —_ J— J—
2.2 2.2 2,2
X KT y z r,r rLeirn, Lo r

c c

ytz 1 ztx 1 x+y 1 2 (1 1 1j

C

2 [1 1 1] 2
—t—t= 2.
rrr.\r, r T S

c

Alpicand Lema este sufficient s aratam ca

s . : .11 1 1 :
Folosind identitatile cunoscute in triunghir,r,r. = rp’si—+—+—==, obtinem:

r r rr
2 [1 1 1} 2 1 2 2

PSR by e N ey 1
rpr.ir, ror ps r rp S

c

c

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

4) X.75. In AABC

y+2 1 Z+X 1 X+y 1 >i.51undex,y,z>0.

. + . =+ . 2
X hh> 'y hh* z h’h? S*r

Marin Chirciu, Pitesti

Solutie:

Folosind Lema obtinem

y+z 1 z+x 1 xty 1 2 (1 1 1j

x mh? y mh z hh hhhlh h h

2 1 1 1 1 R
—t—+— 2—2—
hahbhc ha hb hc S r
252
zr_psil+l+l=l,ob'ginem:
r, b r. r

a c

C

Alpicand Lema este sufficient sa aratam ca

Folosind identitatile cunoscute in triunghi h,h h, =

+—+—
h, h h

C

2 (1.1 1) R 1 1 R 1R
r’p> r r?p>r S?r’

ha hb hc B

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

5) If x,y,z2>0 then in AABC the following relationship holds:

%-(bm)z+iy"-(c+a)2+%.(a+b)2zszﬁ.s

Marin Chirciu, Pitesti

Solutie:
Folosind Lema ob;inem%-(b+c)2 +iyx-(c+ a)2 +¥~(a+b)2 >2» (a+b)(a+c).
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Este sufficient si aritim ca: 22(a+ b)(a+c)> 3235 <
2[5p”+r(4R+1)]|232V/3-S < 5p° +4Rr+1°>1643-S < (5p2+4Rr+r2)22768r2p2
< p’(25p° +40Rr = 758r°)+r* (4R +1)" 20.

Am folosit identitatea cunoscutd in triunghi Y (a+b)(a+c)=5p®+r(4R+r).

Distingem cazurile:
Cazul 1). Daci (25 p? +40Rr — 758r2) >0, inegalitatea este evidenti.

Cazul 2). Daci (25p” +40Rr —758r*) <0, inegalitatea se rescrie:

r’ (4R + r)2 > p? (46|’2 —8Rr — pz), care rezulta din inegalitatea Blundon-Gerretsen

2
16Rr —5r° < p*< M Réamane sd aratam ca:
2(2R—-r)
2
r(4R+r)’ 2R(4R—+r)(758r2 ~40Rr —25(16Rr —5r°)) <> 440R* —879Rr —2r* >0 <
2(2R )

< (R—-2r)(440R+r)>0, evident din inegalitatea lui Euler R > 2r .

Egalitatea are loc dacd si numai daca triunghiul este echilateral.

6) If x,y,z>0 thenin AABC the following relationship holds:

y; (b+c)’ +iyx.(c+a) +% (a+b)" > 51282
Marin Chirciu, Pitesti

Solutie:
Folosind Lema obtinem

%~(b+c)4+Z;yx~(c+a)4+¥-(a+b)4 222(a+b)2(a+c)2.

Este sufficient s ardtdm ca: 2)_(a+b) ? (a+c)2 >5125% <

2> (a+b)*(a+c)’ >5128% < > (a+b) (a+c) > 2565 <
9p*+p (8Rr—6r )+r (4R+r) > 256r’p° <

& p°(9p° +8Rr—262r*)+r°(4R+r)’ 0.

Am folosit identitatea cunoscuta in triunghi

> (a+b)*(a+c) =9p*+ p? (8Rr—6r”)+r?(4R+ r).

Distingem cazurile:

Cazul 1). Dacé(9 p®+8Rr — 262r2) >0, inegalitatea este evidenti.

Cazul 2). Dacd (9p” +8Rr —262r*) <0, inegalitatea se rescrie:

r*(4R+r)’ > p*(262r° —8Rr —9p’ ), care rezulta din inegalitatea Blundon-Gerretsen
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R(4R+r)’
2(2R-r)
> _ R(4R+r)°

16Rr —5r* < p* < . Ramane si aritim ci:

r2(4R+r)" > (262r*—8Rr —9(16Rr —5r°)) < 152R* ~303Rr —2r° >0 <

2(2R-r)
< (R-2r)(152R+r) >0, evident din inegalitatea lui Euler R > 2r .

Egalitatea are loc dacd si numai daca triunghiul este echilateral.

7) If x,y,z>0 thenin AABC the following relationship holds:

+1 Z+X X+
YFZ ppez 25X 2q2 XY q2p2 5 302
X y Z
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie:
: . +1 Z+X X+
Folosind Lema ob‘pnemy—bzc2 L EEX g2 XY a2y 2abc) a.
X y z

Este sufficient sa aratam ca: 2acha >325% <
2abc)"a>32S% < 8Rrp® >16r’p? < R > 2r ( inegalitatea lui Euler ).

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

8) If x,y,z2>0 thenin AABC the following relationship holds:

+z Z+X X+
y*z A+ —=rlr? LY r’r? >18S°
X y z
Marin Chirciu, Pitesti
. . Y+Z 55 Z4X 5. X+Y
Folosind Lema obtinem ——-r,r° + ——-r.r; +T-ra I 22rarbr02ra.

X
Este sufficient sa ardtam ca: 21,1, cm:ra >185° <
2rnr > r =185 < rr > r, >9r’p® < 2rp?(4R+r1)>9r’p® < R>2r (Euler).
Am folosit identititile cunoscute in triunghi r,rr. = rp*si Z r,=4R+r.

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

9) If x,y,z>0 thenin AABC the following relationship holds:

+7 Z+X X+
N 2+ 25 25638
X y z

Marin Chirciu, Pitesti
Solutie:

. . +2 Z+X X +
Folosind Lema obtinem Y= -r? + 2 2y e 2> nr.

X y z
Este sufficient sd aratdm ca: 22 rr.> 63-5 <
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ZZrbrc >6/3-S < ZrbrC >33-1p < p?>3y3-1p < p>3r/3( Mitrinovié ).

Am folosit identitatea cunoscuta in triunghi Z Lr=p’.

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

10) If x,y,z >0 then in AABC the following relationship holds:

+1 Z+X X+
y—-ra4+ T+ y-rc“218S2
X y Z
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie:
: . +1 Z+X X+
Folosind Lema obtinem = '+ T+ . r =2 1’
X y z

Este sufficient sd aratdm ca: ZZ ’r’ >185° <

2> 1’ 2185% < D K2 295" < > i > p? [ p’—2r(4R+ r)] >or’p? o

& p®=8Rr+11r? care rezulti din inegalitatea lui Gerretsen p> >16Rr —5r?.

Riamane si ardtim ca16Rr —5r> > 8Rr +11r* < R >2r ( Euler).

Am folosit identitatile cunoscute in triunghi > r*r? > p? [ p*—2r(4R+ r)] $iy r,=4R+r

Egalitatea are loc dacd si numai daca triunghiul este echilateral.

11) In AABC
YHZ e A 24X e B X+ycot2C >18,undex,y,z>0.
X 2 y 2 z 2
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
Folosind Lema obtinem ucot2§+ﬂcot2 %+ucot2 % > ZZcotEcot% :
X y z

Este sufficient sa aratam ca: 22 Cotgcot% >18 < Zcot%cot% >9 <

AR +r
=
r

>9 < R>2r(Euler).

o . . B ., C 4R+ r
Am folosit identitatea cunoscuta in triunghi ZCOtECOtE =

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

12) In AABC
y+ztng Z+thzB X+ytgzc>2 undex,y,z>0.
X 2 y 2

Solutie.

y+ tng z+xtng x+ytgzc
2 y 2

Folosind Lema obtinem >2> tan %tan%
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Este sufficient sa aratam ca: 22 tan%tan% >2 & Ztan %tan% >1, evident din

ZtanEtangzl.
2 2

Egalitatea are loc dacd si numai daca triunghiul este echilateral.

13) In AABC
utgzEtgzg+ﬂtgzgtgzé+utgzétgzgZ ﬂ , unde X, Y,Z> 0.
X 2 2 y 2 2 z 2 2 3R

Marin Chirciu, Pitesti

Solutie.
Folosind Lema obtinem

y+z,,B,,C z+x, ,C x+y 2A
—1g"—tg°"—+——1tg"—t —t >2| |t Et—
” g > g 5 y g 5 9’ = 2 g 9 g
A 4r A 2r
Este sufficient sa arata 2||t—§t—>—<:>|| E > =
ste sufficient sd aratam 92 92 3R g— 92 3R

r 4r+r _ 2r . . .
—. >~ < 3R(4R+r)>2p?, care resulta din inegalitatea lui Gerretsen

P p
p? <4R?+4Rr +3r°. Ramane si aritim ci:

3R(4R+r)> 2(4R2 +4Rr +3r2) < 4R*-B5Rr—6r’>0 < (R-2r)(4R+3r)>0,

evident din inegalitatea lui EulerR > 2r .

Mai sus am folosit identitatile cunoscute in triunghi: Htgg I si Zth =
p

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

14) In AABC
Y2022 B —cot? ¢ = P X o2 ¢ tzé+ucotzécotZE >54 undex,y,z>0.
X 2 2 y 2 2 z 2 2
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.

Folosind Lema obtinem » ~—— Y2 oot? B cot’ > 2[ Jeot= Zcot—
X
Este sufficient sa aratam ZH cot EZ CotE >54 & Hcot EZ C‘“? >27 &

P B 27 < p?>27r” (inegalitatea lui Mitrinovi¢).
rr
Mai sus am folosit identitatile cunoscute in triunghi:

A_P S thP
l_lcot2 = §12C0t2 -

Egalitatea are loc dacd si numai daca triunghiul este echilateral.

15) In AABC
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usin“éJrﬂsin“Ejtﬂsin“Ezi, undex,y,z>0.
X 2 y 2 z 2 4R
Solutie.
Folosind Lema obtinem_ Zy” in* >225|n sm %

2 2
Este sufficient si aritim ZZsinZESinZEZ 3r = Z-ngm > 3r =
2 2 4R 16R 4R
< p®=14Rr —r?care rezulti din inegalitatea lui Gerretsen p®> >16Rr —5r”.
Riamane si aritim cal6Rr —5r> >14Rr —r®> < R>2r ( Euler).

2 2
Mai sus am folosit identitatea cunoscut in triunghi: ) _sin® gsinZE _p+r —8Rr

2 16R?
Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.
16) In AABC
ucos4é+ﬂcos4g+ucos4g > 2 ,undex,y,z>0.
X 2 y 2 z 4R
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.

Folosind Lema obtinem Zucos4 g > 2> cos’ %cos2
X

. 21 (4R +1)
Este sufficient s ardtim ZZCOSZECOSZEZﬂ =2.P ( - ) > 2T
2 2 4R 16R 4R

< pP+(4R+ r)2 >54Rr ,care rezultd din inegalitatea lui Gerretsen p° >16Rr —5r” .

f—

Ramane si ardtim cd16Rr —5r? +(4R+r)” >54Rr < 8R?~15Rr —2r >0
< (R-2r)(8R+r)>0, evident din inegalitatea lui Euler R > 2r .

. o N . B C p’+(4R+r)’
Mai sus am folosit identitatea cunoscuta n triunghi: ZCOSZECOSZ— = PTH(4R+r) .

2 16R?
Egalitatea are loc dacd si numai daca triunghiul este echilateral.
17)In AABC
usec‘1é usec“E XY ec —>g, undex,y,z>0.
X 2 y 2 z 2 3
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.

Folosind Lema obtinem Zusec“gz 2y sec? gsec2 %
X

Este sufficient si aratim 22 sec? gsec2 % > % =N Zsec2 gsec2 % > % o
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8R(4R+r
= # % < 3R(4R+r)>2p? care resulta din inegalitatea lui Gerretsen

Y
p®> <4R*+4Rr +3r®. Rimane si aritim ci:

3R(4R+r)>2(4R* +4Rr +3r*) < 4R* —5Rr—6r’>0 < (R—2r)(4R+3r)>0,
evident din inegalitatea lui EulerR > 2r .

1 _ 8R(4R+T)

2

Mai sus am folosit identitatea cunoscuta in triunghi: z c
coszzcoszz P

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

18) In AABC
YHZ gt Ay 2 X et B XHY o >96 undex,y,z>0.
X 2 y 2 z 2
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
Folosind Lema obtinem zu > ZZCSC csc %
X

Este sufficient sa aritam 22 csc? %csc2 % >06 & chc2 gcsc2 % > 48 <

8R(2R~-r
o (—2)248 < 2R?*—Rr—6r’>0 < (R-2r)(4R+3r)>0,
r
evident din inegalitatea lui EulerR > 2r .
, L 8R(2R~-r
Mai sus am folosit identitatea cunoscutd in triunghi: L = ( > )
sinzzsinz— r

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

19) In AABC
erZsm A+ Xsm B+ ysm C>— o ,undex,y,z>0.
X y z R
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.

Folosind Lema obtlnemz It Zinz A ZZsm BsinC .

p°+r? +4Rr 9

IR < p?214Rr-r? | care

Este sufficient sa aratam ZZSIn BsinC > E

rezultd din inegalitatea lui Gerretsen p> >16Rr —5r?.
Riamane si ardtim cd16Rr —5r> >14Rr —r* < R > 2r (inegalitatea lui Euler).
. . . . . . +r°+4Rr
Mai sus am folosit identitatea cunoscuti in triunghi: » sinBsinC = pT

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.
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20) In AABC
—erZ(P—a)2 +ﬂ(p—b)2 +u(p—c)2 >9Rr, undex,y,z>0.
X y Z
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.

Folosind Lema 0b;inem2%( p-a)’ > 2> (p-b)(p-c).

Este sufficient sa aratam
2> (p—b)(p—¢)=9Rr < r(4R+r)>9Rr < R>2r (inegalitatea lui Euler).

Mai sus am folosit identitatea cunoscut in triunghi: > (p—b)(p—c)=r(4R+r).

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.
21) In AABC
uaz( p—a)2 +ﬂb2( p—b)2 +ucz( p—c)2 >8S%, undex,y,z>0.
X y z

Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.

Folosind Lema 0b‘;inem2¥a2( p-a)’ > 2) be(p-b)(p-c).

Este sufficient sa aratam

2) bc(p-b)(p-c)=85% < rz[p2 +(4R+ r)ZJ > 4r’p? < (4R+r)" > 3p?,(Doucet).

Mai sus am folosit identitatea cunoscuta in triunghi: » bc(p—b)(p-c)=r? [ p?+(4R+ r)z} .

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

22) In AABC
y+z (p-a)’ _3
z 2 25, undex,y,z>0.
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
2
Folosind Lema obtinem ) y: 2 ( p;za) > 22( P _bggp —¢) _

Este sufficient sa aratam
Zzwz§ 2R3 L Rsor ,(inegalitatea lui Euler).
bc 2 2R 4
(p—b)(p—c): 2R-1

bc 2R
Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

Mai sus am folosit identitatea cunoscuta in triunghi: Z

23) In AABC
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2

Zu- a ~>24, undex,y,z>0.
X (p-a)
Marin Chirciu, Pitesti

Solutie.

2
Folosind Lema obtinem ) _ y;r : ( a v > 22( 5 bt))zp o)
p-a ~b)(p-

Este sufficient sa aratam

bc p®+r®>—8Rr
S g2 e B

> 24 & >12 < p® = 8Rr+11r° , care rezulti din inegalitatea

p—b)(p-c) r
lui Gerretsen p? >16Rr —5r?.
Riamane si aratim cd16Rr —5r> >8Rr +11r* < R > 2r (inegalitatea lui Euler).

2 2
Mai sus am folosit identitatea cunoscuta in triunghi: Y | be =Bt > SRr
(P-b)(p-c) r

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

24) In AABC
y+z (p-a
z x ( b2c2) > RE undex,y,z>0.
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
2
Folosind Lema Ob‘ginemz yre, (p-2) > 22( p-b)(p-c) _

X b%c? a’bc

Este sufficient sa aratam
2 s (p-b)(p-¢c)_ 1 2 ror., 2
> . 4R >
abcZ a 2R? 4Rrp 4Rp[p +(4R+1) }
& (4R+r)" >3p? (inegalitatea lui Doucet).

=

R2

Mai sus am folosit identitatea cunoscuta in triunghi: Z( P~ b)a( p—¢) = 4I;p [ p*+(4R+ r)z} .

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

25) In AABC
uaz(b+c)2 +ﬂb2(c+a)2 +ucz(a+b)2 >128S%, undex,y,z>0.
X y z
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.

Folosind Lema obginemz%az(bﬁtc)z >2> "bc(a+b)(a+c).

Este sufficient sa aratam
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2> bc(a+b)(a+c)>1285° < pz( p? +2r? +16Rr)+ r’(4R+ r)2 > 64r?p®
p*(p*—62r° +16Rr)+r*(4R+r) 2 0.

Distingem cazurile:
Cazul 1). Daci( p® —62r* +16Rr ) 20, incgalitatea este evidentd.

Cazul 2). Daci( p® —62r’ +16Rr ) <0, inegalitatea se rescrie:

r (4R + I’)2 > p° (62r2 —16Rr - pz) , care rezulta din inegalitatea Blundon-Gerretsen:

2
16Rr —5r° < p*< R(4R+r) . Rdmane si aratim ca:
2(2R—-r)
2
r2(4R+r)’ zm(&r2 —16Rr —16Rr +5r°) <> 32R*—63Rr —2r°>0 <
2(2R-r)

< (R-2r)(4R+3r)>0, evident din inegalitatea lui Euler R > 2r .

Mai sus am folosit identitatea cunoscuta in triunghi:
D be(a+b)(a+c)= p2( p?+2r? +16Rr)+ r?(4R+r)’.

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

26) In AABC
Zuazra2 >24S? undex,y,z>0.
X

Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.

Folosind Lema obginemzuazt‘; >2> benr, .
X
Este sufficient sa aratam
2 berr, 2 245 < p*(p®+r° —8Rr)212r*p® < p? 2 8Rr +11r’, care rezulta din

inegalitatea lui Gerretsen p? >16Rr —5r?.
Rimane si ardtim ci16Rr —5r> > 8Rr +11r* < R > 2r (inegalitatea lui Euler).
Mai sus am folosit identitatea cunoscutd in triunghi: »_ber,r, = p*( p° +r*—8Rr).

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

27) In AABC

Zy;rz(p—a)zrszSZ, undex,y,z>0.

Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.

Folosind Lema ob‘;inem2¥( p-a)’'r2>2> (p-b)(p-c)nr, .

Este sufficient sa aratam
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2> (p—b)(p-c)rr, =6S?, evidentd din » (p—b)(p—c)rr, =35
Mai sus am folosit identitatea cunoscut in triunghi: > (p—b)(p—c)rr, =3S°.

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

28) In AABC
2
-a
Zy+2_(p - ) >2,undex,y,z>0.
X I
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
2
—-a -b)(p-c
Folosind Lema ob;inemz y+z ( P 5 ) > ZZ( p-b)(p—c) :
X r, LI,
Este sufﬁcient sd aratam
2
C
Z p ). PPN [Mj ~2>1 < (4R+r)" >3p?,(Doucet).
p
: o -b)(p-c ’
Mai sus am folosit identitatea cunoscuta in triunghi: Z( P-b)(P—c) :[4R i rj -2.
rbrc p

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

29) In AABC
Zy+z (% +r) >72,undex,y,z>0.
(p-a)’
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.

2
Folosind Lema obtinem ) y; 2 (5+r )2 > 22( 2

(p-a) &= (p-b)(p—c)

Este sufficient sa aratam

2 2
zz(ra”b)(ra”c) >72 o ijrz% < p®>35r° —4Rr, care rezultd din
(p-b)(p-c) r

inegalitatea lui Gerretsen p> >16Rr —5r?.

Riamane si ardtim ca16Rr —5r> > 35r° —4Rr < R > 2r (inegalitatea lui Euler).
(n+n)(r,+r) p>+r’+4Rr
(p—b)(p—c) o

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

Mai sus am folosit identitatea cunoscuta in triunghi: Z

30) In AABC

2
Zy+z.(p—a) >' undex,y,z>0.
X (rb+r) R’

c



http://www.mateinfo.ro/

REVISTA ELECTRONICA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 — SEPTEMBRIE 2019 RWANEUI0i{eR e

Marin Chirciu, Pitesti

Solutie.

Folosind Lema ob;inemz yrz (
X r,+

>22pb( )

r+r)

Este sufﬁcient sa aratam

b)(p-¢) (p-b)(p-c) _r
2 identa d =—.
Z +rb)(r +r) R ; cvidenta mz (,+n)(r,+r,) 2R

, e , . -b)(p-
Mai sus am folosit identitatea cunoscuta in trlunghl:z (P-b)(p—¢) -

(b+n)(r,+r) 2R
Egalitatea are loc dacd si numai daca triunghiul este echilateral.

31) In AABC
erZhj+ Z+Xh§+ X+yhf >54r%, undex,y,z>0.
X y z
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.

Folosind Lema obtinem 3" Y. h? > 23 hh, .
X
Este sufficient sa aratdm
2 2
ZZ h,h, >54r* < % >27r® < 2p* > 27Rr , care rezultd din inegalitatea lui

Gerretsen p> >16Rr —5r”,
Rémane s aratdm ca 2(16Rr —5r2) >27Rr < R2>2r (inegalitatea lui Euler).

2rp°

Mai sus am folosit identitatea cunoscuta in triunghi: z h,h, =

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

32) In AABC

Zy+z(p a) h?>6S%, undex,y,z>0.

Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.

Folosind Lema 0b‘ginem2¥( p-a)'h?>2>(p-b)(p-c)hh

Este sufficient sa aratam

2 f—
2> (p-b)(p-c)hh, =65 < 457(2R-1) >6S* < R>2r (inegalitatea lui Euler).
2 f—
Mai sus am folosit identitatea cunoscuti in triunghi: »_(p—b)(p-c)hh, = %Rr) :

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.
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33) In AABC
2
-a
zy+z_(p - ) >1 Undex.y,z>0.
X h; 2
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.

(P-b)(P—¢)

2
Folosind Lema obtinem Y VI z (P-2) 2y

h hh,
Este sufficient sa aratam
2
c i .
22 p ) > 5 & %[1+(4Rp+ r] ] 2% & (4R + r)2 >3p?,(inegalitatea Doucet).

. o ~b)(p- ’
Mai sus am folosit identitatea cunoscuta in triunghi: ZW = %{H[“'R il rj ] :
b'c p

Egalitatea are loc dacd si numai daca triunghiul este echilateral.

34) In AABC
2 2 2
j a_2+ﬂb_2+uc_>8 undex y,Z> 0.
X ra Yy rb YA I'c
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
y+z a
Folosind Lema obtlnemz == 22
r rbrc
Este sufficient sa aratim
2
Z_ >8 & Z— >4 & (4R Al rj >4 < (4R+ r)2 >3p?,(inegalitatea Doucet).
l‘b c p

2
Mai sus am folosit identitatea cunoscuta in triunghi: ZE =1+ [ 4R+r ] .
rb r-c p

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

35) In AABC
2 2
y+z _a_z —Z+X-b—2 —X+y-c—228, undex,y,z>0.
X h 'y h z R
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
2
Folosind Lema obtinem Zua—z >2 be
X h h,h,

Este sufficient sa aratam
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p*(p®+2r° —8Rr)+r®(4R+ r)

>4 <

bc bc
2y —>8o Y — >4 &
3 S pa

& p*(p°—14r° —8Rr)+r’ (4R + r)’>0.
Distingem cazurile:
Cazul 1). Dacé( p? —14r? —8Rr) >0, inegalitatea este evidenti.

Cazul 2). Daci( p* —14r* —8Rr) <0, inegalitatea se rescrie:

r’(4R+ r)2 > p° (14r2 +8Rr — pz) , care rezulti din inegalitatea Blundon-Gerretsen:

2
16Rr —5r* < p* < R(4R+r)” . Rdmane si aritim ci:
2(2R-r)
2
r(4R+r)’ zm(wz +8Rr —16Rr +5r7) <> 8R* —15Rr —2r’ >0 <
2(2R-r)

< (R-2r)(8R+r)>0, evident din inegalitatea lui Euler R > 2r .

be pz(p2+2r2—8Rr)+r2(4R+r)2
hh 4p°r’ '
Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

Mai sus am folosit identitatea cunoscuta in triunghi: z

36) In AABC
Zu(ra - r)2 >12Rr,undex,y,z>0.
X
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.

Folosind Lema ob'ginemZ%-(r —r) =23 (r-r)(r,-r).

a ¢
Este sufficient sd aratam

2> (r,=r)(r,—r)=12Rr < > (r,—r)(r,—r)>6Rr < p>+r’—8Rr >6Rr <

p® >14Rr —r?, care rezulta din inegalitatea lui Gerretsen p° >16Rr —5r”.
Riamane si ardtim cd16Rr —5r> >14Rr —r* < R > 2r ,(inegalitatea lui Euler).

Mai sus am folosit identitatea cunoscuti in triunghi: > (r, —r)(r,—r)=p?+r?—8Rr.
Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

37) In AABC
Z%(ha —r)*>24r%, undex,y,z>0.

Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
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Folosind Lema obgnemz¥-(ha_r)zzzz(h —r)(h,—r).

Este sufficient sa aratam
r
2 h,—r)>24r* < )(h,—r)=12r* < —(p*-r’—Rr)>12r°
>(h, >(h, ) (P )
p® >13Rr +r?, care rezultd din inegalitatea lui Gerretsen p* >16Rr —5r?.
Rimane si ardtim cd16Rr —5r> >13Rr +r> < R > 2r ,(inegalitatea lui Euler).
Mai sus am folosit identitatea cunoscuta in triunghi: " (h,—r)(h,—r)= %( p*—r’—Rr).

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

38) In AABC
Zy+zb2c2(r —r)2>32R2r2 2
— . > p°,undex,y,z>0.
X

Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.

Folosind Lema obtlnemz Y2 hg c?(r,—r)° >2abcy a(r,—r)(r,~r).
Este sufficient sd aratam
2abc) a(r, —r)(r,—r)=32R*r?*p? < > a(r,—r)(r,—r)=4Rrp, care rezulta din

Y a(r,—r)(r,—r)=4Rrp.
Mai sus am folosit identitatea cunoscuta in triunghi: D a(r, —r)(r,—r)=4Rrp.
Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

39) In AABC
Zuaz(ha - r)2 >288r*, undex,y,z>0.
X
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.

Folosind Lema ob‘ginem22¥a2(ha —r)’> 2> be(h,—r)(h,—r).
Este sufficient sa aratam
2> be(h,—r)(h,—r)>288r* < > be(h, —r)(h,—r)>144r" <
(5p +1? +4Rr)2144r* < 5p” >143r* —4Rr, care rezultd din inegalitatea lui
Gerretsen p”> >16Rr —5r° . Ramane si aratim ca:
5(16Rr —5r”) >143r* —4Rr <> R > 2r (inegalitatea lui Euler).
Mai sus am folosit identitatea cunoscuta in triunghi: » bc(h, —r)(h,—r)=r?(5p®+r’+4Rr).

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.
40) In AABC
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Z%hj(rb +1,)° 27252, undex,y,z > 0.

Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.

Folosind Lema obtinem Z%h,f(rb +1) 22> hh (r+n)(r, +r).

Este sufficient sa ardtam
2> hh(r,+n)(r+1)=728* < > hh (r,+1)(r, +1,)>365% < 4p°r(4R+r)>36S°

< 4p r(4R+r)236r p® < R>2r (inegalitatea lui Euler).

Mai sus am folosit identitatea cunoscuta in triunghi: > hh (r, + 1 )(r, +1,)=4p°r (4R+r).

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.
41) In AABC

Zyzza ctg® >8p undex,y,z>0.

Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.

Folosind Lema ob‘ginemz y; a’ctg®— > ZZbcctg—cth

Este sufficient sa aratam

22bcctg%ctg%28p2 = Zbcctg%ctg%zw2 o p*+(4R+r) 2 4p?
& (4R+r)" >3p? (inegalitatea lui Doucet).

Mai sus am folosit identitatea cunoscuti in triunghi: Zbcctg%ctg% =p’+(4R+ r)2 .

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

42) In AABC
Z“ (p- a) ctg? >2p undex,y,z>0.

Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.

Folosind Lema ob'ginemZ%( p-a)’ ctgzgz 2> (p-b)(p —c)ctggctg%.
Este sufficient sa aratam

B C._.., B C_,
ZZ(p—b)(p—c)cthcthZZp o Z(p—b)(p—c)ctgzctggz p* <
(4R+r)° —2p*> p? < (4R+r)" > 3p? (inegalitatea lui Doucet).
Mai sus am folosit identitatea cunoscuta in triunghi:
Z(p—b)(p—c)ctg%ctg%:(4R+r)z—2p2.

Egalitatea are loc dacd si numai daca triunghiul este echilateral.
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43) In AABC

Zuaz tgzgzlmr ,undex,y,z>0.
X

Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
Folosind Lema ob;inemzua2 tg® g >2% be tg%tgg.
X

Este sufficient sa aratam

B. C B. C .
ZZbcthtgzzler = Zbctgztgiz 6Rr < p?+r?—8Rr>6Rr <
p® >14Rr —r?, care rezulti din inegalitatea lui Gerretsen p* >16Rr —5r?.
Rimane si aritim cd16Rr —5r> >14Rr —r? < R > 2r ,(inegalitatea lui Euler).
Mai sus am folosit identitatea cunoscuti in triunghi: Zbctggtg% =p®+r°-8Rr.

Egalitatea are loc dacd si numai daca triunghiul este echilateral.

44) In AABC
Zuaz tngtgzE >8r%, undex,y,z>0.
X 2 2

Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.

. ) y+z ,,,B,_,C A, B, C A
Folosind Lema obtinem » ——a“tg°—tg°—>2tg—tg—tg— » bctg—.
’ Z:X 9292 9292922 g2
Este sufficient sa aratam
AL B, C A AL B, C A
2tg—tg—tg— » bctg—>8r’ < tg—tg—tg— » betg—>4r’ <
g2g292z g2 g29292z g2
= %%[ p*+(4R+ r)ZJ >4r* & (4R+ r)2 >3p?,(inegalitatea lui Doucet).
Mai sus am folosit identitatatile cunoscute in triunghi: » bc tg% = %[ p>+(4R+ r)z} si

A r
Htgg—;

Egalitatea are loc dacd si numai daca triunghiul este echilateral.

45) In AABC
Zuaz ctgzgctgzgz 24p°, undex,y,z>0.
X

Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.

Folosind Lema ob;inemZ%a2 ctg® %ctg2 % > 2ctg§tg%ctg%2bc ctgg .

Este sufficient sa aratam
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2ctgéctggctg%2bcctg§2 24p° < ctg?ctg%ctg%Zbcctg?le p’ =

p P ( p>+r’ 8Rr) >12p® < p?=8Rr +11r?, care rezulti din inegalitatea lui
rr

Gerretsen p> >16Rr —5r° . Ramane si aritim ci
16Rr —5r* > 8Rr +11r*> < R > 2r ,(inegalitatea lui Euler).

Mai sus am folosit identitatatile cunoscute in triunghi: Zbc ctg? = E( p’+r’ —8Rr) si
r

A_P
[1ctg 2 r

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

46) In AABC
Zu(p—a)ztgzgzwz, undex,y,z>0.
X
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
. . y+ YA 2 2 A B C
Folosind Lema ob‘glnesz( p—a) tg > >2> (p-b)(p —c)thth .

Este sufficient sa aratam
2> (p-b)( p—c)tg%tg%zGr2 =N Z(p—b)(p—c)tg%tg%zﬁz,

2

care rezulta dinZ( p—b)( p—C)tg%tg%=3r
2

Mai sus am folosit identitatatile cunoscute Tn triunghi: Z( p—b)(p-c)tg gtg % =3r

Egalitatea are loc daca si numai dacd triunghiul este echilateral.

47) In AABC
y+Z 2 ZB 2C 2
——(p—-a) tg°=tg"—=>2r", undex,y,z>0.
> " (p-a)tg S 10°5 y
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
Folosind Lemaobtmemz (p-a)’ g22 gzg>2tg—tg—tgcz (p-b)(p- c)tg—

Este sufficient sa aratam
A _B.C A A.B.C A
2tg—tg—tg— —b)(p-c)tg—>2r? < tg—tg—tg— -b)(p-c)tg—>r?
929292200 )(p 0)92> r’es gzgzgzZ(p )(p 0)92>r =
r r

= B.E[(4R+ r)2 —Zpﬂ >r’ < (4R+ r)2 >3p?, (inegalitatea lui Doucet).
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Mai sus am folosit identitatatile cunoscute n triunghi:

2.(p=Db)( p—C)tggzg[(“R”)z—2D2}§thg§=—.

p
Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

r

48) In AABC
Z%( p-a) ctgzgctgz%Z 6p°, undex.y,z>0.

Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
Folosind Lema
ob;inemzu( p-a)’ctg? ctg C. 2ctg§tg%ctg > (p-b)(p- c)ctg—
X
Este sufficient sa aratam

2ctg§ctggctg%2( p-b)( p—c)ctggz 6p’ <
= ctg?ctg%ctg%z‘( p-b)( p—c)ctggz 3p° = $~3rp >9p?, evident, cu egalitate.

Mai sus am folosit identitatatile cunoscute n triunghi: > (p—b)(p—c) ctg% =3rpsi

A_Pp

[oto==+

J 2 r
Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

49) In AABC
Zy+za csc’ > >288R2 undex,y,z>0.

Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.

Folosind Lema obtinem Z—a csc’ 2 ZZ bccsczgcscz% .
Este sufficient sa aratam

2 B 2 C 2 2 B 2 C 2
ZZbccsc Ecsc 52 288R% < Zbccsc Ecsc 52144R

2
., 16R (fR+r)

>144R* < R >2r ,(inegalitatea lui Euler).

16R“(4R+r
Mai sus am folosit identitatea cunoscuta in triunghi: Zbc csc? I: csc? % = #
r

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

50) In AABC
zy+za sec* 5 >32R2 undex,y,z>0.



http://www.mateinfo.ro/

REVISTA ELECTRONICA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 — SEPTEMBRIE 2019 RWANEUI0i{eR e

Marin Chirciu, Pitesti

Solutie.

Folosind Lema obtlnemZ—a sec* 2 ZZbCSGCZ%SQCZ%.

Este sufficient sa aratam

22 bcsec? %sec2 % >32R? & Zbc sec? gsec2 % >16R?, care rezulta din
Zbcsec sec %—16R2

Mai sus am folosit identitatea cunoscutd in triunghi: » bcsec? %sec2 % =16R’

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

51) In AABC
zy;rz(p—a)zsec“gszr,undex, y,2>0.
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
Folosind Lema obtlnemz (p— a) sec’ —> 2> (p-b)(p—c)sec’ I;’secz%.

Este sufficient sa aratam

2> (p-b)(p —c)seczgseczgszr < Y (p-b)(p —c)seczgseczgz 8Rr , care rezulti
din ) (p-b)(p —c)seczgsecz%:mRr .

Mai sus am folosit identitatea cunoscuti in triunghi: » (p—b)(p-c)sec? %sec2 % =16Rr .

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

52) In AABC
Zu(p—a)2 g >72R?, undex,y,z>0.
X

Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.

Folosind Lema 0b‘ginem2¥( p—a)’csc’ ? >2> (p-b)(p-c)csc? gcsc2 % .
Este sufficient sa aratam
2> (p-b)( p—c)csczgcsczgz 72R? < > (p-b)( p—c)csc"*%cscz%236R2 N

4R [4R(4R +r)-2p ] >36R* < 2p® <16R*—5Rr, care resultd din inegalitatea lui

Gerretsen p® <4R*+4Rr +3r®. Ramane s aratim ci:
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2(4R* +4Rr +3r*) <16R* —5Rr <> 8R* ~13Rr—6r’>0 < (R—2r)(8R+3r)>0,

evident din inegalitatea lui EulerR > 2r .
Mai sus am folosit identitatea cunoscuta in triunghi:

B C 4R
> (p-b)( p—C)CSCZECSCZE=T[4R(4R +r)-2p°].

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

53) In AABC
Zubzczsin“gz 257, undex,y,z>0.
X

Marin Chirciu, Pitesti

Solutie.
Folosind Lema Ob‘ginemzubzcz sin“gz 2abc) " asin’ %sinZE .
X

Este sufficient sa aratam
- 2 B - 2 C 2 - 2 B - 2 C 2
2achasm Esm 5228 = achasm Esm 528 =N

< 4Rrp % >S? evident, cu egalitate.
. . . L ) . ,B.,C rp
Mai sus am folosit identitatea cunoscuta in triunghi: Zasm Esm > IR

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

54) In AABC

sin®
Zy;z_ a22 > éz,undex,y,z>0.

Marin Chirciu, Pitesti

Solutie.
sin‘ 2 sin? B5in2&
Folosind Lema obtinem Z%TZ > 22% :
Este sufficient sa aratam

sinzgsinzg sinzgsinzz
22, bc - 8rR% 2 bc - 16R?’

siansinZE 1
Z 2 2 _ _
bc 16R?

care rezulta din
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. ,B . ,C
sin—sin*—
Mai sus am folosit identitatea cunoscuti in triunghi: . =T6R7
c
Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.
55) In AABC
sin‘ 2
Zy+z. 2 >~ _ undex,y,z>0.
X (p=b)(p-c) 2R°p
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
Y+ sin‘ 2 5 sin Sin2&
Folosind Lema ob‘ginemz : 5 2 > > Z 2 2
X (p=b)(p-c) [](p-2) p-a

Este sufficient sa aratam

siansinZE siansinZE
2 7272, 9 .y 2 2,03
[1(p-a) p-a 2R?*p? p-a 4AR?p?
p2+r2+4Rr> ar?p
16R*p  4R%p?
Gerretsen p> >16Rr —5r° . Ramane si aritim ci
16Rr —5r° >35r> —4Rr < R > 2r (inegalitatea lui Euler).

& p®>35r>—4Rr , care rezulti din inegalitatea lui

siansinZE 2 .2
2 _p+r +4Rr .

p-a 16R%p

Mai sus am folosit identitatile cunoscute in triunghi: Z

[1(p-2a)=r’p.

Egalitatea are loc dacd si numai daca triunghiul este echilateral.

56) In AABC
Zubzc2 cos4§218 p?,undex,y,z>0.
X
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.

. ) +2Z A B C
Folosind Lema ob'glnemzy—bzcz cos“E > 2abc)  acos’ Ecos2 >
X
Este sufficient sa aratam

2achacos2 Ecos2 ¢ >185% < achacos2 Ecos2 ¢ >0S? &
2 2 2 2

4R+r
N 4Rrp-%29r2p2 < R>2r (inegalitatea lui Euler).
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,C_p(4R+r)

: o : . B
Mai sus am folosit identitatea cunoscuta in triunghi: Zacos > —CO0S CRT

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

57) In AABC
cos* —
Zy+z. 22 > 92 ,undex,y,z>0.
X a 8R
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
A ,B_ _,C
y+z cos > C0S° —CO0S >
Folosind Lema obtinem ) *—— — >2> ”
Este sufficient sa aratim
2 B 2 2 B 2 C
C0S” —CO0S .9 cos ECOS > 9 AR+ T 9
2 > = > = > < R=>2r, ( Euler).
2 bc 8R? 2 bc 16R? 16R’r 16R? ( )

coszEcoszg
2 2 4R +r

be 16R’r
Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

Mai sus am folosit identitatea cunoscuta in triunghi: z

58) In AABC
cos* 2
zy+z 2 > gz,undex,y,z>0.
X ) 2R
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.
4 ,B_ ,C
_ y+z, cos’ — cos’ —cos >
Folosind Lema obtinem ) 2 > 22
X ( - )(p—c)
Este sufficient sa aratam
B ,C ,B_ ,C
cos"—cos"— 4 cos’cos’ > g 0% + 12+ 4R 9

2 > = > = > =
Z(p—b)(p—c) 2R? Z(p—b)(p—c) 4R? 16R?r? 4R?

<> p?>35r° —4Rr , care rezulti din inegalitatea lui Gerretsen p> >16Rr —5r® . Ramane s

aratam ca

16Rr —5r° >35r> —4Rr < R > 2r (inegalitatea lui Euler).

COSzECOSZE 2. 2
2 P +r°+4Rr

(p-b)(p-c)  16Rr?

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

Mai sus am folosit identitatea cunoscuta in triunghi: Z



http://www.mateinfo.ro/

REVISTA ELECTRONICA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 — SEPTEMBRIE 2019 RWANEUI0i{eR e

59) In AABC

4

y+ +A_9r
a)’sin*=>— undex,y,z>0.
Z p ) 2 2R? Y.

Marin Chirciu, Pitesti
Solutie.

Folosind Lema 0b;inem2¥( p— a)2 sin“? >2> (p-b)(p —c)sinzgsinz
Este sufficient sa aratam
2> (p-b)( p—c)sinzgsin2

r’( p>+r?+4Rr 4

(IO )2 or
16R? 4R?

Gerretsen p> >16Rr —5r° . Ramane sa aritim ci

16Rr —5r° >35r> —4Rr < R > 2r (inegalitatea lui Euler).

Ez or*
2 2R’

4
- )siansinZEz 9r2 =
2 2 4R

& p®>=35r2 —4Rr |, care rezulti din inegalitatea lui

Mai sus am folosit identitatea cunoscuta n triunghi:
_,B . ,C r*(p*+r’+4Rr)
—b)(p—c)sin®=sin®*= = :

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

60) 1X.42.RMM-24 Spring Edition 2020
If X,y,z>0 then in AABC the following relationship holds:

y+z oA, Z+X 2B x+y ,C _4p°-9R?

—+——:C08" —+—=—-C0S" — 2> .
X 2 y 2 z 2 4R
D.M.Bitinetu-Giurgiu, Gabriel Tica
Solutie:
Folosind Lema ob‘ginemucos2 ALZEX o2 B XY oS ZZCOSECOSE.
X 2 y 2 z 2 2
2
Este sufficient sa aratam ca: 22 COSECOSS % , care rezulta din:
cos— cos— > 3,3/ cos2 — /
z H 4R
Rémane sa aratdm ca 2-33 [%) > ( Rj L adevdrata din inegalitatea lui Mitrinovié¢
. 3R2\/§ |

2
= 3 .. : . .
Intr-adevar notand 3 (%) =t avemt < 2 si inegalitatea de mai sus se scrie
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6t216t3—% & 64t°—24t-9<0 < (4t—3)(16t° +12t+3)<0

A
Am folosit identitatea cunoscuta in triunghi H COS— 5 422

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

61) In AABC :
2
u-sinzé+ﬂ-sin25+u-sin2E26L2, undex,y,z>0.
X 2 y 2 z 2 R
Marin Chirciu, Pitesti

Solutie:

Folosind Lema obtmemyL sin? A ZHX e B XHY e & ZZSinEsing.

X 2 y 2 z 2 2 2

2 2
Este sufficient sa aratam ca. ZZSInESIHE > GL Zsm —Sln E 3—2,
2 2 R? 2 R
care rezulta din:

Zsm—sm— > 3,3/Hsm2§ —33 [#j
2

2
r r .. . .
Réamane sa aratam ca 33 (ﬁ) > 3( (Ej , adevarata din inegalitatea lui

o=
N
w
VR
B|=
N—
N
[\

EulerR>2r .

2
r

2 < A 1 .. . . .
Intr-adevar notand 3 (4Rj =t avemt < 1 si inegalitatea de mai sus se scrie:

t216t3<:>t£%.

i . o . A
Am folosit identitatea cunoscuta in triunghi Hsm CRrTE

Egalitatea are loc dacd si numai daca triunghiul este echilateral.

62) In AABC :
yrz fy (zHX L  X+Y i26, undex,y,z>0.
X h 'y h z h
Marin Chirciu, Pitesti

Solutie:

Folosind Lema obtinem ~—— y+z £+ X h  XF y Lso z Bl
hc hbhc
rr

Este sufficient sa aratam ca: 22 / hbl'(l: >3, care rezulta din:
b'c
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’ 2 _Bf 2—3\/:>3
32rp

63) In AABC :
b+c_£+c+a.i+a+b.£26.
a h b h ¢ h
RMM-25, Summer Edition 2020, Mehmet Shahin, Ankara, Turkey
Solutie:

Tn aplicatia de mai sus punemx=a,y=h,z=c
Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

Remarca.
In inegalitatile de mai sus egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

15 lulie 2019
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4. PARALELE, PARALELOGRAME, PARALELIPIPEDE
Studiu de specialitate

Prof. Stan Ilie!

Se dau 3 puncte necoliniare. Acestea determind un triunghi de arie S.

Cate paralelograme ce au varfurile in cele 3 puncte date exista?

Justificati raspunsul anterior.

Cate sunt paralelograme necongruente?

Care sunt ariile paralelogramelor de la intrebarea 1?

Care e suprafata acoperita de acestea?

Care e suprafata comuna acestora?

Daca varfurile triunghiului au coordonate ntregi atunci...

Centrul de greutate al paralelogramelor...

Centrele de greutate ale paralelogramelor determina ..............ccov..e.. de arie ......

CoNoR~LNE

Cate 1 punct pentru fiecare raspuns corect. Din oficiu n puncte!
Pentru n =4,3,2,1,0 nota maxima ce poate fi obtinuta este 6,7,8,9 respectiv 10.
Numarul punctelor din oficiu n va fi hotarat individual la Tnceputul testului!

Ideea testului anterior si a studiului urmator a pornit de la:

M, N, P sunt trei puncte necoliniare. Aflati
coordonatele punctului Q pentru care M, N,
P, Q sunt vérfurile unui paralelogram.
Cate posibilitati exista?

0 x

https://www.facebook.com/Mate.Altfel/photos/a.537863809915747/892333987802059/?type=3
&theater

Raspunsuri:

! Liceul Tehnologic “Anghel Saligny”, Rosiorii de Vede, Teleorman, stan_ilie@yahoo.com
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1. 3 paralelograme

2. Justificarea #1:
Punctele date determina un triunghi ABC. Cele trei laturi ale triunghiului sunt pentru
paralelogramele ciutate: laturi sau diagonale.

A, B Ag o __ oB

o b
C C

Am construit trei paralele(din fiecare varf al tr. ABC la latura opusa) si observ ci
s-au format 3 paralelograme ce au ca varfuri A, B, C.

A B A B
s ; \/’\
C C
Justificarea #2:

A, B, C punctele date. Unde ar putea fi plasat D?
ABCD, ABDC, ADBC
(DABC ¢ acelasi caz cu ABCD)

Justificarea #3:
Al 4-lea varf se obtine prin simetria unui punct fata de mijlocul segmentului determinat
de celelalte doua.

3. Depinde de natura triunghiului dat!
1 daca acesta este echilateral. 2 daci este isoscel. 3 daca este scalen.

4. Au arii egale.

Triunghiul ABC este triunghiul median, el imparte triunghiul mare
in 4 tr. echivalente(de arie S).

Toate cele trei paralelograme construite sunt echivalente(au aceeasi arie, egald cu 25).
5. 48S. Este aria triunghiului in care ABC este triunghi median.

6. S. Portiunea comuna este cea a triunghiului ABC.

7. Daca varfurile triunghiului au coordonate ntregi atunci...
...s1 varfurile paralelogramelor au coordonate intregi.
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Folosim justificarea #3(Al 4-lea varf se obtine prin simetria unui punct fatd de mijlocul
segmentului determinat de celelalte doua).

A(Xa,ya), B(xs,yg), C(Xc,yc) ® M mijlocul segmentului BC, M

(.x'E' t+x=C yB+yC
z H

> )

=D(Xs+Xc-Xa,YB+Yc-YA)

8. Centrul de greutate al paralelogramelor...
...este G-ul triunghiului ABC.

9. Centrele de greutate ale paralelogramelor determina ...............c.c....... de
arie ..... .
Centrele de greutate ale paralelogramelor determina un triunghi(triunghiul median al lui
ABC) de arie S/4 .

Acesta a fost cazul 2D.
Putem incerca - de Amorul Artei — adaptarea intrebarilor pentru cazul 1D...
Dar, cu siguranta, mult mai interesanta este generalizarea pentru cazul 3D:

Poate se intreba s1 Arhimede:

“4 puncte date necoplanare,
Vartun in cate paralelipipede

Pot f1 acestea oare?”

Stan llie

Provocarea a fost lansata:
https://www.facebook.com/photo.php?fbid=10219204994216270&set=qgm.2444666542488026
&type=3&theater&ifg=1

https://www.facebook.com/photo.php?fbid=10219204994216270&set=gm.2444666542488026
&type=3&theater
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Tntrebarea #1 din problema 2D
“Cate paralelograme ce au varfurile in cele 3 puncte date exista?” devine acum :
“Cate paralelipipede ce au varfurile in cele 4 puncte date exista?”

Fie A, B, C, D cele 4 puncte necoplanare.

Consideram ca baza planul (ABC). Cunoastem-din problema 2D- ca in el putem construi 3
paralelograme diferite. Punctul D va putea fi unit cu cele 3x4 varfuri ale lor.

Rezulta astfel 12 paralelipipede.

Analog pentru celelalte plane-baza: (ABD), (ACD) si (BCD).

Asadar sunt 3x4x4=48 paralelipipede.

Pana lamurim daca acestea sunt distincte, raspunsul este: maxim 48.

Probabil ca cel mai simplu ne lamurim folosind sistemul de axe xOyz in care sa consideram
punctele A(0,0,0), B(1,0,0), C(0,1,0) si D(0,0,1).

Luénd ca baza planul xOy, foarte probabil, ca primul paralelipiped pe care il vom construi va fi...
...cubul unitate!

Schimband baza cu planul yOz respectiv xOz, vom obtine-intai-acelasi cub!!!

Deci acest cub este invocat de 3 ori pentru unghiul triedru cu véarful in Al

La fel pentru B, C respectiv D.

Deci nu exista 3x4 astfel de paralelograme ci doar 4.

Ajustam rezultatul cu 12-4=8.

48-8=40.

Avem asadar 40 de paralelipipede. Sau maxim 40?

O destul de laborioasa verificare analitica(greu de transcris aici-acum) dezvaluie — pentru fiecare
unghi diedru — cate doua paralelipipede comune!

Asadar pentru fiecare dintre cele 6 combinatii AB, AC, AD, BC, BD, CD exista cate doua
paralelipipede ce apar de cate doua ori.

Ajustam rezultatul cu 6x2=12.

40-12=28.

Avem asadar 28 de paralelipipede.

O solutie frumoasa si ilustrata, data de doamna Silvia Doandes pe pagina Matematica
Altfel:
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Solutie

Avem A, B, C, D patru puncte necoplanare. Ele determina un tetraedru. A B
Cele sase muchii ale tetraedrului sunt pentru paralelipipedele cautate:

muchii, diagonale ale fetelor sau diagonale ale corpului.

Avem 4 cazuri: (A, B, C) 5i D; (A, B, D) si C;(A, C, D) 5i B; (B, C, D) si A.

Studiem cazul (A, B, C) 5i D.

Sunt 3 paralelograme ce au ca virfuri A, B, C.

A B

B A B
: = - i
s\ /’
A

Pentru un paralelogram dat, putem construi 4 paralelipipede.
Avem in total 4 x 3 x 4 = 48 paralelipipede (nr. maxim)

~

Impartim cele 48 de paralelipipede in 12 grupe de cate 4.

Desenam separat cele 4 paralelipipede din prima grupa.
(AB=diagonala unei fete, CA si CB=muchii) -
Ne intereseaza cate muchii ale tetraedrului sunt si muchii pentru paralelipiped.

numarat de trei ori
numarat de doud ori  numarat de doua ori in cazul (A, B, C) 5i D,

numarat o singurd datd  in cazul (A, B, C) 5i D, in cazul (A, B, C)siD, in cazul (A, C, D) siB,
in cazul (A, B, C) si D. in cazul (B, C, D) si A. incazul (A, C,D)siB. 1in cazul (B, C, D) si A.

Observam ca in fiecare grupa de 4 avem trei feluri de corpuri:

- 1 corp unic,

- 2 corpuri care o sa fie dublate de corpuri din celelalte grupe,

- 1 corp care o sa fie triplat de corpuri din celelalte grupe.
Analog socotim si pentru celelalte 11 grupe de cate 4 corpuri. Obtinem:

- 1 x 12 corpuri unice =>12
- 2 x 12 corpuri care se numara de doud ori =>12
- 1x12 corpuri care se numara de treiori  =>12:3

Acum calculdm numarul cerut. 1241244 = 28
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Cele 4 corpuri formate
pentru un paralelogram dat

D

Bazele celor 12 corpuri \/

formeazi o hexagrama

Interesanta este si reprezentarea numarului aparitiilor fiecarui

1.
124, B12

varf: 1
12+12+12+4+4+4=5+1+5+1+5+1+5+1+5+1+5+1=48

Studiul merita desigur continuat. Cu adaptarea celorlalte intrebari.
Si, de ce nu, cu cazul 4D!
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5. CONSTRUCTII CU COMPASUL:
CERCURILE DE RAZA n si Vn

Prof. Stan Ilie?

Am pornit de la postarea:

O problema-n minte, iara si-a facut popas:
Cu o deschidere unitara, intr-un vechi compas,
Sa trasam doua cercuri de raze n resp. din n radical.

Desigur n-ul natural. Un mic rasfat duminical...
Stan Ilie

Urmeaza detalierea:

2 Liceul Tehnologic “Anghel Saligny” Rosiorii de Vede, stan_ilie@yahoo.com
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Avem d(A1,A3)=d(Az,As)=d(As,A7)=...=1
Asadar d(A1,Azn+1) =N
Asa ...1n dar avem si d(A1,Az), d(A1,A4), d(A1,As), d(A1,As), d(A1,A10)...

VI, V3 V7, V13, V2L V3L, V43, .. = J(n—1)2+ (n—1) + 1
Asadar d(A1,Az2n) = Vn® —n + 1.
Observam desigur lipsa unor elemente... 2, /5, V6, V8, 10, y11....

Sa incepem cu V2.
Relatia 1 + /2 =+/3" avand cunoscute v1 si v3 conduce la gisirea lui v2

AsBs=\2'

Cum gasim restul?

De nevoie(dar cu mare bunavoie), ,,descoperim” ca orice numar natural se poate scrie ca
diferzentzﬁ a doua patrate! Nu mereu patratele unor numere naturale...

n=m-=-a

Propun doua cai, bazate pe un acelasi tip de constructie:
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n=m?-a’

n m? | a?
5 7 2
6 711
>

8 9 |1
9

10 | 13 3
11 132
12 131
13| 16 3
14 16| 2
15 16| 1
16

17| 21 4
18 2113
19 2112
20 2111
21

22125 3
23 2512
24 2511
25

D

n m? | a?
519 4
6 9 |3
7 9 |2
8 9 |1
9 910
10 | 16 6
11 16 | 5
12 16 | 4
13 16 | 3
14 16 | 2
15 16 | 1
16 16 |0
17 | 25 8
18 2517
19 25| 6
20 2515
21 2514
22 2513
23 2512
24 2511
25 2510
K
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Idee: de folosit Spirala lui Theodorus(sau Spirala radacinilor patrate)
n sens invers, printr-un algoritm iterativ.

De unde concluzionam ca:
,,Nici macar problemele cu solutie unica nu au o unica solutie(rezolvare)”.
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Nota Bene:

Dupa redactarea materialului o necurata curiozitate ma impinge sa caut vreo informatie despre
acest subiect...

...descopar ca acum 222 de ani...Lorenzo Mascheroni scrie o carte(dedicata lui Napoleon): “La
Geometria del Compasso” 1n care afirma ca orice constructie ce se poate face cu rigla si
compasul se poate realiza si doar cu compasul...

Daca italianul avea internet, ar fi aflat ca in 1672 un danez Georg Mohr a scris despre acest
aspect in cartea Euclides Danicus...

Aceasta nu ma poate face sd ma bucur mai putin de problema prezentata aici!

Nota Molto Bene: O alta curiozitate pura...iar ma fura...si ce gasim la o cautare pe Google dupa
cuvintele cheie : “ La geometria del compasso”
https://archive.org/details/LaGeometriaDelCompasso1901

LORENZO MASCHERONI
— Dy

A BONAPARTE L'ITALICO

. : Io pur ti vidi coll’ invitta mano,
® i Che parte i regni, e a Vienna intimd pace,
1 Meco divider con attento guardo

[ La Geometl‘la del Compasso » 11 curvo giro del fedel compasso.
; . : E te pur vidi aprir le arcane cifre
i i : 4 ‘ D’ ardui problelr;i col valor d antico
[ Geometra Maestro, e mi sovvenne
! (uova oatzions) . } Quando U'alpi varcasti Annibal nove
" Per lberar tua cara Italia, e tutto
: Rapidamente mi passo davanti
E L’anno di tue vittorie, anno che splende

@ 2 v Nell’abisso de’ secoli qual sole.

Segui ’impresa, e coll’ invitta mano

Guida all’ Ttalia tua liberi giorni.

PALERMO
PREM. OASA ED. <ERA NOVA >
1901
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b1

LIBRO SESTO
DELLE RADICI

‘100, Prob. Trovare facilmente le radici dei numeri interi
dall’ uno fino al dieci (fig. 43), prendendo per unita la di-
stanza AB.

Sol. Col raggio AB si descriva il
cerchio BDd; si faccia nella sua circon-
ferenza ad A B—=B('=CD=DE=Ed=dec.
Coi centri B ed E, e col raggio BD si
segnino degli archi, che si taglino in a,
ed «. Collo stesso raggio BD,e coi cen-
tri D e d si segnino due archi, che si
taglino in V. Col raggio da, e col cen-
tro B si tagli la circonferenza in F. Coi
centri B ed ‘¥, e col raggio 4B si se-
gnino due archi, che si taglino in 7' Si
avra

AB =y1 aV =y%§
Aa =y3 CV=yT
BD =y3 ax=y8
BE =y1 BV =y3
El=vy5 TV = y10

Dim. Si & dimostrato essere (4a)'=2 (§ 27). Dunque Aa
=y%2. 8i & dimostrato essere BD=y3 (§ 2). Si ha poi BE=2
=y4.

Avendo poi i due triangoli BT'4, TAFi lati eguali tra loro;
sard l'angolo BTA=TAF (8, lib. I). Quindi BT parallela ad F'4
(28, lib. I), e perd anche la BT si troverd perpendicolare a BA,
come la FA (§ 27) (27, lib. I). Avendo poi il punto 4 e il
punto E la stessa distanza dai punti D e d, cosl pure il punto
B e il punto V; saranno i quattro punti B, 4, E, V sulla stessa
retta (§ 13), e sarh EV=BA (§ 14). Sara dunque (ET)*==(TB)}
+(BE) (47, lib,I) =(4ABP+4AB)*=5; quindi ET=y75. Istes-
samente (aV)y=(4a)*+4-(4 V). Ma essendo EV = BA; & ancora
AV=BE=2AB; quindi (4 V)*=4(4B)*=4; ed & (da)*=2 (§ 27).

www.mateinfo.ro
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6. IMAGINEA UNOR FUNCTII

Prof. Balogh Erika
Colegiul Tehnic “C.D.Nenitescu” Baia Mare

1.Determinati Imf pentru urmaétoarele functii: a) f :R > R, f(x)
b) f:R—>R,f(x)
¢) f:R—>R,f(x) {}

d f:R->R,f(x)=x*+a,acR
e) f:R->R f(x)=|x+aaeR

X
[x]

Solutia:
a) f:R>R f(x)=|x
5
’ f(x)=IxI
3
2
1
-3 -2 -1 0 1 2 3
N stiind proprietatea functiei modul = Imf= [O;+oo)
b) f:R—-R,f(x)=[x]
A (055 I S
14 H
0 \
-2 -1 0o A 2 3
dupa definitia functiei = Imf=Z

¢) f:R—R,f(x)={x}
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f(x)={x}

L

e

dupa definitia functiei = Imf=(-1;1)

d f:R->R f(x)=x"+a
5

4

-3 -2 -1 0 1 2 3

stiinded x>0 = Imf= [aj+o0)
e) f:R>R f(x)=|x+a

f(x)=IxI+3

. Imf = [a;-4+0)

2. Sa se determine valorile lui a si b pentru care functiile f : [—1;2] —>R, f(x) =2x-1 si
g: [a; b] - R, g(X) =3X+2 au aceeasi imagine.
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Solutia:

g(x)=3x+2
2

f(x)=2x-1

7 1 2 3 4

3 -2

f este o functie crescitoare = Imf = [f(-1); f(2)]=[-33]
si g este o functie crescatoare = Img = [ (a),g(b)] = Img= [3a+2;3b+2]

Imf=Img = { , rezolvand cele doud ecuatii =

5

3a+2=-3 _ 3
3Bb+2=3 1
3

3. Si se determine valorile lui a si b pentru care functiile f :[0;4] > R, f(X)=3x+4 si

g:[a;b] > R,g(x)=x* au aceeasi imagine.

Solutia:



http://www.mateinfo.ro/

REVISTA ELECTRONICA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 — SEPTEMBRIE 2019 RWANEUI0i{eR e

16 ¢

14 -

12 1

10 1

f este o functie crescitoare = Imf = [f(0); f(4)]=[416] , Imf=Img exista doua cazuri:
I. g este o functie crescatoare si Img= [4;16] = a=2gsib=4

Il. g este o functie descrescatoare si Img = [4;16] = a=-4sib=-2
1

x> —x+1"

a) determinati multimea D, domeniul maxim de definitie a functiei

b) Aritati ca 0< f(x)< %

4.Fie f:D >R, f(x)=

C) Determinati Imf

Solutia:
a) X°-x+1>0penruci A<O = Imf=R

b) dinpunctual a) = x*-x+1>0 = 2#>0
X°—x+1
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X —x+1z—4ﬁ . unde A=b?-dac=1-4=-3
a

xz—x+12% sio x> —x+1>0 =

IA
w| s

X2 —x+1

in concluzie: 0< f(x)<

wl| s

c) din b)rezulta Imf= (O;%}

Generalizare:

daci f:R >R, f(x)=2; unde a>0si A<O
ax” +bx+c
Lo L
ax~ +bx+c A
= Imf= [O;—ﬁ}
A
2
5.Fie functia f :R — R, f(x)= w Determinati Imf.
X*+x+1
Solutia:
2
Introducem notatia: w =y, x>’ +x+1>0
X“+X+1

= x2—3x+2:y(x2+x+1)
= X?-3X+2=yx* +yx+y
= X*(-y)-x(y+3)+2-y=0 (1) , stiind cd domeniul de definitie a lui f este R
= ecuatia(l)are A>0
Calculdam A 1in functie de y si obtinem relatia:

A=(y+3) -4-yN2-y)

y? +6y+9—4(y2 —3y+2)
y? +6y+9-4y® +12y -8
—3y? +18y +1

Rezolvam inegalitatea: —3y” +18y+1>0 <« 3y>-18y-1<0

18++/336 18+ 2./84

radacinile ecuatiei 3y? —18y —1=0 sunt Vi, =

6 6
9+ 2421
Yo =5
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aplicand tabelul cu semne pentru functia de gr.Il.

[9—2\/2_1_9+2\/2_1
e R

} , acest interval obfinut reprezintd mulfimea valorilor lui y adica

3

Imf:[9—2x/2_1_9+2x/2_1}
3 )

x*> —5x+6

6.Fie functia f :R—{l}—) R, f(X)= oyl
—2X+

. Determinati Imf.

Solutia:
La fel procedam ca la problema anterioara:

X —5X+6
X2 -2x+1
= X?-5X+6=yx* —2xy+y
= X*(1-y)+x(2y-5)+6-y=0
A=(2y-5)° -41-y)6-y)
= 4y® —20y+25-4y® +28y-24
= 8y+1

8y+1>0 = ye|:—%;+ooj

. 1
prinurmare Imf= {—gH-ooj

7.Fie functia f :R - R, f(x)= 2 S se determine Imf,
x? +1
Solutia:
2 2 2
f(x)=— t2 x4l x+l 1 et ., xX*+1>0,vxeR
N Y I R N N N | x* +1

Ao . 9 1 <
Aplicand inegalitatea cunoscutd: a+—>0,Va e R, rezulta:
a
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VX2 +1+

>2, VxeR = Imf=[2+0)

X% +1

8.Fie functia f 1R > R, f(x)=+v/x? +x+1—+/x? —x+1. Si se determine Imf.
Solutia

daca f(x)=0 = Vx2+x+1-x2—x+1=0 = x=0

caz particular: daca functia f este impara, adica f(-x) = - f(x), v’xeR-{0} si f(0)=0, atunci:
Imf(0;+ o) si Imf(- 00 ;0) vor fii doud intervale simetrice fata de origine.

in cazul problemei nr.9. functia f este impara care se poaate verifica usor.

Mai departe vom demonstra : . xe(0+0) = f(x)e(0:)
. f(x)e(01) = xe(0r+0)

. xe(0wo) = f(x)e(01)

X2 +Xx+1-x2+x-1

U+ x+1+Ux% —x+1

f(X)=vx2 +Xx+1—4/x* —x+1=

f(x): 2X
X2+ x+1+0x% —x+1
2X
>0 = f(x)>0
X2+ x+1+4x% —x+1
2X 2 2 H
<1 = 2x<+/x>+x+1+vx>—x+1 radicand la puterea a
U2 +X+1+Ux% —x+1

doua

= 2x2—2<2w/(x2+1)2—x2 = x2—1<\/(x2+1)2—x2 . x?2-1>0

= x'=2x%+l<x*+2x* +1-x?
= 3x?>0 care este adevarata
in concluzie f(x)e (0;1)

. f(x)e(01) = xe(0r+o)
Daca f (X) IS (0;1) = dXe (O;+oo)

notim f(x)=y adici VX +x+1-x?—x+l=y <

& XP +x+1—2\/(x2 +1)2 — X +xP—x+1=y?

o 22 +2-2Ux* +2x2 +1-X° = y?
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o 20X+ -y = 24x* +2x2 +1- x> radicand la patrat si aranjand rgalitatea

& 4AxE-AxPy? =4y* —y*
= 4x2(1— yz): y2(4—y2)

= x>0

y la-y?) . . 4-y°
= 4X2:T2) $1 YE(O,].) = X=Y 1_y2

Prin urmare Imf(0;+o0) = (0;1)

tinand seama ca f(0) =0si f este o functie impara = Imf= (— ZL'l)

Bibliografia:

1.C.Nastasescu;Matematica Algebra;Manual pentru clasa a IX-a;Editura Didactica si Pedagogica
Bucuresti; 1980

2.Jon D.Jon; ALGEBRA Exercitii si probleme pentru clasa a IX-a si a X-a;Editura Universal Plan
Bucuresti; 1980

3.A. Cucurezeanu;Exercitii si probleme de ALGEBRA pentru Concursuri si Olimpiade Scolare;
Tipografia Universul Constanta;1990
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7. PROBLEME PROPUSE PENTRU GIMNAZIU

Prof. Postolea Georgel
Liceul Teoretic Constantin Angelescu lanca,judetul Braila

2018 A 2018 , 2018 2018 2013-2018
+ + +..+ <
1.2 24 3.6 1007-2014 2014

Problema 1 Sa se demonstreze inegalitatea :

Solutie: inmultind inegalitatea data cu 20218 >0 obtinem :/

1 1 1 1 2013 .. . 1 1 .
Sttt A > < folosim inegalitatea —- < ————, n>1 obtinem:
1= 2 3 1007 1007 n (n=1)-n
S<1+1-i+i-i+...i-L deci S<%
12 3 4 1006 1007 1007

Problema 2 Fie ABC un triunghi echilateral de laturd a, M un punct oarecare situat in interiorul
sau si G centrul de greutate al triunghiului.
Notdm cu s _-suma distantelor de la M la cele trei laturi ale triunghiului

sicus, (M) -suma distantelor de la M la cele trei varfuri ale triunghiului

S
a) aratati cd ——<1
s. (M

S

b) pentru a=6 cm si M=G calculati valoarea raportului L
Solutie:

A A

C1 C1 B:
B1
G
B C B C
a Ai a A
Fig 1. Fig 2.

a) folosim Fig 1.
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MBi1AC =5 =MA+ MBi+ MC: s (M)=MC+MA+MB
MC. 1 AB
Tn AMA:C (dreptunghic in A1) : MA;<MC
TIn  aMB:A (dreptunghic in B1) : MBi< MA =5 <s (M) =
In  AMC;1B (dreptunghic in C1) : MC1< MB
S
1 «
s,(M)

b) folosim Fig 2.

5, = C1G +GA+B1G =3 - %h h= a*/_ 6*/_

=3./3¢cm unde h-inaltimea triunghiului

s, (M)=GA+GB+GC=3 -%h:Zh:Z a*/— =6+/3cm

(pentru calculul celor doud sume s-a f010s1t faptul ca G se afla la doua treimi de varf si la o treime
de baza)

s, 3J3 1

S(IVI) 6V3 2

Problema 3 Se dau sumele :

51:1+3+5+... +2015
S, = 2016+ 2010+ 2008+...+ 2

Fara a calcula cele 2 sume

a) Comparati sumele si aflati diferenta lor 3,5p

b) Stabiliti paritatea numarului N =G, + S, + 2017, 3,5p

olutie: a) se observa ca g, contine primele 1008 numere impare iar g, contine primele
1008 numere pare.

—>
Fiecare numar par este mai mare decat numarul impar precedent lui cu 1 adica
2-1=4-3=...=2016-2015=1

— 52 >g, si §,-G,=1008 ( fiecare numar par aduce o diferen{a de 1 deci cele
1008 numere pare din g, aduce o diferentd de 1008)

b)numarul n contine 1009 numere impare , deci n este impar
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Problema4 Demonstrati ca nu se poate obtine suma S=100 care sa fie formata numai cu ajutorul
cifrelor 1,2,3,...,9 si operatorul ,,+” si care sa respecte urmatoarele 2 reguli:
I',) toate cifrele trebuie folosite cel mult o datd si obligatoriu toate

I',) suma poate contine si numere de doud cifre formate din cifrele date, dar respectand )

Solutie:
-observam ca 1+2+3+...+9=(9 -10):2=45 pentru a ajunge la 100 mai avem de recuperat

55;
-aceastd recuperare nu se poate face decat daca formam numere de doua cifre insa
prin acest artificiu se pierde suma cifrelor folosite( din 2si 3 se obtine 23 dar se pierde 2+3=5 ,
deci recuperarea este 23-5=18);

- oricare numir ab=10a+b dar 10a+b-(a+b)=9a adica prin introducerea in suma a unui
numar de 2 cifre oricare ar fi el se recupereaza un multiplu de 9 .Cum 55 nu este multiplu de 9
recuperarea nu se poate face deci nu se poate obtine 100.

Problema 5 Aratati ca diagonalele unui paralelogram impart paralelogramul dat in 4 triun-

ghiuri de arie egala. Tp
Solutie:  cele 4 triunghiuri sunt:a AOB, A BOC, A B
ACOD, a DOA e

deoarece A AOB=ACOD(L.L.L)si
ABOC=aDOA(L.L.L) atunci
este clar ca triunghiurile ,,opuse”au
aceeasi arie mai ramane de demonstrat ca D C
triunghiurile ,, alaturate ” au aceeasi arie.
Din varful D se duce inaltimea h pe AC.Observam ca h este inalfime atat pentru
A DOA cat si pentru A COD.

SADOA =(AO0 -h):2
SACOD =(OC -h):2 } —> SADOA= SACOD c.c.t.d.( analog pentru a BOC si » AOB)
dar AO=0C(ip)
Problema 6
Calculati suma; S=1+2+4+5+6+7+9+10+11+12+...4+2014+2015+2016+2017
Solutie: Notam cu S1=1+2+3+...4+2018
S,=3+8+13+...+2018

S=S1-S5= (2018-2019):2-[(3+2018)-404]:2=1628929
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8. Probleme propuse pentru gimnaziu

Probleme propuse de : prof.- Gheorghita Adrian Stefan
Scoala Gimnaziala “lon Creanga” , com I.C Bratianu

si Scoala Gimnaziala “Elena Cuza”, Galati

1. Problemai propusi pentru cls aV-a

Sa se determine cel mai mic si cel mai mare patrat perfect de patru cifre n de patru cifre
pentru care:

a=2011%%% £ 2013%%7 £+ 2015%°15 £ 201779 £ 2019°% L+ 4 : 10

Rezolvare :
U(2011%%) = y(1*9%) = 1.

U(2013%%7) = y(3*™7) = 3, pentru cd restul impdrtirii lui 2017 la 4 este 1.
U(2015%5) = y(5°%1%) =5,

U(2017°%3) = y(7*%13) = 7, pentru cd restul impdrtirii lui 2013 la 4 este 1.
U(2019°MY) = y(9*®11) = 9, pentru cd restul impdrtirii lui 2019 la 2 este 1.
U(e) =U(U(1+3+5+7+9)+U(n))=U(5+U(n))

ail0—U(n)=5.

n=k*—=30 <k <100

= 1225.

Un)=5—-Ulk)=5—=k_._ =35—=n

min min

k =95 —=n = 9025.

max max

. Problema propusa pentru cls aV-a
Fie n un numar natural impar.

Daci a,b,c,d sunt numere prime consecutive, aflati valoarea lui n.
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-

a®+b*+c*+d*=n

Rezolvare:

Presupunem a # 2 = a, b, c,d numere impare = a’, b*, c*, d* numere impare

Asadar putem scrie: a* =2-m, + 1, b* =2-m,+ 1, ¢*=2-my + 1,

Z=12. my+1, cu my,M,, mg,m, €1

Prin calcul obtinem :

2-(my+m,+my+tm,)+4=2-(m;+m,+my+m,+2) =n=par, Ceea
denota o contradictie, pentru ca din ipoteza cunoastem ca n este numar impar.
Presupunerea fiind falsd = a = 2, fiind singurul numar prim par=5b =3, c =55id = 7.

Prin calcul obtinem n = 87.

3. Problemai propusi pentru cls aVI-a

Daca x € Z, astfel incat 3x — 8,12 si 13 sunt laturile unui triunghi exprimate in aceeasi

unitate de masura, aflati valoarile pe care le poate avea x.

Rezolvare:
Tn orice triunghi suma lungimilor a doud laturi va fi mai mare decat lungimea celei de a treia
latura.
Cazul I: 3x —8=< 12+ 13
3x<33-x<11
Cazul ll: 3x —8+ 12> 13 - x =3

Cazul lll: 3x — 8+ 13 > 12 = x }%

x€E 7, 13_? <x< 11— x€{67,89,10}

4. Problemai propusi pentru cls aVI-a

Daca 4 | x si 25| vy, determina restul impartirii numarului : p = x -y + 2019 la 100.
Rezolvare
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Daca
4|x si25|y = 4-25|x-y (conform proprietatilor relatiei de divizibilitate) =
= xVEM,; =x-y=100-k,unde ke N =

= p=100-k + 2019 =
=100 -k 4+ 2000+ 19
=100-(k +20)+19

In concluzie, restul impartirii lui p la 2019 este 19.

5. Problemi propusi pentru cls aVII-a

2018 2019

2019 2020

Aratati ca : <0

Rezolvare:
2018 2019

_— .::: _—
2019 2020

2018- 2020 < 2019
(2019 — 1)(2019+ 1) < 2019°

2019% — 1 =< 2019 adevarat.

6. Problema propusi pentru cls aVII-a

Sa se arate ca numarul a =

2019—2018-2019 (2[!'1‘3'!' g)
2019—/2018-2019 +/2018-201%

Rezolvare :

Amplificam fractia cu: 2019 + J2018- 2019 + V2018- 2019 siobtinem:

(2019 — V2018 - 2019)(2019 ++ 2018 - 2019 + 2018 - 2019 _
20192 —2018- 2019 — /2018 - 2019

_ (2019 — v2018- 2019)(2019 + V2018 - 2019 + V2018~ 2019 _
2019 — /2018~ 2019

= 2019 + + 2018+ 2019

20192

< 2019 ++V2018-2019 < 2019% | — 2019
2018
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2019% — 2018-2019

< V2018-2019 < 2019-(2019— 1)
2018

2019 _—
—— < y2018-2019 < 20182019
2018

2019

>018 < 2018 < v2018- 2019 < 2019 < 2018- 2019

7. Problemi propusi pentru cls aVII-a

1
2019’

Fie S = —+—+—+-+_— Aritafici: 099 < S < 100.

Rezolvare :
s 1+1+1++1 2000 100
.:::_ —_— — - —_— ——
20 20 20 20 20
de 2000 ori

S = ! + ! + ! 4+ ! —zﬂm%u%

2019 2019 2019 2019 2019
de 2000 ori

Din relatiile de mai sus deducem ca 0,99 << 5 < 100.

Observatie: Se poate incerca si demonstrarea relatiei 1 < 5 < 100.

8. Problema propusi pentru cls aVII-a

www.mateinfo.ro

Demonstrati cd intr-un trapez dreptunghic ortodiagonal, lungimea 1naltimii este egala cu

media geometrica a lungimilor bazelor sale.

Rezolvare:

Se considera trapezul dreptunghic ABCD cu m(<A)=m(<D)=90°, AB>CD, AB || CD.

Vom demonstra cd triunghiurile ADB si DCA sunt asemenea.
<ADB=<ACD (=90° — m(<ODC))

sau

m(<ADB)=m(<ACD)= 90° -m(<CDO)= )
=90° -m(<ABO) [ <CDO=<ABO alt. int.] | =>A ADB ~ A DCA

AP -2 L, AD?=AB-CD >
OC DA
<DAB=<ADC (=90°) )
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9. STUDIU ASUPRA UNEI METODE NUMERICE DE DETERMINARE

SIMULTANA A RADACINILOR UNUI POLINOM

Prof. COZMA CIPRIAN IOAN
Liceul Tehnologic “Dr. F. Ulmeanu” , Ulmeni

In acest material imi propun si fac o analizd a unei metode numerice si
anume metoda lui Newton pentru aproximarea radacinilor ecuatiilor scalare si
aplicatii ale acesteia la aproximarea simultand a radacinilor polinoamelor.

Problema rezolvarii ecuatiilor polinomiale a starnit un mare interes din cele
mai vechi timpuri. Studiul a numeroase fenomene din tehnica, economie,
stiintele naturii se reduce, in majoritatea cazurilor, la rezolvarea unor ecuatii
polinomiale.

In general ecuatiile polinomiale nu dispun de metode exacte de rezolvare,
de unde importanta deosebitd pe care o are metoda de aproximare prezentata in
cadrul acestui material .

Metoda lui Newton

1.Constructia metodei
Fie f:[a,b]>R si fie xoe[a,b]. Metoda lui Newton se obtine in modul cel
mai natural printr-un proces de liniarizare. Dezvoltam functia f in serie Taylor
si retinem primii doi termeni, deci:

f(x)=f(x0)+(x- x0)fV( xo).
in locul ecuatiei f(x)=0 se considera ecuatia liniara:

(1)
f(Xo0)+(x- xo0)fM)( x0)=0,

a carei solutie este

Interpretarea geometrica a lui x1 este bine cunoscuta: x1 reprezinta abscisa
punctului de intersectie a tangentei duse la graficul functiei f in punctul
(xo0,f(x0)), cu axa Ox.

Punand acum Xo = Xk $i X1= Xk+1, se obtine urmatorul proces iterativ clasic,
denumit metoda lui Newton (uneori Newton- Raphson):
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(2)

f(x,)

X1 = Xy —W

Ca si in cazul metodelor de interpolare, din faptul cd (2) aproximeaza
functia f(x)=0, in vecinatatea punctului xo, nu rezultd ca x1 aproximeaza solutia
acestel ecuatii. De asemenea, este necesara analiza existentei sirului { xo} daca
nu se face ipoteza f)(x)=0 pe [a,b].

Daci in (2) se inlocuieste f)( xk) cu

f(l)( Xo0),
obtine metoda lui Newton simplificata:

(3)
f(Xk)

Xie1 = Xy _W

in care derivata se calculeazd numai in punctul xo. Se poate de asemenea
considera un proces de tip Newton in care calculul derivatei se face dupa un
anumit numar de pasi:

(4)

Xip1 =Xy —

unde p(k) este un numar intreg mai mic sau egal cu k.

In particular, daca p(k)=k, se obtine metoda lui Newton iar daci p(k)=0, se
obtine metoda lui Newton simplificata.

Un proces iterativ, care generalizeazd metoda lui Newton simplificata, este
metoda liniilor paralele:

(5) Xk+1= Xk-Af(Xk),
unde A este o constantid care aproximeaza 1/fM)( xo).

Reprezentarea graficd a metodei lui Newton simplificatd si a metodei
liniilor paralele sunt date Tn figura 1 a si b respectiv.
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Figura 1

Mentiondm si metoda lui Newton discretizatd in care derivata se
Tnlocuieste cu diferenta divizata de ordinul intai:

(6)
F(x, )—f(xk_l)]l xf(x, )

Xy =Xy —
- { Xk_Xk—l

Aceastd metoda coincide cu metoda secantei.
Sa aplicam aceasta metoda polinomului
f(x)=x°+2x*-5x3+8x2-7x-3.

Stim ca acest polinom admite o radacina simplda o1, cuprinsda intre

marginile 1<a1<2. Se poate spune dinainte ca aceste margini sunt prea largi ca
metoda lui Newton combinatd cu metoda interpolarii liniare aplicate sa dea un
rezultat prea bun. Sa le aplicdm insa pentru a avea un exemplu care nu necesita
calcule complicate.

Aplicdm pentru inceput metoda lui Newton
f(1)=-4 f(2)=39.

Alegem Xo=2.
Tinand seama de faptul ca f(Y)(2)=109, obtinem:

39 179
109 109
Metoda lui Newton in multe cazuri se aplicd in combinatie cu metoda
interpolarii liniare.
Metoda interpolarii liniare constd in a lua ca valoare aproximativa a
radacinii o numarul ¢, care imparte intervalul (a,b) in parti proportionale
valorilor absolute ale numerelor f(a) s1 f(b), adica:

(7)

X, =2 1,64...

SN—"

c-a__f(a)

b-c f(b

SN—"
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semnul minus din membrul al doilea fiind datorat faptului ca f(a) si f(b) au
semne diferite. De aici rezulta:

(8)

Utilizand formula (8) obtinem:

oo 2x(24)-1x39 47 9
~4-39 43

si, prin urmare radacina ai este cuprinsd intre marginile
1,09<a1<1,65.

Am obtinut o ingustare prea neinsemnatd a marginilor pentru a putea
considera acest rezultat ca satisfacdtor. Desigur, s-ar putea aplica incd o data
metodele noastre pentru noile limite. Este indicat insd sd gdsim de la inceput
pentru a1 limite destul de apropiate, spre exemplu, cu o precizie de 0,1 sau chiar
0,01 si sa aplicam aceste metode numai dupa aceasta. Aceasta ar duce dintr-o0
data desigur la faptul ca toate calculele devin foarte complicate, dar trebuie sa
ajungem la aceasta Tn rezolvarea problemelor concrete, necesitand o cunoastere
destul de exacta a radacinilor polinomului.

Deoarece f(1,3)=-0,13987 ;

f(1,31)=0,0662923851 ;
avem
1,3<a1<1,31;
adicd am gasit valoarea radacinii a1 cu o aproximatie de 0,01. Sa aplicim acum
acestor noi limite metoda interpolarii liniare:

o _ 1,31x(-0,13987)-1,3x0,06629233 51 _ 0,26940980 063
~0,13987 —0,06629238 51 0,20616238 51

Sa aplicam pentru aceleasi margini metoda Iui Newton, luand acum
x0=1,31. Deoarece f(!)(1,31)=20,99822405, avem:

=1,30678...

~ 0,0662923851 _ 27,3496811 204

= =1,30683...
20,9282240 5 20,9282240 5

x, =131

Asadar:
1,30678<01<1,30684 ;
si deci, luand a1=1,30681; facem o eroare mai mica decat 0,00003.
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2.Aproximarea simultana a radacinilor ecuatiilor polinomiale prin metoda
lui Newton
Consideram un polinom de gradul n>3,

(9) f(X)=x"+an-1x"1+... Fa1x+ao
cu radacinile reale sau complexe simple x1, X2, ...,xn . Fie X% xoK, e xnK
diferite aproximatii apropiat rezonabile ale acestor radacini si fie
. k
Q(X)ZH(X_XJ')
=1
Atunci, pentru X =x;¥, i=1,2, ..., n vom avea:
(1) ok Uk
Q (X)ZH(Xi _XJ)
j#1
Introducand notatia Aj = -f(xi*) / Q’( xi¥) se obtine urmitoarea metoda de
determinare simultand a radacinilor unui polinom  xi**!= xi* +A; , i=1,2, ..., n
sau sub forma:
(10)

i=1,2,...,n ; k=0,1,...
Kk+1 : Cors e
unde xi“"* este noua aproximare a radacinii X .

Acesta metoda este un rezultat clasic introdus de catre Weierstrass,
metoda a cdrei convergenta este patratica.

In continuare vom prezenta un program Pascal care realizeaza

aproximarea simultana a radacinilor reale ale unui polinom de grad maxim

50 in 50 de pasi iterativi cu o precizie de 12 zecimale exacte. Facem

precizarea ca iteratiile initiale pe care le dam trebuie sa fie diferite doua

cate doua.

Valorile reale obtinute pentru radacinile polinomului considerat au o
precizie de 12 zecimale exacte.

Pentru realizarea acestui program am utilizat formula de tip Newton
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n
[Tk -x5)
J#

Programul ne ofera si posibilitatea de a analiza precizia (eroarea)
aproximarilor obtinute. Aceasta se calculeazd ca si diferentd dintre valoarea
obtinuta la iteratia k=50 si k=49.

Tn cazul in care polinomul are si ridicini complexe cu partea imaginara
diferita de zero aproximatiile obtinute pentru aceste radacini diverg catre valori
cu erori mari.

Prezentam mai jos programul folosit:

program sesiune;

uses crt;

label etl;

var n,i,k,j,z: integer;
a:array[0..50] of double;
x:array[1..50, 0..50] of double;
produs:array[1..50, 0..50] of double;

function putere(c:real;j:integer): double;
var i:integer ;
p:double;
begin
p:=1;
fori:=1tojdo
p:=p *C;
putere:=p;
end;
function put(c:integer;j:integer): double;
var i:integer;

p:integer;
begin
p:=1;
fori:=1toj do
p:=p#C;
put:=p;
end;

function f(b:double): double;
var i:integer;
ft:double;
begin
ft:=a[0];
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for i:=1to n do

ft:=ft+a[i] #putere(b,i);
f:=ft;
end ;
begin
clrscr;
write( ‘Dati gradul polinomului:’);

readIn(n);
writeln(‘Dati coeficientii polinomului:’);
for i:=1 downto 0 do
begin
write(‘Dati a(’, i,’)=");
readlIn(afi]);
end;
writeln(‘Dati iteratiile initiale:’);
etl: for i:=1to ndo
begin
write(‘x[", i,’, 0]=");
readIn(x[i, 0]);
end;
writeln;
for i:=1tondo
for k:=0 to 50 do
produs[i, k]:=1;
for k:=0 to 49 do
begin
for z:=1 to n do
for j:=1to n do
if z<>j then

begin
produs[z,k]:=produs[z,k] #(x[z,k]-x[j.k]);

if produs[z,k]=0 then begin
clrscr;
writeln(‘Dati alte iteratii
goto etl;
end;
end;
for i:=1ton do
x[1,k+21]:=x[i,k]-f(x[i,k])/produs[i,k];
end;
fori:=1ton do
begin

REVISTA ELECTRONICA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 — SEPTEMBRIE 2019 RWANEUI0i{eR e

initiale:’);
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clrscr;
writeln(* Pasul °,’ Valoarea iteratiei’);
Writeln(=====mm o mm oo );
for k:=0 to 50 do
begin

writeln(‘ k=" k:2,’ Cox[G0]=" x[ik]:12:12);
if (k=20)or(k=50) then begin

readln;
gotoxy(0,0);
clrcsr;
writeln(‘ Pasul’,” Valoarea iteratiei’ );
Writeln(f-===-==-m s m e ‘)
end;
end;clrscr;

writeln;writeln;
writeln(* CONCLUZII:’);
writeln;writeln;
for i:=1ton do
begin
writeln;
if abs(x[i,k]-x[i,k-1])<0.001 then
writeln(‘x[‘,i,’] converge catre’,’
Cu precizia
E=",abs(x[i k]-x[1,k-1]:12:12);

else writeln(* x[*,i,’] divergent cu eroarea
E=", abs(x[i k]-x[i,k-1]));

if (imod10=0) then begin

readln;
clrscr;
end;
end;
readln;
end.

Prezentam in continuare doud exemple.

Exemplul 1

X8 —9x* +26x2-24=0
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Radacina Valoarea aproximatiei Precizia Pasul de la
obtinute care
converge
X[1] -1.414213562372 E=0.000000000000 K=19
X[2] 1.414213562374 E=0.000000000002 K=19
X[3] 2.000000000000 E=0.000000000000 K=0
X[4] 1.732050807569 E=0.000000000001 K=17
X[5] -1.732050807570 E=0.000000000001 K=16
X[6] -2.000000000000 E=0.000000000000 K=15
Exemplul 2

x*-5x%+5x2+5x-6=0

Radacina | Valoarea aproximatiei Precizia Pasul de la care
obtinute converge
X[1] -1.000000000000 E=0.000000000000 K=1
X[2] 1.000000000000 E=0.000000000000 K=0
X[3] 2.000000000000 E=0.000000000000 K=0
X[4] 3.000000000000 E=0.000000000000 K=0
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10. DRUMURI MINIME INTRE DOUA PUNCTE

Prof. Stan Ilie3

Acest subiect I-am mai abordat in Revista Electronica MateInfo.ro
decembrie 2016, ianuarie 2017, martie 2017, aprilie2017 ca drumuri minime intre puncte,
drepte, plane.

Mi-a atras atentia insd o problema:

Drumul cel mai scurt intre orasele A si B

A
°

Réul ce separa cele doua orase A si B.

o e

Raul trebuie strabatut si el minimal...asadar perpendicular!

% Liceul Tehnologic “Anghel Saligny”, Rosiorii de Vede, Teleorman, stan_ilie@yahoo.com
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Tn spiritul ciclului “Ilustratii fara explicatii”, urmeaza constructia traseului:

www.mateinfo.ro

A A
@ | I
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I I I
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B B
A A
| I
M M
a A,
| | |
B, B,
h
B B
A A
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De la rezolvare la generalizare ... nu e pas prea mare!

ANUNT

A venit vremea unui autodenunt:
La aceasta generalizare,

Mai mandru decat de enunt
Sunt doar de...rezolvare!

(Or mai fi si altele, oare?)

Drum minim de la A la B, (al unui ceva in 4 labe),
Cu traversari perpendiculare(asadar minimale)
Ale autostrazilor Al, A2,...,An construite in cale!

Ca mare favor au latimi constante, dar neegale!
Por favor!

Prof. Stan Ilie
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Si o altd generalizare, ce asteapta rezolvare:

DRUM MINIM INTRE

Doua Puncte profunde ... ce atinge si Doud Drepte fecunde!

Fiind o probabilisticd asezare, Nu prea-s 3 elemente coplanare!

Precizare-in3stare:

Prof. Stan llie



http://www.mateinfo.ro/

