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1. Inegalitati Fibonacci — Lucas

D.M. Batinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau

1. Daci (x, )HZO, (y, )nzo, sunt siruri de numere reale strict pozitive astfel incat:
Xn+2 = Xn+l + Xn' yn+2 = yn+1 + yn' \V/n EN’ atunCi:

Xm Xn Xp > 3 N
2 2 2 H III’ | I’ |Ol c‘ E .
(yq Xn yq+1X p ) (yq X p yq+1Xm ) (yq Xm yq+1Xn )

yq+2

2

(D.M. Bitinetu-Giurgiu, N. Stanciu, si Gabriel Tica, 2013)

Solutie. Conform inegalitatii lui H. Bergstrom avem:

2 2 XZ
(1) U — Xm Xn p

>
(yq Xn + yq+lXp )2 ’ (yqxp + yq+1Xm )2 " (yq Xm + yq+lxn )2

2
1 X X X
>= m + n + P ,vm,n, p,qeN.
3 yq Xn + +yq+lxp qup + yq+1Xm yq Xm + yq+1Xn

Totodata avem:

V= X + X + % =
yq Xn + yq+1Xp qup + yq+1Xm yq Xm + yq+an

2 2 2
_ Xm + Xn + X p

quan + yq+1XmXp qunXp + yq+1XnXm qupXm + yq+1Xan

unde aplicam din nou inegalitatea lui H. Bergstrom si deducem ca:
(xm+xn+xp)2 (xm+xn+xp)2
(yq + yMXXmXn +X, X, + prm) Yai2 (men +X, X, + prm)
Daca tinem seama de inegalitatea:
(x+y+2) >3(xy+yz+2x), VX, ¥,zeR _,
atunci din (2) deducem ca:

2 V=

(3) V> 3
yq+2

Din relatiile (1) si (3) obtinem
U=

>—> vm,n, p,geN.

q+2
Observatie. Sirurile Fibonacci, respectiv Lucas, verifica enuntul.
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2n-1
Lm+1[ Lm+l +

2n+1) ., , 2n+1y .
Lo L, +..+ Lol
1 n

+
2n+1)
L, Lo.L, +..+
n+1

oricare ar fi numerele naturale n si m.

(D.M. Bitinetu-Giurgiu, si N. Stanciu, 2013)

Solutie. Notdm membrul stang al inegalitatii cu V|, si avem ca:

Vn = I—m Lm+1( 1 +
2n+1 Zn +1 2n 2n + 1 n+l | n
I—m+1 + Lm+l I—m +o..t I—m+1 I—m
1 n
+ L ),
2n +1 n n+1 2n +1 2n 2n+1
Lm+l I—m t..t Lm+l I—m + Lm
n+1 2n
unde aplicam inegalitatea lui H. Bergstrom si deducem ca:
4Lm Lm+l 4 I-m I‘m+l 4 I‘m I‘m+1
Vn 2 2n+l = 2n+1 = 2n+1 !
2n +1 Lk L2n—k+l (Lm + Lm+1) I-m+2
Z k m+1=m
k=0

ceea ce Incheie demonstratia.

3. Daci a,b eR’, astfel incat aF, F

>DbF?, atunci:

n’ n+l
n F 2 .
Z k > 2 n ,VneN .
o aF F,,—-bF° an-b
(D.M. Bitinetu-Giurgiu, si N. Stanciu, 2013)
Solutie. Avem:
" F. . bR’
Ri=Y——* — obR =) ——* o
k=1 aFn Fn+1 - ka k=1 aFn I:rH-l - ka
n bFE 2 n (Bergstrom)
@bRn-f-n:Z —k2+1 :aFnFn+1Z;2
k=1 al:n Fn+l - ka k=1 aFn I:I’1+1 - ka
(Bergstrom) 2 2
> aFF,, — —aF.F - n_
z (aFn I:n+1 - kaZ) an Fn I:n+l - bz sz
k=1 k=1
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n' n+l?

Deoarece, » F? = F,F,,,, obtinem:
k=1

2 2 2

n an an bn

= < bR, 2 -n= &
an-b an-b an-b

bR, +n>aFF,, -
(an - b) I:n l:n+1

<R, 2
an—

, ceea ce demonstreaza enuntul.

4. Au loc urmitoarele inegalitati:
RS BRF
_k2 > n ' n+l (1)
o Kk n(n+1)(2n+1)

n 6 33
F_k > 4Fn I:n+1 (2)

=~ k> n*(n+1)?

n RS 36F°F,

zk—4 z— 2 2 3)

=i n“(n+1)°(2n+1)

C F_k8 > 4Fn4 Fni-l 4

) ooy (@)

o K n“(n+1)

1R ARFY

k> n+l 5
=~ k® n*(n+1)? ©)
Zn: i i > 16Fn3Fn3+l (6)
=\ k n‘(n+1)*

(D.M. Batinetu-Giurgiu, si N. Stanciu, 2013)

Solutie. Avem:

n n nn+) <., n+D@n+1) .<&,; n*(n+1)°?
F2 — F F ' k — -, k = , k -
; k n' n+l kZ:]:_ é 6 slé 4

Aplicand inegalitatea lui H. Bergstrom deducem:

n 2
2
A, :Zn:i= n (Fk2)2 >(§Fk] _ 6F°F’,
=k T K ikz n(n+)@2n+1)’

deci (1) este demonstrata.
Conform inegalitatii lui J. Radon avem:

n F6 n F23
-3 f T,

k=1 k=1
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asa ca (2) este demonstrata.
Folosim din nou inegaliatatea lui J. Radon rezulta:

n 3
FZ
(; kj - 36F°F}

n+l

(Zn:kzj n*(n+1)(2n+1)

I
]
=
N
—
\%

astfel (3) este demonstrata.
Cu inegalitatea lui J. Radon obtinem:

n 4
”(F2)4 [ sz) 4FSF;
Z k=1 n ' n+l

k ~ [ kT " n?(n+1)?’
=1
deci si (4) este dovedita.
Cu inegalitatea lui H. Bergstrém obtinem:

n 2
n 4 n 2\ ( szJ 2
I L X S o R 1

3 3
a kI k

si (5) este demonstrata.
Utilizam inegalitatea lui J. Radon si avem:

n (E2) Z“:szs 33
508 -E

deci (6) este dovedita, si demonstratia este completa.

5. Daci (x,)..,, X, €R, atunci:

nx1"’

2-(;& 'Sinxkj(;Fk 'COSXKJSH-Fn-le, vneN”.

www.mateinfo.ro

(D.M. Bitinetu-Giurgiu, 2007)

Solutie. Conform C-B-S, avem:

n 2 n n n
(1) D Fsinx, s( Ff}(Zsinzxka FyFo - D sin? X,
k=1 k=1 k=1 k=1
n 2 n n n
(2) > F, cosx, <( F? j( cos’? xkj F.Fo - D, cos” X,
k=1 k=1 k=1 k=1
Prin urmare:
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n . n 5 MG<MA
< FFoaa| Dosin®x, | D cos® x| <
k=1 k=1

M vneN”

n
D F, cosx,
k=1

MG<MA F | N, X
< LN (sin? X, +C0sPX, ) =
k=1

n
D F sinx,
k=1

si deci:

(Z F, sinx, j(z F cosxkj <
k=1 k=1

n'F'F *
S”T"”,‘v’neN .

n n
D F sinx,|-|D>F, cosx,
= =

Observatie. Proprietatea de mai sus a fost publicatda in RMT, nr. 1/2007, pag. 55, ca Problema
0.X.138, autor D.M. Batinetu-Giurgiu.

6. Daca m e [1,0), atunci:
n+l

m™- > 1+ Fy )™ = (M+D)™F,,,,, VneN".
k=1

(D.M. Bitinetu-Giurgiu si G. Tica, 2013)

n+l
Solutie. Conform cu propozitia 1.5 avem: > F, , =F,,, VneN".
k=1

Fie functia f :R;—> R, f(X)=m™(x+1)™" —(m+1)™"x, atunci:
') =m"(M+D(X+D™ —(m+D™, F"(x)=m™(M+D(x+D)™".
Avem:

f'(x)=0< X, =l.
m
Prin urmare:
f'(X,) = f’(ljzo si T"(x)>0,vXxeR’,
m
ceea ce aratd ci f este convexd pe R, si cd X, = 1 este un punct de minim absolut pentru
m
functia f pe R’ . Deci:
f(x)> f(x,)= f(l):0<:>mm(x+1)m+1 >(m+D)™x,vxeR’,
m

de unde deducem ca:
m"(1+F, )" >(m+1)"™F, ,,vkeN",

si atunci:
n+l n+l
m™- > 1+ Fy )™ = (Mm+D)™ Dy =(m+)™ - F,,, VneN”.
k=1 k=1

7. Inegalitatile urmatoare:
n+4+4F F. ., >4F, , 1)
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n+4+4L L, >4l , )

au loc oricare ar fi numarul natural n.

(D.M. Bitinetu-Giurgiu, si N. Stanciu, 2013)
Solutie. Avem:

N+4+4F F,  >4F, =4 FF

n' n+l n+2 4 n' n+

1> I:n+2 _1’

si deoarece

k=1
deducem ca:
n n n ) n ) 1 n ) 1 n
—+|:n|:n+1=—+2|:k =Z F2+= >22 F .—:ZFk =F , -1,
4 4 o= 4) = 4 =

si inegalitatea (1) este demonstrata.
Avem:

ns LL., :E+(2+2Lij>2+221/11ﬁ :2+Z:Lk =2+L,.,-3=L,,-1le
4 4 py o V4 py

on+4L L, +4> 40

n —n+ n+27

si astfel (2) este dovedita, iar demonstratia este completa.

Observatie. Inegalitatile de mai sus au aparut in numarul din februarie, 2013 al revistei
internationale, The Fibonacci Quarterly.

8. Urmitoarele inegalititi:

0 F F
Z[ k + k+1 j > E (1)
k=1 I:k-¢—3 2Fk + I:k+l 2
Z( Lk + I—k+1 j > E (2)
k=1 Lk+3 2Lk + Lk+1 2

sunt adevarate, oricare ar fi numarul natural n.
(D.M. Batinetu-Giurgiu, si N. Stanciu, 2013)

Solutie. Din inegalitatea lui Nesbitt rezulta ca:
X z 3
+ Yy >—,
y+zZ z+X X+y 2
pentru orice numere reale positive x,y si z, cu egalitate daca si numasi daca x=y=1z2.

Punem x=F,,y=F ,,z=F,,,, si deoarece F, #F,, # F .,, pentru orice numar natural k,

deducem ca:
F n Fea n Feo > E
I:k+1 + I:k+2 Fk + Fk+2 I:k + I:k+l 2
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I:k I:k +1

3 I:k I:k+l 1
+ +1>—-< + —
I:k+3 2Fk + Fk+l 2 Fk+3 2Fk + I:k+1 2

pentru orice numar natural K.

Asadar,
Z( Fk + I:k+1 j>£21zﬂ’
k=1 Fk+3 2Fk + I:k+1 2 k=1 2

pentru orice numar natural n, deci (1) este demonstrata.
Procedand exact ca mai sus obtinem, inegalitatea (2), si demonstratia este completa.

Observatie. Inegalitatile de mai sus au aparut in numarul din februarie, 2013 al revistei
internationale, The Fibonacci Quarterly.

9. Inegalitatea urmatoare:
(F2+1)(F;/ +1) . (F7 +1)(F +1) . (F2 +D(F; +1) . (Fy +D(R’ +D)
FF,+1 FF+1 F.F, +1 F.F+1
>2F,, -2,

este adevarata, pentru orice numar natural n.

(D.M. Bitinetu-Giurgiu, si N. Stanciu, 2013)

Solutie. Folosim inegalitatea ab < (a Zb)z ,Va,beR’, unde punem a=x+y, b=xy+1, si
deducem ca:

(X+ V) (xy+1) < (X + y+4xy+1)2 _ (x+1):fy +1)? UxyeR,
dar,

(X+D*<2(x* +D) & x> +2x+1<2x* + 2 & x* - 2x+120 < (x-1)* >0,
este adevarata.
Asa ca,
(x* +1)(y* +1)
xy+1

(X+y)(xy+1D) < (x> +)(y* +1) < >X+Y,Vx,yeR.

Asadar,
(F2 +1)(F7 +1)
FF,+1
2 2
(F,+D)(F +) SE, +F,;
F,F, +1

>2F +F,;

2 2
(anl +1)(Fn +1) > Fn_l + Fn ’
FF +1
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(FZ +1)(F? +2)
F.F+1
Adunand relatiile precedente obtinem ca:
(F+D(F +1) (F7 +1)(F7 +1) - (F2, +D(F. +1) N (FA+D(R* +D
FF,+1 F,F,+1 F ,F, +1 F.F+1
>2(F+F,+..+F).

>F, +F.

Deoarece,
Z Fk = I:n+2 -1,
k=1

din cele de mai sus obtinem inegalitatea din enunt.

www.mateinfo.ro
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Art.447

2. Teorema lui CARNOT
Lazare Nicolas Marguerite Carnot (1753-1823).
Aplicatii alel Teoremei lui CARNOT

Marin Chirciu !

Articolul prezintd Teorema lui Carnot, Lazare Nicolas Marguérite Carnot (1753-1823) si aplicatii
ale acesteia.

Teorema lui CARNOT :
Suma distantelor de la centrul O al cercului circumscris unui triunghi ABC la laturile
triunghiului este egala cu R+r.

Demonstratie:

Cazul triunghiului ascutitunghic.

Fie M_,M,, M, picioarele perpendicularelor din O pe laturile BC,CA, ABsi H,,H,,H,
picioarele perpendicularelor din H pe laturile BC,CA, AB ale AABC ascutitunghic.
Avem:

[ABC]=[OBC]+[OCA|+[OAB] < r(a+b+c)=a-OM, +b-OM, +c-OM_, (1).

Folosim m(BOC)=2m(BAC)si analoagele.

Consideram triunghiurile asemenea:

AABH,,AACH_,ABOM, = ACOM,_, din care rezulta:
AH, AH, OM, AH, +AH,Z OM

=
C b R b+c R
Se scriu si celelalte doua relatii analoage , se aduna, se tine seama ca BH, +CH,_ =asi

2 & (b+¢)OM, =R(AH, + AH,).

analoagele, obtinand:

(b+c)OM, +(c+a)OM, +(a+b)OM_ =R(a+b+c), (2).

Din (1) si (2) se obtine:

(b+c+a-a)OM, +(c+a+b—b)OM, +(a+b+c—-c)OM, =R(a+b+c) <

< (a+b+¢)> OM,-> a-OM, =R(a+b+c) <

(a+b+c)> OM,—r(a+b+c)=R(a+b+c) < > OM, =R+r <

< OM, +OM, +OM_ =R +r.

Cazul triunghiului dreptunghic si cazul triunghiului obtuzunghic se trateazd corespunzator.

Sa trecem la aplicatii ale teoremei lui Carnot.
Fie ABC un triunghi si d_,d,,d, distantele de la centrul O al cercului circumscris la BC,CA, AB

. Demonstrati:

! Profesor, Colegiul National ,, Zinca Golescu”, Pitesti
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PARTEA Intai
1) —+—+ 1 > J
. 4y d. R+r
Solutie.
Folosim Inegalitatea lui Bergstrom si Teorema lui Carnotd, +d, +d. =R +r.
2) i+£+£> 18ry3 :

d, d, d,_ R+r

a C
Solutie.

Folosim Inegalitatea lui Bergstrom, Teorema lui Carnotd, +d, +d_ =R +r si3/abc > 2r43.

2 2 2 2
3) a—+b—+C—2 4p .

d, d, d. R+r
Solutie.

Folosim Inegalitatea lui Bergstrom siTeorema lui Carnotd, +d, +d, =R+r.
b’c® c’a’® a’® _ 485’
+ 2 .
d d, d R+r

4)

a C

Solutie.
Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +rsi Zbc >45./3.
4 4 4 2
5) a—+b—+c—2 485 :
d, d, d. R+r
Solutie.
Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +rsi Z a’ > 4543,
4.4 4,4 4.4 4 4
b'c* c'a’ a'h 2( S) .
d d, d R+r

a

6)

a c

Solutie.
Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +rsi Zb2c2 >16S?

6 6 6 2
d, d, d ~ R+r

a c

Solutie.
Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +rsi Zas > 2435r .
2
g M, m, m ()

d, d, d _R+r’

Solutie.
Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +rsi Z m, >9r.

2 2 2 2
GA +GB +GC > (6I’) .
d, d d, R+r

a c

9)

Solutie.
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Vezi 8) si m, =%GA .

Solutie.
Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +rsi ij > p’.

4
2p
GA* GB* GC* (3)
+ + > .
d, d, d ~ R+r

a C

11)

Solutie.

Vezi 10) si m, =§GA .

2,2 2,2 2.2 632
1) &M D'y c'm; | (6S)
d, d, d_ R+r

a c

Solutie.

Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +rsi Zama >6S.

a’GA’ b’GB? c’GC? _ (4S)
+ + 2> .

d d, d R+r

a c

2

13)

Solutie.

Vezi 12) si m, ngA .
a‘m* b'm*  ctm’ (1252)2
b4 < )

14 a
R R

vV

a
Solutie.

Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +rsi Zazmj >12S%.

1652
a’GA? Db’GB? c¢°GC? 3
+ + > .
d d, d R+r

a C

15)

Solutie.

Vezi 14) si m, =§GA .

8 8 8
16) M, Mo M (39)
d, d d_ R+r
Solutie.

Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +rsi Zm;‘ >9S?,
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(48)4
8 8 8
GA +GB +GC J\13 .

17)

d, d, d ~ R+r

a C
Solutie.

Vezi 16) si m, =§GA .
22 2

18) MM, | My

d

a

2
L memg_(277°)
d, d, ~ R+r

c

Solutie.
Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +rsi Zmbmc >27r?,

2
GB'GC®  GC'GA*  GA'GB? _ (12r°)
d d, d~ Rer

a C

19)

Solutie.

Vezi 18) si m, ngA .

4,4 4,4 4,4 39 4
20) mbmc + mcma + mamb 2( ) )
d, d  d__ R+r

Solutie.
Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +rsi Z:mbmC >27r?,

48’
GB2GC? GC2GA? GA’GB? 3
+ + 2 .
d d, d R+r

c

21)

Solutie.
Vezi 20) si m, = %GA )

2
ML
d, d. R+r

C

2 2
22) h—*’+h—b
d

a

Solutie.
Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +rsi Zha >9r.

¢ opeope (2mr2)
SLLMNCIN
d. d, d =~ R+r

Solutie.
Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +rsi Zh?‘ > 2712,

(54r2j2

22 22 22

24) hbhc +hcha _|_hahb > R )
d, d, d R+r

C

a
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Solutie.
: : : . : 54r?
Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d_ = .
BEERORS
25) bc L\ca +ab > \2R .
d, d, d, R+r
Solutie.
Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +rsi Z% = % .
2 2 2 2
&) &)GLG)
h h h 3r
26) ~2L 4D/ LN > 3r
d, d, d, R+r
Solutie.
Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +rsi Z— > ép
a r
SRGRGRG)
oy @/ \bJ e AR
d, d, d, R+r
Solutie.
Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +rsi Z% > g
2 2 2 2
(b+c} (c+aj (a+b} (36r}
h h h
28)~>2 2 4~ 0 2 4N > P
d, d, d. R+r
Solutie.
b+c 36r
Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d. =R+rs Z— >—
h, P

(hb+h6] (hc+haj (ha+hb]
h h
29) a + b + ¢ - 36

h
d, d, d T R+r’

c

Solutie.

Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +rsi Z% >6.

SHGHS!
s ) W) (b)) 16

d d,  d ~R+r’

a c

Solutie.

a
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2
Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +rsi Za—z >4,
(hb+th2 [hc+hajz (ha+hbj2 (2;,)2
31) P-4 + p—b + p—¢ >\ T .
d, d, d, R+r
Solutie.
. . . ; . ~h+h  2p
Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +rsi z L =—,
p—a r
(hb +th2 (hc Jrhaj2 (ha Jrhbj2 (sz
32) b+c LLc+a ) a+b S\RJ
d, d, d, R+r
Solutie.
. . . ; . ~h+h p
Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +rsi Z . € = R’
+C

2 2 2
SGRG
33) l:ja + h, + h) . 9

. d, d. R+r

Solutie.

Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema Iui Carnotd, +d, +d, =R +rsi Z;—a >3.

4 4 4 :
& &) ()
34) Z"‘ + n, + h, > 9

d, d R+r’

c

a

Solutie.

2
Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +rsi Z(}:—a] >3.

2n 2n 2n
[r_J (r_j (r_J
h h h
35) ; A ) 9 ,undene N .

d, d R+r

c

a
Solutie.

n
Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema Iui Carnotd, +d, +d, =R +rsi Z(;—aj >3.

2 2 2 :
36) h,+r, N h, +1, N h, +r, S 1

d d, d,  RY(R+r)’

a

c

Solutie.
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Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +rsi Z ™ 1 2% .
a + ra
2 2 2 2
m) o) )
h, +r, h,+r, h,+r 3R
37) a a + b b + c c > 3R ]
d, d, d. R+r
Solutie.
Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +rsi Z h > % .
a + ra

2 2 2
ha hb hc
38) r+r) \r+h) (r+r) 81

d, d, d. 16(R+r)
Solutie.
Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +rsi Z h, > % .
r+r,
2 2 2
20) r+n) \ren) \r+en) 81
d, d, d, 16(R+r)
Solutie.
Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +rsi Z > % :
r+r,
2 2 2
( bc J [ ac j { ab j
h,r, hyr, h.r.
40) ~22L 4 DDs g 00 > 16
d, d, d. R+r
Solutie.
Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +rsi Zhb—c >4,
ara
2 2 2
(hb+th [hc+haj (ha+hbJ
r I I
41) a 0 NP . > 36
d, d, d. R+r
Solutie.
Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +rsi Z o+ 6.

r

a

2 2 2
42) h, +h, N h. +h, N h, +h, .9

d d, d. 4(R+r)

a c

Solutie.
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Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +rsi Z

) @) B G
43) h,+r N r.+r, N r,+1 S R

d d, d, ~ R+r

a c

Solutie.

Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +rsi Z h, >—.

2 2 2 2
44) = L +2 h += . >(9r) :
d db d R+r

a

Solutie.

c

www.mateinfo.ro

r+r. R

Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +rsi Z I, >9r.

4 4 4 2
oy b2
d, d, d _R+r

a C
Solutie.

Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +rsi Z 12>354/3.

1 1 4
46 + > )
) I d I2db Ifdc RZ(R+r)
Solutie.

Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +rsi le > 3

1 1 1> 81

47 + + > :
R T Yy

Solutie.

Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema Iui Carnotd, +d, +d, =R +rsi Z

1 1 1 81
48 + > .
Ve, T, T, (R
Solutie.

Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +rsi Z

1 1 1 1
49 + > )
) 2I2d b Ibzdb C"ZlczdC R4(R+r)
Solutie.

Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema Iui Carnotd, +d, +d, =R +rsi Z— >—

R

a

S|

1
R2

a
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o) B G )

d d, d,  R+r

c

a
Solutie.

Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema Iui Carnotd, +d, +d, =R +rsi Z

6T ]

. d, d,  R+r

Solutie.

www.mateinfo.ro

> P
pa3r

Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +rsi Z% >12r.

2 2 2
(b+c} (c+a] [a+bj
52) b ) b ) Lk ) 48

d d, d,  R+r’

c

a
Solutie.

Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +rsi Z

L) () (8] o

+ 2 .
d d, d, ~R+r

a c

Solutie.

a

€>a3.

Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +rsi Zli’i >0r.

+ + 2 .
d, d R+r

c

2 2 2
(Ib+ICJ (|C+|a] (Ia+le
54) Ig , L ), 36

a
Solutie.

a

I +1

Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema Iui Carnotd, +d, +d, =R +rsi zu >6.

2 2 2
(bC] (EJ (a_bJ
2 2 2
s L) L) ) | 16

d, d, d. R+r

Solutie.

Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +rsi Z% >4.

a
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pong] (ond) (03] (5
l,sin— l,sin— l.sin— —
56) 2 2) . 2) J\2)

+ 2
d d, d R+r

c

Solutie.
Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +rsi Z I, sin > > or .

AN BY c\2 (9r3 i
(Iacos—j (Ibcos—) (Iccos—j >
57) 2 2 2) 5 .

- - >
d, d, d. R+r
Solutie.
Folosim Inegalitatea Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +rsi z I, Cosg > 9r£/§ .
B_CY c__AY A _BY (9srY
|, cos—cos— |, cos—cos— |, cos—cos— —
2 2 2 2 2 2 R
58) + + > )
d, d, d, R+r
Solutie.
. . ) : B _C_9%r
Vezi Inegalitatatea Bergstrom , Teorema Carnotd, +d, +d, =R+rsi Y, COSECOSE > R

(mihohc)z 4 (mtfhcha)2 4 (mfhahb )2 > (38)4 .
d d, d R+r

c

59)

a
Solutie.

Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +rsi Zm;hﬂh >9S°?,

]R 2
60) a b C >( )

+ > .
d, d, d, R+r
Solutie.
: : : iy : b+
Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +rsi z >4R.
2 2 2
h h h
61) ~2L 4~/ ¢/ > 2)
d, d, d, R+r
Solutie.
: : . iy : M _9R
Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +rsi zh_a > <

a
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a b c
hh h.h h h
62) b'c + c''a + b > 9

d d, d  R+r

a
Solutie.

Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +rsi Z

o) (o) (a5 ()
63) h, +h, N h.+h, N h, +h, JL4)
d d, d R+r

c

a
Solutie.

Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +rsi Z

a b ¢ 2
h h h.h h h 27r?
64) b''c + c'a + a' b >( ) ]

d, d, d,  R+r

Solutie.

Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +rsi z

&) (5 (&)
_a b _c
65) bc N ca N ab S 81

d, d, d,  16(R+r)

Solutie.

www.mateinfo.ro

2
ma

>3.

C

2
M, 2R
h,+h, 4

C

4
Ma > o7y,
hh

C

2
ma

Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +rsi Z— > % .

(mg‘jz (mg‘jz [mjjz )
I_z |_2 |_2 2712
66) ~2 L 4>/ x> ( ) :

d d, d, ~ R+r

a C

Solutie.

bc

4

Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema Iui Carnotd, +d, +d, =R +rsi Z% >27r?.

m? ’ m; ’ m? ’
) ) L) (2mr?)
67) a'a + b'b + c'c > .

d d, d, ~ R+r

a c

Solutie.

Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +r siz

a

m
Lr

a'a

4
a

>27r?.
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65 (P=3) , (P=b)" (p—C)

Vv
©

d d, d,  R+r

a
Solutie.

3

> p.

212

. . . " : .~ Ml
Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +rsi ZA
p—a

2 2 2
69) (mala) + (mblb) + (mclc) > p4 ]
d d, d R+T

a c

Solutie.
Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +rsi Zm l, > p®.

B 0T 0 R
70)|a+|b+l°> R:6r

d d, d. R+r  R(R+r)’

a C

Solutie.

Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +rsi ZT—’" >3, /%r .

a

2
2 2 2 2
a(p-a) b*(p-b) c(p-cf (25V3) 1s*
d d, d, R+r R+r
Solutie.

Vezi Inegalitatea Bergstrém ,Teorema Carnotd, +d, +d, =R+rsi» a(p-a)> 2543.

1 (BB (p=0)' (=0 (p=a)’  (p-a) (p-b)' (28] _ s’
d d, d ~ R+r  R+r

a c

Solutie.
Vezi Ine. Bergstrom ,Teorema Carnotd, +d, +d, =R+rsi > (p-b)(p-c)=S+3.

2 (P=D)(p=c)’ (p=c)'(p-a)' (p-a)(p-b) s
d d, d R+r

C

a
Solutie.

Vezi Ine. Bergstrdm ,Teorema Carnotd, +d, +d, =R+rsi > (p —b)z( p —C)2 >S?,

2.2 a)2 2,2 _h)2 2h2(n_ )2 6
74)bc (p-a) ,ca (p-b) Lab (p—c) , 3888r°
d d, d R+r

a c

Solutie.
Vezi Inegalitatea Bergstrdm ,Teorema Carnotd, +d,+d, =R+rsi Y bc(p-a)=363r’.
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a b c

75)btc-a cra-b, atb-c 9
d d, d R+r

a c

Solutie.

a_ >3
b+c—-a

Vezi Inegalitatea Bergstrom ,Teorema Carnotd, +d, +d, =R+rsi Z

2 2 2
) () 5)
76) b+c N c+a N a+b S 9

d d, d. 4(R+r)

a c

Solutie.

Vezi Inegalitatea Bergstrém ,Teorema Carnotd, +d, +d, =R +rsi Zﬁ > 3 :
+

2
(ujz (ﬂjz (a_bjz
77) a b c > 36

+ > .
d, d, d, R+r
Solutie.

Vezi Inegalitatea Bergstrom ,Teorema Carnotd, +d, +d, =R +rsi Zﬁ >6.
a

a’ b* c’
7gy(p=a) (b  (p-c) ,16p*
d d, d R+r

a c

Solutie.

a.2
p_

Vezi Inegalitatea Bergstrom ,Teorema Carnotd, +d, +d, =R +r §iz >4p.

a
bc? c’a’ a’b?
2 2 2
(P-a)  (p=b)"  (p—c)  16p*
d d, d R+r

c

79)

a

Solutie.

Vezi Inegalitatea Bergstrom ,Teorema Carnotd, +d, +d, =R +rsi Z >4p.

p-a
a’ b? c?
(p-a)’ (p-b)" (p-c) 36
d d, d,  R+r

a C

80)

Solutie.
>6.

Vezi Inegalitatea Bergstrom ,Teorema Carnotd, +d, +d, =R +r §iz
p—a
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2
gy—& 4, b . C
d, d, d, 4(R+r)
Solutie.
Vezi Inegalitatea Bergstrom ,Teorema Carnotd, +d, +d, =R+ rgiz p;a 2%.
1 1 1
a’(p-a)’ b%(p-b)’ c*(p—c)’
oy S0 Fb S, 1
d, d, d, Rr*(R+r)
Solutie.
. . ) « 1 _3
Vezi Inegalitatea Bergstrom ,Teorema Carnotd, +d, +d_ = R+r§12 >—.
p—a r
1 1 1
(p-2)°  (p=b)"  (p=¢) 3
83) + + > — :
d, d, d, r*(R+r)
Solutie.
Vezi Inegalitatea Bergstrom ,Teorema Carnotd, +d, +d_ = R+r§i2ﬁ2%.
1 1 1
4 4 4
—-a -b —-C
o (oo o0 oo, 1
d, d, d, r*(R+r)
Solutie.
Vezi Inegalitatea Bergstrom ,Teorema Carnotd, +d, +d_ = R+r§iz( 1 )2 Ziz.
p-a) T
(p-a)' (p-b)’ (p-¢)'
85)az+b2+czzp.
d, d, d. 4(R+r)
Solutie.
2
—a
Vezi Inegalitatea Bergstrom ,Teorema Carnotd, +d, +d_ = R+r§iz(p " ) Zg.
4 4 4
(p-a) (p=b) (p-0)
86) b2c2 N o252 N a’h? 5 |
d, d, d. 16(R+r)
Solutie.
2
—a
Vezi Inegalitatea Bergstrom ,Teorema Carnotd, +d, +d_ = R+r§iz(p " ) 2%.
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i) (o) (i)
87) b+c-a N c+a-b N a+b-c S 81

d, d, d.4p'(R+r)
Solutie.
Vezi Inegalitatea Bergstrom ,Teorema Carnotd, +d, +d, =R+rsi Z . > Zi .
+c—-a 2p
) () [
88) b+c-a) \c+a-b) la+b-c) 9 .
d, d, d, R+r
Solutie.
Vezi Inegalitatea Bergstrom ,Teorema Carnotd, +d, +d, =R+rsi z . > 32—R >3.
+Cc—-a 2r
) ) G
89) b+c L\c+a) a+b > R .
d, d, d, R+r
Solutie.
. . . .~ bc _ 28
Vezi Inegalitatea Bergstrom ,Teorema Carnotd, +d,+d, =R+rsi ) e > =
+
2
90) b+c \e+a) a+b . P
d, d, d, R+r
Solutie.
2
Vezi Inegalitatea Bergstrom ,Teorema Carnotd, +d, +d, =R+ §iz ba >p.
+C
b%c? c’a’ a’b?
2 2 2
—-a -b -C
91)(p ) +(p ) +(p ) > 144 .
d, d, d, R+r
Solutie.
Vezi Inegalitatea Bergstrom ,Teorema Carnotd, +d, +d. =R+r 512( be )2 > SR >12.
p-a r
a’ b* ct
2 2 2
-a -b -C
TN CE NN
d, d, d, R+r
Solutie.
2
Vezi Inegalitatea Bergstrom ,Teorema Carnotd, +d, +d =R +r s1z( a )2 >12.
p—a
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2 2 2
p+a p+b p+cC
93)(b+cj +[c+aj +(a+b} S 225
d d, d 16(R+r)

a c

Solutie.

Vezi Inegalitatea Bergstrom ,Teorema Carnotd, +d, +d, =R+rsi ZE > s

AY B (.. CY
asmE bsmE csmE 5
94) >_P

+ + > :
d d, d R+r

c

a

Solutie.

Vezi Inegalitatea Bergstrom ,Teorema Carnotd, +d, +d =R +rsi Z asin ? >p.

1. AY (1. BY (1. CcY
a’2) b92) (92 1
95) a2 + + ¢ >

d, d, d.  R*R+r)’

Solutie.
A_1

Vezi Inegalitatea Bergstrom ,Teorema Carnotd, +d, +d, =R +rsi thg —>—,
a

2 R

2 2

2 (4R +r)
gg) ey B 1 (4R4T)
d, d, d = R+r
Solutie.

Vezi Inegalitatea Bergstrom ,Teorema Carnotd, +d, +d =R +rsi Z r,=24R+r.

2,2 2.2 2,2 4
97) r-b rc +rc ra +rarb > p .
d,d d ~ R+r
Solutie.

Vezi Inegalitatea Bergstrom ,Teorema Carnotd, +d, +d =R +r §iz Lr=p’.

2 -2 -2 -2

ogy e Lo L S T
d, d d. R+r
Solutie.

Vezi Inegalitatea Bergstrom ,Teorema Carnotd, +d, +d, =R +rsi Zi 1 .
r, r
2,2 2,2 2,2 2
99) ar, +b r CK 2368 _
d d, d R+r

a c
Solutie.
Vezi Inegalitatea Bergstrom ,Teorema Carnotd, +d, +d =R +rsi Zar >6S.
r
100) £ 42
d

a

Solutie.

www.mateinfo.ro

b+c 4
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Vezi Inegalitatea Bergstrom ,Teorema Carnotd, +d, +d, =R+rsi Y rZ>p?.

(a_j (b—j [C—J
101) rbrc + rcra + rarb > 16

da db dc

Solutie.

TR+r

2

. . . . a
Vezi Inegalitatea Bergstrom ,Teorema Carnotd, +d, +d, =R +Trsi Z— >4.

2 2 T2
102) W) b)) \E) 16
d d d. R+r

a

C
Solutie.

LK

c

2

. . .. . a
Vezi Inegalitatea Bergstrom ,Teorema Carnotd, +d, +d =R +rsi E —=4.
r

+

SRGHG)
103) :; ) K >(12r)2.

d, d,  R+r

a c

Solutie.

a

2

Vezi Inegalitatea Bergstrom ,Teorema Carnotd, +d, +d =R +rsi Za— >12r.

+ 2
d d, d R+r

c

&) @) G G
104) bc ca) . ab S 2R .

a

Solutie.

Vezi Inegalitatea Bergstrom ,Teorema Carnotd, +d, +d, =R +rsi Z— >—

o GLEG)

8/ 4 > .
d, d, d. R+r

Solutie.

. . " . a
Vezi Inegalitatea Bergstrom ,Teorema Carnotd, +d, +d, =R+rsiy —>—.
r

2 2 2 4
HAGAERG
2 2 2 N
106) ) Ab) AE) S AP)
d, d R+r

c

Solutie.

Vezi Inegalitatea Bergstrom ,Teorema Carnotd, +d, +d, =R +r §iz

r

a

r, . 3
bc 2R’

6
a P
1.9
FZF.
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107 (azra)2 +(b2ra)2 (czra)2 Z(108r2)2 |

+
d, d. R+r
Solutie.

Vezi Inegalitatea Bergstrom ,Teorema Carnotd, +d, +d, =R+rsi Z:azra >108r?.

2 2 2
( bc j ( ca J ( ab j
2
108) htt) \+h)  (L+h >(6r)

d, d, d,  R+r
Solutie.
Vezi Inegalitatea Bergstrom ,Teorema Carnotd, +d, +d, =R+ §iz be >6r.
[

2 2 2
SAGHS
109) ; ) (k) 12

. d, d. R+r

Solutie.
Vezi Inegalitatea Bergstrom ,Teorema Carnotd, +d, +d, =R+rsi ZE >243.
r
2 2 2
(rb+rcj (rc+raj (ra+rbj
110) a j,\b ) e ), 2
d d, d R+r

c

a

a

Solutie.

Vezi Inegalitatea Bergstrom ,Teorema Carnotd, +d, +d, =R +rsi ZM >3.3.

a
2 2 2
r+r r.+r r.+1r
111) b+c + c+a + a+b > 1

d, d, d. R*R+r)’
Solutie.
Vezi Inegalitatea Bergstrom ,Teorema Carnotd, +d, +d, =R +rsi Z 2% .
n,+r
2 2 2
rL+r r.+r r,.+r
112) ptle) (Aeth) AB*R) 9
d, d, d. 4(R+r)
Solutie.
Vezi Inegalitatea Bergstrom ,Teorema Carnotd, +d, +d, =R+ §iz fa 2% .
I+ T,
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2 2 2
(rb+ch (rc+ra] (ra+rb]
r r r
113) 8/ 4 b + 36
d
Solutie.

' i . s
Vezi Inegalitatea Bergstrom ,Teorema Carnotd, +d, +d =R+ §1Z:u >6.

2 2 2
[E] (ﬁj (a_b]
114) r-brc + IFcra + r-ar-b > 16

d, d, d, R+r
Solutie.
Vezi Inegalitatea Bergstrom ,Teorema Carnotd, +d, +d, =R +rsi ZE >4.
rbrc
PARTEA a DOUA
1 9
1 > .
) Zdb+dC 2(R+r)
Solutie.
Folosim Inegalitatea lui Bergstrom siTeorema lui Carnotd, +d, +d, =R +r.
2 > a_ o3 .
d,+d. R+r
Solutie.

Folosim Inegalitatea lui Bergstrom,Teorema lui Carnotd, +d, +d, = R+r si%/abc > 2r43.
2

a 2p?
3 > .
) Zdb+dc R+r

Solutie.
Folosim Inegalitatea lui Bergstrom siTeorema lui Carnotd, +d, +d, =R +r.

2.2 2
2) Z bc >248

d,+d,  R+r’
Solutie.
Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +rsi Zbc >45./3.
a' _248?
5 > .
) Z d,+d. R+r
Solutie.

Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +rsi Z a’ > 4343,
¢t _ (49)'
d,+d,  2(R+r)

Solutie.
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Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema Iui Carnotd, +d, +d, =R +rsi Zb2c2 >16S?
°_ (248r)’
> a_s (245r) .
d,+d, 2(R+r)
Solutie.
Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +rsi Z:a3 > 243r .

2 9r)’
8 > Me > (9r) .
d,+d, 2(R+r)
Solutie.
Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R+r §iZma >0r.

> GA® | (6r)°

d,+d, 2(R+r)’

Solutie.
Vezi 8)si m, = %GA :
10) Y . P
d,+d, 2(R+r)’
Solutie.
Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +rsi Zm,j > p’.

5)
11)2 GA >\ 3

dy+d, 2(R+r)’

Solutie.
Vezi 10) si m, ngA .
_ (68)
12 .
) Z d, + d 2( R+r)
Solutie.

Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +rsi Z:ama >6S.
GA2 _ (4S)°
39y a’GA® | (4S)
d,+d,  2(R+r)

Solutie.
Vezi 12) si m, =%GA .
2
‘mt(128°
14) S 2 L1257
d,+d,  2(R+r)
Solutie.
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Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +rsi Zazms >12S%.

[1682j2
2 2
aGA> 3

1) Z“db+dc “2(R+r)

Solutie.
Vezi 14) si m, =§GA .
(35)°
16 > :
) Zdb+dC 2(R+r)
Solutie.

Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +rsi Z m >9S?,

3
1)y GA® o\ 3

dy+d, 2(R+r)’

Solutie.
Vezi 16) si m, =§GA .
gy M _(2r)
)Zd +d 2(R+r)'
Solutie.

Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +rsi Z:mbmC > 27r°,

19) ZGBZGCz . (12r?)

2(R+r)
Solutie.
Vezi 18) si m, :%GA .
(3)’
20 > .
)Zd +d 2(R+r)
Solutie.

Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +rsi Z:mbmC > 27r°,

5]

GBZGC;Z
21 > )
)Z 2(R+r)

Solutie.

Vezi 20) si m, = %GA .
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h? (9r)’
22 2>
)Zdb+dc 2

(R+r)
Solutie.
Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +rsi Zha >0r.
h (27r2 )2
%) Zd +d, 2(R+r) '
Solutie.

Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +rsi th > 2712,

(54r j
21-2

d,+d, 2(R+r)’

Solutie.
54r?
.
) )
)
25 .
)2 d,+d,  2(R+r)
Solutie.
Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +rsi zg—a = % .
C
2 2
&) 5
3r
26 .
)2 d, +d, 2( R+r)
Solutie.
Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +rsi Z— > ép
a r
( h 2 p 2
<), &)
27 > .
) Z“db+dc 2(R+r)
Solutie.
Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +rsi zg > %
a

NET

~2(R+T)

C

Solutie.
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Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +rsi Z— >—.

h, p
2
m+mJ
_ 18

ha
d,+d, R+r

c

29) Z[

Solutie.

Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +rsi Z% >6.

, a
[ij
h 8
30 >

)Zdb+dc R+r

Solutie.

2
Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +rsi Za—z >4,

NG
gy P S AT

d,+d,  2(R+r)’

Solutie.

. : . ; . ~h+h 2p
Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +rsi z € =—.

p—-a r
520, 8
b+c R
32 > :

)2 d,+d,  2(R+r)
Solutie.
Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +rsi Z htb) he_ g .

+C

2
[ij
h 9
33 >
) Zdb+dC 2(R+r)
Solutie.

Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema Iui Carnotd, +d, +d, =R +rsi Z;—a >3.

a

4
(Ej
h 9
34 &>
) Zdb+dC 2(R+r)
Solutie.
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2
Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +rsi Z(;—aj >3.
a

2n
[EJ
h 9
35 2 > , und N .
)Zdb+dc 2(R+r) unaene

Solutie.
Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +rsi Z(;—aj >3.
2
h,+r, 1
36 > .
)2 d,+d,  2R*(R+r)
Solutie.
Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +rsi Z - ! >%
L+
[—a |3
h, +r 3R
37 > .
)2 2(R+r)
Solutie.
Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +rsi z 3—5
a + ra
2
r+r, 81
38 > :
)2 d,+d, 32(R+r)
Solutie.
Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +rsi Z > % :
r+r,
2
r+r, 81
39 > .
)2 d, +d, 32(R +1)
Solutie.
Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +rsi Z >%
r+r,

( v J

8
40 E > )
) d,+d. R+r
Solutie.
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Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +rsi ZE >4.

2
m+mJ
r, . 18

41) Z[

d,+d, R+r
Solutie.
Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +rsi Z h, +h, =6.
, a
h, +h, 9
42
) Z 8( R+r)
Solutie.
Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R+ 512 n h g :
+
2 2
o). ()
r+r R
43 > :
)2 d,+d,  2(R+r)
Solutie.
Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, = R+rsi Z h, > S—Rr .
I+,

(o)’

44 >
)Zdb+dc 2(R+r)

Solutie.
Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +rsi Zla >0r.

|4 2752
®) G id S AR

Solutie.
Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +rsi Z 12>354/3.

2
46 .
) 27, g )RR
Solutie.
Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +rsi Zli > %

81
N 25 d+d) TACENN
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Solutie.

Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +rsi Zli >

1 81
48 2> .
)74, +0,) 29" (R+1)
Solutie.

Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +rsi Z% >

1 1
>

49 > .
)azlz(db+dc) 2R*(R+r)

a

Solutie.

Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +rsi Zil >—
a

=NE)
p-a 3r
502, d, +d, 22(R+r)'

Solutie.

9
F .

9
_2 .

b'c p

1
R?’

a

Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +rsi Zl—a > P

(bcjz

| (12r)’
51 > .
)Zdb+dc 2(R+r)
Solutie.

p—a 3r

Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +rsi Z% >12r.

2
[b+cj
| 24
52 a > .
) Z d,+d. R+r
Solutie.

a

Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +rsi Z? > 443

Ia
d,+d, 2(R+r)’

Solutie.

a

Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +rsi th% >0r.

a
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(lerl‘:]2
50 Y , ) 18

d, +d. R+r

Solutie.

Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +rsi Z h

G

d, +d, R+r

Solutie.

Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +rsi Z% >4.

56) Z‘,(Iasm?jz > [9_;)2

d,+d,  2(R+r)

a

Solutie.

Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +rsi Z l,sin ? > 9_2r .

sl ]

~2(R+r1)

Solutie.

A 9r\/_

Folosim Inegalitatea Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +rsi ZI CosS—

B _CY [9srY
Iacoszcosz Y
58) > >

d, +d " 2(R+r)’

c

Solutie.

Vezi Inegalitatatea Bergstrom ,Teorema Carnotd, +d, +d, =R +rsi Z l, Cos%cos% > osr .

R
2h h 35 4
d,+d,  2(R+r)
Solutie.
Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +rsi Z:m;hbhC >957?,
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60)z[b2hﬂ __(4r)

d,+d,  2(R+r)

Solutie.

Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +rsi Z

m)zpm) QE?O

Solutie.

Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +rsi Z—a >—

(mj J
hh 9
5 2 v, 2 3(Re1)’

Solutie.

Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +rsi Z M,

63)§:£hth]2 (2§J2

2(R+r)

Solutie.

Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +rsi Z

)

(27r? )
64)2 d,+d,  2(R+r)’
Solutie.

b? +c?

>4R.

a

9R
2

a

2

>3.

C

2
m_,9R
h,+h, 4

C

4

Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +rsi Z M2 > 27r2,

Sl

d,+d, 32(R+r)

Solutie.

Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +rsi Z

b''c

SDI\)

IV
MO
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(27r2)2

d,+d, 2(R+r)’

\%

.G

Solutie.
4

Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +rsi Z% > 27r°.
a

[ AJZ
2: Iara
b

Solutie.

(27r2)2

2(R+r)

\%

4
Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +rsi z a>27r%.

Ir
(m')4

a a
2 6

p
68 > :
) Z d, + d 2(R+r)
Solutie.
2 2
Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R+ 512 aa_ > p,
p—a

ml) . P’

69 (m.l, > :

)Zdb+dc 2(R+r)

Solutie.

Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R+ 51Z:ma L>p°.

2
)
I, Lo

70) Zd,o+dc " R(R+T)

Solutie.
Folosim Inegalitatea lui Bergstrom ,Teorema lui Carnotd, +d, +d, =R +rsi ZT—a >3 %r :
71) Z ) 68”
d +d,  R+r’

Solutie.
Vezi Inegalitatea Bergstrém [Teorema Carnotd, +d, +d, =R+rsi > a(p-a)>25+3.

(p-c)’ _ 32
72 > .
)Z d +d, 2(R+r)
Solutie.
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Vezi Inegalit. Bergstrém Teorema Carnotd, +d,+d, =R+rsi> (p-b)(p-c)> SV3.

p c) s*
73 > .
) Z 2(R+ r)
Solutie.

Vezi Inegalit. Bergstrom ,Teorema Carnotd, +d, +d, =R+rsi > (p —b)z( P —c)2 >S2,
272~ _ a)? 6
72 Zb c’(p-a) _ 1944r

d+d.  R+r

Solutie.

Vezi Inegalitatea Bergstrsm ,Teorema Carnotd, +d, +d, =R+rsi Y bc(p-a)> 36+/3r°.
a

b+c—a 9
75 > .
)2 d,+d, 2(R+r)

Solutie.
Vezi Inegalitatea Bergstrom ,Teorema Carnotd, +d, +d, =R +r §iz 5 a4 >3
+C—a
2
(525
b+c 9
76 > .
) 2. d,+d, 8(R+r)
Solutie.
Vezi Inegalitatea Bergstrom ,Teorema Carnotd, +d, +d, =R+ 512— >g
b+c
(b+cj
77) > 18 .
d,+d, R+r
Solutie.
Vezi Inegalitatea Bergstrom ,Teorema Carnotd, +d, +d =R +r mzﬁ >6.
a
a4
. 8p’
78
) Z d, + d R +r
Solutie.
2
Vezi Inegalitatea Bergstrom ,Teorema Carnotd, +d, +d =R +r siz >4p.
—a
b2 2
. 8p’
79
) Z d, + d R +r

Solutie.
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Vezi Inegalitatea Bergstrém ,Teorema Carnotd, +d, +d, =R+r §iz be >4p.
—da
a2
18
80 > :
) Z d, + d R+r
Solutie.
Vezi Inegalitatea Bergstrom ,Teorema Carnotd, +d, +d =R +r §iz >6.
—a
2
(p-2)
2 9
81 a__> .
)2 d,+d,  8(R+r)
Solutie.
Vezi Inegalitatea Bergstrém ,Teorema Carnotd, +d,+d, =R+rsi)_ P-a, g
a
1
82 > .
)Z d +d 2R’r*(R+T)
Solutie.
Vezi Inegalitatea Bergstrom ,Teorema Carnotd, +d, +d. =R +r 512 >— \/_
—a r
1
83) Z (p- a)2 g 3
d,+d,  2r’(R+r)’
Solutie.
Vezi Inegalitatea Bergstrom ,Teorema Carnotd, +d, +d, =R +r mZﬁ > Ri .
a(p-a r
1
1
84 > .
)Z d, +d 2r*(R+r)
Solutie.
Vezi Inegalitatea Bergstrom ,Teorema Carnotd, +d, +d, =R +rsi Z( 1 )2 > iz
p-a) T
(p- a)“
p2
85
) Z 8( R+r)
Solutie.
2
—a
Vezi Inegalitatea Bergstrom ,Teorema Carnotd, +d, +d., =R +r 512( p-a) > g .
a
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(p-a)’

b’c?
86 > .
)2 d,+d,  32(R+r)

9

Solutie.
(p-a)
a

Vezi Inegalitatea Bergstrom ,Teorema Carnotd, +d, +d =R +r §iz >

~lw

( ; |

b+c—aj 81

87 > )
)Z d, +d, 8p2(R+r)
Solutie.

> 9

b+rc—a 2p’

Vezi Inegalitatea Bergstrom ,Teorema Carnotd, +d, +d, =R+ §iz

a jz
Sg)z[b;ca S 9

s+d.  2(R+r)

c

Solutie.

a__  3R.3

b+c—a 2r

Vezi Inegalitatea Bergstrom ,Teorema Carnotd, +d, +d, =R+ §iz

NG
89) z b:—C > R

d,+d, 2(R+r)

Solutie.

Vezi Inegalitatea Bergstrom ,Teorema Carnotd, +d, +d, =R +r mzbb—c > % .
+C

[ : jz

b+c p°

90 E > .
) d,+d, 2(R+r)

Solutie.
2

. . . a
Vezi Inegalitatea Bergstrom ,Teorema Carnotd, +d, +d, =R +r 512 .
+C

>p.
b%c?

(p—a)2 72
921 > )
)Z d,+d, R+

Solutie.

be L8R,

(p-a) r

Vezi Inegalitatea Bergstrom ,Teorema Carnotd, +d, +d, =R +r §iz
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a4

72
R+r

92 >
)Z d, +d
Solutie.

Vezi Inegalitatea Bergstrom ,Teorema

2
p+a

T 32(R+r)

c

Solutie.

Vezi Inegalitatea Bergstrom ,Teorema

203
asin— ,
o)y 2/ 5 P

d,+d,  2(R+r)

Solutie.

Vezi Inegalitatea Bergstrom ,Teorema

1. AY
Fu.
95) >

2R2(R+r)'

Solutie.

Vezi Inegalitatea Bergstrom ,Teorema

2 4R+r)

%) Z *2(Rer)

Solutie.
Vezi Inegalitatea Bergstrom ,Teorema

p4
97)Zd +d, = 2(R+r)

Solutie.
Vezi Inegalitatea Bergstrom ,Teorema

r72

98 > .
)Zdb+dc 2(R+r)

Solutie.

Vezi Inegalitatea Bergstrom ,Teorema

REVISTA ELECTRONICA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 - DECEMBRIE 2020 RUWWANEUaiioRgs)

2

Carnotd, +d, +d, =R+rsi ) ~>12.

(p-a)

Carnotda+db+dc:R+r§iZ EJFaZ%.
+C

Carnotd, +d, +d, = R+r§iZasin?2 p.

Carnotd, +d, +d, —R+r51z tgé>%.

Carnotd, +d, +d, =R+rsi Y r, >4R+r.

Carnotd, +d, +d, =R+rsi Y r. = p’

Carnotd, +d, +d, =R+r§izizl.
r r

a
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2.2 2
09) 2 _ 188

d,+d,  R+r
Solutie.
Vezi Inegalitatea Bergstrom ,Teorema

4

I P
100 a__>
) Zdb+dc 2(R+r)

4

Solutie.
Vezi Inegalitatea Bergstrom ,Teorema

101) Z L) o 8

d,+d, R+r

Solutie.

Vezi Inegalitatea Bergstrom ,Teorema

a’
102) Z[r_az] > 8
d +d, R+r

Solutie.

Vezi Inegalitatea Bergstrom ,Teorema

e

103 > :
) 2 d,+d,  2(R+r)
Solutie.

Vezi Inegalitatea Bergstrom ,Teorema

(rﬁ )2 ( : )2
bc 2R
104 E > .
) d,+d,  2(R+r)
Solutie.

Vezi Inegalitatea Bergstrom ,Teorema

¥ [ : jz (EJZ
Iy p
105) db+dC22(R+r)'

Solutie.
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Carnotd, +d, +d, =R+r§i2ar >6S.

Carnotd, +d, +d, =R+rsi Y rZ>p’.

2
Carnotd, +d, +d, =R+r§iza—24.
LK

c

2
Carnotd, +d, +d, :R+r§iza—224.
r

a

2
Carnotd, +d, +d, =R+rsi 32 >12r.
I

a

Carnotd, +d, +d, =R+r§i2&2%.
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r

a

Vezi Inegalitatea Bergstrom ,Teorema Carnotd, +d, +d, =R +Trsi Z% > 6 .
p

: G

106 > :
) d,+d, 2(R+r)
Solutie.
Vezi Inegalitatea Bergstrom ,Teorema Carnotd, +d, +d, =R+rsi Ziz > % .
- p

(azra)2 (108r2)2
107) Zdb+dC22(R+r)'
Solutie.

Vezi Inegalitatea Bergstrom ,Teorema Carnotd, +d, +d =R +rsi Z:azl’a >108r°.

hc

108) Z[rb”cj ,_(6r)

d,+d,  2(R+r)’

Solutie.
. . ) . bc
Vezi Inegalitatea Bergstrom ,Teorema Carnotd, +d, +d, =R +rsi Z >6r.
[

2
[ij
r 6
109 > .
) Zdb +d, R+r

Solutie.

Vezi Inegalitatea Bergstrom ,Teorema Carnotd, +d, +d =R +rsi Zi >243.
r

a

( L+, jz

a 27
110 > .
) 2 d,+d, ~ 2(R+r)
Solutie.

. . . r+r
Vezi Inegalitatea Bergstrom ,Teorema Carnotd, +d, +d =R +rsi ZQ >33,
a

2
1
),
111) > >

d,+d,  2R*(R+r)’
Solutie.

Vezi Inegalitatea Bergstrom ,Teorema Carnotd, +d, +d =R +rsi Z 2% .

L, +r
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a

2
112) Z Lhtl) 9

d,+d,  8(R+r)

Solutie.
Vezi Inegalitatea Bergstrom ,Teorema Carnotd, +d, +d =R+ §iz fa 2% .
I+,
2
[rb + ch
r
113) = 18
d,+d. R+r
Solutie.
Vezi Inegalitatea Bergstrom ,Teorema Carnotd, +d,+d,=R+r §izu >6.
I

a

2
o
114) > L) .8

d,+d, R+r

Solutie.

. . ; .~ bc
Vezi Inegalitatea Bergstrom ,Teorema Carnotd, +d, +d, =R +rsi Z— >4.
rb I’-c
Remarca.
La toate inegalitatile de mai sus, egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

Bibliografie:
1. 0O.Bottema, R.Z.Djordjevic, R.R.Janic, D.S.Mitrinovic, P.M.Vasic,

Geometric Inequalities, Groningen 1969, The Netherlands.

2. Marin Chirciu, Inegalititi algebrice, de la initiere la performanta, Editura Paralela 45,
Pitesti, 2014.

3. Marin Chirciu, Inegalitati geometrice, de la initiere la performanta, Editura Paralela 45,
Pitesti, 2015.

4. Marin Chirciu, Inegalitati cu laturi si raze in triunghi, de la initiere la performanta,
Editura Paralela 45, Pitesti, 2017.

5. Marin Chirciu, Inegalitati cu linii importante in triunghi, de la initiere la performanta,
Editura Paralela 45, Pitesti, 2018.

6. Marin Chirciu, Puncte remarcabile in triunghi. Distante. Inegalitati, de la initiere la
performanta, Editura Paralela 45, Pitesti, 2019.

19 Martie 2019
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3. Matematica celulelor de faguri

Prof. Roman Rozalia loana
Scoala Gimnaziald ”Augustin Buzura” Copalnic Manastur

Daca despre creierul albinelor, care este cel mai dezvoltat in
comparatie cu alte insecte, elevul poate sa invete la biologie, la geometrie
sau la analiza matematica poate afla ca albina este un matematician si un
arhitect genial. Ele construiesc eficient fagurii in formda de prisme
hexagonale regulate perfecte, cu un minim de resurse materiale si de

manoperd. Forma fagurilor

s ~ a fost studiatd inca din

. AN Antichitate, iar din 1950 aceasta este folosita ca

I \/"I model 1n constructia aeronavelor, datorita
i e raportului foarte bun rezistentd — greutate.

Vi P

Desigur, albinele realizeazd aceste
constrctii instinctiv, obtinand economie de spatiu
si economie de ceard. Forma hexagonala a fagurilor este cea mai apropiatd de cerc. Un capat al
celulei este deschis pentru introducerea mierii sau a larvei, iar capatul de jos al celulei nu e drept,
ci este format din trei fete rombice ce se intalnesc intr-un varf. Astfel, celulele fagurilor nu au
axele n prelungire, ci axa celulei dintr-o parte vine in prelungirea muchiei comune a trei celule
din partea opusa. Desi fagurii sunt formati din mii de celule, acestea sunt identice si au aceleasi
dimensiuni.

De ce albinele au ales pentru constructia celulelor
forma hexagonala, si nu cilindrica sau triunghiulard, spre <—(_\—\ m
exemplu? Celulele cilindrice alaturate au un singur
contact dupa o generatoare si se creaza spatii goale printre <
ele, ceea ce ar duce nu numai la lipsa economiei de ceara,
dar si de spatiu. Pentru a acoperi planul cu poligoane
regulate identice (dintre poligoanele izoperimetrice cu
acelasi numar de laturi, poligonul regulat are cea mai mare

arie), existd trei variante: triunghiul echilateral, patratul sau hexagonul regulat. Un poligon cu n

n—2}-180

laturi are suma unghiurilor egald cu (n — 2) - 180°, deci unul dintre unghiuri are - grade.

mn
Daca acoperim planul cu astfel de poligoane si ¢a m poligoane au un varf comun, deoarece suma
3a0*

™m

unghiurilor formate n jurul unui punct este 360°, atunci fiecare unghi va avea masura de

. - (n—2)-180 3607 . 2 4
Prin egalarea cele doua rezultate n-2) == s obtine 1 = m%, deunden =2+ — Cum

n

. . <
N si 2 sunt numere naturale, este necesar ca si —— sd fie numar natural. Astfel, m — 2 este
M—x

divizor natural al lui 4, iar m poate lua valorile 3, 4 sau 6. De aici, se afla ce valori poate avea n:
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6, 4 sau 3, adica planul poate fi acoperit cu hexagone regulate, patrate sau triunghiuri
echilaterale. Cautam cel mai bun raport izoperimetric % pentru aceste figuri geometrice, adica

figura geometrica cu arie maxima, pentru perimetru minim.

—_
=+'8

. . . A 3
Triunghiul echilateral: = = - =—
p? 912 36

o A * 1
Patratul: — = —=—
p? 181® 18
al®E _
4 - /3
Hexagone regulate; = = —2—= —
p> 3613 24

o . . V3 1 3 . o
Comparam cele trei rapoarte obtinute: Py de unde se obtine urmatoarea

concluzie: un poligon regulat cu laturi mai multe este mai cuprinzator decat unul cu laturi mai
putine. Asa se explicd de ce albinele au ales sa construiasca celulele cu sectiunea hexagon
regulat. Aceasta este expresia matematica a gandurilor lui Dumnezeu sau a legilor naturii care au
condus la forma hexagonala a fagurilor albinelor.

Naturalistul francez René Antoine Ferchault de v
Réaumur (1683-1757) 1i propune matematicianului si
fizicianului german Johann Samuel Konig (1712-
1757) urmatoarea problema: Analizati o celuld cu 6 &
muchii de sectiune hexagon regulat, infundata prin trei
fete rombice intalnindu-se in axa celulei astfel Tncat
aria celor trei romburi sa fie cat mai mica posibil
pentru un anumit volum intern al celulei.

Fie hexagonului ABCDEF gura celulei, de
latura 21, de unde diagonalele AD = 4l si BD = 21y/3.
Hexagonul 4,B'C,D'E,F' reprezintd fundul celulei,
dacd ar fi fost perpendicular pe axa celulei si
VA,B,C,D EF, redd fundul celulei constituitd din
trei romburi de dimensiuni egale, cu varful comun V.
Planul (4,C,E;) este perpendicular pe axa OV a
celulei, iar varful V se gaseste la aceeasi distanta x de

acesta ca si planul (B;D F;), adica distanta B c
d(Vv,(A4,C,E,)) =d((B,D,F,), (4,C,E,)) = x si deci d(V,(B,D,F,)) = 2x. Diagonalele unui
romb, spre exemplu VC,D, E, din cele trei, au dimensiunile €,E, = CE = 21\/3 iar VD, = 2y.
Atunci proiectia diagonalei VD, pe planul ABCDEF este raza 0D a cercului circumscris
hexagonului, adicd Pr( z-pzrm VD, = OD = 21. Proiectia diagonalei VD; pe axa OV este chiar
distanta d(V,(B,D,F,)) =2x. Conform teoremei Iui Pitagora, se poate scrie relatia
(2v)* = (2x)* + (21)%, de unde:

3 3 3

yo=x" 11 1)
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cu fundul vA,B,C,D,EF, si volumul prismei

Compardm volumul celelei V__;, ;<

A,B'C,D'E,\F' cu baza hexagon regulat, v, ... Pentru aceasta, notim indltimea prismei
00" = h.
3h1%y3
Vp:'ismé = Ayt =
2
Pentru a afla volumul celulei, se elimina volumul celor trei piramide echivalente (de
dimensiuni egale) B'A,B,C,, D'C, D, E,si F'E|F, A, si se adaugd volumul piramidei VA, C, E,.

Vca!u!ﬁ = Vp:'ismé’u -3 V_E"A..E'. c, + V'L-"A. C, E,

B'C,-A, C-sinEC, A, 213212 7 = Ap-a . -BE 123
= == == = 2 = J=4/ " = = =
Aga,c, 5 5 I°V3, Vea, s, c, 3 3
ffh‘i:l:\.-'i b = Ag . B, VO, 3173w I
Sl S T b — L = JZ..
AA._E._E._ = " = 3[°+/3, VL-’A._E._E._ = . == = I“xy/3
. a3 2 =
= [ . =t = A -
Deci celuli Vpris’ma 3 3 + I W 3 Vpr:sma

In concluzie, celula construiti de catre albind are acelasi volum cu prisma hexagonala
regulate cu aceleasi dimensiuni.

Comparam ariile pentru a analiza economia de ceard realizatd de albine in constructia
fagurilor.

Tn cazul prismei hexagonale regulate, aria totala construita este

Appioms = A, + A, = 6lh + 6123

Pentru a calcula aria suprafetei unei celule cu fund rombic, din aria laterala a prismei se
elimind aria a 6 triunghiuri dreptunghice echivalente, congruente cu AB'E, L, si se adauga aria
celor 3 romburi.

Az =4 —6-Agg ¢ T3-Ay¢ p E,

Aggc, = B'B.__-B'f._ =, Aycps = r_‘._E_:.VD._ = 2ly\3
A s =6lh—6-xl+3-2Iy/3
Aoz = 61(h —x + yv/3)

Calculam diferenta dintre cele doua arii:
Apioms — A = 6lh + 61°V3 — (61h — 6xI + 61yV3) = 61(IV3 + x — y/3)(2)
Folosind relatia (1), se obtine y = +/x* + I* si inlocuind in relatia (2), se obtine:
A — A =6l(IW3+x—V3yx2+ 12
prisma celula — V3+x V3yx=+
Studiem cand aceastda expresie isi atinge minimul sau maximul. Pentru aceasta,

considerdm functia f:(0;0) — R, f(x) = W3 4+ x —/3VxZ +1%,1 € (0;0) si o derivim in

celula

raport cu x:
x\.,."'i
fllx)=1—-——=
Vx4 12
Derivata functiei se anuleazi f'(x) = 0 dacd xy/3 = v/xZ + I, de unde x = —.

W
1
4
u]

x 0

VT
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@& ——————- 0 4ttt
FGO | Y Y Y Y YN PRIV

Deci, maximul de economie se realizeaza pentru x = —, de unde, conform relatiei (1), obtinem:
V2 ? ’

—

y= w'l{%): +i2= “—E

De aici, obtimen ca diagonala VD, = 2y = Ie. Stim ca diagonala C,E, = 214/3, de unde relatia
dintre cele doud diagonale: VD, < C,E,.
Analizam  unghiurile fetei rombice. Fie 2 w=<4V(C,D,, o= <4VC,E;, si

&

c,E, nvD, = {@}. In triunghiul dreptunghic AVC, Q, se obtine tg cc= % =t ===
B L W &
Putem calcula tg 2 oc= —2= =2 = 2\2§icos 2o0= ——e = —— =,
1-tg-m - ’ Y 1+tg™ 2o v1isE 3

Luénd valorile din tabelul cu valorile functiilor trigonometrice sinus si cosinus, aflam ca
2 = 70°31'44".
Unghiul C,VE, este suplementar al wunghiului VC,D,, deci are masura de
180° — 2 = 109°28'16".

Analizam unghiul pe care il face fata rombica cu axa celulei, adicd unghiul dintre
diagonala VD;si axa OV. Facem notatia f = 4(VD,0V)=<0,VD, si calculam
tgf= 22 =2 -2 — /2 adicitg f = ctg e Deci, B = 90° — 35°15'52" = 54°44'g".

o,V 2 =

Inclinarea fetei rombice fata de sectiunea celulei paralele cu baza, planul (B, D, F,), este
90° — 8 = 90° — 54°44/8" = 35°15'52",

Tangenta unghiului ascutit al fetelor laterale ale celulei (cum ar fi trapezul DCC,D,),
adica tangenta unghiului €CC, D, are valoarea:

a1
&b

tg <CC,D, =~ =

ra

EE

L

=2vV2=tg2

1]

o

Deci, unghiurile ascutite ale fetelor laterale ale celulei sunt congruente cu unghiurile
ascutite ale romburilor.

Concluzionam ca unghiurile formate in jurul varfurilor A,,C,, E,sunt congruente si au
masura de 70°31'44" iar unghiurile formate in jurul varfurilor V,B,, D,,F, sunt congruente si
au masura de 109°28'16",

Tnainte ca Réaumur si ii puni aceastd problemi lui Konig, putem aminti alti savanti,
matematicieni, astronomi din toate timpurile care au fost preocupati de forma regulata a celulelor
fagurilor. Tn Antichitate, Aristotel (384-322 1.Hr.) a remarcat forma hexagonald a celulelor si a
mentionat acest aspect in scrierea “Istoria animalelor”. Mai tarziu, eruditul roman Plinius cel
Batran (23-79 d.Hr.) descrie munca albinelor, inclusiv forma fagurilor, in lucrarea ”Naturalis
historia”. Din punct de vedere matematic, prima data problema este analizata de catre Pappus din
Alexandria (290-350 d.Hr.), unul dintre ultimii mari matematicieni greci. In lucrarea sa,
”Colectii matematice - Cartea a V-a”, Pappus analizeaza ca o regiune poate fi impartita in
hexagoane pentru a obtine cel mai optim raport arie/perimetru, adicd cea mai mare arie pentru cel
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mai mic perimetru. Aceasta conjectura a fost dovedita in 1999 de matematicianul american
Thomas C. Hales (n. 1958). Insi forma triromboidald a fundului celulelor a fost descoperita in
1712 de catre astronomul si matematicianul francez-italian Giacomo Filippo Maraldi (1665-
1729). Acesta a masurat unghiurile romburilor, cel obtuz avind masura de 109°28', iar unghiul
ascutit de 70°32',

Totuti, rezultatul lui KOnig si masuratorile facute de Maraldi erau usor diferite. Oamenii
de stiintd erau intrigati de aceastd mica diferenta: fie masuratorile nu erau exacte, fie calculele nu
erau corecte. Chiar daca diferenta era aparent neinsemnata, rigurozitatea stiintifica arata ca ceva
nu e bine. Astfel, matematicianul englez Colin Maclaurin (1698 - 1746) a refacut in 1716
calculele lui Ko6nig. El a obtinut rezultatele date de Maraldi, ceea ce arata ca acestea erau corecte,
asa cum si rationamentul lui Konig era corect, insa erorile rezultatelor sale erau datorate tabelelor
de logaritmi pe care acesta le folosise. Astfel, acum 300 de ani, albinele au contribuit indirect la
corectarea tabelelor de logaritmi ale matematicienilor.

O alta analiza complexa a acestei probleme a fost data de matematicianul si inginerul lon
lonescu (1870-1946), unul dintre intemeietorii revistei “Gazeta matematica”. In cartea sa
”Maxime si minime geometrice” din anul 1955, acesta analizeaza maiestria acestor arhitecti —
albinele — din toate punctele de vedere. Las cititorului curiozitatea de a analiza solutia propusa de
matematicianul roman consultand cele 10 pagini dedicate acestui subiect.

Bibliografie:

1. Andone St. G., Varia Mathematica, Ed.Albatros, Bucuresti, 1977

2. Opris T., Mica enciclopedie a bionicii-inventii tehnice ale naturii, Editura Didactica si
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4. LOCURI GEOMETRICE CU
PUNCTE, DREPTE sau PLANE
-Studiu de specialitate-

Prof. Stan Ilie?

Ne propunem sa gasim si s afisdm locul geometric al punctelor egal departate de:
l. Puncte

1.1 Un punct

1.2 Doua puncte

1.3 Trei puncte

I.4 Patru si mai multe puncte

1. Drepte

II.1 O dreapta
I1.2 Doua drepte

1. Plane

[11.1 Un plan
[11.2 Doua plane
I11.3 Trei plane

Nota #1: La 1.1, 1.1 si I11.1 se va adduga “...si aflate la distanta a de...”
Nota #2: Acordati-va placerea de a va face o parere...inainte de a “intoarce foaia™!
Nota #3: Céate 1 punct pentru fiecare raspuns corect. Din oficiu 1 punct!

2 Liceul Tehnologic “Anghel Saligny”, Rosiorii de Vede, Teleorman, stan_ilie@yahoo.com
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Locul geometric al punctelor aflate la distanta a de un punct fix O este:

Locul geometric al punctelor egal depirtate de doua puncte fixe A si B este:

Locul geometric al punctelor egal departate de trei puncte A,B,C este:

Locul geometric al punctelor egal depirtate de n puncte A1,Az,...,An (N>3) este:

Locul geometric al punctelor aflate la distanta a de o dreapta fixa d este:

Locul geometric al punctelor egal depirtate de doua drepte este:

Locul geometric al punctelor aflate la distanta a de un plan fix a este:

Locul geometric al punctelor egal departate de doua plane a si B este:

Locul geometric al punctelor egal departate de trei plane a, B, y este:
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l. Puncte

Locul geometric al punctelor aflate la distanta a de un punct fix O este:
0 pereche de puncte/un cerc/o sfera.

I.1.1 ... format din doua puncte echidistant situate la distanta a de punctul O (in 1D)
1.1.2 ... cercul de centru O si razd a (in 2D)
1.1.3 ... sfera de centru O si raza a (in 3D)

Locul geometric al punctelor egal departate de doua puncte fixe A si B este:
un punct/o dreapta/un plan.

1.2.1 ... un punct M situat la mijlocul segmentului AB (in 1D)

1.2.2 ... perpendiculara pe AB ce trece prin M, deci mediatoarea segmentului AB(in 2D)
1.2.3 ... planul perpendicular pe AB ce trece prin M, deci planul mediator al segmentului
AB (in 3D)
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Locul geometric al punctelor egal departate de trei puncte A,B,C este:
@/un punct/o dreapta.

1.3.1 ... multimea vida (pentru puncte coliniare)
1.3.2 ... centrul cercului circumscris triunghiului ABC(in 2D)
1.3.3 ... perpendiculara pe planul triunghiului ABC in centrul cercului sdu circumscris
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Locul geometric al punctelor egal depirtate de n puncte A1,Az,...,An (N>3) este:
@/un punct/o dreapta/un punct.

1.4.1 ... multimea vida (pentru puncte ce nu sunt conciclice sau consferice)
1.4.2 ... centrul cercului circumscris n-poligonului (pentru puncte coplanare conciclice-2D)

1.4.3 ... perpendiculara pe planul poligonului, in centrul cercului sdu circumscris
(pentru puncte coplanare conciclice-3D)

1.4.4 ... centrul sferei circumscrise poliedrului (pentru puncte consferice)



http://www.mateinfo.ro/

REVISTA ELECTRONICA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 —- DECEMBRIE 2020 RYYAGECIaiioAse)

1. Drepte

Locul geometric al punctelor aflate la distanta a de o dreapta fixa d este:
0 pereche de drepte paralele/ un cilindru

11.1.1 ... format din doua drepte paralele echidistant situate la distanta a de dreapta d(2D)
11.1.2 ... un cilindru(3D)
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Locul geometric al punctelor egal departate de doua drepte paralele este:
o dreapta/un plan

11.2.1.1 O dreapta paralela, echidistant situata fata cele doua drepte(in 2D)
[1.2.1.2 Un plan perpendicular pe planul celor doua drepte, ce contine dreapta
anterioara(in 3D)

Aici interesant este ca planul poate proveni din...
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...glisarea dreptei sau din...



http://www.mateinfo.ro/

REVISTA ELECTRONICA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 —- DECEMBRIE 2020 RYYAGECIaiioAse)

...Intersectia a doi cilindri ce au ca axe cele doua drepte paralele si raze egale(dar variabile)!
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Locul geometric al punctelor egal departate de doua drepte concurente este:
0 pereche de drepte/o pereche de plane

11.2.2.1 Doua drepte perpendiculare
(bisectoarele unghiurilor formate de cele doua drepte - in 2D)

11.2.2.2 Doua plane perpendiculare pe planul celor doua drepte
(ce contin dreptele anterioare - Th 3D)
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Locul geometric al punctelor egal depirtate de doua drepte necoplanare este:
...08a

.23 ...

...Un paraboloid hiperbolic
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1. Plane

Locul geometric al punctelor aflate la distanta a de un plan fix a este:
0 pereche de plane.

I11.1 ... format din doua plane echidistant situate la distanta a de planul a

Locul geometric al punctelor egal departate de doua plane a si B este:
un plan/doua plane.

I11.2.1 ... un plany paralel cu a si B, situat la mijlocul distantei dintre ele(cand o || B)
111.2.2 ... planele bisectoare (cand aNp£@)
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Locul geometric al punctelor egal departate de trei plane a, B, y este:
@/doua drepte/o dreapta/ patru drepte/o dreapta.

111.3.1 ... multimea vida (pentru plane paralele)

111.3.2 ... format din doua drepte paralele(intre ele si paralele cu dreapta comuna a
planelor concurente) ce se gasesc pe planele bisectoare si echidistante fata de planele
paralele (pentru cazul a doua plane paralele intersectate de al treilea)
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111.3.3 ... dreapta comuna (pentru plane ce au o dreaptd comuna)

111.3.4 ... format din 4 drepte concurente(bisectoarele unghiurilor triedre-exprimare
scurtd), pentru cazul a 3 plane concurente intr-un punct.
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111.3.5 ... dreapta perpendiculara pe un plan perpendicular pe cele 3 plane si care trece
prin centrul cercului nscris n triunghiul determinat (pentru plane concurente doua cate

douad).
E in reguld si exprimarea “intersectia planelor bisectoare ale celor 3 unghiuri diedre”!

y



http://www.mateinfo.ro/

REVISTA ELECTRONICA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 - DECEMBRIE 2020

5. SEGMENTUL SI DREAPTA

SEGMENTUL SI DREAPTA

Un segment eminent(in dragoste repetent),
Se indragosteste nebuneste

(Cét ar zice unii: peste, lipeste, clipeste)
De o dreapta inte...leapta,

Careia insa ii era cam paralel,

Ce-i spunea cu patos el,

Ca o viata 1i va fi fidel

(Si altele fel de fel!)

Vazand el asa purtare,
Apeld la o oarecare
Rigla non-gardata

(Ce fusese candva fata).
Ea moralul 1i imbunatati,
Si egal il si n-buca(ta)ti!

Morala:
Cat ai avea purtarea de dreapta,

Tot te foloseste cineva-n vreo fapta!

Enunt:

www.mateinfo.ro

Prof. Stan Ilie3

Folosind doar o rigld negradata, sa se imparta in n parti egale, un segment paralel cu o dreapta.

SEGMENTUL si DREAPTA

Prof. Stan llie

Tn spiritul ciclului “Tlustratii fara explicatii”, urmeaza exemplificarea:

% Liceul Tehnologic “Anghel Saligny”, Rosiorii de Vede, Teleorman, stan_ilie@yahoo.com
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VnEN,ImENa2™ s n<2™

www.mateinfo.ro

Daca DoDn=AB atunci se repozitioneaza pe dreapta Do inifial.



http://www.mateinfo.ro/

REVISTA ELECTRONICA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 - DECEMBRIE 2020 RIANE IR

6. O problema interesanta

Prof. Daniel Vicaru

OBJ. 167. Intr — un triunghi neisoscel ABC. notim cu O centrul cercului
circumscris. cu J centrul cercului inscris, iar cu A ortocentrul. Ardtati c3 Al OH .
atunci si numai atunci cind m{«XBAC) = 120°

Solutie (propusa de Daniel Vicaru, Pitesti, Romania)

Voi folost abordarea cu ajutorul coordonatelor baricentrice. Atunci ecuafia in
coordonate baricentrice a hui AT este

Al sinC-y—sinB-z=0,
iar ecuatia lui OF este
OH: (sin2B — sin2C) - x + (sin2C — sin24) - y + (sin2A — sin2B) -z = 0.

Condifia de paralelism (cu echivalentd) se scrie sub forma de determinant astfel
1 1 1

0 zind —zink
sin2B —ein2f sin2C — sin2A =in2Ad — =sin2B

53 dezvoltim determinantul dupa linia II. Obtinem

1 1 .
sin2B —sin2C  sin24 — sinEB| +sinB
1 1
’ |5Eﬂ25 —sin2C sin2C — sin24

=0

sinC - |
|=o0.
Obtinem:

sinC - (sin2A + sin2C — 25in2B) + sinB - (25in2C — sind — sinB) = 0,
care continui ca

sinC - (2sinBcos(A — C) — 4sinBcosB) + sinB
- (4sinCcosC — 2sinCcos(A — B) = 0,

si se dezvolta in
2-sinB - sinC - cos(4 — C) — 4sinBsinCcosB + 4sinBsinCcosC —
2sinBsinCcos(A — B) = 0.

Dupa impartirea cu factorul 2sinBsinC. obtinem
cos{d — C)— 2cosB + 2cosC —cos(4 —B) =0,
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ceea ce revine la 2sin [ic;ﬁ) sin (m—:-—::) + 4sin [i ) sin (E:c) =0. Imparl:lm

prin factorul nenul (ABC este ﬂeisoscel} EsmT si tinem cont de imparitea

functie1 sin. obtinand sin SATEE _2sinZE =

Dar B + C = 180" — A, conducind catre smi = ms— si sin A

sin 2= 180” = sin [i— — a0 ] = —cusT, adica —cas?— 2{?&53 =0- r:us% =
—2cos %. adica 4cos® E — 3r:-:7|sf = —2cos f — 4cos? i — cos f = 0, cu solutile

cns%E {—%,D, } Singura convenabili este ccrs—zi—r——ﬁﬂ — m(BAC) =

=

120
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