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GENERALIZAREA UNOR INEGALITAII
NECULAI STANCIU!

In cei 115 ani de aparitie neintreruptd a Gazetei Matematice (1895 — 2010) in
paginile acestei reviste cat si in alte reviste din tara noastra si din strdinatate s-au publicat

mai multe inegalitati , care permit evidentierea unei clase (de inegalitdti )care au anumite
proprietiti commune.

In acest articol vom exemplifica utilitatea , eleganta si generalitatea folosirii conceptului
matematic de functie convexa in demonstrarea unor inegalitati.

Vom considera f: D — R, o functie convexa pe multimea D .Pentru VA, € R”

m

cu z/”tlz #0 s1 a, € D, i =1,m avem cunoscutd inegalitatea lui Jensen

i=1
szaj Z/ljf(aj)
O e
24 2
Jj=1 Jj=1
care se poate demonstra usor prin inductie.

Dificultatea stabilirii unor inegalitdti prin folosire functiilor convexe constd in
alegerea functiei convexe f sianumerelor A, din inegalitatea (1).

Fie a,, B, €(0,0) ; p., q;, k; € R s functiile u, : (0,00) - R date de
u,(x) = (@, x” +Bxi)  i=1n.
Vom considera functia :
@ S =]]u
i=1

Se aratd prin inductie ca :

£ =Y 4.0, (), unde 4,0 = [ u, () si

JEN

(x) = Zn:Ai @ )+ 3> B (o, (0, (x), unde B, (x)= [[u, (x).

i=l j=1 k=Lk#i,j

Pe de alta parte avem :
u, (x) =k, (c,x” + Bx") " (o, p.x"" + g x"), Vi= Ln si
wi (x) =k, (k, =D(a,x" + fx") (@, px"" + Bgx")’ +

k(o x" + B (@, p,(p, ~Dx"7 + Bq,(q, ~Dx"), Vi=Ln.
Fie

D=tre(0,00)/(a,px"" + B,g,x"") > 0,(c,p,(p, ~ X" + Bq,(q, ~Dx"* >0,Vi =1,n}

! Prof., Sc. ”’George Emil Palade’” , Buziu
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atunci Vx € D rezultda ca f"(x)> 0 si prin urmare functia f este convexa pe D.
Din inegalitatea lui Jensen (1) se obtine:

k.
m n . . ‘ n a . a v 1 m .
3) D[ J(aa? +Ba®) = mH{ai(E)“ +ﬁi(%)%} ,unde D a, =asi A, =1,
i=1 J=1

j=1 i=1

\ j=1,_m cuz A, =m.
Jj=1
Daca in inegalitatea (3) Inlocuim »n =1, atunci Ve, f € (0,0) avem:

@ S (aa” + fa’)* > m[a(i)f" +ﬂ(ﬁ>q}
= m m

Aplicatii (ale inegalitatii (4))

In continuare, voi prezenta un set de inegalitdti din Gazeta Matematica care, au
fost rezolvate la vremea respectiva prin alte metode.

1. Daca in inegalitatea (4) inlocuim ¢ =1, =0, k=1 rezulta :

Zaf (Zaj)”
(5) L—>~ ——, inegalitatea Titu Andreescu, care generalizeazd problema
m m
8807 din G.M nr. 3 / 1968 autor losif Bohler si problema 8785 din G.M nr. 3 / 1968
autor N. Pantazi.

2. Daca in inegalitatea (5) p =2, avem :
n 2
a A . RSN .
Zaf. > — , publicatd in Journal de mathematiques elementaires in 1964 si in G.M
= m

nr. 10 / 1964 problema 6579 .
3. Dacdin (4) inlocuim a=1, a = =11 g =—1 rezulta :
1
Z(a + ﬂ, problema 8745 din G.M nr. 2 / 1968, autor Liviu Pirsan
m"

(care este in legaturé cu problema 7877, C.d Skiliarski , 1965, pag. 67)

4. Pentru =0, f=k=1, qz—l,SZZ,SEN obtinem:
s

Z \/7 > m\/7 problema 8796 din G.M. nr. 3 / 1968 autor Liviu Pirsan ,in legatura
sla

cu problemele 6641 din G.M. nr. 12 / 1964 autor Cornel Popovici , 8358 din G.M.

nr. 7/ 1967 autor Dan Stanescu si problema 8688 din G.M. nr. 1 / 1968.
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In incheiere, pe baza ideilor prezentate, propunem cititorilor sd rezolve
urmatoarele probleme:

a) Fie a, >0, Vj=Lmcu Z;aj =qa.Sasearate ca :
=
a’(aa” + pm")

m
Za? (0{(1; + ﬂ) = q+r-1
j= m

(solutia se obtine imediat daca inlocuimin (4) k=1 si p=g+7r)

b) Fiea, >0, Vj=1m cu Z;aj =q.Sa se arate ca :
=

< a’(a”"+m"
D al(al +1)= alla +m’)
J J q+r-1
j= m
(solutia se obtine imediat dacad inlocuimina) a = f)

¢ Fiea,>0,Vj=1mcu Za_/. =a.Sase arate ca :
j=1

m _ m., m.., _
> al (@) +D(a,a,..a,)” = (5)" + ()
= a a4

(solutie. In inegalitatea a) inlocuim « = B = (a,a,...a,)”" si tinem seama cd produsul a

m numere reale strict pozitive, pentru care suma este constantd, este maxim atunci cand
numerele sunt egale Intre ele, adica

a m
a,a,..a, <(—)")
m
d) Fie a; >0, Vj=1,m. Sa se arate ca :
Zaf (a; + Ya,a,..a,)” >m" " +m"* (vezi GMnr. 10/ 1968 , problema 9234,
j=1
autor Liviu Pirsan)

(solutie.rezulta imediat dacad inlocuimind) a =1).
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Fibonacci numbers and nature.
Divine proportion in art (architecture, music).
Golden Section and human body

Roxana Mihaela Stanciu’

Fibonacci
(1175 -1240)

The purpose of the article is to describe connections are made between
the Fibonacci numbers and the Golden Ratio, biological nature, and other
examples. The contributions to Mathematics made by the thirteenh century
Italian, Fibonacci is great.Unfortunately, not much is known about Fibonaccci’'s
personal life.Representative connections are set as challenges to the reader.

We are considering both the originality and power of his methods, and the
importance of his results, we are abundantly justified in ranking Leonardo of Pisa
as the greatest genius in the field of number theory who appeared between the
time of Diophantus and Fermat.

Fibonacci and the number of Gold

Golden ratio is an irrational number(1.618033 ...) can be defined in different ways
but the most important concept associated with mathematic golden rule is
Fibonacci's sequence. Dividing any number to its predecessor, is obtained about
the number of gold. First they used were Egyptians, most of the pyramids being
built to the number of gold. But the Greeks were the ones who called such, using

! Department of IT, High School “lolanda Bals Soétter” , Buzau, Romania
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it both in architecture and painting and sculpture. Moreover the number of gold is
noted with Greek "phi" (¢ ),after Phidias. He built the Parthenon from this ratio

gold. Let's start with an aesthetic problem. What is the "nice" division of a
segment into two parts?

Ancient Greeks found an answer that they felt properly (theorists call "dynamic
symmetry"). If the left segment we assign a length u =1, then the right will have a
length v =0.618... About a segment particionisati in this way say that such is
divided into section, or division or the proportion of gold (divine). The idea is that:
length u is the same part of length (u+vVv), how length v is from the length u.

In other words:

u+v _u
u v
If we denoted (D:E, we see that 1+1=1+£=M=£=(p, S0 p* —p-1=0.
v @ v u v
Hence ¢ = % =1.6180339887... If suppose u =1,then
v=4_ 1 =p-1= _1;\/5 =0.6180339887... Say now that, ¢ it is closely related
(2

to Fibonacci's sequence. This is a remarkable idea of mathematics.
Fibonacci and plants

Plants do not have to know how to Fibonacci numbers, but develops most
effective.

a. many plants have leaves ordered arrangement in a Fibonacci sequence
around strain;

N/ \/ \J 1\/r

|
VA \ /
\I 5
\ / )
N 3
1 2
A |
b.some pine cones comply with a disposition date of Fibonacci numbers;
c. Sunflower seeds are arranged after a Fibonacci sequence;

i
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d. rings on the trunks of palm trees meet Fibonacci numbers

e. the petals of flowers is often a Fibonacci number sequence

- hold has 1 leaf

- Euphorbia has 2 petaled

- iris have 3 petaled

- tulips, wild rose, and the most flowers have 5 petaled

- other flowers may have 21 or 34|1-petaled petaled and examples are numerous

e - 'ﬁu Sy i
The conclusion is an optimal efficiency of a maximum.
If the sequence of Fibonacci, the leaves of plants can be arranged so as to
occupy a smaller space and get as much sun. The idea of leaf arrangement in
this regard to consider departing from the angle of 222.5 degrees gold; angle
which divided the entire 360 degrees will result in irrational number 0.61803398
..., kKnown as the ration of Fibonacci’ s sequence.

Snail shell, ant and Fibonacci

Snail shell design is a great spiral, a spiral not doable with the pen.

Studied in detail concluded that spiral seeks data sizes of Fibonacci sequence:
- focus on the positive:1, 2, 5, 13,...
- focus on the negative: 0, 1, 3, 8,...
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It is noted that these 2 sequences combined to give the Fibonacci numbers
1,1,2,3,5,8,13,...

And in this case the rationale and motivation for this layout is simple: this way it
creates the snail shell, inside a maximum of space and safety.

Ant body are divided into three segments, the division of gold.
Fibonacci and the human body

Human face is characterized in terms of aesthetic through several dimensions:
The distance between the eyes, mouth and the distance between eyes and nose
and eyes, mouth size. Aesthetics in science must be assessed before that is
even considered more pleasant to the eye as the size of the sequence complying
Fibonaci better. For example the ratio between the distance from the smile
(which combine lips) to the tip of the nose and from nose tip to the base is
approximately the ratio of gold. Human hand has 5 fingers (thread Fibonacci
number), each with 3 finger phalange joints separated by 2 (Fibonacci numbers
).The dimension of the phalange are :2 cm, 3 cm, 5 cm.And is a continuing
bone of the hand which are 8 cm.
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Fibonacci , number of gold and art

If you look at the works of great artists, whether painters, architects, sculptors
and photographers, it notes that many of them are based on the rule of
gold.According to this, “for a whole divided into unequal parts look nice, must
exist between the small and large the same relation between the large and the
whole “ (Marcus Pollio Vitruvius, Roman architect). Rudolf Arnheim (psychologist,
has dealt with the psychology of art) gives an explanation this way: “This report is
considered very satisfactory due to the way in which the unit together with the
variety .The whole and piece parts are perfectly divided , so that the whole is
predominant without be threatened by a split, and the parties shall retain the
same time a certain autonomy. “ (in “ Art and visual perception”). In the painting
has been used mainly in the Renaissance, probably the most discussed being
used in the painting of Leonardo da Vinci, "Mona Lisa". The head, like the rest of
the body is composed using the divine fraction, as he said first da Vinci.In the
half of past century painter Piet Mondrian used in his paintings “golden
rectangle”, because the ratio of the sides having approximately 1.618 ... In fact,
its only consist of such rectangles.This rectangle is considered the most
harmonious geometrical shape.If we divided each side of the camera in 8 equal
parts (number of thread Fibonacci) and combine the items on the opposite sides
corresponding divisions 3 and 5 (string Fibonacci numbers) to obtain the so-
called strong lines of the camera.The intersection points of lines are called
strengths.We can divide the sides in three equal parts, the result is approximately
the same.Se assumes that the subject placed on these lines or points in these
results in a smooth distribution of the image so that it is neither symmetrical nor
boring, not too unbalanced. For example, two photographs of Robert Doisneau,
“L'accordioniste” 1951 and “The cellist”, in 1957 and the picture “ Poplar Trees”
by Minor White in which all lines converge towards a strength. Ansel Adams is
against the rules.He said “so-called photo rules is invalid, irrelevant and
intangible, there are no rules of composition in photography, there are only good
photographs”. However in his photos we observed images of the gold division
(see photograph "Aspens, 1958). This means that although it was not agreeing
with the rules they knew very well. All this shows the importance of this number
so that all the great photographers and have taken account of it in the design of a
photo. Even the music think in this golden number, it is assumed that Bach or
Beethoven were taken of him in their compositions.
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When you writing, instinctively go to the middle line of E (as with A, F, B, R, ...)

approximately %of the base (approximately the gold number).

Conclusion.

Fibonacci numbers to be considered, in fact, the counting of nature, a
measurement of divinity, a link between mathematics and art.
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SUBIECTE PROPUSE PENTRU EXAMENELE DE BACALAUREAT 2008 — 2009

MATEMATICA - M1

Corneliu Manescu-Avram

Aceste subiecte prezintd interes pentru candidatii la examenul de bacalaureat — 2010, intrucét
contin modelul propus de minister, care este extras respectiv din variantele 48(I), 21(II), 72(I1I).
Ele au fost postate pe site-ul ministerului la 1 martie 2008 si au fost rezolvate in diverse culegeri,
inclusiv electronice. Multe dintre aceste solutii sunt insa prea stufoase, incomplete sau chiar
incorecte. Se impune de aceea reluarea si rediscutarea unora dintre ele, ceea ce vom face in
continuare.

SUBIECTUL 11

VARIANTA 1

2. Se considerd a € Z; si polinomul f=X°+aX + 5 e Z[X].
a) Si se verifice ca pentru orice b € Z, b # 0, are loc relatia b° = 1.
b) Sasearate cax®+5=(’ — 3)x’ +4), Vx € Z..

c) Sa se demonstreze ca pentru orice a €Zj, polinomul f este reductibil in Z;[X].

Solutie
a) Dacab e Z;,b+# 0, atunci functia g : Z7 — Z7, g (x) = bx, este injectiva, deoarece (Z7, +, *)

este un corp, in particular este inel integru. Multimea Z- este finitd, deci functia g este si

surjectivd. Avem g (0) = 0, asadar multimile Z, si b.Z; coincid, deci produsul elementelor lor
este acelasi

1.2...-6=(b-1)-(b-2) .- (b-8).
Prin simplificare, rezulta 5° = 1.

b) Avem (X’ =)’ +4)= x*—16=x*-16+21=x"+5,Vx e Z.
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¢) Daciaa =0, atunci / = X®+ 5 = (X> — 3)(X° + 4) (punctul b)), deci f este reductibil in
Z4X].

Daci a # 0, atunci a este inversabil in Z; , deoarece Z- este un corp (numarul 7 este un numar
prim), deci existib € Z7, b#0,b=a '. Atunci f(b)=b°+ab+5=1+1+5=0 (punctul a)).
Rezulta ca polinomul f* se divide in Z7[X] cu X — b, deci f este reductibil in Z;[X].

Comentarii. 1) Afirmatia de la a) este un caz particular al teoremei lui Fermat : “Daca p este un

numdar prim si a € Z,, a #0, atunci a?~'=1". Demonstratia aceste teoreme se poate face prin

aceeasi metoda.

2) Se poate ardta ca daca p este un numar prim si p = + 1 (mod 8), atunci polinomul

f=X""+aX — 2 e 7Z,[X] este reductibil in Z,[X].
VARIANTA 6

2. Se considerd a € C, xy, x2, x3 € C radacinile ecuatiei

X1 Xz X3
x* —2x*+2x —a=0sideterminantul A= |Xz X1 X3 .
X2 X3 X1

a) Pentru a = 1, sa se determine x, x; $i x3.

c) Sa se arate ca valoarea determinantului A nu depinde de a.

Solutie

a) Fief = X? = 2X*+2X — a € C[X]. Pentru a = 1 avem descompunerea

1 +iV3

f=X- 1)(X? — X + 1), deci radicinile luif suntx; =1, x33= R

b) Din relatiile lui Viéte rezultd x? + x3 + x2 = (x1 + x; + x3)* — 2(x1x2 + X1x3 + X2x3) =

vvvvv

= 0, absurd. Numarul radacinilor complexe nereale ale lui f/ este par, prin urmare f* are o singura
radacind reala.
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c) Avem A= x13 + x23 + xg - 3x1x2x3. Scriem ca xj, X, x3 sunt radacini ale lui f; adunam
egalitatile respective si obtinem x3 + x5 + x5 =2(x? + x% + x3) - 2(x; +x2 +x3) + 3a=
= — 4+ 3q. Din x1xox3 = a, rezultd A = — 4 + 3a — 3a = — 4, deci valoarea determinantului A nu
depinde de a.

Nota. Daca a ¢ R, atunci ecuatia datd nu are radacini reale. Intr-adevir, daci x, este o radicini a
ecuatiei date, atunci a = x5 — 2x3 + 2xy € R, absurd.

VARIANTA 8

2. Se considera a € R si ecuatia ¥ —x+ta+ 0, cu radacinile complexe x, x2, x3.

a) Sa se calculeze (x; + 1)(x; + 1)(x3 + 1).

b) Sa se calculeze x,, x3, daca x; = 2.

c) Sa se determine a € R pentru care xj, x», x3 sunt numere intregi.

Solutie

a) Fief =X’ — X +a € R[X]. Avem f = (X — x)(X — x2)(X — x3) , deci
i+ D+ D+ 1)=— f(-1)=—a.

b) Dacix; =2, atuncia=—2+2=—6sif =(X — 2)(X* + 2X + 3), deci
X 3=—11i2,

¢) Fie b € Z radicind a lui /, deci f(b) =0 sia = — b> + b. Rezulta

f=X- b)(X? + bX + b* — 1). Discriminantul celui de-al doilea factor A = — 3b* + 4 > 0 daca
sinumaidacaib e {—1,0, 1}, decia=0.

VARIANTA 12

2. Se considerd functia f: Zs — Zs, f(x) = x*+ 4.
a) Sa se calculeze £(0) sif(1).

b) Sa se arate cd functia f nu este surjectiva.

¢) Si se descompuni polinomul X* + 4X e Zs[X] in factori ireductibili peste Zs.
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Solutie
a) Avem f(0)=/(1)=0.
b) Patratele din Zs sunt 0,1,4, puterea a patra a oricarui element din Zs este 0 sau 1. Rezulta

~

0,dacix = 0,
J&)= {i -x, dacix =0

si e clar ci functia f nu ia valoarea 1, deci f nu este surjectiva.
¢) Polinomul X* + 24X = X* — X se descompune peste Zs astfel X* + 4X =
= X(X — 1)(X* + X + 1). Factorul X> + X + 1 = (X + 3)> + 2 este ireductibil in Zs, in caz contrar

el ar avea o radacind in Zs, dar — 2 = 3 nu este patrat in Zs, contradictie.

VARIANTA 17

2. Se consideri polinoamele £, g € Q[X], [=X'+X’+X*+ X+ 1, cu

< 1< - . 2
radacinile xy, x2, x3, x4 € Csig=X"— 1.

a) Sa se determine restul Impartirii polinomului f* la polinomul g.
b) Sa se calculeze (1 — x1)-(1 — x2)-(1 — x3)-(1 — x4).

c) Sa se calculeze g(x1)-g(x2) g(x3)-g(x4).

Solutie

a) f =gq+mX+n,qe Q[X], mne Q,deoarece gradul restului este mai mic decat gradul

impartitorului.. Avemm +n=f(1)=5,—m+n=f(—1)=1,deunde m =2, n =3, asadar
restul este » =2X + 3.

b) Din £ = (X — x1)(X — x2)(X — x3)(X — x4), rezultd (1 — x1)(1 — x2)(1 — x3)(1 — x4) = £(1) = 5.
¢) Avemsif(—1)=1, deci g (x1)-g (x2):g (x3)°g (xa) =f(1)f (—1)=5-1=5.
VARIANTA 18

2. Se considera a, b € R si polinomul f= X3+ 4aX? + 20X + b, cu radacinile x;, x,, x3 € C.
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a) Sa se determine xi, x», x3 incazula=2, b =0.

b) Sa se demonstreze ¢ (x; — x2)° + (x1 — x3)° + (x2 — x3)° = 8(4a* — 15).

c) Sa se determine a, b astfel incat polinomul f sa aiba o radacina dubla egala cu - a.
Solutie

a) Dacd a =2 si b =0, polinomul devine /' = X° + 8X* + 20X = X(X* + 8X + 20), cu radicinile
X1:O,XQ,3:—4i2i.

b) Folosim relatiile lui Viete : x; +x2 + x3 = — 4a, x1x2 +x1x3 +x2x3 = 20, de unde
(x1 — X2)2 +(x) — X3)2 + (X — X3)2 = 2(3612 + x% + x%) — 2(x1x2 + x1x3 + X0x3) =
=2(x; tx + x3)2 — 6(x1x2 + x1x3 + X0x3) = 8(4a2 — 15).

c) Dinx; =x;,=—asix; +x;+x3=— 4a, rezultd x3 = — 2a si polinomul devine
=X+ a) (X +2a)=X+4aX* + 5a°X + 24°. Prin identificarea coeficientilor se obtin
egalitatile 5a° = 20, 24” = b, de unde rezultd solutiile a =2, b=16sia=—2,b=— 16.

VARIANTA 22

2. Se consideri sirul de numere reale (@), < , cu @9 =0 si a,+1 = a2 + 1, Vn € N si polinomul

/e R[X], cuf(0)=0si cu proprietatea ci f (x> + 1) = (f(x))* + 1, Vx € R.
a) Sa se calculeze 1 (5).

b) Sa se arate cd Vn € N, f(a,) = a,.

c) Sase arate ca f= X.
Solutie

a) Se dau lui x valorile 0, 1, 2 si se obtin egalitatile /(1) = (f(O))2 +1=1, f(2)= (f(l))2 +1=2,
f&=(Q@)y +1=5.

b) Demonstram egalitatea f (a,) = a, prin inductie matematica. Am verificat la punctul a)
egalitatea pentru n € {0, 1, 2}. Presupunem ca egalitatea este adevarata pentru n si o
demonstram pentru n + 1 : daca f(a,) = ay, atunci f(ay+1) =f (@2 + 1)=f(a,)*+1=a2 + 1=
=dy+1.

¢) Aplicam urmatoarea Teoremd. Numarul raddacinilor unui polinom cu coeficienti iint-un corp
comutativ este cel mult egal cu gradul polinomului. Rezulta ca daca un polinom cu coeficienti
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reali are o infinitate de radacini reale, atunci el este polinomul nul. Consideram polinomul

g=f — X e R[X]. Avem g (a,) =0, Vn € N, deci g este polinomul nul, de unde rezultd /" = X.

VARIANTA 23

2. Se considera a € Zj3 si polinomul /= X*+2X+ae Z5[X].

a) S se calculeze £(0) + /(1) + £ (2).

b) Pentru a = 2, si se determine radacinile din Zs ale polinomului .

c) Sa se determine a € Z; pentru care polinomul feste ireductibil in Z;[X].

Solutie

a) fO) =) =a,f(2)=1+a, decif(0)+f (D) +/(2)=1+3a=1.

b) Pentrua =2, avem f(0)=f(1)=2, f(2)=1+ 2 = 0, deci singura ridicini din Z a
polinomului f* este x = 2.

¢) Daci a=0, atunci f = X + 2X% = X*(X + 2) este reductibil in Zs[X].
Daci g = 2, atunci f = X2+ 2X%+2 = (X + 1)(X* + X + 2) este reductibil in Z3[X].

Daci a = 1, atunci f nu are radicini in Z; (punctul a)), deci f este ireductibil in Z3[X] (dacd un

polinom de gradul 3 cu coeficienti Intr-un corp comutativ este reductibil, atunci el are o radacina
in corpul coeficientilor).

Comentariu. Polinomul f = X —X*+ae Z,[X] , p numdr prim, este reductibil in Z,[X], daca
a e {0,2).
VARIANTA 26

2. Se considera a € R si polinomul /= 3XP—2X + X*+aX - 1 e R[X].

1 1 1
a) Sase calculeze — + — + — 4+ — junde xj, x2, X3, x4 € C sunt rddacinile polinomului f.
X1 X2 X3 X4

b) Si se determine restul impartirii polinomului £ la (X — 1)°.

6
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c) Sa se demonstreze ca f nu are toate radacinile reale.
Solutie

a) Radacinile complexe y1 , y2, y3 , y4 ale polinomului g = X* — aX® — X* +2X - 3 sunt
inversele rddacinilor lui f* (am inversat ordinea coeficientilor si am schimbat semnele), deci

! + ! - ! + ! +yrt+y3+
- - - - = =da.
X1 xy  xa my N TRtYstw

b) Se imparte polinomul /" la polinomul (X — 1)* = X* — 2X + 1 si se obtine restul
r=(a+8X-17.

c) f(0)=—1, lim,_ f(x) =lim,__q f(x) =+oo, deci f are cel putin doud radacini reale. Din

7 (x)=36x" - 12x+2 >0 pe R, rezultd ci /  este strict crescatoare pe R, deci f are o singura

radicing reala (intrucét / este o functie polinomiala de gradul 3), prin urmare f* are cel mult

VARIANTA 29

2. Se considerd multimea Mj(Z3), submultimea

-~

X=(a Zb)} simatriceleOz=<A 9>si12=<} 9)
b a 0 O 0 1

(@)

G= {x € My (Z)

a) Si se verifice cd daci x, y € Zs, atunci x* +* = 0 daca si numai daci x =y = 0.

b) Sa se arate ca multimea H = G \ {O,} este un subgrup al grupului multiplicativ al matricelor
inversabile din My(Z3).

c) Sa serezolve ecuatia X 2= 2, XeG.

Solutie

a) Patratele din Z; sunt 0 si 1. Avem0+ 0=0,0+1=1+0=1,1+1= 2, asadar
x* +y* =0 daca si numai daci x =y = 0.

b) O submultime H a unui grup finit G este subgrup al lui G daca si numai daca xy € H, oricare

ar fix, y € H. Matricea X € My(Z3) este inversabila daca si numai daci det (X) # 0. Avem

det (X) = a* — 2b* = ¢* + b* = 0 daca si numai dacia=b =0 (punctul a)). Este suficient deci sa
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demonstram ca H= G\ {O,} este parte stabila fatd de inmultirea obignuita a matricelor. Produsul
a doud matrice inversabile este o matrice inversabila. Daca

X, = (a1 2b1) cH X,= (az 2b2) c I,

by a b, a,
atunci
XX, = <a1a2 +2b1b, 2(asb, +Aa2b1)> o
a;b, + a,b, a,a, + 2b,b,

— 2_p2 -7 . .

c) Fie X= (a b), a, b e Zs. Din X° = [, rezulta {aA b . 1 . Daca a = 0, atunci b’ = 2,
b a 2ab= 0

imposibil. Daca b =0, atunci a = 1 sau a = 2. Se obtin solutiile X; =1, , X, =— I,
Comentariu. Daca p este un numar prim si p = 3 (mod 4), X = (Z _ab) € Ms(Zp), atunci
singurele solutii ale ecuatiei X> =7, sunt X1 =7, 5i Xo=—1, .
VARIANTA 30

2. Se considerd matricea 4 = ( 3

3 .. :
= 9) si multimea
G={X(a) = I, + adla € R}.

a) Sase arate cd Va, b € R, X(a)X(0) = X(a) si X(a)X(b) = X(a + b — 10abd).

1
b) Sa se arate ca multimea H = {X(a) la e R\ {E}} este parte stabila a lui M»(R) in raport cu
inmultirea matricelor.

c) Si se rezolve ecuatia X*=1,, X € G.
Solutie

a) Se verificd prin calcul ¢ A% = — 104. Atunci X(a)X(0) = X(a)I » = X(a) , X(a)X(b) =
=2+ ad)I,+bA)=1,+(a+b)Ad+abA*=1,+ (a+b — 10ab)4 = X(a + b — 10ab),
Ya, b e R.
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1 1 1 1 1
b) Egalitateaa+b — 10ab= — — 10(a — — )(b— — )aratdicadacaa#—si b #—,
10 10 10 10 10
1
atunci a+ b - 10ab # To- Din X(a)X(b) = X(a + b — 10ab) rezulta ca H este parte stabild a

multimii M5(R) in raport cu inmultirea matricelor.

1
¢) Din X(a)X(a) = X(2a — 10a*) = X(0) = I 5, rezultd 2a — 104> =0, cu solutiile a; =0, a, = <

Se obtin matricele X | =1, 51 X, =

vl|lw Ul | »
|
u1|4>u1lw

VARIANTA 35

2. Se considerd multimea Z[V2] = {a + bV2 |a, b € Z}, functiaf : Z[N2] > Z, f(a + b\/2) =

= — 2b%, Va, b € Z si multimea 4 = {x € Z[V2]|f(x)=— 1.
a) Sa se verifice dacd 7 + 5v2 € 4.

b) Si se arate ci pentru orice x, y € Z[V2], f(xv)=f(x) f ().
c) Sa se arate ca multimea A este infinita.

Solutie

a) f(7+5V2)=7"=2-5=—1,deci 7+ 5V2 € 4.

b) x=a+bV2,y=c+dV2,a b ¢ deZ=f(xy)=(ac+2bd)* — 2(ad + bc)* =
=(a" = 26°)(? = 2d°) =f () (y).
¢) Dacdx =7+ 5v2 sin e N este impar, atunci f(x") = (f(x))" = ( — 1)" = — 1, deci 4 contine

multimea infinitd {x" lneN , n impar}, astfel ca 4 este multime infinita.

. - ~ . N 2 * L.
Comentariu. Daca se inlocuieste 2 cu un intreg de forma m” + 1, m € N, atunci gasim

x=4m’ +3m + (4m* + 1)Vm2 + 1 € 4, deci multimea A4 este infinita.
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VARIANTA 37
2. Se consideri polinomul f € R[X], ' =X+ pX>+¢X +r,cup, g, r € (0, ) si cu radicinile

X1, X2, x3 € C.

......

b) Si se calculeze x3 + x5 + x3 in functie de p, ¢ si .

c) Sa se demonstreze ca daca a, b, ¢ sunt trei numere reale astfel incata + b + ¢ <0,
ab+bc+ca>0siabc<0, atuncia, b, ¢ € (—0, 0).

Solutie

a) Daca x > 0, atunci f'(x) > 0 (este o suma de numere strict pozitive); avem si f(0) =»> 0, deci f
nu se anuleaza pe [0, ).

b) X3+ x>+ x3=—p?+ x2+ x2) —qg(x; +x2+x3) - 3r=
= —pllx; +x2+ X3)2 — 2(x1x2 + x1x3 + x2x3)] — g(x1 +x2 +x3) — 3r= —p(p2 —2q)+pg—3r=

=—p’ +3pg —3r.

c) Daca q, b, ¢ sunt radacinile lui £, atuncia+b+c=—p>0,ab+ bc+ca=q >0,
abc=—r>0sidecia, b, ¢ € (— o,0) (punctul a)).

Comentariu. Mai general, dacd / € R[X] are toti coeficientii pozitivi si £ (0) > 0, atunci toate

radacinile reale ale lui f sunt strict negative.

VARIANTA 38

2. Se consideri polinomul f=aX*+ bX +¢,cua, b, ¢ € Z.

a) Sa se arate cd numarul /(3) — /(1) este numar par.

b) Sa se arate cd, pentru orice x, y € Z, numarul /' (x) — f(y) este divizibil cu x — y.

c) Sa se determine coeficientii polinomului f'stiind ca f'(1) =4 51/ (b) = 3.

Solutie

a) f3)-f(1)= a(3* — 1M+ b3 — 1) se divide cu 3 — 1 = 2, deci este un numar par.

b) f(0) =/ () =a(x" = y") + bx = y) = (x = y)a(x + y)(* + ) + b] se divide cux — y.

10
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c) f()—f(bh)=4—3=1sedividecul —b,decil —b e{—1,1},astfel cab € {0, 2}. Daca
1
b=0,atuncia=1,c=3.Dacéb=2,atuncia=—E ¢ 7.

Comentariu. Daca f=aX"+bX +c e Z[X]sif(1)=c+1,f(b)=c,atuncia=1,b=0.

VARIANTA 39

2. Se considerd multimea M = {a + b5 |a, b € Z, a —5b°=1}.

a) Sisearatecix=9+4/5 e M.

b) Sa se demonstreze ca M este grup in raport cu inmultirea numerelor reale.
c) Sa se demonstreze ca nultimea M are o infinitate de elemente.

Solutie

a) 9 —5-4>=1,decix=9+4/5 e M.

b) Multimea M este parte stabild in raport cu inmultirea numerelor reale : daci a; + b;V/5,

a,+ b5 e M, atunci (a; + b1\/§)(a2 + bzx/g) =aja,+5bbr+ (a1by+ azbl)\/g , deoarece
(a1a2+ 5bibo) — 5(artb 2 + asb)) = (a? — 5b2)(aé — 5b%) = 1, Inmultirea numerelor reale este
asociativa §i comutativa, in particular aceste proprietati se pastreaza pe M, elementul neutru
1=1+0-v5 e M, inversul unui element @ + bv/5 € M este (a+ bV/5) "' =a — bVJ/5 € M,
deoarece a® — 5(—b)* = 1. Rezulti ci (M, -) este un grup abelian.

¢) Multimea M contine submultimea infinita {(9 + 4+/5)" |neN }, deci M este o multime
infinita.

Comentariu. Dacd numarul 5 se inlocuieste cu m> + 1, m e N, atunci

2m* + 1+ 2mvVym? + 1 € M si toate proprietitile se pastreaza.

VARIANTA 41

2. Se considerd inelul (4, +, -) , unde 4 = {(—ab 2) la,b € ZS}.

a) Sa se determine numarul elementelor multimii 4.
b) S se rezolve in multimea A ecuatia X* =1,

c) Sa se arate ca (4, +, -) nu este corp.

11
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Solutie

a) Elementele a, b au cate 5 valori posibile, deci multimea A are 5-5 =25 de elemente.

2 _ p2 5 T8
b) Fie X= ( a b) € A. Atunci X* = (a ~ b Zab ) = (1 9) daca si numai daca
—-b a —2ab  a® — b? 0 1
@ —-b=1 siab=10. Daca a = 0, atunci b=-1= 4, decib e {2, 3}. Daca b = 0, atunci a = 1,

deci a € {1,4}. Se obtin solutiile X; = (9 g), Xo= (9 §), Xz = (1 9), Xy = (il 9) .
30 2 0 0 1 0 4
c) Matricea (421 %) € A este nenuli si neinversabili (determinantul ei este egal cu 0), deci

(4, +, +) nu este corp.

. . . p—1 . .
Comentariu. Daca p este un numar prim, p = 1 (mod 4) sia = (T) I', atunci matricea

~
~

( ai 1) € A este nenuld si neinversabila.
-1 a
VARIANTA 44

2. Se considera polinomul /= X+ axXP+4X2+1 e C[X] cu radacinile x1, x;, x3, x4 € C.

a) Sa se determine a € C astfel incat polinomul f* sa se divida cu X + 1.

1 1 1 1
b) Sa se arate ca polinomul g = X*+4X? + aX + 1 are radacinile —, —, —, — .
X1 X2 X3 X3

c) Sa se arate ca, pentru orice a € C, polinomul f nu are toate radacinile reale.

Solutie
a) f sedivide cu X + 1 dacd sinumaidacaf(—1)=1—a+4+1=0,decia=6.

b) Polinomul g are aceiasi coeficienti ca si polinomul £, dar scrisi in ordine inversa, deci
radacinile lui g sunt inversele radacinilor lui f.

c) Dacd a € C— R, atunci polinomul / nu are nicio radacina reala. Intr-adevdr, fie xo € R cu

o . xg+4xg+1 -
f(x0)=0. Atunci evidentxo =0 sia= — — 3 € R, contradictie.
0

12
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Dacia € R, avemg (x)=12x"+8>0, Vx € R, deci g este strict crescitoare pe R. Functia g

vvvvv

VARIANTA 45

2. Se considerd multimea G=(— 1, 1), functiaf: G > R, f(x) = si corespondenta

1+x

x+y
1+xy

(x,y) > x*y,undex *y= , Vx,y e G.

a) Sa se arate cd aceastd corespondentad defineste o lege de compozitie pe G.

b)Sasearateca Vx, y € G, f(x *y)=f(x) f(»).

1

este asociativa, sa se calculeze E * 5 * .k 3 .

€y,
*

c) Stiind ca operatia

Solutie

SR : x+y (1+x)(1+y)
a) Demonstram ca dacd x, y € G, atunci x*y € G. Avem +1l=—"7"""">0

b

1+xy 1+xy
x+ 1-x)(1-
- 4 =( )(1-y) >0,dacax,ye (—1,1).
1+xy 1+xy
1-x*xy 1+xy—-x-y (1-x)(1-y)
b = = = = . .
) fe) 1+x*xy  1+xy+x+y (1+x)(1+y) S0
AOIG*3* %) )G -G 3 s 0w PMST
1 1 1 1 1 4 22
1 - _ —_—= -1 —_— = -_ = —-——=—
dGCl2*3*'“*9 (45) f( 5) 46 23
1 1 1 n?+n-2

Nota. Dacan € N, n > 2, atunci E * g * .k —

VARIANTA 54
2. Se considera sirul (F))p ey, Fo=0,Fi=1,F,y1=F,+F,-1,Vn =1 sipolinoamele

P,0,eZ[X], P=X*-X-1,0,=X"—FX—F,-,Vn>2.

13
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a) Si se arate ci polinomul X> — 2X — 1 este divizibil cu P.

b) Sa se determine radacinile reale ale polinomului Q;.

c) Sa se arate ca, pentru orice n = 2, polinomul Q, este divizibil cu P.
Solutie

a) X°—2X - 1=P(X+1).

1+V5
b) Fh=1,F;=2,deci Qs = X? — 2X — 1 are radacinile x; = — I, x3= T

c) Demonstram proprietatea prin inductie matematica. Polinomul O, = P se divide cu P, iar la
punctul a) am aratat ca polinomul Q5 se divide cu P. Presupunem ca polinoamele Q,.» si O,.1,
n =4, se divid cu P si demonstram ca polinomul O, se divide cu P. Acest fapt rezulta simplu
din egalitatea Q, — Q.1 — On2 = X"2p.

VARIANTA 63

2. Se considerd polinoamele f = X° + 2X* +3X +45 € Z[X]si f =X> + X + 1 e Z,[X].

vvvvv

b) Sa se arate ca polinomul f nu are radacini in 7Z;.

c) Sa se demonstreze ca polinomul / nu poate fi scris ca produs de doua polinoame neconstante
cu coeficienti Intregi.

Solutie
a) Daca toate radacinile lui f* sunt reale, atunci suma patratelor lor este strict pozitiva, dar

x2 4+ x2 + x%=(x; +x2+x3)° — 2(x1x2 + X103 + xox3) = ( — 2)* — 2:3=—2<0, deci f are o

b) f(ﬁ) = f(i) =1, deci f nu are radicini in Z,.

c) Daca f este produsul a doud polinoame neconstante cu coeficienti intregi, atunci el are un

factor unitar de gradul 1 (adica un factor de forma X + a, cua € Z) , deci f are o radacina

intreagd, de unde rezultd ca f are o radacina in Z,, contradictie.

14
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Comentariu. Dinf(—5)=—45<0, f(—4)=1>0, rezulta ca singura radacina reald a lui f
nu este intreaga, deci nici rationala, deoarece f* este polinom unitar.

VARIANTA 68

2. Se considerd ecuatia x’ + px + ¢ =0, p, ¢ € R si x1, x2, X3 solutiile complexe ale acesteia.

a) Stiind cd p =1 si g =0, sa se determine xi, x2, X3.

b) Sa se determine p si g stiind cad x; = 1 + 7.

¢) Sasearate ca 12(x] + xJ + x)) =703 + x3 + x3)(x2 + x% + x2).
Solutie

a) YHx= 0, cu solutiile x; = 0, x5, 3 = *i.

b) Dinx,=1—1i six; +x+x3=0, rezultix3=— 2, decix’ + px + ¢ = (x + 2)(x* — 2x + 2), de
unde , prin identificarea coeficientilor, se deduce p = — 2, g = 4.

. * - A . . .
c) FieS,=x" + x3 + x5 ,n € N . Aceste sume se calculeaza inmultind ecuatia cu puteri

convenabile ale lui x, substituind cu valorile radacinilor si Tnsumand. Avem S, =0, S, =
=82 - 2(x 2 + x1x3 +xax3) = — 2p, S3=—pS| —3qg=—13q, S4=—pS) - ¢S1 =2p*, S5 =
= — pS3 - ¢S, =5pq, S1=— pSs - qS4 = — Tp’q si se vreifica simplu egalitatea din enunt.

VARIANTA 72

2. Se considera polinomul p = X — X+ m, cum € R si cu radacinile x1, x;, x3 € C.
a) Stiind ca m = — 6, sa se determine xi, x», X3.

b) Sa se calculeze x{ + x5 + x3.

c) Sa se determine m € R pentru care polinomul p are toate radacinile intregi.
Solutie

a)p=X>—X —6=(X —2)(X*+2X + 3) are radicinile x, =2, x, 3=— 1 + /2.

b) S;=2-(— 1)*=2 (a se vedea varianta 68).

c) Toate radacinile lui p sunt Intregi daca si numai daca m = 0 (varianta 8).

15
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VARIANTA 75

2. Se considera polinomul p = X*— aX® — aX + 1, cua € R si cu radacinile x, xz, x3, x4 € C.

1 1 1 1
a) Saseverificecax; +tx; tx3+txy=—+ —+ — + —.
X1 X2 X3 X4

b) S se arate ca polinomul p nu este divizibil cu X* — 1 pentru nicio valoare a lui a.

1
c) Sa se arate ca daca a = —, atunci toate radacinile polinomului p au modulul 1.

N

Solutie
. . o 4 (1 o N . .1
a) Polinomul p este reciproc, adica p(X) = X" p %) deci daca x este radacina a lui f, atunci i —
X
este radacina a lui £, asadar suma radacinilor coincide cu suma inverselor radacinilor.

b) Polinomul p este divizibil cu X* - 1 daci si numai daci p(1) = p( — 1) = 0. Avem insi
p(1) +p(—1)=4, deci p nu este divizibil cu X? - 1.

= .4 1 3 1 . .2 1 1 1
¢) Dacax’— —-x"— —x+1=0, atuncix #0, decix”+ — — — (x +=)=0. Se face
2 2 X 2 X
o 1 ) . .o, 1 . 1+v33
substitutia x + Pl ¢t sise obtine ecuatia t” — > t-2=0, cusolutiile #; , = PR Se

1
verifica simplu inegalititile t? <4, t5 <4. Dinx + P t se deduce x* - &x + 1 =0, cu solutiile

t+iva—t?
X2= T (avem de fapt 4 solutii, cate doud pentru fiecare valoare a lui #). Pentru fiecare
_ _ , t 4—t2
radacind x a polinomului p se deduce x| = 7 + r 1.
VARIANTA 86

2. Se considera polinomul f=2X + 1 € Z4[X].

a) Sa se determine gradul polinomului f 2,

b) Sa se arate ca polinomul f* este element inversabil al inelului (Z4[X], +, *).
c) Si se determine toate polinoamele g € Z4[X] de gradul 1 cu proprietatea ci g = 1.

16
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Solutie

a) f2=(2X+ i)zz?LXer?LXJriZi,decigradfzzo.

b) [ =f
¢) Fieg=aX+b € Z4X], a# 0. Daci g2 =1, atuncia*=0, 2ab=10,5*=1. Dina*=0 si

a# 0, rezultd a = 2, care satisface si 2ab = 0. Din b = 1, rezulta 5=1 sau b= 3. Se obtin
polinoamele g; = 2X + 1, go = 2X + 3.

Nota. Daca g = 2nX +1 € Zay|X], 1 € N*, atuncig2 =1.

VARIANTA 89

2. Fie polinomul /' = X} -3xX?+5X+1e R[X] si x1, x2, x3 € C radacinile sale.

a) Sa se calculeze (1 — x1)(1 — x2)(1 — x3).

b) Sa se arate cd polinomul f nu are nicio radacina Intreaga.

c) Sase calculeze x?x, + x7x3 + x%x; + x%x3 + x2x; + x2x,.
Solutie

a) =X —x)X—x2)(X —x3), deci (1 —x1)(1 —x2)(1 —x3)=f(1)=4.

b) Daca f ar avea radacini intregi, acestea s-ar gasi printre divizorii termenului liber, dar (1) =

=4,f(—1)=-38.

¢) Grupam termenii si folosim relatiile liu Viete : x| + x, + x3 =3, x1x2 + x1x3 + x0x3 = 5,
x1xx3 = — 1. Expresia este x1xa(x; + x2) + x1x3(x1 + x3) + xox3(x2 + x3) = X123 — x3) +
+ x1x3(3 — x2) + x2x3(3 — x1) =3(x1x2 + x1x3 + x2x3 — x1x00x3) =3(5 + 1) = 18.

VARIANTA 94

2. Fie f e R[X] un polinom astfel incat /' (X* + 3X + 1) = 4(X) + 3/ (X) + 1 5i £ (0) = 0.
a) Sa se determine f( — 1).

b) Sa se determine restul Impartirii polinomului /" la X — 5.

c) Sa se demonstreze ca f = X.

Solutie

17
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a) Pentrux=— 1 se obtine f( — 1)=f*(— 1)+ 3f( = 1) + 1, de unde se deduce f( — 1)=— 1.

b) Pentru x =0 se obtine (1) =£%(0) +3f(0) + 1 = 1. Pentru x = 1 se obtine /' (5) =
= £2(1)+3f(1) + 1 = 5, deci restul impartirii lui f la X — 5 este egal cu 5.

¢) Considerim sirul (a,),»o definit prin ap = 0, a,+; = a2 + 3a, + 1. Se demonstreazi prin

inductie ca f (a,) = a,, Vn € N. Am verificat egalitatea pentru n € {0, 1, 2}, deoarece ap =0, a; =

=1, a = 5. Presupunem ca f (a,) = a, pentru un n natural oarecare fixat, atunci f (a,+1) =
=f(a% +3a, +1)=f*(a,) + 3f(a,) + 1 = a2 + 3a, + 1 = a,., ceea ce incheie demonstratia prin
inductie. Sirul (a,),»¢ este strict crescitor, deoarece a,+; — a, = (a, + 1)* > 0. Polinomul /- X

are deci o infinitate de radacini x = a,, n € N, prin urmare el este polinomul nul, astfel ca /=X (a

se vedea si varianta 22).

VARIANTA 95

2. Fiea, b, ¢ € Rsipolinomul f = X> — aX* + bX — ¢ € R[X] cu radécinile x, x5, x3 € C.

a) Sa se determine @, b, ¢ pentrucare x; =2 six; =1+ 4.

b) Si se arate ca resturile impartirii polinomului /' la (X — 1)*si la (X — 2)* nu pot fi egale,
pentru nicio valoare a parametrilor q, b, c.

c) Sa se arate ca daca toate radacinile polinomului f* sunt reale si a, b, ¢ sunt strict pozitive,
atunci xj, x», x3 sunt strict pozitive.

Solutie

a) x3=1-1i,decif =(X —2)(X* = 2X +2) =X’ — 4X* + 6X — 4, de unde, prin identificarea
coeficientilor se deduce a =4, b =06, c =4.

b) Presupunem ca existd r € R[X] polinom de grad cel mult 1 astfel incat f -  sa fie divizibil cu

(X — 1) sicu (X —2)%4 polinoame care sunt prime intre ele. Rezulta ca ' — r, care este polinom
de gradul 3, se divide cu polinomul (X — 1)*(X — 2)?, care este de gradul 4, deci f — r este
polinomul nul, asadar gradul lui = r este cel mult 1, absurd.

¢) Dacd x>0, atunci f( — x) = — (x’ + ax’ + bx + ¢) <0, decif nu are radicini negative.

VARIANTA 98
2. Fiep € Rsi polinomul f = X* — 4X + p € R[X].

18
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a) Sa se determine p astfel incat polinomul f'sa fie divizibil cu X + 1.

b) Sa se determine p astfel incat polinomul f'sa aiba o radacind reald dubla.

c) Sa se arate ca pentru orice p € R polinomul /" nu are toate radacinile reale.

Solutie

a) f(—1)=5+p=0,decip=—>5.

b) Polinomul f are o ridicini dubld ¢ € R daca si numai daci f(a) = f (a) =0,

f (@)#0.Dinf (a)=4a’ —4=4(a—1)d*+a+1)=0sia € Rrezultia= 1. Atunci f(1) =
=—3+p=0,decip=3.

¢) Functiareald f este negativa pe (— o, 1), pozitivd pe (1, ) si f (1)=0, deci x = 1 este punct

lim, _,, f(x) =lim,__o f(x) =+00. Daca f(1) = p — 3 > 0, atunci f nu are radacini reale.

VARIANTA 100

2. Fien e N,n >3, ay, ay, ..., a, € Z si polinomul /' = a,X" + a, X" '+ .. +aX+a,.

a) Sase arate ca (1) +f( — 1) este numar par.

b) Sa se arate cad dacd f(2) si f(3) sunt numere impare, atunci polinomul /" nu are nicio radacina
intreaga.

¢) Si se arate ca polinomul g = X> — X + 34 + 1 nu poate fi descompus in produs de doua
polinoame neconstante cu coeficienti intregi.

Solutie

a) f()+f(—1)=2(ap+ a, +as +...) (suma se extinde asupra tuturor coeficientilor cu indicele
par).

b) Presupunem ca f* are o radacind a € Z. Atunci f = (X — a)gq, cu g € Z[X]. Daca f(2) =

=2 —a)q (2)sif(3)=(3 — a)q (3) sunt numere impare, atunci 2 — a si 3 — a sunt numere
impare, deci 3 — a — (2 — a) = 1 este numar par, absurd.

c) Daca g este produsul a doud polinoame neconstante cu coeficienti Intregi, atunci el are un

factor de forma X — b € Z[X], deci are o radacind b € Z. Atunci polinomul

19
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Jg= X? — X+ 1 e Zs[X] are radicina b € Z;. Avem g(ﬁ) = g(i) = g(?) =1, deci § nu are

radacini 1n Zs, contradictie.

SUBIECTUL IIT

VARIANTA 45

2. Fie functiaf: [—1, 1] > R, f(x) =V1 — x2.

a) S se calculeze f_ll xV1 — xZdx.

b) Sa se determine volumul corpului obtinut prin rotirea graficului functiei f in jurul axei Ox.
c) Si se calculeze lim,,_,, fol x"f (x)dx.

Solutie

a) Functiag:[— 1, 1] >R, g(x)= W1 — x2, este impard, intervalul [ — 1, 1] este simetric
fata de origine, deci f_ll xV1 — x2dx =0.

41T
b) V= [, f2()dx =2m [ (1 — x*)dx =2 (x — §)|;=?.

¢c) AvemO0<f(x)<1,Vxe[—1,1],deci 0 <x"f(x) <x", Vx € [ — 1, 1]. Prin integrare se
1
obtine 0 < [ x"f (x)dx < [ x™dx = — . de unde limy,_., J; x"f (x)dx = 0 (criteriul

clestelui).

CATEDRA DE MATEMATICA, GRUPUL SCOLAR DE TRANSPORTURI — PLOIESTI

E-mail : avram050652@yahoo . com
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SUFLETUL MOROMETIAN SI LOGICA MATEMATICA

1. Intr-o dimineata Moromete il trezi pe Nila si plecara in fundul gradinii intr-o valcea sa
taie un salcam falnic ce crescuse langa un gard inalt de 1,50m,drept din uluci si care
imprejmuia gradina lui Geaca.

Ajunsi langa salcam Moromete il intreaba pe Nila
- Ce inaltime o avea salcamul asta, stiind ca dimineata umbra sa de 20m suprapusa
peste umbra gardului de 4m ating un varf comun ?

Raspuns:Moromete invatase la scoala de la invatatorul Teodorescu teorema
fundamental a asemanarii ,s-i explica lui Nila:

Umbra copacului/ umbra gardului=inaltimea copacului/inaltimea gardului
20/4=x/1,50 < x=1,50 - 20/4=7,50m, inaltimea salcamului=7,50m

2.Dupa ce a cumparat uluci din targ de la Mirosi ,intr-o superba zi de primavara
Moromete, i-a pus pe copii sai Nila,Paraschiv si Niculae sa imprejmuiasca cu un gard
suprafata curtii in forma de dreptunghi cu lungimea de 40m si latimea de 30m.Pana la
amiaza ei batusera scandurile pe doua laturi consecutive ale dreptunghiului.Cum a
procedat Moromete ca sa afle daca cele doua laturi formeaza un unghi drept ?

Raspuns :De la scoala el stia reciproca teoremei lui Pitagora ,asa ca a masurat
diagonala si a obtinut 50m apoi a calculat:

30%+40%=50% < 900+1600=2500 <> 2500=2500,deci copii lui procedasera corect.

3.Moromete s-a dus la locan cu 6 foi de tabla galvanizata sa-i confectioneze un bazin
pe care sa-l folosesca pentru a uda legumele din gradina. locan i-a spus ca poate sa i-l
faca sub forma de cub sau sfera. Dupa un timp de gandire Moromete hotaraste ca
forma bazinului sa fie sferica. Cum a gandit el ?

Raspuns:Moromete si-a amintit formulele invatate la scoala si a calculat (a presupus
suprafata foilor de tabla a?):

Pentru cub A=6* < a?=6° < |I=a//6 . deci V=a°/6+/6 u®
Pentru sfera A=4rR? < R=a/2 Jz deci V=a%6+/z u°
V sfera >V cub , deciincap mai multi litri de apa in sfera.

Prof.Anghel Mihaita Giorgica

Scoala cu cls I-VIIl,,Marin Preda” Silistea Gumesti ,Teleorman
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Opt probleme de olimpiada despre numarul 2010
-Marcu Stefan Florin-profesor-Calarasi
Problema 1 —clasaa Vlll a
Aratati ca exista un numar prim p= 37, si patru numere intregi a,b,c,d €{-1,1}

astfel incat :

1 1@, b ¢ d
2010 p (z + a+ a+ #T} :
Solutie :

Se observa ca 2010=2-3-5-67

Atunci : & +- £=+ € 4 i _1005a+67Rb+402c+30d
‘2 3 5 &7 013

In acest caz, relatia din enunt, este echivalenta cu :
1005a+670b+402c+30d=p === 2< 1005a+670b+402c+30d <37 (1)

Cazul I :

Daca a=1, avem 1005+670b+402c+30d= 37.

Nu putem avea b=1, altfel , indiferent de valorile lui c,d&{-1,1}

inegalitatea (1) nu este indeplinita .

Daca b=-1, avem : 2< 1005-670+402c+30d = 37 = —=>2< 335+402c+30d= 37

Se observa ca ¢ nu poate fi egal , nicicu 1, nici cu -1 , in caz contrar dubla
inegalitate , nefiind indeplinita .

Cazul Il :
Daca a=-1 =>-1005+670b+402c+30d= 37 <==>670b+402c+30d=1042

Daca b=1, avem 402c+30d= 372.

In acest caz, se observa ca, daca c=1 si d=-1, inegalitatea devine chiar
egalitate.
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Se verifica usor, faptul ca:

1 1 1
-3¢

1.1 1 .
— =+ =+ == =), deci numerele cautate sunt p=37, a=-1, b=1, c=1
2010 3F~ 2 3 5 &F

sid=-1.

Problema 2 —clasa a-X -a

a) Aflati cel mai mare numar natural a, si cel mai mic numar natural b,
astfel incat : 2° < 2010 = 3%,

b) Aratati ca: [log; 2010] = [log; 2010] + [log; 2010] .
S-a notat cu [x] , partea intreaga a numarului real x .
Solutie :

a) Seobservaca 23 =1024 gi 2% = 2048 > 2010, deci a=10.
De asemenea, observamca: 3% =729 si 37 = 2187 => 2010, deci b=7.

b) Din a), avem ca [log; 2010]=10 , deoarece 2% = 2010 = 2% si prin

logaritmare in baza 2 , avem : 10<log, 2010<11.
Deoarece 3% <z 2010 = 37, prin logaritmare in baza 3, avem:
6<logg 2010<7, deci [log; 2010]=6 .
Se mai observa ca 54=625<2010<5" . Deci, prin logaritmare in baza 5,
avem : [logz 2010]=4 . Dar 10=6+4, deci :

[log, 2010] = [log, 2010] + [log; 2010] .

Problema 3-clasa a- X —a

a) Verificatica:1log2010 =1+ log201

b) Aratati ca, orice numar natural de patru cifre, de forma ahbecd , care

verifica relatia : log abed-log abe=1, este divizibil cu 10 .
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S-a notat cu log x , logaritmul zecimal , al numarului real x .

Solutie :
a) Evident log2010 = log(201-10)=log(201} +1logl0 =1 +log 201
b) Relatia din enunt, este echivalenta cu :

logabed=1+log abe <—> logabed=log(10 - abc)

<= ghed =10-abe <=> 1000a+100b+10c+d=10(100a+10b+c) <==

1000a+100b+10c+d=1000a+100b+10c====> ¢ =0,

Deci, numarul abeed este divizibil cu 10 .

Problema 4-clasa a I1X-a

a) Aflati un numar primp € N*, p=2, astfel incat :
2p” + 11p* + 21p® + 18p* + 9p® + 4p* + p = 2010.

b) Aflati, sapte numere naturale a,b,c,d,e,f,g & N*, astfel incat :
@-27+b 2%+ ¢-29+d -2+ e-2%4+f 2?2+ g-2=2010.

Solutie :

a) Daca relatia din enunt, este indeplinita , atunci evident :
2p*<2010 =2 p* 1005 . Daca p=3 , avem 37=2187>1005 .
Deci singura posibilitate , este p=2.
Se verifica, prin calcul direct, faptul ca:
2e27+11:3%+21¢2%4+18:2"4+9:2% 44 2% + 2=2010.
b) Conform punctuluia), avem:a=2, b=11, c=21, d=18, e=9, f=4, g=1.

Problema 5-clasa a VllI-a

Aflati trei numere naturale, prime consecutive , astfel incat ;
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adh¥.ot+a¥ptcdta-bh-c=2010.

(Trei numere naturale, sunt prime consecutive , daca sunt prime, si
consecutive in sirul numerelor prime , de exemplu : (2,3,5), (3,5,7)...).

Solutie :
Evident @¢%+ B = ¢ = 2010. Daca a=3, atunci, este obligatoriu ca b=5 si c=7 .
Dar 3%« 5%« 752010 ( evident ) .

Atunci, singura posibilitate , este : a=2, b=3, c=5.
Se verifica, faptul ca :

28:3%«5+22:3%:5%+2+:3:5=2010.

Problema 6-clasa a -Vll-a

Bunicul Stefan, are trei nepoti .Se stie ca, varstele nepotilor, sunt numere
prime consecutive, iar produsul dintre varsta bunicului si varstele celor trei
nepoti, este 2010. Aflati varsta bunicului si a nepotilor sai .

(Trei numere naturale, sunt prime consecutive , daca sunt prime, si
consecutive in sirul numerelor prime , de exemplu : (2,3,5), (3,5,7)...).

Solutie :

Sa notam cu a,b,c, varstele celor trei nepoti .

Observam ca 2010=2-3-5-67 .

Tinand cont, de unicitatea descompunerii unui numar in factori primi,

obtinem ca cei trei nepoti au varstele 2,3, respectiv 5 ani, iar bunicul are 67
ani.

Problema 7-clasa a Vlll-a

Sa se afle patru numere naturale a,b,c,d € N¥* cu a>b>c>d, astfel incat :

a‘ + b* + ¢4+ d#=2010.
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Solutie :

Evident a? < 2010 => @ < +/2010 =2> a< 45

Daca a=44 == b? + ¢? + d?=2010-442=2010-1936=74.

Deci b* < 74 ==b<9 .

Daca b=8 == ¢% + ¢#=10 . Evident , putem lua c=3 si d=1, deoarece
22412 = 10, Decia=44, b=8,c=3sid=1.

Problema 8-clasa a IX-a

a) Aratati ca, ultima cifra, a unui numar natural , cub perfect, poate fi
orice cifra .
b) Aflati patru numere naturale prime, a,b,c,d & W™ cu a>b>c>d , astfel

incat: 2010 = @¢® — A% — 2 - %% .
Solutie :

a) Daca notam cu u(x)=ultima cifra a numarului natural x , observam ca :
w(09)=0,u(1*)=1,u(2*) =8 ,u(3%) =7 ,ul4®) =4 ,u(d?) =
B u(e?
)=6, w(7%)=3, u(8%) = 2, u(9%) = 9. Deci, ultima cifra poate fi oricare
dintre cifrele 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 .
b) Observam ca a? = 2010 => a » Y2010.
Dar, 13% = 2197 » 20010 ,iar 12* = 1728 < 2010,
Daca luam a=13, atunci 2010=2197-p% — 2 « ¢3-(® <=>
b* + 2« ¢® + d* = 187 .Deci b* < 187.

Atunet b<¥/ 187 (dar 53=125 , iar 6% = 216).
Pacaluamb =5, atunci 125+ 2-¢*+d*=187=» 2-¢* +d? = 62.
Evident, pentru c=3, obtinem ca d=2.

Deci, numerele cautate sunt : a=13, b=5, c=3, d=2.
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Asupra unor numere “extreme”

-de Marcu Stefan Florin profesor Calarasi-

\VVom spune ca patru numere reale a,b,c,d sunt numere extreme daca
indeplinesc conditiile
1) a>0,b>0,¢c>0,d>0

2) a+b: 2 \/a

2 1.1
b ¢

Relatiile 2) exprima faptul ca media aritmetica dintre a si b este egala cu

media armonica dintre b si ¢ si cu media geometrica dintre ¢ si d.

Consecinte ale definitiei:
1) d=0

2) Daca a=0 atunci b=3c si d=%c

Demonstratie:

1) Daca d=0= 1—21=0c> bz—bcc=0:> b=0 sau c=0 (absurd), deci sid=0
+
b ¢
b_ 2bc _

2) Dacaa=0 = ERrTS cd =b(b+c)=4bc=b?*=3bc=b=3c

: b _3c 9c? 9
Din Jed==== =cd==-= d==c.
2 2 = 4 = 4

In continuare vom prezenta o serie de proprietati remarcabile ale acestor

numere si vom arata cum se pot gasi acestea.
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PROPRIETATEA 1
Daca doua numere extreme sunt egale atunci toate patru sunt egale.
SOLUTIE:

VVom studia toate cazurile posibile:

1) a=d= 220 = 2 = G = (atb)=dca si (a+b)(b+c)=4be

b+c

Evident a+b = 0 si impartind cele doua relatii obtinem :

a+b_a _ h2-ac— b=voa=2"2 — a=b— b=c. Deci a=b=c=d.
b+c b 2

2) a=C= aTH’:Zii: ad = a=b(deoarece daca media aritmetica a doua
a+

numere este egala cu media lor armonica cele doua numere sunt
egale). Deci a=+ad = a=d (daca a=0 atunci c=0 absurd) si conform
cu 1) avem a=b=c=d.

3) a:b:>a=ﬂ=\/a =a*=ac si cum a=b= 0= a=c si conform cu 2)

a+cC
avem a=b=c=d

2
4) b=C:>a—+b:£: bd = a=b=d.
2 2b

5) b=d= aTm:bz—bcca/E — b=c (deoarece media geometrica dintre b si
+

c este egala cu media lor armonica) si din 4) avem a=b=c=d.

6) c=d= 2P =2 —¢_ h=c gj a=b.
2 b+c

PROPRIETATEA 2

Daca a,b,c,d sunt numere extreme atunci au loc inegalitatile:

I. at+b<c+d

Ii. ab<cd
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. a<c
iv. bx>d

V. CZa——i_b
3

DEMONSTRATIE:

Folosind inegalitatea mediilor avem:

Din 272 5 /ab = Jed > Jab —ab<cd

2
Dinbz—bccs@:\/asﬂ:bzd
+

Din Jed < C;d - a;b < C;d — a+b<c+d

Din (a+b)(1 +1)=4= 3P 3+0b_y a+b_j a+b_g 3 5 aipc3c
b ¢ b c c b
. a+b
3

PROPRIETATEA 3

Daca a,b,c,d numere extreme strict pozitive cu b=d atunci:

DEMONSTRATIE:
Din definitia numerelor extreme avem relatiile :
(a+b)?=4cd si (a+b)(b+c)=4bc

Impartind cele doua relatii avem : atb_d
b+c b
i _ a—-c_ 4c
Scazand relatiile avem (a+b)(a-c)=4c¢(d-b) = T ab
- +
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PROPRIETATEA 4
Daca a,b,c,d numere extreme strict pozitive cu c-a=b-d atunci a=b=c=d.
DEMONSTRATIE:

Din c-a=b-d avem a=c-b+d si inlocuind in definitia numerelor extreme

avem.

c—-b+d+b_ 2bc _\/—

—\/_:>c d si din P1 avem a=b=c=d.
2 T h+c

PROPRIETATEA S
Daca a,b,c,d numere extreme strict pozitive cu c-a=2(b-d) atunci
a=b=c=d.
DEMONSTRATIE:
Din P3 avem (a+b)(a-c)=4c(d-b) si din ipoteza = 2(a+b)(d-b)=4c(d-b)

—d=b sau c= aTer— Jed =c=d. In ambele situatii din P1 = a=b=c=d.

CONSECINTE:

1) Daca a+b=c+d sau ab=cd unde a,b,c,d numere extreme strict pozitive

atunci  a=b=c=d.

2)Nu exista patru numere extreme in progresie aritmetica sau geometrica.
DEMONSTRATIE:

1) Din at+b=c+d = c-a=b-dsidin P4 = a=b=c=d

Din ab=cd si din "”b Jod=+ab —a=b — a=b=c=d

2)Lasam ca exercitiu aceasta demonstratie care este evidenta folosind P2.
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TEOREMA

Daca a,b,c,d numere extreme strict pozitive si distincte doua cate doua

atunci (3) p,ge(0,+x) cu p>4?q si p=2q astfel incat :

a=PABP-49) |, A (P (P-0) 449 (P-0)
(p—20) (p-20) (p-20) (p-20)

DEMONSTRATIE:

Din P2 avem a<c si b>d (deoarece sunt distincte)

Sa notam c-a=p si b-d=q Evident p>0 si g>0.
Se observa ca p=2q deoarece in caz contrar am avea c-a=2(b-d) sidin P5

avem a=b=c=d contradictie.

Sa mai aratam si ca p>%q < 3p>4q <« 3(c-a)>4(b-d)

DinP3stimca 2-¢=_4°
d-b a+b
Din P2 avem c>2%2 4 4 gioptinem 2=¢ 2 o 3(c-a) >4(b-d)
a+b 3 d-b 3

VVom mai arata ca inegalitatea de mai sus este stricta , altfel daca 3(c-a)=4(b-

d) obtinem czaT+b

Din (a+b)(b+c)=4bc = 3c(b+c)=4bc= b=3c si cum a+b=3c am avea
a=0(absurd).
In continuare avem c=a+p si b=d+q . Inlocuind pe c si b in relatiile din P3

a+d+q
a+d+p+q

aq+q’
p—(

obtinem: =% si prin calcul direct obtinem d=

Din a doua relatie din P3 avem P = 4@+ P)

si prin calcul direct obtinem
q a+d+q

d= a(4q - E) +3pq Egaland cele doua relatii obtinem a= W
p —
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In continuare inlocuind pe a obtinem d=%
p —

Dar c=a+p=p2L_qz) Si b=d+q='o—2q2 prin calcul direct .
(p—2q) (p—29)

OBSERVATII:
Se pot construi oricat de multe astfel de numere , de exemplu daca luam p=5
si g=3 obtinem a=45, b=75, ¢=50, d=72.

PROPUNEM CELOR INTERESATI SA GASEASCA SI ALTE
PROPRIETATI INTERESANTE ALE ACESTOR NUMERE.
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TEOREMA NEWTON GAUSS PENTRU
PATRULATERUL COMPLET

Definitie: Se numeste patrulater complet ABCDEF un patrulater
ABCD, unde {E}=4BNCD si {F}=BCnAD. Segmentele [ AC],[BD],[EF]
se numesc diagonale ale patrulaterului complet.

Teorema NEWTON-GAUSS: Mijloacele diagonalelor unui patrulater
complet sunt coliniare.

Demonstratie:

Notam cu P, Q, R mijloacele diagonalelor AC, BD si EF. Vrem sa
demonstram ca punctele P, Q si R sunt coliniare.
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Fie G, H, I mijloacele segmentelor CE, EB si BC.

In aBCE, GI este linie mijlocie fiind paraleld cu BE

In aBCA, PI este linie mijlocie fiind paraleld cu BA = G,I,P sunt situate pe o
Cum punctele A, B si E sunt coliniare

paralela la EA

In ACBE, HI este linie mijlocie fiind paraleld cu EC
In aCBD, QI este linie mijlocie fiind paraleld cu CD = H,/,Q sunt situate pe o

Cum punctele C, D g1 E sunt coliniare

paralela la ED

In ACEB, GH este linie mijlocie fiind paraleld cu BC

In aCEF, GR este linie mijlocie fiind paraleld cu CF; = H,G,R sunt situate pe o
Cum punctele B, C si F sunt coliniare

paraleld la BF

Observam ca punctele P,Q si R sunt situate pe prelungirile laturilor
triunghiului aGHI. Vom 1incerca cu ajutorul Reciprocei Teoremei lui
Menelaus sa aratam ca acestea sunt coliniare. Avem de ardtat ca:

PG RH QI
Pentru aceasta vom folosi linii mijlocii convenabile astfel:

In aCAB, PI este linie mijlocie = PI=ﬁ
2 P _AB )
In ACAE, PG este linie mijlocie = PG=A—2E PG AE

In AECF, RG este linie mijlocie = RGZFTC RG FC

—
In AEBF, RH este linie mijlocie = RHZ? R FB
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In aBDE, QH este linie mijlocie = QH=E

= 7=
2 .. cer . D
In ABCD, QI este linie mijlocie = QIZTC or DC

Inmultind relatiile (1).(2)si(3) membru cu membru, obtinem:
PI .RG.QH:AB.FC.DE(4)
PG RH QI AE FB DC

Stim ca punctele A,F si D sunt coliniare, fiind situate pe prelungirile laturilor
triunghiului ABEC si conform Teoremei lui Menelaus avem:
4B FC DE_y (s

Din relatiile (4)si (5) = PLRG OH |, Conform Reciprocei Teoremei
lui Menelaus, punctele P,Q si R sunt coliniare, ceea ce trebuia sa
demonstram.

Propunitor: Prof. IGNATESCU VIOREL OVIDIU
Scoala cu clasele I-VIII Matesti, com. Sdpoca, jud. Buzau

Bibliografie: Mihail Megan; Gheorghe Ivan; Mircea Puta. EXAMENE SI
CONCURSURI PENTRU PROFESORII DE MATEMATICA. Editura Mirton,
Timisoara, 1997
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Rezolvarea ecuatiilor si sistemelor de ecuatii neliniare

I. REZOLVAREA ECUATIILOR NELINIARE

1. INTRODUCERE

Prin ecuatii neliniare se inteleg ecuatiile algebrice si transcendente, cu
exceptia ecuatiilor algebrice de gradul unu.

O ecuatie este algebrica daca functia f(x)=0 este un polinom sau poate fi
adusa la o forma polinomiald, in urma unor transformari.

Ecuatiile: 5x’ —4x®+12x3 +x-14=0 §i Vx’-4+15x-32=0 sunt
exemple de ecuatii algebrice.

O ecuatie este transcendenta daca nu este algebrica.
Ecuatiile x- sin? (x)—e" tan(x)+3.8=0, In(x)+ cos(xz) —-1.48=0 sunt
ecuatii transcendente.

In acest capitol ne vom ocupa de determinarea radacinilor reale ale ecuatiilor
neliniare. Astfel, daca o este o rddacina reald a ecuatiei f(x)=0, graficul

functiei f(x) intersecteaza axa absciselor in punctul x = a (v.fig.1.1).

y A y A
/Yf x) y=/x)
o ); 9) );
radacinile radacinile
ecuatiei f(x)=0 ecuatiei f(x)=0

Fig.1.1. Radacinile ecuatiei f(x)=0

De regula, ecuatiile neliniare se rezolva pe cale numericd, iterativ, exceptie
facand unele ecuatii algebrice simple de gradul doi, trei sau patru sau unele
ecuatii transcendente, pentru care s-au stabilit metode exacte de rezolvare. De
aceea, prin rezolvarea numerica a unei ecuatii se obtine o solutie aproximativa,
solutie care poate fi totusi suficient de aproape de solutia exacta, dupa cum se va
vedea in continuare .

Fie [a,b] un domeniu in care ecuatia

J(x)=0 (1.1)
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Rezolvarea numerica a ecuatiei (1.1), pornind de la o solutie initiald x0,

x®

conduce la obtinerea un sir de valori x(l), x(z), , care converge catre

solutia unicd o pentru k =, adicd lim x® =g,
k—0

Oprirea procesului iterativ, de gasire a solutiei ecuatiei f(x)=0, se face
atunci cand sunt indeplinite conditiile:

‘x(k) — oc‘ <€

) <

unde €, si €, sunt numere pozitive foarte mici.

(1.2)

Cele doua conditii (1.2) nu sunt echivalente, dupd cum se observa din figura
1.2. Astfel, dacd modulul pantei functiei y = f(x), in punctul x| este mic

(fig.1.2.a), atunci ‘ f (x(k))‘ este suficient de mic, iar valoarea ‘x(k) —oc‘ este

mare. In figura 1.2.5, avem ‘f(x(k) )‘ mare §i x® — o mic.
y Y
y=fx)
=)
0 o »® 0 x® \ .
a) b)

Fig.1.2. Punerea in evidenta a radacinilor aproximative

In practicd se folosesc fie ambele conditii (1.2), fie numai una dintre ele, in
functie de problema de rezolvat.

Dupa cum s-a aratat mai Tnainte, in domeniul [a,b] trebuie sa existe o solutie
unica o. De aceea, la determinarea solutiilor reale ale ecuatiei f(x)=0 se

parcurg doua etape, i anume:
a) separarea radacinilor ecuatiei (1.1);
b) determinarea aproximativd a radacinilor, folosind o metoda numerica
adecvata.
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2. METODE ITERATIVE DE REZOLVARE
A ECUATIILOR ALGEBRICE SI TRANSCENDENTE

2.1. Metoda Newton-Raphson

Fie f(x)=0 o ecuatie algebricd sau transcendenta, care in intervalul [a,b]
are o radacina unica o . Presupunem ca derivatele f'(x) si f"'(x) sunt continue
si pastreaza semnul constant pentru x € [a,b], unde a <b.

Pentru determinarea formulei de iterare, cu ajutorul careia se obtine o
aproximanta a radacinii reale o, se vor folosi douad metode, si anume: o metoda
analitica, care foloseste dezvoltarea in serie Taylor a functiei f(x) in jurul lui

x® si 0 metoda geometrica, in care se foloseste tangenta la curba y = f(x) in
punctul (x*7, £(x* D).

1. Fie x® =x*™ 4 Ax. Dezvoltand in serie Taylor functia f(x), in jurul

(k)

lui x*/, rezulta:

2
) = D)+ 28 D) B b
(k=1)
(&)

(k1)

(2.8)
D (kDY 42

Daca se retin primii doi termeni din relatia (2.8), se obtine:

fUW%+%f@W%zm

de unde rezulta:

(k=1)
xF) = D ——;Ex(k_l)) , k=12, (2.9)
X

care se numeste formula de iterare de ordinul doi.
Procesul de obtinere iterativa a solutiei se opreste atunci cand este indeplinita
relatia:

‘x(k) —x(k_l)‘SS. (2.10)

Daca din dezvoltarea in serie (2.8) se retin primii trei termeni, se obtine
formula de iterare de ordinul trei. Pentru aceasta, relatia
LAY ey, (A0 e
FEE)+ 2 ) B prtn) —o
se scrie sub forma:
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POy s GO ) o,

(k=1
unde termenul Ax, din interiorul parantezei mari, se inlocuieste cu —%,
! X - )
adica cu eroarea din formula de iterare de ordinul doi. In acest caz, se obtine:
) 3 £(x* DY 770 *D
MO S(x ) (x ) (2.11)

2 - D) Dy

care poartd numele de formula de iterare de ordinul trei.

2. Cea de a doua metodd de determinare a formulei de iterare
Newton-Raphson porneste de la interpretarea geometrica a relatiei (2.9). Astfel,

daca se considera x¥ =5, 'xP)>0, f"xP)>0 (v. fig.2.3) si se duce
tangenta la curba in punctul (x(o), f (x(o) )), atunci intersectia acesteia cu axa

. - 1 . o e . - ..
absciselor se noteaza cu x" si reprezintd o aproximanti a solutiei reale a,
careia 11 spunem: solutia ecuatiei la iteratia unu. Dupa cum se observa, s-a

inlocuit curba y = f(x) cu tangenta in punctul (x(o)  f (x(o) )). In continuare, se
duce tangenta la curba in punctul (x(l), f (x(l) )) sl intersectia acesteia cu axa
absciselor o notam cu x® si reprezinta solutia ecuatiei la iteratia a doua. Daca
se considera tangenta la curbd in punctul (x(k_l), f (x(k_l) )), se ia un punct

M (x,y) pe aceastd tangenta si se scrie ecuatie dreptei de pantd f '(x(k _1)), care
trece prin punctul M, atunci se obtine:

_ f(x*D
y—r ()(ck_l) ) = f1x* Dy

X—X

(k)

Pentru y =0 rezulta x = x"’, astfel cd se obtine relatia:

k-1
(k) _ (k) _ f(x*)
JAC )

care este formula de iterare Newton-Raphson de ordinul doi.

X
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y A(x(o),y(o))
y=f(x)

B(x(l),y(l))

o] _] (2) (1)

X X (0) X

X

Fig. 2.2. Tlustrarea metodei Newton-Raphson

2.2. Metoda bisectiei succesive

Fie f(x) =0, o ecuatie algebrica sau transcendenta, care in intervalul [a,b]
are o radacind unicd a, adicd f(a)- f(b) <0. Determinarea solutiei ecuatiei

considerate, constd in injumatatirea succesiva a intervalelor de incertitudine
pand cand se obtine o valoare care sd aproximeze, cu O eroare acceptata,
radacina a (v.fig. 2.5).

Yy
y=f(x)
a xP g x(l) b
(0] /*/\V i X
ds * ! b,
a : b,

Fig. 2. Ilustrarea metodei bisectiei

Etapele parcurse pentru determinarea unei solutii care sda aproximeze
radacina reald o sunt:
- se fac notatiile: a; =a, b, =b;
m_ath

- se calculeaza x o

- daca f(a)- f(x")<0, atunci: a, =a,, b, =xP, altfel: a, =x",
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T,
) _ + b,
5
Procesul iterativ de calcul se opreste daca ‘bk —ak‘ <g sau ‘ f(x® )‘ <g,

- se calculeaza x

- laetapa k£ avem: x

unde & este un numar pozitiv foarte mic.

2.3 Metoda coardei

Fie ecuatia algebrica sau transcendentda f(x) =0, care pe intervalul [a,b] are

o radacina realda x =o. Pentru determinarea solutiei, cu o anumitd eroare
impusa, se inlocuieste functia f(x) cu un polinom de interpolare de ordinul unu

de forma:
gx)=a;x+a,, (2.15)

astfel incat:
gla)=f(a), gb)=f(b). (2.16)

Dreapta g(x) intersecteaza axa absciselor in punctul xD (. fig. 2.6). Pentru

aflarea lui x" este necesara determinarea constantelor a, si a,. Folosind relatia
(2.15) si conditiile 2.16), rezulta:

. f(bz :af(a)’ . bf(a;:zf(b)_ o1
Y B(b, £ (b))
a WU +@

0 }A o b X
A(a, f(a))

Fig. 2.6. Ilustrarea metodei coardei

Dupa inlocuiri in relatia (2.15), se obtine:

f®)-f(@) b (@)-af(b) o18)
b—a b—a

, ay=a, by =b,rezulta g(x(l)) =0, si deci:

g(x)=

Pentru: x = x
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S (b)) — f(ay)

In continuare, se testeaza dacd solutia o se afla in intervalul [a,x(l)] sau in
intervalul [xV,b]. Astfel, daca f(a)-f (x(l))<0, se fac notatiile: a, =a,

(2.19)

b, = x| altfel: a, = X, b, = by, si rezulta:
+@ Z a, f(by)—b, f(a,)
f(by)— f(ay)
La etapa k£ avem:

6 _ ap f (b)) by f(ay) _
S(by)— f(ay)

(2.20)

Procesul iterativ de calcul se opreste daca: ‘bk —ak‘ <g sau ‘ F(x® )‘ <g,

unde ¢ este un numar pozitiv foarte mic.
Metoda mai poartda numele de metoda partilor proportionale, deoarece
intervalul [a,b] este impartit In parti proportionale cu f(a) si f(b).

Exemplu: Se considera ecuatia:
fix)=0, f(x)=2tgex—10x+3,
pentru care s-a separat o solufie in intervalul [-1, 1]. S& se
determine solutia ecuatier utilizand metoda bisectie1, erorile
admise filnd ¢, = 107 S1€f,= 107,

Solutie: Se parcurg etapele metodei bisectier:
) Inmitializari:
P=_1.5"=1. |}‘O—SO|:2 .

Iteratia k= 1:

I f(x")=1£0)=3. f¢°)=1f(-1)=9.885,

) -1 >0 = #=x'=0,s'=s"=1.
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Iteratia k = 2:

, F o+
m ¥ =—5—=05.

b2

1) f(x") = £(0.5) =-0.9074 , f(r')=f(0)=3.

0. &=x"=05.

f'l:l'z} - f[r") <0 = 1=y
T =5 =055, si [fx)|=09074 > =
Se trece la iteratia urmatoare:

Iteratia k = 3:

H:i X = =0.25 .

| (-

III) f(x*)=1£(025)=1.011. fi")=£f0)=3.

) -0 >0 = =x"=025, 5 =5"=05.

P =5 |=025>e, si [f(x)|=1.011>¢r =

Algoritmul se continua.

Iteratia Ik = 4:

D) f(x*) =1£0.375)=0.037, f(°)=£0.25)=1.011,

foxh - ) >0 = F=x"=0375, s'=5"=05.

=5 |=0125>¢, si |[f(x")]=0375>¢;.

Erorile au scazut, insa nu suticient de mult pentru ca cele doua

conditit de terminare sa fie indeplinite = alte iteratui.
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II. REZOLVAREA SISTEMELOR DE ECUATII
NELINIARE

1. INTRODUCERE

Rezolvarea sistemelor de ecuatii neliniare se face, de reguld, cu ajutorul
metodelor iterative. Sunt putine cazurile cand se procedeaza la rezolvarea
analiticd i aceasta numai daca sistemele au un numar mic de ecuatii, iar forma
acestora este deosebit de simpla.

Metodele iterative de rezolvare a sistemelor de ecuatii neliniare cer o
aproximatie inifiala a solutiei, iar aceastd aproximatie trebuie sa se afle Intr-un
domeniu restrans al solutiei cautate. Dupd cum este cunoscut, un sistem de
ecuatil neliniare are mai multe solutii, de aceea, in functie de aproximatia initiala
se obtine solutia finald. Odata solutia finala obtinuta, aceasta trebuie analizata,
pentru a vedea in ce masurd raspunde cerintelor procesului sau fenomenului
analizat.

1. METODA NEWTON-RAPHSON

Fie fi, f5,--+, f,, , n functii neliniare definite pe un domeniu X < R", care
depind de necunoscutele x;, x,, ..., x,, s1 formeaza sistemul de ecuatii neliniare:

J1(x1,%5,..,%,) =0;

fz(xl,X2,...,xn) :0,

(1.1)
fn(xl,X2,...,xn):0.
Vectorial, sistemul poate fi scris sub forma:
f(x)=0, f: X>Y, XcR", YcR". (1.2)

Presupunem ca in vecinatatea V c X existd o solutie unicad o, adicad
f(a)=0.
Rezolvarea iterativd a sistemului (1.1) presupune cunoasterea unei

aproximatii initiale a solutiei finale. Fie aceastda aproximatie de forma:

xl(o), x:go), e, x,go). Aproximatia considerata nu verifica ecuatiile sistemului

(1.1), ceea ce Tnseamna ca:
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fl(xl(O) xgo), X (0)) £0;
0 0 0
fz(xl() Xé), X ())¢O (1.3)

\fn (xl(o) x§0)’ ,x,(lo)) # 0.

Daca la fiecare variabild independentd se adauga eroarea absoluta limita, se

P,

obtine: x| = xl( ) +Ax;, xp = x§0) +Axy, .., X, = x,go) +Ax,. In acest caz,
functiile sistemului sunt verificate, adica:
fl(xl(o) + Axl,xgo) + Ax, ,...,x,(lo) +Ax,)=0;
0 0 0
<f2(x1( )+Ax1,x§)+Ax2,...,x,(1)+Axn)=0; (14)

\fn ()Cl(o) +AX1,X§O) +M2,...,X,SO) +Axn) =0.

Prin dezvoltarea in serie Taylor a functiile sistemului (1.4) si eliminarea
termenilor care contin erorile absolute limitd Ax;, Ax,, ---, Ax, in afara celor

de gradul unu, rezulta:

R O L O e

n

X1 0x; X,
GO 0 0y a Do p Do Do sy,

™ 0x; " ox, (1.5)
7,60 X0 O 4 Ay P pe, Toyiipe P2,

ox, 0x, ox,,

ceea ce ITnseamna cd s-a obtinut un sistem de » ecuatii liniare in necunoscutele
Axy, Ax,, ---, Ax, . Pentru rezolvarea sistemului (1.5) vom considera egalitatea
cu zero. Matricea coeficientilor sistemului de ecuatii liniare (1.5) este:

LA
ox; 0Ox, ox,,

W) =|ax, ax, o, |- (1.6)
S & Y,
ox; Ox,  Ox,

si poartd numele de matrice functionald sau jacobianul sistemului de ecuatii
neliniare (1.1). Elementele matricei functionale (1.6), se calculeaza cu

aproximatia initiald xl(o), xgo), TN x,(lo).

Matriceal sistemul (1.5) poate fi pus sub forma:

wW(xAx=—7(x?), (1.7)
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T
unde x(0) =‘x1(0), x§°), e, x,go) .

Daca functiile fy, f5, ---, f,, Impreuna cu derivatele partiale
i
ax]'

atunci matricea functionald W(x(0)) admite o inversd W-1(x(0)) si solutia

, (i, /) =1,n, sunt continue pe vecinitatea V < X si det W (x(0) )‘x(o)eV 0,

sistemului de ecuatii (1.7) este:
Ax = -W-1(x0 £(x(0)). (1.8)

Cu notatia: Ax=x(1) —x(0) se obtine solutia sistemului de ecuatii neliniare
(1.1) la prima iteratie, si anume:

x(M) = x(O0) - W-1(x(0)). £(x(0), (1.9)
La iteratia k&, solutia este de forma:

xB = xED oW EDY L E Dy k=12, (1.10)
Procesul de calcul este iterativ si se opreste atunci cand

‘x(k) _x<k—1)‘£8, (1.11)

unde ¢ este eroarea maxima admisa la calculul solutiei sistemului dat.

1. METODA GRADIENTULUI

Fie sistemul de n ecuatii neliniare (1.1). Se presupune ca functiile sistemului
si derivatele partiale ale acestora sunt continue in domeniul de definitie.
Se considera de asemenea o forma patratica pozitiv definita

n
2
F(x),%X000sX,) = D fi7 (). (1.1)
i=1
Solutia x, a sistemului initial, anuleaza si functia F'(x), astfel ca are loc
implicatia
f(x)=0 < F(x)=0. (1.2)
Aceasta Tnseamnd cd determinarea solutiei sistemului f(x)=0 este

echivalentd cu determinarea minimului nul x = o, pentru functia F'(x). Metoda

gradientului constd tocmai in determinarea acestui minim nul. Relatia de
determinare iterativa a solutiei este:

x0 = D Wl E Dy Dy (1.3)
unde:
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(1.4)

METODA KANI

Fie sistemul de ecuatii neliniare (1.1). In vecinatatea solutiei, variabilele
sistemului pot fi exprimate ca functii de un parametru t care variaza intre 0 si 1,
deci:

xp =X (1);
Xy =x,(1); (1)
X, =%, (9

Pentru o aproximatie initiala (xl(o) xéo) yeees X (0)) sistemul poate fi scris sub

forma:

( 0 0 0

fi(XIDXZD"')xn):fl(xl() ‘xg)) T i))(l_T)a
0 0 0

fz(xl,xz,...,xn)zfz(xl() xg), " i))-(l—r);

......................

0 0 0
Su@s X%, = f (7 2 x Wy (1= ).

2)

La limita, cand t =1, membrii secunzi se anuleaza.
Daca se deriveaza functiile sistemului (2) in raport cu parametrul T, se
obtine:

of, d of, d. of, d
Ji dx, + Ji dx +...+iﬂ=—f1(?ﬁ(o) x L x Oy,
ox; dtv  0Ox, dt ox, dt
of, dx;  Of, dx, of, dx, ©0) O (0
+ Fot === (x; 7, X5 e X,
ox; dt  0Ox, dt ox, dt LR ; 3)
of, d of, d of, d
S dxy | Ofu dxs S dx, - £, GO X0 xOy,
Ox; dt  Ox, dt ox,, dr
sau sub forma matriceala:
dx 0
W(x) == =—f(x'"). 4)
dr
Inmultind la stanga cu W (x), se obtine:
dx _ 0
=W @) S, )
dt

sau:
dx=-W(x) f(x)-dr. (6)
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Trecand la diferente finite, rezulta:

Ax=-W(x) f(x?)-At.

(7)

o . o -1 . . . . .
Daci se considera Ax = x* —x*™  atunci solutia sistemului se scrie sub

forma
x(k) _ x(k—l) _W—l(x(k—l)) -f(x(o))-A’C,

unde
At=1/N, k=0,N-1.

(8)

Deci, pentru determinarea solutiei sistemului de ecuatii neliniare (1.1), se
imparte intervalul [0,1] in N subintervale egale, At, si se integreaza numeric

pornind de la solutia initiald x?.

Exercitii

L. Sé se gdseascd solutia aproximativa a sistemului

(3 —20x-1 -0

=

|x* +xy-10y+10 =0
situatd In dreptunghiul D =[-1, 1]x[0. 2]. folosind metoda aproximatiilor

succesive.
_1’371 )
I PR R 20
X3
R. Considetam G : D — D unde G(x.y)= &l ‘)}:
\_gE(X-.T),] 3
x~ +xy+10
AN ].O
[ eg,|) o 2 ' 3
M =(my)< j<2 =| Sup ﬁgf - =11 ? . iar HMHGC:‘; , deci G
=Dl g |5 o) )

. .. . . . =1 e
este o contractie si sirul aproximatiilor succesive x?7? = GG¥) converge la

solutia sistemului.
Valorile obtinute dupi primele 3 iteratii sunt frecute in tabelul de mai jos.

Numdrul iteratiei 0 1 2 3
X 0.5 -0.0437 0.00583 -0.000679
y 0.5 1.0375 0.99545 0.99993
2. Sd se gdseascd solufia aproximativa a sistemului
.[xs + }-‘3 —6x+3 =0
|* =y —6y+2 =0
L . 1s] L] . -
situatd in dreptunghiul D= 2% xlg,— . folosind metoda aproximatiilor
succesive.
B < +j.--3
R. Punem sistemul sub forma 3 6 ; si  atunci
YT —1
= = +
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( 3 3 \l
gt =) |
G(x,y)= ; 6 , | esteocontractie alui D. Intr-adevar,
xT =y |
xX.y)= —+— |
\.gz( ’ ) 6 3)
T (EANS A A
M =(my)ie; 2 = sup| 22 | = \6"7 2 “2"3 2 iar
e . x| (&= N
\xeD| ) sigs2 || 3 | AL | L
WA 6 J 2 \ 2 J 2 J

HMHT =0.47222 ., deci G este o confractie si sirul aproximatiilor succesive

7 = G(x¥)  converge la solutia sistemului. Considerand x=0.5 si 1,=0.5

avem:
Numarul iteratiei | 0 1 2 3
X 0. | 0.54167 0.53266 | 0.53256
5
hi 0. | 0.33333 0.35365 | 0.35115
5
3. Sd se géseasca solufia aproximativa a ecuatiei e”+10x-5=0

situata in intervalul [0, 1], folosind metoda aproximatiilor succesive.

—x

R. Ecuatia se poate pune sub forma x= =@(x) . unde @fx) este 0

contractie si sirul aproximatiilor succesive x = @ (x) converge la solufia ecuatiei.
Valorile obfinute dupa primele 5 iterafii sunt trecute in tabelul de mai jos.

Nr.deiteratii [0 ] 1 2 3 4 5
x 0| 0. | 043297 | 0.43514 | 0.43528 | 0.43529
4
Ie 1 5
Xs—x |< “”’1 Xy — x| =0.00525
3
3
4. Sa se gaseasca solufia aproximativa din cadranul intai pentru sistemul
x]+31gx1—x§ =0
_2x12 —xpx3 =5x+1 =0
folosind metoda Newton.
R. Sirul aproximatiilor succesive 2D =) J}l (x(p))F(x(p)) ,p=z0
unde:
oh ah
5
x;+3lgx; — x5 ox;  ©:
F(x,v) :( 1ol ) X2 . Jp(xP)y= 71
|\ 2x] —x3x5 —5xy +1 oh &
\ 8Y1 8x2
Se obtin:

-0.19112 0.25482] (1) (3.59209]
] X =
5

1, (0) _(
Tl @y =
) 2.3201

\-0.31853 0.09137
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_ -0.12916 0.16685 2 3.49059
J 1(x(1)): x(—) — .
-0.25343 0.049 2.26341

_ -0.13672 0.1773 3.48745
7 @)= L0 _ .
-0.26238 0.05379 2.26163

71O :(-0.1369? 0. 1??65] ) :(3.48?44
(-0.26267 0.05395 (226163

J_l( (4) -0.13697 0.1??65] 5) ?.48?44] d
xt)= , 2O = .a.m. d.
-0.26267 0.05395 2.26163, ;

5. Sa se gaseascad solufia aproximativa (x>0, y>0) pentru sistemul

2 -y =0
\
x4 _1--‘2 —3x =0

folosind metoda Newton.

R. Sirul aproximatiilor P _(p) _ JAGPHFP) | p=0 unde:
% %
2 -~
: N XT -y (p)y | Ox1  0Oxp
F(x,y)= ] , Jp(x) =
6“61 8‘(2 )

Se obfin urmatoarele rezultate daca se porneste cu @ —( ]

1 © (06666? 0.33333] W 1.33333
J (x")= =
0.33333 0.66667 1 66667
10y (038961 0.11688Y o (122511
0.03896 0.31169 1.48918

@y (044138 01482 ) ) 121m
0.08148 0.36311 14?232

S0 _(044?92 0.15209 (4)_ 1.21341
0.08714 0.36914 1472%?

J_l(x(4)):(0'44?99 0.15213 x(ﬁ):(l.zml] |
(0.0872  0.3692 (1.47237
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Rezolvarea ecuatiilor si sistemelor de ecuatii neliniare

I. REZOLVAREA ECUATIILOR NELINIARE

1. INTRODUCERE

Prin ecuatii neliniare se inteleg ecuatiile algebrice si transcendente, cu
exceptia ecuatiilor algebrice de gradul unu.

O ecuatie este algebrica daca functia f(x)=0 este un polinom sau poate fi
adusa la o forma polinomiald, in urma unor transformari.

Ecuatiile: 5x’ —4x®+12x3 +x-14=0 §i Vx’-4+15x-32=0 sunt
exemple de ecuatii algebrice.

O ecuatie este transcendenta daca nu este algebrica.
Ecuatiile x- sin? (x)—e" tan(x)+3.8=0, In(x)+ cos(xz) —-1.48=0 sunt
ecuatii transcendente.

In acest capitol ne vom ocupa de determinarea radacinilor reale ale ecuatiilor
neliniare. Astfel, daca o este o rddacina reald a ecuatiei f(x)=0, graficul

functiei f(x) intersecteaza axa absciselor in punctul x = a (v.fig.1.1).

y A y A
/Yf x) y=/x)
o ); 9) );
radacinile radacinile
ecuatiei f(x)=0 ecuatiei f(x)=0

Fig.1.1. Radacinile ecuatiei f(x)=0

De regula, ecuatiile neliniare se rezolva pe cale numericd, iterativ, exceptie
facand unele ecuatii algebrice simple de gradul doi, trei sau patru sau unele
ecuatii transcendente, pentru care s-au stabilit metode exacte de rezolvare. De
aceea, prin rezolvarea numerica a unei ecuatii se obtine o solutie aproximativa,
solutie care poate fi totusi suficient de aproape de solutia exacta, dupa cum se va
vedea in continuare .

Fie [a,b] un domeniu in care ecuatia

J(x)=0 (1.1)


Dobre
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Rezolvarea numerica a ecuatiei (1.1), pornind de la o solutie initiald x0,

x®

conduce la obtinerea un sir de valori x(l), x(z), , care converge catre

solutia unicd o pentru k =, adicd lim x® =g,
k—0

Oprirea procesului iterativ, de gasire a solutiei ecuatiei f(x)=0, se face
atunci cand sunt indeplinite conditiile:

‘x(k) — oc‘ <€

) <

unde €, si €, sunt numere pozitive foarte mici.

(1.2)

Cele doua conditii (1.2) nu sunt echivalente, dupd cum se observa din figura
1.2. Astfel, dacd modulul pantei functiei y = f(x), in punctul x| este mic

(fig.1.2.a), atunci ‘ f (x(k))‘ este suficient de mic, iar valoarea ‘x(k) —oc‘ este

mare. In figura 1.2.5, avem ‘f(x(k) )‘ mare §i x® — o mic.
y Y
y=fx)
=)
0 o »® 0 x® \ .
a) b)

Fig.1.2. Punerea in evidenta a radacinilor aproximative

In practicd se folosesc fie ambele conditii (1.2), fie numai una dintre ele, in
functie de problema de rezolvat.

Dupa cum s-a aratat mai Tnainte, in domeniul [a,b] trebuie sa existe o solutie
unica o. De aceea, la determinarea solutiilor reale ale ecuatiei f(x)=0 se

parcurg doua etape, i anume:
a) separarea radacinilor ecuatiei (1.1);
b) determinarea aproximativd a radacinilor, folosind o metoda numerica
adecvata.
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2. METODE ITERATIVE DE REZOLVARE
A ECUATIILOR ALGEBRICE SI TRANSCENDENTE

2.1. Metoda Newton-Raphson

Fie f(x)=0 o ecuatie algebricd sau transcendenta, care in intervalul [a,b]
are o radacina unica o . Presupunem ca derivatele f'(x) si f"'(x) sunt continue
si pastreaza semnul constant pentru x € [a,b], unde a <b.

Pentru determinarea formulei de iterare, cu ajutorul careia se obtine o
aproximanta a radacinii reale o, se vor folosi douad metode, si anume: o metoda
analitica, care foloseste dezvoltarea in serie Taylor a functiei f(x) in jurul lui

x® si 0 metoda geometrica, in care se foloseste tangenta la curba y = f(x) in
punctul (x*7, £(x* D).

1. Fie x® =x*™ 4 Ax. Dezvoltand in serie Taylor functia f(x), in jurul

(k)

lui x*/, rezulta:

2
) = D)+ 28 D) B b
(k=1)
(&)

(k1)

(2.8)
D (kDY 42

Daca se retin primii doi termeni din relatia (2.8), se obtine:

fUW%+%f@W%zm

de unde rezulta:

(k=1)
xF) = D ——;Ex(k_l)) , k=12, (2.9)
X

care se numeste formula de iterare de ordinul doi.
Procesul de obtinere iterativa a solutiei se opreste atunci cand este indeplinita
relatia:

‘x(k) —x(k_l)‘SS. (2.10)

Daca din dezvoltarea in serie (2.8) se retin primii trei termeni, se obtine
formula de iterare de ordinul trei. Pentru aceasta, relatia
LAY ey, (A0 e
FEE)+ 2 ) B prtn) —o
se scrie sub forma:
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POy s GO ) o,

(k=1
unde termenul Ax, din interiorul parantezei mari, se inlocuieste cu —%,
! X - )
adica cu eroarea din formula de iterare de ordinul doi. In acest caz, se obtine:
) 3 £(x* DY 770 *D
MO S(x ) (x ) (2.11)

2 - D) Dy

care poartd numele de formula de iterare de ordinul trei.

2. Cea de a doua metodd de determinare a formulei de iterare
Newton-Raphson porneste de la interpretarea geometrica a relatiei (2.9). Astfel,

daca se considera x¥ =5, 'xP)>0, f"xP)>0 (v. fig.2.3) si se duce
tangenta la curba in punctul (x(o), f (x(o) )), atunci intersectia acesteia cu axa

. - 1 . o e . - ..
absciselor se noteaza cu x" si reprezintd o aproximanti a solutiei reale a,
careia 11 spunem: solutia ecuatiei la iteratia unu. Dupa cum se observa, s-a

inlocuit curba y = f(x) cu tangenta in punctul (x(o)  f (x(o) )). In continuare, se
duce tangenta la curba in punctul (x(l), f (x(l) )) sl intersectia acesteia cu axa
absciselor o notam cu x® si reprezinta solutia ecuatiei la iteratia a doua. Daca
se considera tangenta la curbd in punctul (x(k_l), f (x(k_l) )), se ia un punct

M (x,y) pe aceastd tangenta si se scrie ecuatie dreptei de pantd f '(x(k _1)), care
trece prin punctul M, atunci se obtine:

_ f(x*D
y—r ()(ck_l) ) = f1x* Dy

X—X

(k)

Pentru y =0 rezulta x = x"’, astfel cd se obtine relatia:

k-1
(k) _ (k) _ f(x*)
JAC )

care este formula de iterare Newton-Raphson de ordinul doi.

X
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y A(x(o),y(o))
y=f(x)

B(x(l),y(l))

o] _] (2) (1)

X X (0) X

X

Fig. 2.2. Tlustrarea metodei Newton-Raphson

2.2. Metoda bisectiei succesive

Fie f(x) =0, o ecuatie algebrica sau transcendenta, care in intervalul [a,b]
are o radacind unicd a, adicd f(a)- f(b) <0. Determinarea solutiei ecuatiei

considerate, constd in injumatatirea succesiva a intervalelor de incertitudine
pand cand se obtine o valoare care sd aproximeze, cu O eroare acceptata,
radacina a (v.fig. 2.5).

Yy
y=f(x)
a xP g x(l) b
(0] /*/\V i X
ds * ! b,
a : b,

Fig. 2. Ilustrarea metodei bisectiei

Etapele parcurse pentru determinarea unei solutii care sda aproximeze
radacina reald o sunt:
- se fac notatiile: a; =a, b, =b;
m_ath

- se calculeaza x o

- daca f(a)- f(x")<0, atunci: a, =a,, b, =xP, altfel: a, =x",
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T,
) _ + b,
5
Procesul iterativ de calcul se opreste daca ‘bk —ak‘ <g sau ‘ f(x® )‘ <g,

- se calculeaza x

- laetapa k£ avem: x

unde & este un numar pozitiv foarte mic.

2.3 Metoda coardei

Fie ecuatia algebrica sau transcendentda f(x) =0, care pe intervalul [a,b] are

o radacina realda x =o. Pentru determinarea solutiei, cu o anumitd eroare
impusa, se inlocuieste functia f(x) cu un polinom de interpolare de ordinul unu

de forma:
gx)=a;x+a,, (2.15)

astfel incat:
gla)=f(a), gb)=f(b). (2.16)

Dreapta g(x) intersecteaza axa absciselor in punctul xD (. fig. 2.6). Pentru

aflarea lui x" este necesara determinarea constantelor a, si a,. Folosind relatia
(2.15) si conditiile 2.16), rezulta:

. f(bz :af(a)’ . bf(a;:zf(b)_ o1
Y B(b, £ (b))
a WU +@

0 }A o b X
A(a, f(a))

Fig. 2.6. Ilustrarea metodei coardei

Dupa inlocuiri in relatia (2.15), se obtine:

f®)-f(@) b (@)-af(b) o18)
b—a b—a

, ay=a, by =b,rezulta g(x(l)) =0, si deci:

g(x)=

Pentru: x = x
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O = alf(bl)_blf(al).
S (b)) — f(ay)

In continuare, se testeaza dacd solutia o se afla in intervalul [a,x(l)] sau in
intervalul [xV,b]. Astfel, daca f(a)-f (x(l))<0, se fac notatiile: a, =a,

(2.19)

b, = x| altfel: a, = X, b, = by, si rezulta:
+@ Z a, f(by)—b, f(a,)
f(by)— f(ay)
La etapa k£ avem:

6 _ ap f (b)) by f(ay) _
S(by)— f(ay)

(2.20)

Procesul iterativ de calcul se opreste daca: ‘bk —ak‘ <g sau ‘ F(x® )‘ <g,

unde ¢ este un numar pozitiv foarte mic.
Metoda mai poartda numele de metoda partilor proportionale, deoarece
intervalul [a,b] este impartit In parti proportionale cu f(a) si f(b).

Exemplu: Se considera ecuatia:
fix)=0, f(x)=2tgex—10x+3,
pentru care s-a separat o solufie in intervalul [-1, 1]. S& se
determine solutia ecuatier utilizand metoda bisectie1, erorile
admise filnd ¢, = 107 S1€f,= 107,

Solutie: Se parcurg etapele metodei bisectier:
) Inmitializari:
P=_1.5"=1. |}‘O—SO|:2 .

Iteratia k= 1:

I f(x")=1£0)=3. f¢°)=1f(-1)=9.885,

) -1 >0 = #=x'=0,s'=s"=1.
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sl =1>z, si [fx)=3>ef.

Iteratia k = 2:

, F o+
m ¥ =—5—=05.

b2

1) f(x") = £(0.5) =-0.9074 , f(r')=f(0)=3.

0. &=x"=05.

f'l:l'z} - f[r") <0 = 1=y
T =5 =055, si [fx)|=09074 > =
Se trece la iteratia urmatoare:

Iteratia k = 3:

H:i X = =0.25 .

| (-

III) f(x*)=1£(025)=1.011. fi")=£f0)=3.

) -0 >0 = =x"=025, 5 =5"=05.

P =5 |=025>e, si [f(x)|=1.011>¢r =

Algoritmul se continua.

Iteratia Ik = 4:

D) f(x*) =1£0.375)=0.037, f(°)=£0.25)=1.011,

foxh - ) >0 = F=x"=0375, s'=5"=05.

=5 |=0125>¢, si |[f(x")]=0375>¢;.

Erorile au scazut, insa nu suticient de mult pentru ca cele doua

conditit de terminare sa fie indeplinite = alte iteratui.
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II. REZOLVAREA SISTEMELOR DE ECUATII
NELINIARE

1. INTRODUCERE

Rezolvarea sistemelor de ecuatii neliniare se face, de reguld, cu ajutorul
metodelor iterative. Sunt putine cazurile cand se procedeaza la rezolvarea
analiticd i aceasta numai daca sistemele au un numar mic de ecuatii, iar forma
acestora este deosebit de simpla.

Metodele iterative de rezolvare a sistemelor de ecuatii neliniare cer o
aproximatie inifiala a solutiei, iar aceastd aproximatie trebuie sa se afle Intr-un
domeniu restrans al solutiei cautate. Dupd cum este cunoscut, un sistem de
ecuatil neliniare are mai multe solutii, de aceea, in functie de aproximatia initiala
se obtine solutia finald. Odata solutia finala obtinuta, aceasta trebuie analizata,
pentru a vedea in ce masurd raspunde cerintelor procesului sau fenomenului
analizat.

1. METODA NEWTON-RAPHSON

Fie fi, f5,--+, f,, , n functii neliniare definite pe un domeniu X < R", care
depind de necunoscutele x;, x,, ..., x,, s1 formeaza sistemul de ecuatii neliniare:

J1(x1,%5,..,%,) =0;

fz(xl,X2,...,xn) :0,

(1.1)
fn(xl,X2,...,xn):0.
Vectorial, sistemul poate fi scris sub forma:
f(x)=0, f: X>Y, XcR", YcR". (1.2)

Presupunem ca in vecinatatea V c X existd o solutie unicad o, adicad
f(a)=0.
Rezolvarea iterativd a sistemului (1.1) presupune cunoasterea unei

aproximatii initiale a solutiei finale. Fie aceastda aproximatie de forma:

xl(o), x:go), e, x,go). Aproximatia considerata nu verifica ecuatiile sistemului

(1.1), ceea ce Tnseamna ca:
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fl(xl(O) xgo), X (0)) £0;
0 0 0
fz(xl() Xé), X ())¢O (1.3)

\fn (xl(o) x§0)’ ,x,(lo)) # 0.

Daca la fiecare variabild independentd se adauga eroarea absoluta limita, se

P,

obtine: x| = xl( ) +Ax;, xp = x§0) +Axy, .., X, = x,go) +Ax,. In acest caz,
functiile sistemului sunt verificate, adica:
fl(xl(o) + Axl,xgo) + Ax, ,...,x,(lo) +Ax,)=0;
0 0 0
<f2(x1( )+Ax1,x§)+Ax2,...,x,(1)+Axn)=0; (14)

\fn ()Cl(o) +AX1,X§O) +M2,...,X,SO) +Axn) =0.

Prin dezvoltarea in serie Taylor a functiile sistemului (1.4) si eliminarea
termenilor care contin erorile absolute limitd Ax;, Ax,, ---, Ax, in afara celor

de gradul unu, rezulta:

R O L O e

n

X1 0x; X,
GO 0 0y a Do p Do Do sy,

™ 0x; " ox, (1.5)
7,60 X0 O 4 Ay P pe, Toyiipe P2,

ox, 0x, ox,,

ceea ce ITnseamna cd s-a obtinut un sistem de » ecuatii liniare in necunoscutele
Axy, Ax,, ---, Ax, . Pentru rezolvarea sistemului (1.5) vom considera egalitatea
cu zero. Matricea coeficientilor sistemului de ecuatii liniare (1.5) este:

LA
ox; 0Ox, ox,,

W) =|ax, ax, o, |- (1.6)
S & Y,
ox; Ox,  Ox,

si poartd numele de matrice functionald sau jacobianul sistemului de ecuatii
neliniare (1.1). Elementele matricei functionale (1.6), se calculeaza cu

aproximatia initiald xl(o), xgo), TN x,(lo).

Matriceal sistemul (1.5) poate fi pus sub forma:

wW(xAx=—7(x?), (1.7)
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T
unde x(0) =‘x1(0), x§°), e, x,go) .

Daca functiile fy, f5, ---, f,, Impreuna cu derivatele partiale
i
ax]'

atunci matricea functionald W(x(0)) admite o inversd W-1(x(0)) si solutia

, (i, /) =1,n, sunt continue pe vecinitatea V < X si det W (x(0) )‘x(o)eV 0,

sistemului de ecuatii (1.7) este:
Ax = -W-1(x0 £(x(0)). (1.8)

Cu notatia: Ax=x(1) —x(0) se obtine solutia sistemului de ecuatii neliniare
(1.1) la prima iteratie, si anume:

x(M) = x(O0) - W-1(x(0)). £(x(0), (1.9)
La iteratia k&, solutia este de forma:

xB = xED oW EDY L E Dy k=12, (1.10)
Procesul de calcul este iterativ si se opreste atunci cand

‘x(k) _x<k—1)‘£8, (1.11)

unde ¢ este eroarea maxima admisa la calculul solutiei sistemului dat.

1. METODA GRADIENTULUI

Fie sistemul de n ecuatii neliniare (1.1). Se presupune ca functiile sistemului
si derivatele partiale ale acestora sunt continue in domeniul de definitie.
Se considera de asemenea o forma patratica pozitiv definita

n
2
F(x),%X000sX,) = D fi7 (). (1.1)
i=1
Solutia x, a sistemului initial, anuleaza si functia F'(x), astfel ca are loc
implicatia
f(x)=0 < F(x)=0. (1.2)
Aceasta Tnseamnd cd determinarea solutiei sistemului f(x)=0 este

echivalentd cu determinarea minimului nul x = o, pentru functia F'(x). Metoda

gradientului constd tocmai in determinarea acestui minim nul. Relatia de
determinare iterativa a solutiei este:

x0 = D Wl E Dy Dy (1.3)
unde:
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L), WD) W D) D)
T WGy W D) ), WD) w T D) )]

(1.4)

METODA KANI

Fie sistemul de ecuatii neliniare (1.1). In vecinatatea solutiei, variabilele
sistemului pot fi exprimate ca functii de un parametru t care variaza intre 0 si 1,
deci:

xp =X (1);
Xy =x,(1); (1)
X, =%, (9

Pentru o aproximatie initiala (xl(o) xéo) yeees X (0)) sistemul poate fi scris sub

forma:

( 0 0 0

fi(XIDXZD"')xn):fl(xl() ‘xg)) T i))(l_T)a
0 0 0

fz(xl,xz,...,xn)zfz(xl() xg), " i))-(l—r);

......................

0 0 0
Su@s X%, = f (7 2 x Wy (1= ).

2)

La limita, cand t =1, membrii secunzi se anuleaza.
Daca se deriveaza functiile sistemului (2) in raport cu parametrul T, se
obtine:

of, d of, d. of, d
Ji dx, + Ji dx +...+iﬂ=—f1(?ﬁ(o) x L x Oy,
ox; dtv  0Ox, dt ox, dt
of, dx;  Of, dx, of, dx, ©0) O (0
+ Fot === (x; 7, X5 e X,
ox; dt  0Ox, dt ox, dt LR ; 3)
of, d of, d of, d
S dxy | Ofu dxs S dx, - £, GO X0 xOy,
Ox; dt  Ox, dt ox,, dr
sau sub forma matriceala:
dx 0
W(x) == =—f(x'"). 4)
dr
Inmultind la stanga cu W (x), se obtine:
dx _ 0
=W @) S, )
dt

sau:
dx=-W(x) f(x)-dr. (6)
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Trecand la diferente finite, rezulta:

Ax=-W(x) f(x?)-At.

(7)

o . o -1 . . . . .
Daci se considera Ax = x* —x*™  atunci solutia sistemului se scrie sub

forma
x(k) _ x(k—l) _W—l(x(k—l)) -f(x(o))-A’C,

unde
At=1/N, k=0,N-1.

(8)

Deci, pentru determinarea solutiei sistemului de ecuatii neliniare (1.1), se
imparte intervalul [0,1] in N subintervale egale, At, si se integreaza numeric

pornind de la solutia initiald x?.

Exercitii

L. Sé se gdseascd solutia aproximativa a sistemului

(3 —20x-1 -0

=

|x* +xy-10y+10 =0
situatd In dreptunghiul D =[-1, 1]x[0. 2]. folosind metoda aproximatiilor

succesive.
_1’371 )
I PR R 20
X3
R. Considetam G : D — D unde G(x.y)= &l ‘)}:
\_gE(X-.T),] 3
x~ +xy+10
AN ].O
[ eg,|) o 2 ' 3
M =(my)< j<2 =| Sup ﬁgf - =11 ? . iar HMHGC:‘; , deci G
=Dl g |5 o) )

. .. . . . =1 e
este o contractie si sirul aproximatiilor succesive x?7? = GG¥) converge la

solutia sistemului.
Valorile obtinute dupi primele 3 iteratii sunt frecute in tabelul de mai jos.

Numdrul iteratiei 0 1 2 3
X 0.5 -0.0437 0.00583 -0.000679
y 0.5 1.0375 0.99545 0.99993
2. Sd se gdseascd solufia aproximativa a sistemului
.[xs + }-‘3 —6x+3 =0
|* =y —6y+2 =0
L . 1s] L] . -
situatd in dreptunghiul D= 2% xlg,— . folosind metoda aproximatiilor
succesive.
B < +j.--3
R. Punem sistemul sub forma 3 6 ; si  atunci
YT —1
= = +
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( 3 3 \l
gt =) |
G(x,y)= ; 6 , | esteocontractie alui D. Intr-adevar,
xT =y |
xX.y)= —+— |
\.gz( ’ ) 6 3)
T (EANS A A
M =(my)ie; 2 = sup| 22 | = \6"7 2 “2"3 2 iar
e . x| (&= N
\xeD| ) sigs2 || 3 | AL | L
WA 6 J 2 \ 2 J 2 J

HMHT =0.47222 ., deci G este o confractie si sirul aproximatiilor succesive

7 = G(x¥)  converge la solutia sistemului. Considerand x=0.5 si 1,=0.5

avem:
Numarul iteratiei | 0 1 2 3
X 0. | 0.54167 0.53266 | 0.53256
5
hi 0. | 0.33333 0.35365 | 0.35115
5
3. Sd se géseasca solufia aproximativa a ecuatiei e”+10x-5=0

situata in intervalul [0, 1], folosind metoda aproximatiilor succesive.

—x

R. Ecuatia se poate pune sub forma x= =@(x) . unde @fx) este 0

contractie si sirul aproximatiilor succesive x = @ (x) converge la solufia ecuatiei.
Valorile obfinute dupa primele 5 iterafii sunt trecute in tabelul de mai jos.

Nr.deiteratii [0 ] 1 2 3 4 5
x 0| 0. | 043297 | 0.43514 | 0.43528 | 0.43529
4
Ie 1 5
Xs—x |< “”’1 Xy — x| =0.00525
3
3
4. Sa se gaseasca solufia aproximativa din cadranul intai pentru sistemul
x]+31gx1—x§ =0
_2x12 —xpx3 =5x+1 =0
folosind metoda Newton.
R. Sirul aproximatiilor succesive 2D =) J}l (x(p))F(x(p)) ,p=z0
unde:
oh ah
5
x;+3lgx; — x5 ox;  ©:
F(x,v) :( 1ol ) X2 . Jp(xP)y= 71
|\ 2x] —x3x5 —5xy +1 oh &
\ 8Y1 8x2
Se obtin:

-0.19112 0.25482] (1) (3.59209]
] X =
5

1, (0) _(
Tl @y =
) 2.3201

\-0.31853 0.09137
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_ -0.12916 0.16685 2 3.49059
J 1(x(1)): x(—) — .
-0.25343 0.049 2.26341

_ -0.13672 0.1773 3.48745
7 @)= L0 _ .
-0.26238 0.05379 2.26163

71O :(-0.1369? 0. 1??65] ) :(3.48?44
(-0.26267 0.05395 (226163

J_l( (4) -0.13697 0.1??65] 5) ?.48?44] d
xt)= , 2O = .a.m. d.
-0.26267 0.05395 2.26163, ;

5. Sa se gaseascad solufia aproximativa (x>0, y>0) pentru sistemul

2 -y =0
\
x4 _1--‘2 —3x =0

folosind metoda Newton.

R. Sirul aproximatiilor P _(p) _ JAGPHFP) | p=0 unde:
% %
2 -~
: N XT -y (p)y | Ox1  0Oxp
F(x,y)= ] , Jp(x) =
6“61 8‘(2 )

Se obfin urmatoarele rezultate daca se porneste cu @ —( ]

1 © (06666? 0.33333] W 1.33333
J (x")= =
0.33333 0.66667 1 66667
10y (038961 0.11688Y o (122511
0.03896 0.31169 1.48918

@y (044138 01482 ) ) 121m
0.08148 0.36311 14?232

S0 _(044?92 0.15209 (4)_ 1.21341
0.08714 0.36914 1472%?

J_l(x(4)):(0'44?99 0.15213 x(ﬁ):(l.zml] |
(0.0872  0.3692 (1.47237
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Olimpiada de matematica —faza zonala - test pregatitor
Clasa a-V-a

I. a) Sa se afle elementele multimii A ={ a,b,c,d,e } stiind ci sunt ele sunt numere
naturale diferite ,nenule, a<b<c<d si indeplinesc simultan conditiile :
. 2_ 2,32
i) e =c+d
ii) produsul elementelor din multimea A este 120
b) Aritati ci numirul X=152"" +563*" "¢ +787*"" nu este pitrat perfect
¢) Ordonati crescator numerele 2010 s p31s R a'30

Solutie
a) a-b-c-d-e=120 =>120=1-2-3-4- 55i tinind cont ca 5° = 3*+4* =>
a=1,b=2,c=3,d=4,e=5 => A={12345}
b) X=152"+563""2" +787""2 = 1527+563*+787° =>u(X)= u@")+u@B¥ +u(7’)=
=u (8+1+3) =2 => un patrat perfect nu poate avea ultima cifrd 2; 3; 7; 8.

=> X nu este p.p.
2010 2010 241005 1005
c)c =3 =(3 =09

Do~ sas s~ Cha. 1 _yo 2 21_ g1
1300 = 41308 (@130 — (23251 iy 2 Bl g)

(8)1004<(8)1005 <(9)1005 — dlSO6< b3015< C2010

I1. Sa se afle numerele naturale n pentru care avem :

Solutie 4" +4™2 +4™! 14" =4" (4’ +4%+4'+1) = 85 . 4"
426 . Q13 . 3917 952 39 . 585 _56
P+ +5+6 -7 =85
854" < 20.85 =>4" <2°= 4" <4 =>n <3
ne{0,1,2,3 }
I1I. Fie numirul n = abcabc +abc
a) Aflati restul impartirii numarului abcabc la 91
b) Aratati ca numarul n este divizibil cu 167
Solutie a) abcabc= 1001 abc=7-11-13= 11-91=>r=0
b) n = abcabc +abc= 1001 abc + abc=1002abc= 167- 6 abc=>167/n
I'V.Aflati dous numere naturale stiind ci unul este mai mare decit celilalt cu 33 iar
daca impartim triplul sumei lor la dublul diferentei lor obtinem cétul 2 si restul 57 .

Solutie
Fiea>b => a—b=33 => 2(a — b)=66 = dublul diferentei
3(atb ) = triplul sumei
D=1- C+R=> 3(atb)=66- 2+ 57 =189 => at+b=63 =>a=45sib=33

Prof. Vasile Uleanu - Scoala cu clasele I-VIII nr. 5 “Armand Célinescu ” Curtea de Arges
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Izomorfism de structuri algebrice

de Florin Antohe

Exista patru probleme de izomorfism:

1. Daca multimile suport sunt finite , se fac tabelele legilor de compozitie si se
arata ca prin suprapunere coincid, adica corespondenta a doua linii sau coloane
omoloage se mentine pe intreg tabelul.

Exemplul 1 : Fie grupurile G1=({0,1,2},®) cu ® =adunarea modulo 3 si

1+i/3

G2=({1,£,E%}e) unde £=— 5 este o radacina cubica complexa a unitatii (£3=1).

Atunci G1EG2.

Solutie : Tabelele legilor de compozitie date sunt:

® 0 1 2 o 1 £ g
0| O 1 2 1 1 3 g2
1 1 2 0 gl & g? 1
2|1 2 0 1 gy &2 1 g

Structurile sunt izomorfe deoarece tabelele prin suprapunere coincid. Functia
izomorfism este f : G1—G; definitd prin f(0)=1, f(1)=¢, f(2)=¢? sau f(k)=t,
k€G1.

2. Daca multimile suport sunt infinite, dar cu structura specificata: perechi,
numere complexe, matrice, permutari, functii, numere irationale de forma
particulara, etc. atunci functia izomorfism va fi aplicatia ce asociaza elementului
general dintr-o multime, elementul general din cealaltd multime, scrise cu

aceleasi simboluri. Se arata ca functia aleasa este bijectie si morfism.
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Exemplul 2 : Fie grupurile Gi=({a+b~/2| a,beQ},+)

o o)

Sa se arate ca G1=G,

b
Solutie : Fie functia f:G1—Gg, f(a+by2 ){zab a}.

Injectivitate (f(z1)= f(z2) = z1=22)

f(a+bﬁ)=f(c+dﬁ):{a ZHC d]3{2i33a+b\/§=c+d\/§

2b 2d c
Surjectivitate (V yeB, 3 xeA asa incat y=£(x))
VvV MeG; 3 zeGq asa incat f(z)=M.

Fie M =( o« P J € Gy=3 z=a+P2 G, asa incat f(a+p+2 )=[ o« P J & f(2)=M
2 a 2B «a

= f este bijectiva

morfism f(z1+z2)= f(z1)+ f(z2), V 21,22€ G4

f(z1+22)=f(a+b2 +c+d 2 )=f(a+c+ 2 (b+d))=

a+c b+d a b c d) _ _
(2(b+d) a+c]:(2b a]+(2d cj =H(@02)f (erd2)=f 20+ fiz)

3. Daca multimile suport sunt infinite, intervale ale lui R sau R’ functia
izomorfism va fi aplicatia cea mai simpla ce realizeaza bijectia intre cele doua
intervale, invatata pana in clasa a-X-a inclusiv. Se arata ca functia aleasa este
bijectie si morfism.
Exemplul 3 : Fie grupurile G1=((0,),e) si G2=(R,+). Aratati ca G1=G..
Solutie Fie functia f : (0,.0)>R, f(x) =log,x, a>0, a»1
Injectivitate f(x)=f(y)= log,x =log, y = x=y
Surjectivitate: V yeR, 3 xe(0,) asa incat log, x =y < x=a’ = f este bijectiva
Morfism: f(xy)= f(x)*+ f(y) V X,y €(0,%0)
f(xy)=log, xy =log, x+log, y = f(x)+ f(y) V x,y €(0,0) = f izomorfism.
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Exemplul 4: Fie grupurile G1=[[—g,g}*j unde x*y=arctg(tgx+tgy) si

Gz=(R,+). Aréta’;i ca G=G.,.

T T

Solutie : Fie f= [— 2,2j — R, f(x)=tgx

Injectivitate: f(x)=

NS

2

>0 = f este strict crescatore pe (—
Ccos“ X

T
,— |= f este
;)=

injectiva (orice functie strict monotona este injectiva).
Surjectivitate f este continua, deci face proprietatea lui Darboux

limtgx =o; lim tgx =-0 = Imf=R = f surjectiva = f este

X—— X—>——
2 2
T T
X<— X>——
2
iiectiva /2 /2
bijectiva.

Morfism : S& aratam ca f(x+y)= f(x) + f(y), YX,y € (—ggj F(xxy)=tg(x*y)=

tg(arctg(tgx+tgy))= tgx+tgy= f(x)+ f(y) = f izomorfism.
4. Se da functia izomorfism, depinzand eventual de un parametru, i se cere sa
se demonstreze ca este izomorfism. Parametrul se determina din conditia

f(e)=e, apoi se arati ci f este bijectie si morfism.

Exemplul 5: Fie grupurile Gi=((0,0),¢) si G2=((-1,1),*) unde x*y= 1X+y
+ Xy

Si

functia f : (0,00)—(-1,1), definita prin f(x)= X+? , unde aeR este un parametru ce
X
se va determina. Sa se arate ca f este izomorfism de grupuri.
Solutie : Parametrul a se determina din conditia f(e)=e.In cazul nostru

g =1 sieg =0 = f(1)=0 & 1128 _0 o a= -1 = =21
! 2 2 X+1
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Injectivitate : f(x)= f(y) = X—_?I =Vl & XY-y+X-1=Xy-x+y-1 <& 2X=2y <X=y .
X+ +

Surjectivitate : Vye(-1,1),3xe(0,) asa incat f(x)=y < X_‘1 —yeo
X+

<:>x—1=xy+y<:>x=1+—y.

Cum ye(-1,1)[ y<1=y-120=3x

= f este bijectiva .

1 0
Ty x>0

-1<y<1 = {
1-y>0
f morfism : < f(xy)= f(x)* f(y) V X,ye(0,)

x—-1 y-1

7+7
Cxy=1 e o JOOAY) | xel yed
TN Sy ST IO sy~ x =1y =1~

x+1 y+1

_Xy-y+x-1+xy-x+y-1_2(xy-1) xy-1
Xy+X+y+1+xy—x—-y+1 2(xy+1) xy+1

— f este izomorfism.

Bibliografie :
[1]. C. Nastasescu, C. Nita , Bazele algebrei —E.D.P. 1986.
[2]. Gh. Andrei, C. Caragea, V. Ene- Culegere de probleme.
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STUDIUL NUMERELOR REALE

1.FORME DE SCRIERE A UNUI
NUMAR RATIONAL
2 FRACTII ZECIMALE
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. - . . m
Orice numar rational nenegativ — ,poate fi reprezentat sub
n

forma unei fractii zecimale infinite:

m
—=dpedid.d;

-
Numirul g, se numeste partea intreagd a lui %,iar

0,8,a,a,8,partea fractionara a sa.Numerele g .3 .g,......sunt

cuprinse intre 0 si 9,adica 0< g, <9,pentru i=1,2,3,.....

Pentru numarul % =0,151......,0 este partea

intreaga,iar 0,151.....este partea fractionara a sa.

a,=0

Numerele rationale negative au si ele o astfel de reprezentare.Partea

intreagd a unui numdr negativ se trece cu semnul minus deasupra.
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- Numarul _g _3 % se poate scrie sub
forma  3,5000...

Analog -0321=-1+0,679000... = 1,679000...

Sa se formeze echipe de 2 sau 3 elevi si sa se rezolve in

grupe exercitiul:

Sa se scrie sub forma de fractie zecimala infinita,numerele:

., 121
-

Sa se precizeze partea intreaga si partea fractionara a

fiecarui numar.

10
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DESCOPFRA

DEFINITIE.O fractie zecimali infinit:

ao,al a2 a3 .......
se numeste periodicd,daca exista numerele naturale K si p
astfel incat 5 -5 ,pentru orice n<k.

O fractie zecimala periodica se noteaza,pe scurt,prin

8,888 Bt (BB
Multimea cifrelor scrise in aceasta ordine in paranteza se

numeste perioada fractiei zecimale.

11
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Daca k=1,adica perioada incepe imediat dupa
virgula,avem de-a face cu ¢ frractie zecimala periodica
simpld;in caz contrar avem de-a face cu o fractie zecimalda

periodica mixta.

w Pentru 0,333... avem k=1,p=1 si
a..=a,=3.pentru orice n>1.
Scriem 0,333...=0,(3),aceasta fiind o fractie zecimala
periodica simpla.

Fractiile zecimale finite,dupa cum am observat pot fi

considerate ca fractii zecimale infinite(prin adaugare de
zerouri)sunt periodice.

w Avem 0.25000...=0.25(0):
0,625,000...=0,625(0).

Acestea sunt fractii periodice mixte.

TEMR

Sa se rezolve in grupele formate exercitiul: I '

Sa se scrie sub forma de fractie zecimala infinita
periodica,numerele:

12
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*= -2/3 |= -29/11 | -12/17 |= 25/13 |=% 43/15

+ + + + +

Sa se precizeze partea intreaga si partea fractionara

a fiecarui numar.

IMP DE LUCRU 10 MINUTE.

Orice numar rational se reprezinta sub
forma de fractie zecimala infinita periodica,care nu are
perioada (9).

Orice fractie zecimala periodica,care are
perioada diferita de (9), reprezinta un anumit numar
rational,din care se obtine prin algoritmul de impartire.
1.Daca k=1,adica fractia este periodica simpla,avem:

alaz"'a .
Ar@a-a) =t g9 o °3
—

pori

2.Daca k>1,adica fractia este periodica mixta,avem:

13
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A&, Aak-18kk+1---8k + p-1—A1a2---A

Qo A Ay Qs (@ Qs+ ak+p—1) =dot

99...900...0
pori  (k-D)ori
0,(43)=43/99;
1,2(75) =1+ 275-2 =1+£:1+2=ﬂ;
990 990 330 330

sau

1,2(75)=(1275-12) /990=1263/990=421/330;

3 1 151
—5003)=—(5+—)=—(5+—) =——3
(3)=—( 90) ( 30) 30°

sau

-5,0(3)=-(503-50)/90=-453/90=-151/30.

% OBSERVATIE:0,(9)=1=1,000...=1,(0) é

* Sa se rezolve individual exercitiul: I
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Sa se scrie sub forma de fractie ordinara,numerele:

0,(3);
2,45(3);
0,027(45);
-1,12(23);
-31,(35).

T e

IMP DE LUCRU 15 MINU

NUMERE REALE CA FRACTIi ZECIMALE INFINITE

* Nu exista nici un numar rational al carui patrat sa
fie 2.

Presupunem prin absurd ci existid un numar rational ™
n

astfel incat (mj -2.Putem presupune ca fractia % este
n

ireductibila,adica m si n sunt numere intregi prime intre

15




Matelnfo.ro
MATEmatici g INFOsmatis din
Srulfimdntil RDmintre

2

. m < -

ele.Din (j =2 rezulta yy’=2pn’.Cum 2p’este par,atunci si
n

m’este numar par si deci m este par.Fie m=2k,k un numar
intreg.inlocuind pe m=2K in relatia precedenti ,rezulti
4k’=2n’,de unde 2k’ =n’,adica n este par.Deci m si n sunt
numere intregi pare ,ceea ce contrazice ireductibilitatea

2
o o L3 - - m
fractiei %.Prm urmare presupunerea noastra ca (j = 2.
n

este falsa si deci ecuatia cu coeficienti intregi x’-2-0 nu
are,ca solutii,numere rationale.

Sa se rezolve individual exercitiul:

* Nu existd nici un numir rational al cirui
patrat sa fie 3.

TiMP DE LUCRU 5 MINUTE

Fie un triunghi dreptunghic isoscel
ABC(fig.1)Fie AB=1.

c
I

T [
(o1}

Figura 1
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Sa se demonstreze ca nu exista un numar

rational " care sa reprezinte lungimea lui BC,adica a n-a
n
parte din AB sa se cuprinda de m ori in BC.

Daca BC=a,rezulta ca a este o radacina a ecuatiei
x -2=0.Notam a=+2,care reprezinti lungimea ipotenuzei.

Am vazut ca a nu este un numar rational,deci el va fi
un numar de natura noua.Un astfel de numar,care nu este
rational il numim irafional.In acelasi mod numerele
V3;4/58.a. care sunt radacini ale ecuatiilor y’-3=05yx’-5=0 s.a.
sunt numere irationale.(exista si numere irationale care nu
sunt radacini ale unor ecuatii,de exemplu numarul « care
este egal cu raportul dintre lungimea unui cerc si
diametrul sau.).

Multimea numerelor rationale impreuna cu multimea
numerelor irationale formeaza multimea R a numerelor
reale.Deoarece 2 este numar irational rezulta ca fractia
zecimala care-l reprezinta este o fractie zecimala infinita
neperiodica.

Astfel orice numar real a se reprezinta printr-o fractie
zecimala infinita 5,.5,3.,3,

Ordonarea numerelor reale

Fie a=3,.3,a,a,-$1 b=h,.b,b,b,--doud numere reale,unde
fractiile 5,.3,a,a,$1 b,.b,b,b,-nu au perioada (9).

Spunem cd doud numere sunt egale daca oricare ar fi i=0,1,2...
avem g =D, -
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DEFINITIE Spunem ci numirul real a—g .3 3,3,.....este
mai mic decat numarul real b=p ,p p,b,.-$i scriem a<b
daca exista un numar natural k>o,astfel incat g _=p, si
a.=b, pentru orice i<k.

In acest caz se mai spune ca b este mai mare decat a si se
scrie b>a.

1.3,9014...<4,1735...,pentru ca
3<4;

2.3,45170...<3,45181...,pentru ca

7<8;
3. 20432 <1,720..,pentru ca -20<1;
4. 4232..>4193..,deoarece 2>1.;
5. 3,173...>3,165...,pentru ca 7>6.
Daca a<0 se spune ca numarul real a este negativ,iar
daca a>0 atunci a se numeste pozitiv.

LEGEA DE TRICOTOMIE
Daca a si b sunt doua numere reale,atunci este
adevarata una si numai una din relatiile:

a>b, a=b, a<b.

DEFINITIE
Se spune ca numarul real a este mai mic sau egal cu
numarul real b si scriem a<b daca a<b sau a=b.

Relatia "<'este o relatie de ordine pe multimea
numerelor reale:
1. a<a(reflexiva);
2.daca a<b §i b<a atunci a=b (antisimetria);
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3.daca a<b §i b<c atunci a<c(tranzitivitatea).

APROXIMARIi ZECIMALE ALE NUMERELOR REALE

Fie a un numar real oarecare reprezentat sub forma de fractie
zecimala infinita.Aproximarile (valorile aproximative) zecimale prin
lipsa ale numarului a se definesc ca fiind numerele care se obtin
prin inlaturarea succesiva a tuturor cifrelor sale care stau dupa
virgula,incepand cu prima cifra,apoi cu cea de-a doua,dupa aceea
cu cea de-a treia s.a.m.d.

w Pentru numarul
a=2,173256...,aproximarile

zecimale prin lipsa vor 1i:2;2,1;2,17;2,173;2,1732;2,17325;..

Daca la ultimul numar de dupa virgula al
fiecarei aproximari zecimale prin lipsa a numarului a se
adauga 1,atunci se obtin aproximarile(valorile
aproximative)zecimale prin adaos ale numarului a.

Pentru numarul a=2,173256...
aproximarile zecimale prin adaos
vor
fi:3;2,2;2,18;2,174;2,1733;2,17326....
Avand in vedere relatia de ordine pe multimea numerelor
reale,primele cinci aproximari zecimale ale lui a se pot
ilustra in urmatorul tabel:
2<a<3
2,1<a<22
2,17<a<2,18
2,173 <a<2,174
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2,1732 <a<2,1733.
Cum numarul a este cuprins intre:
1) 2 si 3 si 3-2=1;
2)2,1si2,2 i 2,2-2,1=0,1;
3)2,17 si 2,18 si 2,18-2,17=0,01 s.a.m.d.
aceste aproximari zecimale sunt,respectiv,cu o eroare
mai mica decat 1,01-10"001=10";s.a.m.d.

In general,pentru numarul a=g .5 3.5,
aproximarile zecimale cu o eroare mai mica decat 1(

n

sunt:
I. prin llde .‘a'nz A, Q,a,
Il. prin adaos : g =3,.5,a,-a.+10 "~
Avem:
a, <a<g, (cu o eroare mai mica decat 1)
a <a<g (cu o eroare mai mica decat 0,1)
a,<a<g,(cu o eroare mai mica decat

Observatie.Este foarte important de semnalat pentru cele
ce urmeaza ca aproximarile zecimale prin lipsa §i prin
adaos ale unui numar real a,sunt intotdeauna numere
rationale.

ADUNAREA SI INMULTIREA NUMERELOR
REALE

Adunarea §i inmultirea numerelor reale se definesc
folosind reprezentarea lor zecimala.

Fiind date douda numere reale a §i b sa consideram
aproximarile zecimale prin lipsa si adaos cu o eroare mai
mica decdt ()" . Atunci pentru orice n avem:
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a.<a<g.,
bngb<b;

DEFINITIE
Se numeste suma numerelor reale a si b un numar real
c,care pentru orice numar natural n,satisface
inegalitatile:
a.*b.<c<a,+h,
Se poate demonstra ca acest numar exista si este unic.
Sa calculam primele patru cifre dupa
virgula pentru suma numerelor

a=+2 3h=45.
1<+/2 <2, 2<5<3,
1,4<2 <15, 2,2<45<23,
1,41 <2 < 1,42, 2,23<+/5 <224,
1,414 <2 < 1,415, 2,236 <+/5 < 2,237,
1,4142 < /2 < 1,4143, 2,2360 < /5 < 2,23601
1,41421 < /2 < 1,41422 2,23606 < /5 < 2,23607

Atunci V2 ++/5 =3,6502...

DEFINITIE

Se numeste produsul numerelor reale nenegative a si b,un
numar real d,care pentru orice numar natural n,satisface
inegalitatile:

a.b,<d<a,b,
Se poate demonstra ca un astfel de numar d exista si este
unic.Daca unul sau ambele numere sunt negative,atunci
se inmultesc valorile lor absolute si apoi se tine seama de
cunoscuta regula a semnelor si anume:
1) produsul este pozitiv daca ambii factori au acelasi

semn §i atunci:
ab=|a| |b

.
9
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2) produsul este negativ daca semnele factorilor sunt
diferite si atunci:

Sa se gaseasca trei cifre dupa virgula
pentru produsul numerelor a:% si b=12.

Avem a=0,3333333...si b=1,41421...Atunci

ab=-|a| b

0<a<l1 1<b<2
03<a<04 L4<b<15
0,33<a<0,34 1L41<b< 1,42
0,333<a<0,334 1,414<b<1415
0,3333<a<0,3334 1,4142<b < 1,4143
Deci

0<ab<2

0,42<ab<0,6

0,4653 <ab < 0,4828

0,47062 < ab < 0,47261

0,47135286 < ab < 0,47152762

Astfel am obtinut:
ab=0,471...

Proprietatile adunarii si inmultirii numerelor
reale.Proprietatile inegalitatilor

Adunarea pe multimea R a numerelor reale are
proprietatile:
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1. este comutativa:
atb=Db+a,vabeR
2. este asociativa:
(a+b)+c=a+(b+c) , va,b,ceR

3. numarul 0 este element neutru pentru
adunare,adica:
at+0=0+a=a, vacR

4. orice numar real a are un opus,care este —a,adica:
a+(-a)=(-a)+a=0, vacR
Observatie.In loc de a+(-b) vom scrie a-b.

1. este comutativa:
ab=ba, va,beR
2.este asociativa:
(ab)c=a(bc) , va,b,ceR

3.numarul 1 este element neutru pentru
Inmultire,adica:
al=1a=a, vacR
4.orice numar real a diferit de zero are un invers,care
este 5 ',adica:

aa_lza_lazl ’
S.este distributiva fata de adunare,adica:
a(b+c)=ab+ac
(a+b)c=ac+bc
Proprietati ale inegalitatilor

1. daca a<b atunci a+c<b+c,oricare ¢ numar real;
2. daca a<b si c>0,atunci ac<bc;
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3. daca a<b si c<0,atunci ac>bc;
4. daca a<b si c<d,atunci a+c<b-+d si a-d<b-c;
5. daca a,b,c,d>0 astfel incat a<c si c<d,atunci

ac<bd.In aceleasi conditii avem si g< b,
c

Acelea si proprietati sunt valabile si pentru relatia <.

INTERPRETAREA GEOMETRICA A
NUMERELOR REALE

X' oy X

figura 2
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Exista astfel o functie bijectiva care asociaza oricarui
numar real un unic punct pe dreapta.

Exercitiu.Sa se construiasca pe dreapta d,cu ajutorul
riglei si compasului,numarul 2.
Solutie:
Se construieste patratul de latura OU=1.Conform teoremei
lui Pitagora,0A’ =0QU’+ AU =1+1=2.Deci oa=2.Cu
ajutorul compasului se construieste om -=oa=.2.

O U M@) x

Figura 3
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