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A NOTE ON THE DROZ - FARNY LINE
Corneliu Manescu-Avram

In 1899, Arnold Droz-Farny (1865-1912), a Swiss science and mathematics teacher, published
without proof the following

Theorem 1. If two perpendicular straight lines are drawn through the orthocent er of atriangle,
they intercept a segment on each of the three sidelines. The midpoints of the three segments are
collinear.

Many authors have dealt with this assertion (see below) and [4] contains, once more!, without
proof the following generalization, whose proof is the object of this note:

Theorem 2. Given triangle ABC with orthocenter H. A rectangular hyperbola with center H
intersects line BC in A; and Ay, line CAin B; and B, and line AB in C; and C,. Prove that the
points P, Q and R, the midpoints of AjA;, B1B, and C,C,, respectively, are collinear.

Proof : Suppose that the asymptotes of the hyperbolaremain fixed and the triangle rotate
around the orthocenter. Choose a complex system of coordinates with the origin O inthe
circumcircle of the triangle ABC, the asymptotes of the rectangular hyperbola paralel to therea
and imaginary axes and the vertices of the triangle on the unit circle. It followsthat A(a) , B(b),

C(c) and H(h), witha, b, c,h € C, |a] = |b| = |c] =1and h=a + b + c. After the change of

coordinates z— — z+ h (atrandlation followed by a point reflection), the asymptotes become
axes of coordinates and the coordinates of the pointsare A(b + c), B(c + a), C(A + b) and H(0). It
IS not necessary to rotate the triangle around the orthocenter, because the vertices have been
arbitrarily chosen.

In Cartesian coordinates, the equation of arectangular hyperbola having the axes of
coordinates as asymptotesis xy = m, with mareal nonzero constant, so that the hyperbolahasin
complex coordinates the equation

z*> —Z%=n,withne C —R. 1)

Line BC has the equation

_ bc
Z+bcz = a+b+c+ - 2

From (1) and (2) we obtain, by the elimination of Z, the quadratic equation

(b2c2—1)22+"(a+b+c+ﬁ) a+b+c+E)2—b2 n=
z —~)z—( . c*n =0, (3
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whose solutions are a; and a,, the coordinates of the points A; and A, respectively. It follows
that the coordinate p of the point P is

a1+a2 a+b+C+%
= = 4
P 2 1—-b2c2 )

and we can obtain, by the same way, q and r, the coordinates of the points Q and R respectively.

The points P, Q, R are collinear if and only if the follow ing determinant vanishes

p p1
A=]q q 1] =0 5)
rr 1

Taking account of the particular form of the coordinates p, g, r, we can write the determinant A

as a sum of four determinants

A=|a+b+c|?A + abc(a+ b+ )by + a?bic?(ab+ be+ ca)hs + a’b?c?n,,  (6)

where
1 —b%c? 1 1 -1
|1-p2c2  1-p2c2 | 1-b%c?2  1-b2¢2 1|
1 —c2a? 1 -1
Bi= |1—c2a2 1—-c?a? 1| B2= T2 1242 1|’
1 —a?p2 1 -1 1
1-a2p2 1-a2p2 1 1-a?b? 1-a?b?
1 -1 1 1 -1 1
a?(1-b?%c?) a?(1-b3c?) | a?(1-b?c?) 1-b?%c? |
1 -1 L 1 -1
B3= |b2(1-c2a2) D2(1-c2a?) |’A4: b%2(1-c?a?) 1-c2a? |
1 -1 1 1 -1 1
c2(1-a2b?) c%(1-a%b?) c?(1-a%b?) 1-a?p?

The sum of the first two columns equals the third in 21 and equals zero in A2 and As, so that
0= A2= A3= 0. Direct calculations (is easy!) show that A4= 0.

We substitute these values in (6) and we obtain (5), which ends the proof of the Theorem 2.

For n = 0 the hyperbola degenerates in two perpendicular straight lines (the asymptotes) and
we get a proof of the Theorem 1, since the points P, Q, R arethe same.
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ASUPRA UNEI PROBLEME A LUI DIEUDONNE
Corneliu Manescu-Avram
Tn lucrarea [1] Jean Dieudonné a propus urmatoarea problema :
Fie up arbitrar in (0, 77) Si Un+1=Sinuy, pentrun=0, 1, 2, ... . S&se calculeze liMy—o v Uy,

Solutia acestei probleme este prezentata in lucrarea [2] (pag. 487). Aceeasi metoda ne permite sa
obtinem urméatoarea generalizare :

Fiea> 0si functia f: [0. a) — [0, &) cu urmatoarele proprietati :
a) f este indefinit derivabila.
b)f(0)=f (0)=0, f(0)=1, f (0)<0.
c) f(X) <x, oricarear fi x € (0, a).
S4 se calculeze liMp—oo vty unde Un+1 = f () 5i U € (O, a) este arbitrar.

Se considera cunoscuta urmatoarea proprietate a sirurilor numerice : convergenta iin sensul lui
Cauchy implica si convergenta in sensul lui Cesaro catre aceeasi limita, adica

o - - 1
dacé limy—co @y = 1, 8UNCI liMpoco ~ Sie=1 Qi = 1.

Sirul (U)o este marginit, 0 < U, < a, oricare ar fi n e N. Sirul este descrescator, deoarece

Un+1 = f (Up) < up, oricare ar fi n € N. Conform teoremei lui Weierstrass, sirul este convergent
catre o limita |, astfel Tncat | =f (). Conditiile din ipoteza implica | = 0. Aceasta este o conditie
necesara pentru ca limn—c vy sa fie finita.

1 1
Se aplica proprietatea de convergenta pentru sirul a,= .2 — _, sirezulta
Un+1  Un
. 11y . 1 _n—1 1_i)_- 1
liMn-eo (ule u%)—“mn—woﬁz‘k:O (ui+1 uz —|Imn—>oonu%. (1)
Avem
imneee (=) = timaece (7255 = ) = timao (5 = )
limn-oo 2. = limn-oo Py | i = limx-o 2w xz) (2

Pentru calculul ultimei limite folosim regulalui | Hospital :
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. Xz . x N (o 12 [ 1\
lim, fz(x)_(hmxﬁom) _(hmxﬁom) _(f,(o)) =1, 3
im0 L8 = lim, o (1+ F/(0) =1+ £/(0 =2, (4)
im0 =72 = im0 252 = limyeng L2 = fim, g L0 = 2O )

Din egalitatile (1) — (5) se deduce

. — 1 -6 -3
Ilmn—>oo \/nun - 411 N O \/}T(O) -
Note : 1) Limita (2) pentru functia sinus este calculata in lucratea [2] folosind dezvoltarea n serie
Taylor intr-o vecinatate a originii.

2) Dacé f (0) = f”(0) =0, o limitd asemanatoare cu (5) este

f10)

3x

flfl(x) _ f”'(O)
3 3

’ _ ! " _ £l
iMoo M = i (x)+xf3x(ZX) 10 _ it

= Iimx—>0
Pentru f (X) = sin x, aceasta limita se afla in [2], pag. 398.

3) Dacaf (0)=0,f (0)=0sif(x)<xf (0)+f (0), atunci functia f poate fi inlocuité prin functia
f(x) =f(0)
f1(0)

g, definita prin g (xX) =
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Aplicatii practice ale sistemelor liniare

Problema 1. n figurade mai jos este indicat traficul dintr-o anumita zon& a unui oras.

Clasaa Xl -a

b-dul C b-dul D
300 500
4 X A
b-dul A 800
1200
X4 X2 A
A\ 4
1300 1400
b-dul B
X3 A
700 400

Sagetile indica directia de deplasare a masinilor. Numerele ind icate pe figura
reprezintd numarul de masini care intrd sau ies din intersectie. La fiecare din cele patru
intersectii se afla semafoare care dirijeaza circulatia. Pentru a evita blocgele , toate

masinile care intra intr-o intersectie trebuie sa o paréseasca.
a) Sasedetermine X, X,, X, X,

b) Pentru x,=300, determinati X, X,,X;.

Solutie:

a) Deoarece toate masinile care intra intr-o intersectie trebuie sa o si paraseasca,

pentru fiecare intersectie obtinem urmatoarele ecuatii:
b-dul A (N b-dul C: 300+1200=x,+ X,
b-dul A Nb-dul D: x + x,=500+800
b-dul B M b-dul C: x,+x,=1300+700
b-dul B (1b-dul D : 1400+400= X, + X,

www.mateinfo.ro
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X, + X, =1500
, . X+ X =1300 _
Sistemul pe care il avem de rezolvat este: , un sistem de
X; + X, = 2000
X, + X =1800

patru ecuatii liniare si patru necunoscute.
Matricea sistemului si matricea extinsa a sistemului sunt

1001 1 0 0 1 1500
1100 - {110 0 1300
0011 0 0 1 1 2000
0110 0 1 1 O 1800
10013 100 O
1100 110 -
Cum A = = =0, rang(A )=3.
0011 0011
0110 0110
10
Fie determinantul principal A, =1 1 0=1, deoarece determinantul caracteristic
0 01
1 0 0 1500 |2 O O 1500
11 0 1300 [0 1 0 -200 N .
A, = = =0 , Tnseamna ca sistemul este compatibil
0O 01 2000 |0 0 1 2000

O 1 1 1800 |0 1 1 1800

simplu nedeterminat cu necunoscuta secundara X, .(Teoremalui Rouche)
Luand sistemul format din ecuatiile principale avem:

X, =1500 —a

X, + X, =1300, unde x,=o,0 € R,

Xs = 2000—a
Solutia sistemului este: S={(1500-a ,a -200,2000-a ), o0 € R}.

b) x,=300, obtinem solutia

S={ (1200, 100,1700,300)} .

Problema 2. Un teatru cu o capacitate de 300 de locuri a vandut la un spectacol toate
biletele. Un bilet pentru copii costa 2 €, pentru studenti 3 €, iar pentru adulti 4 €. Se stie
ca numarul adultilor a fost jumatate din numarul copiilor si studentilor, iar la acea
reprezentatie s-au incasat 900 € . Determinati numarul de spectatori din fiecare categorie.

Solutie

Notdam cu x- numarul de copii, cu y- numarul de studenti si cu z- numarul de
adulti.
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Cu aceste notatii, capacitatea de 300 de locuri a salii de teatru, matematic se scrie :
x+y+z= 300 , suma incasatd de 900 €, 2x+3y+4z= 900, iar relatia dintre diferitele
categorii de spectatori: x+y=2z.
Asadar sistemul ce trebuie rezolvat este urmatoru I
X+ Yy+2z=300
2X+ 3y +4z =900, cu solutia unicd x=y=z=100.
X+y—-2z=0

Problema 3. O fabricad de mobild produce doua tipuri de mese A si B. Fiecare masa trece
prin doua etape: asamblare si finisare. Capacitatea maxima a fabricii pentru asamblare
este de 195 ore si pentru finisare de 165 ore. Pentru fiecare masa A sunt necesare 4 ore la
asamblare si 3 ore la finisare, iar pentru masa B o ora la asamblare si 2 ore la finisare.
Determinati numarul de mese de fiecare tip care pot fi produse utilizdnd la maxim
capacitateafabricii.

Solutie
Not&nd cu x numarul de mese tip A si cu y numarul de mese de tip B , cele 195 de

ore destinate asamblarii sunt descrise de ecuatia: 4x+y= 195,
iar cele 165 de ore utilizate la finisaj de ecuatia: 3x+2y=165. Deci sistemul ce trebuie
rezolvat este:

{ 4x+y =195

cu solutia x= 45 si y=15
3X+2y =165 t Y

Problema 4. Benzenul lichid arde in atmosfera. Daca un obiect rece este pus peste
benzen, atunci apa va condensa pe obiect si se va depozita pe el negru de fum (car bon).
Ecuatia chimica pentru reactie este de forma: xCiH¢+Xx,0, = X,C+x,H,0.

Determinati x;, X,, X, X, pentru a obtine balanta ecuatiei.

Solutie: Pentru a obtine echilibrul (balanta) ecuatiei trebuie sa alegem X, X,,Xs;, X,

astfel incat numarul de atomi de carbon, hidrogen si oxigen din cei doi membri sa fie
acelasi.

Deoarece benzenul contine sase atomi de carbon, iar negru de fum un atom, atunci
pentru egalizarea numarului de atomi de carbon trebuie sa avem 6 x,=Xx,. Andog,
pentru atomii de hidrogen si oxigen obti nem ecuatiile:6 x,=2x,, 2X,=X, .

6X, = X,

Cele trei ecuatii conduc la sistemul : {6x, = 2X, .

2X, =X,

. . a a
Solutia sistemului este Xl:E’XZ = E,xg =20,X, =a,0 > 0.

Pentru oo = 3 se obtine solutia particulara x =1, xzzg, X;=6, X,=3.
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Problema 5. Determinati intensitatile curentilor electrici d in reteaua de mai jos, dacé se
cunosc E=16V, R =R, = R, =2Q.

A

)
-

A

Solutie:

Observam ca reteaua are doua noduri (un nod este punctul de intélnire a cel putin
trei laturi, iar o latura este portiunea de circuit dintre doua noduri ), notate cu A si B, cu
trei laturi si doud ochiuri. Pentru curentii din cele trei laturi si pentru parcurgerea
ochiurilor se aleg sensurile indicate in figura.

Aplicand prima teorema a lui Kirchoff: “Suma algebrica a intensit atilor curentilor
din laturile legate ntr-un nod al unei retele este nuld”, adicd Zlk =0,unde |, este

intensitatea curentului din latura k, considerata cu semnul “+” daca sensul curentului este
orientat dinspre nod si cu semnul “-” daca sensul curentului este orientat spre nod,
obtinem in nodul A ecuatia: -1,+1,-1,=0, iar innodul B: 1,-1,+1,=0.

Aplicand a doua teorema a lui Kirchoff: “Suma algebricd a tensiunilor
electromotoare (imprimate) dintr-un ochi al unei retele este egala cu suma caderilor de

tensiune din laturile ochiului ”, adicda ) E, = > R, ,(caderea de tensiune Tntr-o laturd
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se considera pozitiva daca sensul de parcurgere al unei laturi coincide cu cel ales pentru

curentul respectiv , reguld valabild si pentru tensiunea electromotoare ), obtinem fn

nodurile A, respectiv B, ecuatiile: 21, + 21, =16 , respectiv 21, + 21, =0.
l,—1,+1,=0

Caatare sistemul propus sprerezolvare este: § 21, + 21, =16 .Solutia sistemului este:
2l,+2l,=0

I1=EA, I2=§A, I3:§A, deoarece se considera valorile absolute (sensul lui I,fiind
3 3 3

invers celui reprezentat in schema se obtine pentru |, o valoare negativa ).

Bibliografie: Mircea Ganga- Matematica, manual pentru clasaaXl-a

Prof. Bulgar Delia —Liceul Teoretic ,, Trian Vuia” Faget, jud. Timis
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DEMONSTRATII ALE
TEOREMEI LUI PITAGORA
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COM. SAPOCA, JUD. BUZAU
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“"Matematica este calea de intelegere a UNIVERSULUI.
Numarul este masura tuturor lucrurilor.”
(Pitagora)

In realizarea obiectivelor predarii geometriei un loc important 7l ocupa
studiul Teoremei lui Pitagora, ale carei aplicatii se folosesc incepand cu clasa a
Vll-a in toate celelate nivele de instruire. Pitagora a fost unul dintre primii
deschizatori de drumuri Tn matematica elina. El a realizat legatura dintre
marimi si numere, aratand cum relatiile intre marimile unei figuri geometrice
se exprima prin relatii intre numere. Legatura dintre aritmetica si geometrie
initiata de Pitagora si cultivata in continuare de céteva generatii in scoala ce-i
poarta numele, a fost incheiata cu succes de Euclid si consemnata pentru
totdeauna in celebrele sale "Elemente”". Nu vom putea patrunde adevarurile
matematice contemporane in cele mai mici detalii daca nu vom cunoaste in
mod temeinic rezultatele matematicii antice. Acestea sunt doar cateva dintre
motivele pentru care am ales sa studiez aceasta figura a matematicii antice si in
principal Teorema ce-i poarta numele si pe care oricare om, indiferent de
nivelul deinstruire a auzit-o, a enuntat-o, afolosit-o.



In aceasta prezentare am evidentiat cateva rezultate, care prin traditie
apartin lui Pitagora si ma ales Scolii pitagoreice, pe al carei frontispiciu era
scrisa deviza "Numerele guverneaza lumea'. Dar acest edificiu pitagoreic
bazat pe numere a inceput dupa scurt timp sa se clatine si apoi sa se
prabuseasca, atunci cand s-a constatat ca exista marimi geometrice ce nu pot fi
exprimate cu gjutorul numerelor (naturale sau rationale). Este interesant ca
aceste marimi au fost gasite chiar cu gjutorul teoreme ce i se atribuie lui
Pitagora.

De asemenea am prezentat cele mai reprezentative demonstratii ale
Teoreme lui Pitagora atribuite lui Pitagora, Euclid, Bhaskara, Pisano,
Leonardo da Vinci si nu an ultimul rand, cateva aplicatii ale Teoremei lui
Pitagora.



Incepand cu Pitagora (582-500 1.e.n.) si vestita lui scoald in care discipolii séi
au fost primii care au folosit cuvantul MATEMATICA cu inteles de aritmetica si
geometrie, continuand cu Euclid (330-2751.e.n.), Zenodor (sec. Il T.e.n.), Heron din
Alexandria (sec. I-Il T.e.n.), Ptolemeu (sec. 1), Papus din Alexandria (sec. IIl) si
multi alti matematicieni celebri, agungem in prezent constatand ca interesul
oamenilor pentru Matematica a ramas acelasi, Tn permanenta descoperindu-se céte
ceva nou. Pitagora din Samos se presupune ca a fost unul dintre primii
matematicieni puri, reprezentand o figura extrem de importanta in dezvoltarea
Matematicii. Putine sunt documentele si informatiile sigure asupra vietii sale, totul
pierzandu-se in legenda, neexistand printre lucrarile matematicienilor greci, lucrari
scrise care sa contina rezultate ale studiilor acestuia in domeniul matematicii, iar
pentru a recunoaste maiestria gandirii lui este necesar sa ne indreptam asupra
scrierilor discipolilor lui. Egiptenii antici cunosteau tehnici de preparare a
caramizilor si de construire a edificiilor cu gutorul acestora, de unde Pitagora a
castigat cunostinte despre forma, dimensiunea, volumul corpurilor, despre tehnicile
de masurare si sistemul zecimal de calcul. Tot egiptenii cunosteau ca triunghiul
avand laturile cu lungimi de 3, 4, 5 unitati este dreptunghic si cateva notiuni
elementare de trigonometrie.



Numerele erau pentru Pitagora ceva mistic, misterios, fascinant si
tocmal din cauza acestel corespondente ele posedau o realitate proprie de o
perfectiune si 0 armonie universale. Pitagora s-a dedicat studiului geometrig,
dandu-i o forma de educatie liberala, cautand principii si investigand teoreme
din punct de vedere conceptua si teoretic, fiind primul care a stabilit
incomensurabilitatea numerelor, observand ca pentru diagonala unui patrat
lungimea nu poate fi exprimata printr-un numar Tintreg. Pitagoreicii
reprezentau numerele sub forma unor puncte asezate in diverse moduri,
obtindnd astfel unele figuri geometrice. Astfel apare notiunea de numere
figurative, realizandu-se pentru prima oara o legatura ntre aritmetica i
geometrie. Fiecare punct simbolizeaza o unitate, un atom material, este
Tnconjurat de un camp gol si nu admite nici o fractiune. Figurile geometrice se
nasc, se compun si se descompun numai cu g utorul numerelor intregi.

Dupa modul cum sunt asezate, numerele pot fi: liniare, plane sau solide,
obtinand astfel geometria pe o dreapta, geometria plana sau geometria in
spatiu. Cele mai ssmple numere liniare, plane sau solide sunt numerele 2, 3 si
4. Numarul 2 determina pozitia unei drepte, numarul 3 determina cea mai
simpla figura plana, triunghiul, iar 4 determina cel mai simplu corp din
spatiu: tetraedrul.

CELE MAI INTERESANTE LE VOI PREZENTA IN CELE CE URMEAZA:



V.1.Demonstratia atribuita lui Pitagora
Se presupune ca una din demostratiile acestei teoreme este atribuita lui
Pitagora si se bazeaza pe teoria proportiilor.

AADC ~ AABC ; m¢X ADC) = mgX BAC)= 90°, m{’ ACD)=m{X ACB);

e M AR B CD(1)
BC AC A

Qg

-
Cc D

AABD ~ AABC ; m( 2ADB) = m( XBAC)= 90°, m(.f ABC)=m(X ABD);

AB DB

< AB? =BC-DB.(2)
BC AB

Din (1) si (2) prin adunare se obtine:

B?+ AC’=BC- DB + BC - CD = BC(DB+CD) =BC - BC = BC®

BC? = AB* + AC? (c.c.t.d)




V.2. O demonstratie bazata tot pe teoria proportiilor este data in
lucrarea "Ingeniozitate si surpriza in matematica” de lon
lonescu in anul 1895.

&ABC~AABD:>§-=§<:>02=ax (3)
AACD ~AABC= 22X =2 b2 = a - ax )
A
Se adund relatiile (3) si (4): b c

b*+c’=& (c.c.td) CI‘: 32— X X "I B




V.3. Demonstratia data de Euclid in cartea l-a, teorema 47 din

ELEMENTE, bazata pe echivalenta de arii.
1

1 1 1
S \aBe = EBE'BN=§SBEMN; S \gai =‘2'BI'AB=§SAHIB

Cum AABE = ABCI; (BC = BE; AB = BI; m(AfABE) =m(ZIBC) =
90° + m(XABC)).
SBEMN = SAHIB. (5) H
1 1
S_kACD ez ECD -CN= ESCDMN

1 1
S \BcF = ECF -CA = ESCFGA '

Cum ABCF = AACD; (AC=CF; BC=CD; m( XBCF) = m(XACD) = B
90° + m(XACB)).
SCcDMN = SCFGA. (6)

Adunénd relatiile (5) si (6) obtinem:
S (AHIB + CFGA) = S (BEMN+CDMN) = S BCDE.

AB? + AC? = BC? (cc.td). E




V.4. Demonstratia data de Bhaskara Aciarya (1114-1178) in cartea
lui Ciu-Pei-Suan.

Se considera doua patrate egale ABCD si A'B'C'D', de latura
AB=AB'=b+c.

Primul patrat se descompune in:
- doua dreptunghiuri egale de arie b - c;
- doua pétrate de arii b° si ¢
Al doilea patrat se descompune in:
- patru triunghiuri dreptunghice de arie b—;

-un péatrat de arie a’ construit pe ipotenuza triunghiului
dreptunghic de catete b si C.

Cum cele doua patrate au laturile egale, ariile lor sunt egale:

SABCD=SABCD. b2+(:2+2bc=a|2+4|:’2—C

2

b’+c’=a

(cctd)

D




V.6. Demonstratia data de Leonardo da Vinci (1452 -1519).

Construim patratul BCDE pe ipotenuza BC a triunghiului dreptunghic ABC
(AB=c, AC =b, BC = a),apoi ducem DB' LAC; EC'LDB' si AA'LEC".
Patratul BCDE construit pe ipotenuza BC se descompune astfel in patru
triunghiuri congruente cu triunghiul dat ABC de catete b,c si in patratul AB'C'A'
de laturaAB'=AC-B'C=b-c.

SAB'C'A'= AB” = (b - ¢)°
S S_\EA'B - b?c SBCDE - SAB'C‘A' +4S \ABC

a2=(b-c)2+4b?C =b?-2bc+ S+ 2bc

SAABC =S

%68’ = Y ADGE

2 o 2 2
RE Y (cctd)
D




V.10.Demonstratia folosind metoda vectoriala.

Consideram vectorii AB,BC,CA asezati pe laturile triunghiului
dreptunghic ABC m(A) = 90°
Se stie ca suma a trei vectori care inchid un triunghi este nula:
CA+AB+BC=0
CA+AB-CB=0
b+c-a=0
b+c=a (1)
Ridicand la patrat in ambii membri obtinem:
(b+c)y=a’
- T )
b +2b-c+c =a (2)
Cum produsul scalar a doi vectori v, si v, este:
P— s - D i G
Vi-Vo=1vyl- vyl cos (vq,v2) = Vi V2 COS (V4,V2)
Relatia (2) devine:
b-b+2-b-ccos90°+c-c=a-a

a=b'+ & (c.c.t.d)

A




Dintre aplicatiile Teoremel lui Pitagora, le-am ales pe cele mai des
intalnite Tn gimnaziu: latura si apotema poligoanelor regulate inscrise Tn cerc si
puterea punctului fata de cerc.

10. Latura si apotema triunghiului echilateral inscris in cerc.

Fie ABC un triunghi echilateral inscris in cercul da raza R.

Se imparte cercul in 6 parti cu ajutorul razei, apoi unim punctele de
diviziune din doua in doua. Se obtine astfel triunghiul echilateral ABC inscris in
cercul de raza R (vezi figura).

A Daca notam AB =1;, AD=2R BD =
R, OE = a3, teorema lui Pitagora
aplicata in triunghiul ABD
(ABD=90°) ne da:

AB’=AD*-BD?,
12 =4R’-R*=3R’,
=R48.

Patrulaterul OBDC fiind romb avand
laturile egale cu raza (OB =CO =
BD = CD), diagonalele se taie in
parti egale, si deci

OE = 1 0D, a3=
2

R
>




11. Latura si apotema patratului inscris in cerc.
in cercul cu centrul O se duc doua diametre perpendiculare (AC_LBD).
Daca notam AB =1,, OE = a,,
in triunghiul AOB (din figura alaturata)
teorema lui Pitagora ne da:

AB?=A0%+ OB |2=Re+R2=2R2 L,=r+/2 A

1 I R+2
E=—D0 a1 a=—",
R L

12. Latura si apotema hexagonului regulat inscris in cerc.

Din figura alaturaté se constatd cd m(AOB) =

60°: T it N B
m(OAB)=m(OBA) = 60°.
Triunghiul AOB este echilateral si O
deciAB=A0=BO=R k=R = C
Daca ducem OHLAB, HR
din triunghiul AOH (AHO = 90°),
teorema lui Pitagora ne da:

2 2
OHP = OA_ AME aepz- B0 3R® _ _RV3



CONCLUZII

Teorema lui Pitagora este unadin cele mai frumoase lectii de geometrie.
Elevii sunt stimulati de forma clara, concisa a teoremel, usor de retinut si de
aplicat, fiind una din teoremele pe care si le amintesc peste ani. Totodata,
aplicatiile ce folosesc aceasta teorema pot fi de un grad de dificultate foarte
variat plecand de la smplu la complex si avand un caracter practic ridicat,
ceea ce contribuie la 0 buna intelegere de catre un numar mare de elevi.

Din punct de vedere metodic, Teorema lui Pitagora permite o abordare
atat clasica, dar si prin perspectiva metodelor moderne. Din experienta de la
clasa, am constatat ca alternarea metodelor traditionale de predare cu metodele
interactive, duce la cresterea randamentului elevilor. Aceleasi continuturi,
prezentate intr-o forma mai atractiva, favorizeaza participareaactiva lalectie si
o buna socializare in colectivul clasel, ducand la asumarea rolurilor si
valorizarea potentialului fiecarui elev, indiferent de nivelul de pregatire. Dintre
metodele interactive ce se preteaza a fi aplicate n predarea lectiei “Teorema
lui Pitagora” sunt: mozaicul, cubul, ciorchinele, stiu-vreau sa stiu-am invatat,
e.t.c.
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DESPRE VALORILE UNUI POLINOM — DETERMINANTUL CICLIC DE ORDIN N.

OLAH CsAaBA, GRUP SCOLAR,,LIVIU REBREANU”, BALAN

Fie functia polinomiala g(x)=nx""+(n-1)x"?+..2x+1, neN,n>2, ¢ i=1n-1

ridicinile de unitate de ordin n (e"=1, ¢“#Lk=1,n-1). Si determindm vaoarea

produsul ui

Determinarea acestel valori o vom face in doua trepte:

a & a,
a) 1n prima tregpta  vom demonstra — daca C, = a“ a1 a’:‘l , 8,8,,..,a,€C,

aunci det(C,)=f(g,) f(gy)-..- f(e,4), unde f(x)=a +ax+..+a X" *+ax"",
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a) S Tnogpem cu primatregpta — luam matricea determinantului Vandermonde deordinul n:

1 1 1
€y € €1
V,(€0:Eqsemnr€py ) = : :
n-1 n-1 n-1
e’ ! eny
Atunci
a a a_ 1 1 1
a, a ... a4, €9 €& &y
CoValeoepmmtaa)= " 7 . T . e
a o a | |g"t g™t el
L 1 .
n-1 n-1 n-1
a+ac,+.agyt  a+asg +.ag - atag,,t.as,

n-1

_|a tage . g a+ag, +.a e~ - a-+ag +.a &0 T

& +ag,t.Ag) B tag, t.ag o @+ag ,t.aghy |

S4 luam elementele acestei matrice T dupé randuri — observam ca primul rénd contine

f(go), f(e1),f (€,4) (In aceastd ordine). Elementele din randul doi fnmultim cu
g, dupd indice, unde i =1,n-1 (valorile acestora nu se vor schimba, pentru ca ¢ =1,

i =1,n-1). Atunci elementul din a doilearand si prima coloand va arata asa:

g”*k:gn

n+l n+2 2n-1 n+1 2n-1 )
keN

n n-1 n
ey TAE, +ALy .+, € —80<an£o Tag, +aAL, +..8, 48

g”*k:gn

_ n-2 n-1\_
Z 80(a1+a280+...an_180 +ag, )—sof(so).
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In mod similar, a doilea membru inmultim cu €', d treileacu &) s.am.d — in randul a
doileaobtinem &, f (&,).&,f (&,),....e,4 f (€, ) . Pentru fiecare rand efectudm aceste operati,

scoatem factorul comun corespunzator, si matricea noastra va aratain felul urmator:

f (&) fle,) - flen)

T=C,-V, ( €01€11-1 &), 1) gof:(go) Slf:(gl) Snlf:(anl) |
nglf(eo) gl”’lf (g ) nlg ( )
1 1 1
: a a €o € TR -
Sd observam cd detT = f (g,)- f (&) T (804) | vl
2R

=f (&) (&) f(eny)-detV, (gg,8,,....6,, ) (@M scOsfactor comun f (&, ) dincoloanai).

Putem scrie det(Cn)~det(V (Egr €y € nl)) det (C V, (€gr€preenr nl)) det (T )=
=f (&) fle)) - f(eny) detV, (gg.8y,..08, ), adicd

det(C,)- det( (€01€1emiE 1)) == f (&) f (&) - f(epy) A&V, (€081, n8 04 ) s

mpértim egalitateacu detV, (gy,&;,....6,,)#0 (g ¢, pentrui=j,i,jeN =

= detV, (g4,€,,...€,,) # 0)), si obtinem
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b) Tn adoua treapta calculdam valoarea determinantului ciclic de ordinul n

n 1+2+..+n 2 --. n
detM—n n- _n+1+...+n—1 1 --- n—1_
2 3 -+ 1 24+3+...+1 3 .- 1
1 2 n
1+2+..4+n= n(n+l)
I n(n+1)1 1 n—
- 2 I
1 3 - 1
n(n+1
(am scos factor comun % din prima coloana).

De aici 0 sa reducem ordinul determinantului de la nla n-1, apoi la n—2 - prima
data scazénd randurile céte doud, Tncepand cu ultimul rénd si continuam pana la primul

(ordinal sereducela n—1), dupa aceasta scadem prima coloana din fiecare.

1 2 3 n-1 n
1 2 n 0o 1 41 -1 4
n(n+1)1 1 n-1 n(n+1) 0 n-1 -1 -1 -1
s - "0+ _n(+1) P - )
2 : 2 :
13 ... 1 0o -1 4 -1 4
0 -1 -1 - n-1 -1
-1 -1 -1 -1 -1 -1 0 O O O
n-1 -1 -1 - -1 -1 n-1 -n -n --- —-n -n
_n(n+1) -1 n-1 -1 ... -1 —1_n(n+1) -1 n O - O O_
2 1 -1 n-1 -1 -1 2 1 0 n 0 0]
-1 -1 - n-1 -1 -1 0 O n O

(n-1)x(n-1) (-1%(M-1)
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-n -n -n - -n -n
n 0 O 0O O
__n(n+1) 0O n O 0 0 __n(n+1)D
2 0O O n 0O O 2
O 0 O n O
(n-2)x(n-2)

D=(-1f (-0 0 n o 0= (1] fpni= (a0t

(n=3)x(n-3)
Atunci detM :_n(n+1)D:_n(n+1) (-1)"n"?= (—1)”+l-n(n+1)-n”‘2,deci
2 2 2
ma N(N+1
detM =(-1) . (n+ )~n”‘2_

Punand laun loc rezultatele din a) si b) , luand in
f(x)=a+ax+..+a, X" +ax"", a =i (asaobtinem gdin enunt), putem scrie:

1 2 ... n

n 1 - n-— n+1)

P=(50)0(6:) - 0(e,,)=cm =T T MLy )

n "2, deci
2
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9(g0)-9(gy) 9 (enq)=(-12) 5 -n""? cetrebuiacalculat.
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La sférsit s2 vedem un rezultat mai general, din care, caz specia, obtinem valoarea

determinantului M din problema precedenta.

Generalizare - fie (an)nZl progresie aritmetica, cu primul membru a si cu ratia r .

Atunci sa socotim valoarea determinantului A Tn functiede &, si r, unde

a 2
a, 2
2, &

8
&
a

&
a

an
a4
&,

&
&

SERRR S

o P

. Metoda o sa fie similara cu ce am vazut mai sus.

SR

o P
'\9.)
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-1 -1 -1 -1 -1
n-1 -1 -1 - -1 -1
al-r n-12 -1 .- -1 -1 o .
=§,r (am scos factor comun r din fiecare coloand) .
-1 -1 n-1 -1 -1
-1 -1 -1 n-1 -1
(n-1)x(n-1)
-1 -1 - -1 -1
n-1 -1 -1 -1 -1
< N . -1 n-1 -1 -1 -1 o
Sa observam ca determinantul a aparut si mai sus,
-1 -1 n-1 -1 -1
-1 -1 - n-1 -1

si
valoarea lui esteegald cu —D =—(-1)"n"?=(-1)""'n"? .

n
2

:(_12)n+ (r-n)"™(2a,+ (n-1)r).

Deci

n+l o

Atunci putem scrie A=S,-r"-(=1)"" n"2 = (2a,+ (n-2)r )-r"*- (-1)

n

a a a a,
a‘n al a2 an—l .
pcfrr Bo& %:2:(—1) (rn)" (28, (n-1)r)
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unde (a,) , este progresie aritmetica, primul membru a, si curatiar .
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Obs.: a) sd observam urmatoarele — daca punem a, =1 si r =1, obtinem determinatul

1 2 ... n
n 1 - n- w1 N(N+1 _
detM =|. . . : =(-1) E (2 )-n”’2 — verificdm rezultatul cu formula

noastra mai generala a =1r =1 obtinem (A, ;)
r=1

il n”‘l(n+1)_

detM = (_12)n+ -(1-n)”1-[2-1+ (n—1)~1J: (1) ——= (1)

=n+1

adica rezultatul obtinut la problemadin enunt.

b) la scaderea randurilor determinantului A am folosit a ,—a, =r si

a,=a,+(n-Yr, neN".

Bibliografie
1. Marcus, A. and Szantd, Cs. (1996): Problems in General Algebra. "Babes -Bolya"
University, Cluj-Napoca. 105pp. (in Hungarian).
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Numere detip Fibonacci
deFlorin Antohe

Numim sir Fibonacci sirul (F,)_, definitprin F, =F, =1si F,, =F, +F,, pentru n> 2.
Acest sir de numere a fost introdus in anul 1228 de catre matematicianul italian Leonardo
Fibonacci pornind de la studiul Tnmultirii iepurilor de casa .

Tinand cont cé ecuatia caracteristici atasata s irului lui Fibonacci este x* — x—1= Ocu radacinile

X, =1_T VS si X, :1+T '5, deducem imediat ci pentru orice n>1 :
1 1 n n

Fo=—(x"—x" :—[1+\/5 —[1-+/5 }
\/g( 2 X:L ) 2n /5 ( ) ( )

Urmatorul rezultat contine o serie d e proprietati interesante ale sirului (Fn)

n>1"
Propozitie:

(i) Pentru orice mn> 2 areloc egalitatea F,,., = F, ,F, +F
(i) Pentru orice n>1 avem (F,,F.,)=1

(iif) Daca m|n, atunci F |F,;
(iv) Daca n>5 s F,este prim, atunci si n este prim.

Foa

m

Demonstratie:

(i) Se face inductie matematica dupa m (sau n).
(ii) Presupunem prin reducere la absurd ca existd m> lastfel incat (F,,,F,.,)=d >1 si Tl alegem

m? 7 m+l

pe m minim cu aceasta proprietate. Cum F,_,=F_ +F,, deducem ca d|F,, si atunci

(F.,,F,)>d>1, contrazicand minimalitatealui m.

m-1

(iii) Sa presupunem cd m|n , adici n=mk cu k>1. Cum Fn:%(xz”—xln) Si

1

F o= —(xzm - xlm) avem :

V5
F, X =X (xm)k—(xm)k
2% 1 _\% ) le(k—l) +le(k—2)X2m - sz(k—l) _ [le(k—l) N sz(k—l)]_l_

m m m m

Fm X =% X =%
+ [xlm(k’z) X"+ x,"x,"? ]+ ..eZ

(decarece din X, + X, =1 si XX, =—1 deducem ci x' +x,' €Z pentru orice t >1.), de unde
concluzia.

(iv) Sa presupunem prin absurd c& n nu este prim ; atunci n=kt cu k>3 si din (i) deducem ca
F.F,(cu F, >2) contrazicand faptul ca F,este prim.
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Corolar :

(i) Pentru orice n,k >1 avem (F,_,,F,)=1
(if) Pentru orice mn>1avem (F,,F,)=F, .

m?’ n

(iii) Dacd m,n>1si (mn)=1, aunci F,F, |F,,
Demonstratie:

(i) Fie (F,,,F,)=d>1.Cum F,,=F, +F,,, d|F, s F,|F,,deducemca d|F, si deci:
(F,.,F..)>d >1ceeaceeste absurd ( conform cu (ii) din propozitia de mai sus)
(il) Fie d =(m,n). Daca n> m atunci scriind algoritmul lui Euclid :

n=mg,+r, , M=rd,+r,, L =r0;+r,., r,=rd,, aunci d=r. Tindnd cont de
propozitiade mai sus avem :
(F F,)-

(FoFo) = (Fo Fog )= (Fis Fo o P+ P Foa)= (Fi Fo 1 F, )

insa (F,,F, )=(F,.F, ) deci (F,.F,)= (Fm,F,) (F..F, )= (F._.F )=F =F,.
(iii) Din (m,n)=1si (i) deducem ca (F,,F,)=F, =1. Din propozitia de mai sus deducem ci
F.|F.,s F, |F, iarcum (F_,F )=1deducemca F F, |F,,

Teorema 1.

Fie p>2un numar prim.
(i) Daca p=5k+1,atunci p|F,; ;
(i) Daca p=5k+2,aunci p|F,, ;

Demonstratie:

(i) Cumpentru p=2, F; =2, putem presupune p = 2si p#5.
Cum F, 2 \/_|:(1+ \/_) ( \/g)n}deducem cd 2™'F =C!+C35+C’5% +

E_
Pentrun=p, cum p| C:‘, pentru 1< k < p—1si 2°* =1(mod p), deducem ca F, =52 (mod p).
p-1

Atunci 52 = [%} mod p si deci F, = +1(mod p).

p-1 p-1

Din cele de mai sus deducem imediat cd 2°F , =C;,, + C§+15 E =1+52 (modp) , deci :

p-1

2F,, =1+52 (modp).
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Din legea reciprocitatii patratice a lui Gauss avem : (%J(Ej =(-1) 22 =1, deci (E] = (Ej
Y

5-1
adica : (E] = (Bj , adica (E] = p 2 (mod p) , de unde deducem ca (E] = (Bj =1 daca:
p S p p 5

p=5k+ls (Ej:(ﬁjz—l dacd p=5k+2.
p 5
Pl Pt
n primul caz deducem c& F, =52 =1(modp), 2F,, =1+5? =2(modp), F,., =1(mod p),

p-1

F,.=F,,-F,=1-1=0(mod p) , iar in cazul a doilea 2F , =1+ 52 =0 (mod p) si atunci:
F,., =0(mod p).

Teorema 2 (Zeckendorf).

Orice numar natural n>1 se reprezinta in mod unic ca suma de termeni distincti si neconsecutivi
ai sirului lui Fibonacci:
m
n:ZFiJ,lj —i,>2
j=1

Demonstratie:

Se verifica imediat ca proprietatea din enuns este adev arata pentru n < F, =3.
Sa presupunem ca ea este adevarata pentru toate numerele naturale pana la F,, k>4si sa o
demonstram pentru numarul n astfel incat F, <n<F,,. Dacd n=F,, totul este clar. In caz
contrar, n=F,+(n-F,) s n-F, <F_,, —F =F,_,, deci conform ipotezei de inductie:

n-F =F +.+F i, <i;-2i <k-2
Deducem ca n=F, + F +..+F . Unicitatea reprezentarii din enuns rezulta tot prin inductie,
observand ci dacd F, <n<F, , atunci F, apare obligatoriu Tn reprezentarea lui n. Tntr-adevar, o
suma de numere Fibonacci F, cu k;,; <k —2,i=1,...,r-1si k > 2 este cel mult
Fo +Feot=(Fen—Fa)t (Fa—Fa)+=F -1
Deducem cd daca n=F, atunci aceasta este reprezentarea unica a lui n, iar daca F, <n<F_,
atunci reprezentarea lui n 1l contine obligatoriu pe F, si n—F, <F,,. In continuare folosim
reprezentarea unica alui n—F, .
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Aplicatii :

o Sasearate casirul (F,) , denumere Fibonacci verifici relatiile:

1|(1445) (1-+45)
SV (SN

2. F+F+..+F =F,,-1

=

3. z FZk = F2n+1 -1
k=1
4. F,, + F =2FF... ;

5. Fpy=F%u—F%;
2n-1

6. > FFi=F, 2
k=1

7. F 2n+3 -2F 2n+2 -2F 2n+1 + Fnz =0

Rezolvare:

1. Demonstram relatia prin inductie:

Evidentavem: F, = \/_KH\/_] ( \/_]1] .

Fien>1ai. F, = HIJ”/_J ( ] } Atunci F,,=F,+F ,
- [(uﬁ] 1+f 1] { ” 1 fj“]
nl 2 2

E - 1+\/_ 1+2\/_+5 — n 1 2\/__'_5 1 1445 n+l 1- B il
n+1_\/§ > 2 2 _E . [

2. Din definitia sirului (F,), ., avem:

n>1
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F=1
F,=F +F,
F,=F,+F
F,=F,+F,
l:n+2 = l:n+1 + l:n

Prinadunarededucem : F, ., =1+F +F, +..+ F,.

3. Avem de aratat ca :

F,+F+F+..+F,=F,,-1

Demonstram prin inductie relatia

Verificarea propozitiei :

P(1) : F, = F; —1 ceeace este evident.

Presupunem P(n) : F, + F, + Fs +...+ F,, = F,,,, —1 propozitie adevarata.
Dar P(n) = P(n+1)

P(n+l): F,+F, +F,+..+F, +F, ., =F, ;-1

Ramane sa aratam ca :

F,..—1+F,., =F,.; —1 ceeace este evident , deci P(n) propozitie adevarata , de unde rezulta
ca P(n) este adevarata.

4. Aratam relatia prin calcul direct.
Avem de aratat ca F, +F > =2F F

n' n+l
Folosim faptul ca : F, :%(oc”—ﬁ”) unde o + B =1.
%(OLZn_BZn); FHZZ%((in—ZOLan+an) : 2FnFn+1:§( n_BnX(xm-l_Bml)
Deci relatiadevine :
%(OLZn_BZn)_l_%(aZn_2anﬁn+B2n):§(an_ananJrl_BnJrl)
\/g(OLZn_BZn)_l_OLZn_Zaan_{_BZn =2[0~2n+1_[3'(aB)n_a'(aB)n+B2n+l]

Deoarece o + 3 =1. raméane sa aratam ca :
(\/§+1)-0L 2y (1— \/5) B2 =20 -0.°" +2B - P>, care este adevarata.

Deci: F,, =

5. Ardtdm si aceasta relatie tot prin calcul direct.

1 n _ n
Fy —E(Oﬂ B")
F, :%(azn B Zn) N =CI :%(OL 2m2 _ g mig i +an+2)
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F2,.,— %(a -2 _ oy gl g 2n—2)

Deci avem de aratat ca :
\/g(OLZn_BZn):a2n+2+2aan+B2n+2_a2n—2_2aan_B2n—2
\/gazn_\/gﬁzn=(a2_i2)a2n+(l32_i2]_l32n
a p
Efectuénd calculele obtinem ca : o —izzx/g; B2 —Bizx/g
o

2
6. Vom demonstra relatia prin inductie matematica .
Avem dedemonstrat cd: F,F, + F,F, +...+ F, ,F, = F .
P(2): FF, +F,F,+F,F, =F? < 1+2+6=9, deci P(2) propozitie adevarata.
Presupunem cé propozitia P(n) este adevarata .
P(n) = P(n+1)
P(n+1): FF, +F,F,+..+F, F, +F, For + FoniFonis = F 2202
Rédmane sa aratdm ca : F2zn + F, Fy i + Fyr yForp = F 2202
an(an + F2n+1)+ FoniaFanie = FanFonia + FoniiFonin = F2n+2(F2n + F2n+l) =F 22“+2’ deci P(n) este

2n-1
propozitie adevarata , ceea ce ne asigura ca relatia Z F.F., =F,  esteadevarati.
k=1

e Produsul aopt numere naturale consecutive nu poate fi patrat perfect.
Rezolvare:
FieP=(n-3)n-2)n-n(n+1(n+2)n+3)n+4), n> 4.
Daca n e {4,5,6} prin calcul direct rezultd ci P nu este patrat perfect . Pentru n> 7avem:
P=(n? - 3n)n? ~3n+ 2)(n? + 5n+ 4(n? + 50+ 6)= |(n? ~3n+1) ~1|(n? + 5.+ 5 -1
Utilizand faptul ci : (a” -1)b® —1)= (ab—1)? - (a—b)? rezultii ca :

[(n2 ~3n+1)n* +5n+5)- 2]2 <P< [(n2 ~3n+1)n* +5n+ 5)—1]2 , adicd P este cuprins intre
doua patrate perfecte consecutive , deci nu poate fi patrat perfect.

Bibliografie:

[1]. Busneag D. , Chirtes F. , Piciu D. , Complemente de aritmetica si teoria elementara a
numerelor , Editura Gil , Zalau, 2007.
[2]. Cucurezeanu I. Patrate si cuburi perfecte de numere T ntregi , Editura Gil , Zalau , 2007.
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INEGALITATEA IZOPERIMETRICA
ROXANA MIHAELA STANCIU®

1. Introducere
Teorema ce urmeaza isi propune sa dea raspuns la urmatoarea ntrebare:

“Dintre toate curbele plane regulate, simple si inchise, avand aceeasi lungime L, care
maérgineste domeniul cu aria maxima?”.

R = multimeanumerelor reale, R? = {(x,,X,)/ % € R x, € R} =
gpatiu vectoria /R.

(x,y) = produsul scalar adoi vectori din R?.

E, = (R?,(...)) = spatiul vectorial euclidian.

Def 1. Fiel c R,interval.Se numeste curba in spatiul E,,,
oaplicatieC” - diferentiabild

c:l > E,,t > c(t) =(x(t),yt) eE,,Vtel.

Def 2.0 curba C: [a,b] - E, senumeste curb regulatd daca
c'(t) = 0Vt e [ab]

Def 3.0 curbd C:[a,b]— E, senumeste curb simpld dacé Vt,, t, [a, b)
cut, #t,,avemc(t,) = c(t,).

Def 4.0 curbi C:[a, b]— E, senumeste curb inchisi daca

c(@ =c(b)si ¢ (a) =c® (b) Vi 0.

Def 5.0 curba C: | — E, este parametrizata canonic, daca
Ic(s)| =L Vsel.

Pentru a stabili prima egalitatedin (1) vomfolosi formulalui Green
j P(X, y)dX + Q(x, y)dy = j j (@ - @)dxdy, unde Psi Q sunt
Imc D 8X ay

functii diferentiabile definite peD.
Dacain formulalui Green luom Q(X, y) = x si P(X, y) = -y atunci obtinem:

S= [[axdy = [[49y'(9) - X (9is= [ X9y (9ds=-| X(9 (oo

! Prof., Liceul cu Program Sportiv “lolanda Balas Sotter”, Buzau
e-mail: roxanastnc@yahoo.com
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Teorema : Consideram o curba plana regulata, ssmpla si inchisa, avand lungimea
L si fie Saria domeniului

D marginit de curba C.Atunci (*) 4mm < L2,

Semnul egal areloc daca si numai daca curba C este un cerc.

Inegalitatea (*) poarta numele deinegalitat eaizoperimetrica.

Demonstratie:

Fiet; si t; doud drepte paralele, tangente la curba daté astfel Tncét toate punctele curbel s
Se gaseascd in regiunea cuprinsa intre ti si ty .Fie 2r distanta intre cele doud drepte si
C(O,r) un cerc tangent dreptelor t; Si ta.

Alegem sistemul de axe carteziene ortogonale cu originea in O si axd a absciselor
paralelalat; dusaprin O.

Curba considerata este:

C:[0,L] > E,,c(s) = (X(3), Y(9)),|c'(s)| =L Vs e [0, L]

Pe cercul C(O, r) alegem ca parametru pes.

Deci cercul C(O, r) esteimaginea aplicatiei diferentiabile:
C,:[0,L]> E,,c.(9) = (x(9), ¥(9))-

Folosind formula (1) din lemaanterioara, obtinem ca aria cercul ui
estedata de:

Qnr? = Tx(s) y'(s)ds

AriaSadomeniului D marginit deimaginea aplicatiel Ceste:

(3)S=-[x(9¥(9)ds

Din(2)s ()= nr?+S= j[x(s)y’(s) —y(s)X'(s)|ds <

IA

\/[X(S) y'(9) - Y(9)X(9)] ds =

29 + Y29 ]y (9) + X2 (9)]-[x(9)X(9) + y(9)y'(s) P ds =

Il
Ot~ O O

\/rz ~[x(s)x'(s) + y()y'(s) [ ds < 'T\/r_zds =rL,
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Inmultind (6) si (8) obtinem:

r.2L2

2
(r? + S)ymr’s < (nr 2+ S)rL = mr’S<

= (*)4nS < L*(adica tocmai inegalitatea care trebuia stabilita).
Singurul lucru pe care 1l mai avem de arétat este acela ca in (*) avem egalitate daca si
numai dacé curba C este un cerc.
Necesitatea:
Presupunem cé curba C este un cerc de razar, atunci avem:
AnS=4n-mr® = (2mr)® = L2,
Suficienta:
Reciproc sa presupunem cé avem egalitatea:
4nS= L
si s& demonstram ca curba C este un cerc

=

(9) r24nS = L2r2,(9)'24/nr?S = 1L

Din (8) § (6) = (10) 2Var?S <nr? + S<rL = (W) ar2+S=1L
Tinand seama de drumul parcurs pentru stabilirea inegalitat ii (6),
egalitatea (11)

ne arata ca trebuie sa avem :

(12)x( s)x'(s) + y(s)y'(s) = 0,Vse [0, L]

13)x(s)y'(s) - y(s)x'(s) > 0,Vse [0, L]
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Deoarece curba C este regulata (12) poatefi scrisa sub forma (12)' X(s) =— y(s) =A(s),unde
y(s)  X(s)

2 :[0,L] - Resteofunctie diferentiabila

X*(s) _ Y'(8) _ X*(9)+Y(9)
yAs)  X*(s)  yE(s)+X*(s)
X(s) =ery'(s)
y(s) = —erx(s)
(13) (ery’*(s) + erx’®(s) > 0) implicae =1

Din (12)' = A%(s) = =r? = (14)A(s) =er, undee =1saue =-1

Din (12)'s (14) = (15){ Tinand seamade (15) conditia

Deci avem y(s) = -rx'(s) = X(s) = — y(s) sidin X2(s) + y'?(s) =1,

o
2
avemyr—gs) +y?%(s)=1=

y'(s)
V- YA(s)

ducela(16) y(s) = rsin(i? +5),S =constanta.din (16) si

1 o
=t—careprinintegrare
r

y(s) =-1xX(s) = X(s) = —Sin(i§ +8)=
= 1A7)x(s) = ircos(i? +§,) +a,a=constanta.

Din (16) si (17) = (18)[x(s) —a[* + y*(s) = r?
Din4nS=L%s (11) = (19)L = 2nr

Din (18) si (19) = curba cautata este cercul cu centrul
in punctul (a,0) s razar, reprezentat de curba

C:[o,L]>E,. c(9) = (ircos(i$+so) +a, rsin(i§+so)).

Observatie:Este evident ci aria domeniului plan marginit de o curbd inchisa si
convexd avand lungimea L, este mai mare decét aria domeniului plan mérginit de o curba
Tnchisa neconvexd avand lungimea L.Din aceasta cauza in demonstratia teoremei curba C
am considerat-o convexa.
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2. Céteva observatii ale ,, inegalitatii izoperimetrice”

@. In 1827, Jacob Steiner (1796-1863) a demonstrat pentru prima oard teorema
urmatoare:

,,Dintre toate figurile plane, convexe, izoperimetrice (adica care au aceeasi lungime)
aria maxima este realizata de cerc”.

[02]. in 1916, Blaschke Wilhelm (1885-1961) demonstreazd urmatoarea teorema:
,Pentru orice curbd pland, inchisi, de lungime L si arie A avem 4 n A< L2,
4n A=L * < curba este un cerc”.

@. Tn 1921, Carleman Torsten (1892-1949) a demonstrat inegalitatea izoperimetrica
pentru curbe pe suprafete minimale.

@. Tn 1933, E.F.Beckenbach si F.Radé demonstreaza inegalitatea izoperimetrica pen tru
curbe pe suprafete de curbura gaussiana negativa.

3. Consecinte ale inegalitatii izoperimetrice:

. Dintre toate triunghiurile izoperimetrice (care au acelasi perimetru) aria
maxima o are triunghiul echilateral (Zenodor, sec.21.Hr.).
Demonstr atie: Se va tine cont de urmatoarea propozitie:

® ,, Daca factorii unui produs au suma constanta, atunci produsul lor este maxim
daca factorii sunt egali”. Avem S = \/p-(p—a)-(p—b)-(p—c), aria triunghiului si
(a+b+c)

a+b+c = const.(din ipoteza), p = = congt; g, b, c- variabile.

S este maximid < S?este maximd <produsul (p-a)-(p-b)-(p—c) cu suma
factorilor constantd este maxim =>p-a=p-b=p-c =>a=b=c(g.ed.).

C2. Dintre toate patrulaterele inscriptibile, izoperimetrice, aria maxima o are patratul
(Zenodor).

Demonstratie: Consideram patrulaterul inscriptibil de laturi a, b, c, d. Din ipoteza,
atb+c+td = const. Aria patrulaterului inscriptibil, este datda de formula: S =
J(p-2a)-(p-b)-(p—0)-(p-d), unde p = w: const. Avem suma (p-
a)+(p-b)+(p-c)+(p-d) constanta, si din propozitia ® =p-a = p-b = p-c = p-d =a=b=c=d
(g.ed.).
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. Un poligon de laturi date, are aria maxima, daca este inscriptibil. (enuntatad de
Christian Huygens (1629-1695) in 1675 si demonstrata de Gabriel Cramer (1704 -1752)
in 1752).

Demonstratie: Fie doua poligoane P si P' formate cu aceleasi laturi, cu P inscris ntr -
un cerc si P' neinscriptibil. Pe laturile poligonului P' purtam exterior segmen te de cerc,
corespunzatoare laturilor poligonului P. Obtinem astfel o linie curba (C') izoperimetrica
cu (C). Din inegalitatea izoperimetrica avem Aria (C) > Aria (C') .

Aria(C) = Aria(P) + Aria(segm. de cerc) >Aria (P) + Aria(segm. de cerc)= Ari a(C')

Deci Aria(P) > Aria(P) (g.ed.).

. Dintre toate poligoanele izoperimetrice cu acelasi numar de laturi, poligonul
regulat are aria maxima. (Zenodor)

Demonstratie: Din consecinta 3 avem ca poligonul de arie maxima este inscriptibil. Pe
de altd parte, acest poligon trebuie si aiba laturile egale. In caz contrar, presupunem
AB = BC si construim triunghiul isoscel AB'C cu acelasi perimetru cu  AABC. Dar Aria
(AB'C) > Aria (ABC) si obtinem un polig on izoperimetric de arie mai mare, ceea ce este
contrar ipotezei. Poligonul care extremeaza aria, are deci toate laturile egale, si fiind
inscriptibil, este regulat.

. Dintre toate poligoanele echivalente (cu aceeasi arie), de acelasi numar de laturi,
poligonul regulat are perimetrul minim.

Demonstratie: Fie P un poligon oarecare, de arie a si perimetru €, si P', P" doua
poligoane regulate de acelasi numar de laturi cu P, astfel incét P' este echivalent cu P
(a'=a) si P" izoperimetric cu P (£"=8).

Deoarece P" esteizoperimetric cu P si P" este regulat, rezulta din a'>a.

a'>a . . : .

{  =>a'>a =>£">L'. Din £"=L si £">¢'=£>L'=>P" are perimetrul minim (g.e.d.).
a=a
Notd: Am optat pentru aceste consecinte deoarece, pot fi intelese usor de elev ii din liceu
si de cei din clasele terminale din gimnaziu.

Bibliografie:
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Radacina patrata dintr-un polinom cu coeficienti reali

ABSTRACT. Vom prezenta un amplu material , ce prezinta un algoritmde
extragere a radicalului dintr-un polinomdat , ceea ce poate constitui S 0
generalizare a algoritmului de extragere a radicalului dintr-un numar poztiv dat .

Materialul se adreseaza elevilor de clasaa Xll a, precums tuturor pasionatilor de
matemati ca.

Autori : Marcu Daniela st Marcu Stefan Florin , profesori Calarasi

Fie AeR[X]. Cautam un polinom B e R[X] astfel incat B?=A. Daca acesta
existail vom numi radacina patrataalui A si vom spune caA este patrat perfect.
Operatia 0 vom numi extragerea radacinii patrate alui A.

Extragerea poate fi facuta dupa puterile crescatoare sau descrescatoare ale lui X din
A.
Apar 2 cazuri:
] Extragerearadacinii dupa puterile descrescatoare delui X :
Fie A = A X"+A X" +....+A,.
Cautam un polinom B e R[X] astfel incat B*=A de forma:
B = atb+c+.....+k+l , unde &, b, c,....reprezinta termenii consecutivi ai lui B
avand gradele descrescatoare (gr a>gr b>grc>....)
Avem (atb+c+....+k+l)*=A
Notam b+c+...k+l=y = gry=gr b <gr a
Deci (aty)?=A < a+2ay+y*=A=A X"+ A X"+ ...+ A, .
Termenii de grad maxim din cele doua polinoame trebuie safieidentici. Deci a=
A X",
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Luama= a, XP=aX?**=A X"= a=A, s 2p=n. Deci, in mod necesar

gradul lui A este un numar par si gradul radacinii B vafi p:g

Daca A ,<0 ,problema nu are solutii.
DacaA >0, atunci a,=+,/A, . In acest caz vom avea solutii ale problemei doua

polinoame egale si de semne contrare B si —B . Evident,daca exista Be R[X]
astfel incat B?=A, atunci existasi -Be R[X] cuB?*=A.

Algoritmul de extragere aradacinii patrate continuain felul urmator :

-Consideram primul rest partial R,= A- a=2ay+ y-=y(2aty) ,gr R,<grA.
Deoarece gra>gry, termenul de grad maxim din 2ay+ y- este 2ab s vafi
identic cu termenul de grad maxim din R; .

-Al doileatermen al radacinii patrate se va obtine impartind termenul de grad
maxim din R, ladublul primului termen gasit a radacinii patrate 2a .

-in continuare , presupunem ca am gasit un numar oarecare de termeni ai
radacinii patrate B si fie u=a+b+... suma acestor termeni. V om nota cu v suma
restului de termeni ai radacinii patrate ce trebuie determinati .

Avem A=(u+v)* st vom notacu R, =A- u*. Vrem sa aflam primul termen al
sumei necunoscutev. Stim caR, =(u+v)* - u* = 2uv+ v: = v(2u+v) ,gr u>grv .
Termenul din membrul a doileaal egalitatii de mai sus care contine cea mai
mare putere alui X este provenit din 2uv s se obtine prin inmultireacu 2aa
primului termen necunoscut dinv ~ (care este degrad maximinv) . Daca
notam cu g primul termen din v , atunci termenul cautat este 2ag si €l este egal cu

primul termen din R, . Deci termenul necunoscut g se obtine prin impartirea

primului termen din restul partial R, 1a2a (dublul primului termen a radacinii).
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-Cand se incheie acest algoritm ? Dupa ce am gasit termenul g , consideram

urmatorul rest partial , fie acesta R, =A-(u+g) - ( deoarece suma termenilor
cunoscuti este acum u +Q) .

Avem R, =R, + u-(u+tg)° =R, - g(2u +g)

Cel mal mare termen din polinomul g(2u +g) este 2ag s se vareduce cu primul

termendin R, ,deci gr R, <gr R, . Deci gradele resturilor scad succesiv , iar

algoritmul sevaincheiaatunci cand vom gjunge la un rest partial avand gradul

<p :g( deoarece nu se mai poate efectuaimpartirea la 2a pentru cagr 2a=gr

a=p)

Algoritmul general de extragere a ,,radicalului’” dintr-un polinom cu coeficienti

reali poate fi exprimat in felul urmator :

1) Extragem radacina patratadin primul termen al radacinii patrate B (care poare
fi luat cu + sau- )

2) Scadem din A patratul acestui prim termen ( care este de fapt primul termen
din A') s impartim primul termen al acestuialadublul primului termen din B
, obtinand al doileatermen al lui B .

3) Calculam suma primilor doi termeni astfel gasiti lapatrat si o scadem dun A |
obtinand astfel un nou rest , si impartim din nou primului termen al acestui
rest ladublul primului termen al radacinii B .

4) Dacaam gasit un numar oarecare determeni ai radacinii , atunci pentru aafla
urmatorul termen scadem din A patratul sumel termenilor cunoscuti Si
impartim primul termen a acestel diferente la2a

5) Algoritmul sevainchelaatunci cand fie obtinem restul egal cu O (si in acest
caa polinomul A este patrat perfect ), fie restul are gradul < p (care este gradul
radacinii radacinii B) si scriemA=B?+RcugrA=2p,grB=p,grR<p.
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Observatie : agoritmul poate fi exprimat si in alt mod :in momentul cand am
obtinut un rest oarecare , daca notam cu u suma termenilor deja cunoscuti si cu g
primul termen nou aflat ( prin impartire...), atunci pentru a afla urmatorul rest

partial scadem din vechiul rest produsul g(2u+g) .

Unicitatea radacinii patrate

Fiind dat un polinom A e R[X] de grad 2p, exista doua polinobame B si —B de
grad p astfel incat diferenta A- B? safie un polinom de grad mai mic decat p.
Existenta a fost dovedita prin algoritmul prezentat anterior . Prin reducere la
absurd, sa presupunem ca ar exista doua polinoame B si C cu proprietatile de mai
sus.

FieA=B?+Rs A=C?+S, undegrB=grC=ps gr S, gr R<p. Atunci avem
B?-C’=S R < (B-C)(B+C)=S-R

Fie a si @’ primii termeni din polinoamele B respectiv C (avand grad maxim ) =
a’=(a’)? =primul termenad lui A = a=+a’ = primii termeni din B si C sunt
egali sau de semne contrare sl in acest caz putem schimba C cu - C faraa
restrange generalitatea problemei. Avem gr(B-C)<psi gr(B+C)=p= gr(B-
C)(B+C)>p, iar gr(SR)<p . Contradictie. Deci B=C sau B =-C..

Aplicatie

a) Sase stabileascadacapolinomul A = X* +2X3+3X ?+2X+1 este patrat
perfect.

b) Sa se gaseasca conditiile pentru care un polinom de gradul 4, AeR[X] de
forma

A=aX*+bX?*+cX *+dX+e safie patrat perfect.

Solutie

a) Vom extrage radacina patrata din A.
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1) Scoatem radacinadin primul termen a lui A si obtinem primul termen al
radacinii patrate carevafi X?.

2R, =A-( X?)2=2X3+3X 2 +2X+1

3)impartim primul termen din R, ladublul primului termen gasit care este 2X? si
obtinem al doileatermen a radacinii care vafi X.

4) R,=A-( X?+X)?=2X?+2X+1

5) Impartim 2X?1a2X? si obtinem al treileatermen al radacinii patrate care vafi
1

6)R,= A-( X?+X+1)?=0

In acest moment algoritmul esteincheiat s A=-( X?+X+1)?.

b)evident avem a>0 s extragem radacina patrata.

1) Primul termen este va X 2

2) R, =A-axX*=bX?*+cX?+dX+e

3)impartim bX ® la2+/aX 2 si obtinem a doileatermen egal cu %X
a

4ac — b?

4) R,=A-(aX?+_L_x)2= X ?+dx-+e s hotam A=4dac-b
a

2Ja

5)impartim 4%1 X?la2+/aX?si obtinem al treileatermen ega cu . a
ay/ a
A b A bA A?
6) R,=R,-——(2/aX2+—=X+ =(d-—=)X+(e- =
JR=R. 8a\/5( Ja 8a\/5) ( 8a2) ( 64a3)
Conditiile care trebuie indeplinite pentu aavea un patrat perfect sunt :
bA . A?
d=— g e= *
8a’ 64a° *)
-~ b A
In aceste conditii avem : A=(JaX2+——X + 2
( 2\/a 8ax/5)
Observatie :Se putealucradoar in cazul real si atunci se impun doar conditiile

(*)

Problema este interesanta in sensul urmator :
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Fiind dat polinomul a X *+bX*®+cX? , sa se completeze la un patrat perfect.
Putem construi diverse patrate perfecte cunoscand doar primii trei coeficienti.
Pentru a=1, b=2, c=3 avem d=2 sl e=1, obtinand polinomul de la punctul a).
[1)  Extragerearadacinii dupa puterile crescatoare de lui X
Consideram polinomul :
A =a,+a X+a, X?*+... s vom presupune a,>0 ( pentru caproblemasaaiba
solutii ), iar gr A =2p numar par.
Observatie : In aceste conditii polinomul A nu este divizibil cu X . Cautam
polinomul
B= b,+b,X+b,X?+... eR[X] astfel incat B>=A . Evident b2=a,=b,=+ \/a, .
Deci problema poate avea doua sol utii .
Cautam R, =A-(b,)? = R, estedivizibil cu X , deci poate fi scris sub forma
R, =XS, ,unde S, eR[X], gr S,=2p-1
Notam cu y partea necunoscuta aradacinii . Atunci B=b,+y sy esteun
polinom divizibil cu X .
AvemA=(b,+y )2 si R, =(b,+y )? -(b,)?=2b, y+y?

Termenul de grad cel mai mic din membrul a doilea este provenit din 2b,y
S esteegal cu2b,b, X . Deci termenul a doileaal radacinii se vaobtine
impartind primul termendinR, la2b,= R,=X?*S, ,gr S,=2p-2
Rationand cain primul caz, daca se cunoaste un numar oarecare de termeni al
radacinii , calculam sumalor , dupa care scadem din polinomul dat A patratul
acestel sume si obtinem un rest partia , dupa care impartim primul termen al
acestui rest la2b, si gasim urmatorul termen a radacinii.
R,..=A-(b,+b,X+b,X?+..+b, X*)* s R, ,=X** S, ,undeS, , eR[X] ,
arS,,,=2p-h-1

Deci polinomul A poate fi scrissub forma:
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A=(b,+b, X+b,X?+..+b X*)? +X*' S, |

Observatie

Daca A este patrat perfect atunci vom obtine un rest nul. Dacaluam gr A=2p
atunci pentru ca A safie patrat perfect trebuiecaR _,=0 s atunci A=(

pL
b,+b, X+b,X?+..+b XP)? .

In caz contrar operatia este imposibilasi poate continuaindefinit (gr S,,,=p-1)
Denumim polinomul B, = b,+b,X+b,X*+..+b, X* caradacina
patrata aproximativa sau exactaalui A dupacumrestul R, , este nenul sau nul.

Unicitatea radacinii patrate

Fiind dat un polinom A e R[X] se pot gasi doua polinoame egale s de semne
contrare B s —B de grad k astfel incat diferenta A-B* safiedivizibilacu X**.
Solutie

Existentaafost dgademonstrata, mal ramane sa aratam unicitatea.Fie Bsi C
doua polinoame de grad k astfdl incat: A=B*+ X**Ss A= C?+ X*'T
Datoritaidentitatilor de mai sus patratele termenilor liberi din cele doua
polinoame B s C

trebuie safie egali. Sa presupunem fara a restrange generakitatea ca termenii
liberi sunt egali (altfel inlocuim C cu— C). Obtinem ca (B-C)(B+C)= X “*(T-S)
(*)

Avem caB-C estedivizibil cu X , dar B-C nu este divizibil cu X*** deoarece
aceasta diferenta are gradul cel mult k. Daca consideram B=

b,+b, X+b, X?+...+b X* S

C=Db,+c,X+c,X?+...+c X" s presupunand ca b, = ¢, =B-C=X][(Db,-
c,)+..]

Inlocuind in (*) si simplificand cu X obtinem: [(b,- c,)+...](B+C)= X*(T-S).
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Pentru X=0 = b,- ¢,=0, deci b,= c,, dtfel avemo

contradictie.Continuand acest procedeu obtinem caB=C .

Exemplul 1

Fie A= 1+6X+11X?+6X°+X* .

Dorim savedem daca A este patratul unui polinom de gradul 2 si sa aflam
radacina patrata. Evident , primul termen a radacinii vafi + 1(sa| consideram
ega cu +1)

R, =A-1=6X+11X*+6X°*+X*

Impartind 6X la2 obtinem al doileatermen al radacinii egal cu 3X .
R,=A-(1+3X)*=2X?*+6X*+X*

Impartind 2X? la2 obtinem al treileatermen al radacinii egal cu X?.
R,=A-(1+3X+ X?)?=04d agoritmul esteincheiat , iar A este patrat perfect.

Exemplul 2

Fie A= 1+2X+4X?+3X*+X*

Avem gr A =2p=p=2 ,deci algoritmul se poate opri cand calculam R ,,=R,
1) Primul termen a radacinii vafi +1 sau -1

2) R, =A-1=2X+4X?*+3X*+X*

3) 2X: 2=X vafi a doileatermen a radacinii

4) R,=A-(1+X)2=3X2+3X*+X *

5) 3X2:2=g X?vafi d treileatermen al radacinii si practic ultimul termen.

6) R,=A-(1+X+ ;xz)Z: -% X*+0s ,iar A nupoatefi patrat perfect.

Observatie



Revista Electronica Matelnfo.ro ISSN 2065 - 6432 Nr. Aprilie 2010 | www.mateinfo.ro

Daca consideram un polinom A patrat perfect si calculam radacina sa patrata
conform algoritmului anterior prezentat, notata simbolic cu +/A , atunci pentru
diferite valori numerice date lui x se vaobtine radicalul ,,aritmetic” dintr-un
numar real.

Exemplu: Luam A= 1+2X+3X 2 +2X3+X* s calculam VA= 1+X+X 2,

Daca atasam acestor polinoame functiile polinomiale corespunzatoare si luam de
exemplu x=10, atunci A(10)=12321si VA (10)=111

Aplicatii

1) Ince conditii polinomul de douavariabile cu coeficienti reali
A=aX?*+2bXY+cY ? este patrat perfect ?

Se impun conditiile evidente a,c>0

Folosind algoritmul de extragere aradacinii patrate (privind polinomul in

nedeterminata X cu parametrul Y) si impunand conditia ca ultimul rest partial sa

fie0 obtinem conditiab?=ac saub=++ac s A=(JaX++/cY)?

2) In ce conditii polinomul de forma A=aX?+2bXY+cY *-S(X?+Y ?) este
patrat perfect ?

Observatie : Daca S=0 Obtinem 1)

Ordonand polinomul A dupa puterile descrescatoare ale lui X avem

A=(aS) X2 +2bxy+(c-S)Y 2

Conform cu 1) avem aS>0, ¢-S>0 = S<min(a,c)

Deasemeni, Svafi solutiaecuatiei b?=(a-S)(c-S) < S*-(at+c)Stac-b*=0

Avem A=(a-C)*+4b*>0, deci vom aveadouavalori reale distincte ale lui S care

indeplinesc conditiaceruta. FieeleS, 51 S, (S, <S,)

Daca notam f(S)= S?-(at+c)Stac-b?si observam caf(a)=- b*<0 s f(c)=- b*<0,

lar f(S)<0 peintervalul (S, , S,) =ace(S,, S,), iar valoarea buna pentru S este

S, deoarece este mai mica decat min(a,c) .
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Daca notam cu R(X,Y) radacina patrata obtinuta in conditiile de mai sus, atunci
avem scrierea:

aX ?+2bXY+cY 2= §(X?2+Y ?)+R?(X,Y) (*)

Practic, R(X,Y)=va-SX+/c-SY

Un caz special este atunci cand a=c . In acest caz obtinem S=a+b.

Dacaluam S= at+b, atunci este obligatoriu cab<0 s obtinem A=-b(X-Y)?si
R(X,Y)=+-b (X+Y)

Dacaluam S= a-b, atunci b>0, A=-b(X+Y)2si R(X,Y)=+vb (X+Y)

Observatie :

Practic scrierea (*) reprezinta un mod de a scrie un polinom omogen de gradul 2
cu doua necunoscute ca sume sau diferente de patrate de polinoame si poate fi

utilain demonstrarea unor inegalitati sau in probleme de maxim si minim.

Exemplu:

Fie polinomul 2X?+3XY+2Y ?.Dorim sa-| scriem sub forma (*)

Avem a=c=2 s bzg :>S=g sau Szé , 1ar solutia buna este a doua, Szé.
Atunci R(X,Y):\g (X+Y) s

2X2+3XY+2Y2:%( X 2+Y2)+g(x+Y)29u

2X2+3XY+2Y2:(\EX)2+ (\/%Y)“[ \E(XW)] ’

Observatie:

Acest tip de probleme poate fi extins la polinoame omogene degrad 2 cu 3
nederminate de forma: aX > +bY ?+cZ?+2dXY +2eXZ+2Fyz

Se poare arata cadacaa, b, ¢ >0, atunci polinomul de mai sus este un patrat
perfect daca coeficientii d, e, f reprezinta mediile geometrice delui (ab) , (a,c),

respectiv (b,c).
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ON A PROBLEM OF DIEUDONNE
Corneliu Manescu-Avram
In the book [1] Jean Dieudonné has proposed the following problem :

Let up be an arbitrary number in (0, ) and U, +1 =sinu,, forn=0, 1, 2, .... Compute
iMoo VLU,

The solution of this problem is presented in [2] (page 487). The same method allow us to obtain
the following generalization :

Let a> 0 beareal number and the function f : [0. a) — [0, a) having the following properties :
a) f has derivatives of each order.
b)f(0)=f (0)=0, f(0)=1, f (0)<O0.
c) f (X) <x, for every x € (0, ).
Compute limpn—co VT, where Un 41 = f () and Uo e (O, @) isarbitrary.

We shall consider known the following property of the numerical sequences : the convergence
in the sense of Cauchy impliesthe convergencein the sense of Cesaro to the same limit, namely

P . 1
if limn-o@n =1, then ||mn—>oozz;r<1:1 ax =1.

The sequence (). isbounded, 0 < Uy, < a, for every n € N. The sequence s decreasing,

since up+1 = f (Uy) < up, for every n € N. By the theorem of Welerstrass, the sequence converges

toalimit |, suchthat | =f (l). The conditions from the hypothesisimply that | = 0. Thisisa
necessary condition for limn-e Vi, to befinite.

1 1
We apply the convergence property for the sequence a, = uZ . T 2 and it follows that
n+1 n
. 1 1 . 1 _n-1(_1 N T 1
limn—co (a_ u_ﬁ) = |Imn—>OO§Zk=O (ui+1 _ui) = limn-eo nuz - Q)
We have
. 1 1 . T 1Y) _ . 11
fimn—ee (== =) = limae (755 = =) = limeo (7505 = ) @

For the calculation of the last limit we apply the | Hospital’s rule :

1
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. Xz . x N (o 12 [ 1\
lim, fz(x)_(hmxﬁom) _(hmxﬁom) _(f,(o)) =1, 3
im0 L8 = lim, o (1+ F/(0) =1+ £/(0 =2, (4)
im0 =72 = im0 252 = limyeng L2 = fim, g L0 = 2O )

From the equalities (1) — (5) we deduce

. - 1 -6 _ | -3
My o vy = 1+ 5 - f”'(o)'\/f”'(o)'
Notes: 1) Thelimit (2) for the function sinusis obtained in [2] using the expansion in Taylor
series in aneighborhood of the origin.

2) 1f £ (0) = f"(() =0, alimit similar to (5) is

f10)

3x

flfl(x) _ f”'(O)
3 3

’ _ ! " _ £l
iMoo M = i (x)+xf3x(ZX) 10 _ it

= Iimx—>0
For f (X) =sin x, thislimit isgivenin [2], page 398.

3)1ff (0)=0,f (0)=0andf(x)<xf (0)+f(0), then the function f can be replaced by the
f(x) =f(0)
f'(0)

function g, defined by g (x) =
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Concurrence and collinearity
using properties of pencils of lines

“Projective geometry is whole geometry”
Arthur Cayley

Neculai Stanciu®

Abstract.
This article is devoted to the study of two fundamental and reciprocal questions. when do
three given points lie on a single line, and when do three given lines pass through a single
point? The techniques we describe in this article will be augmented by more sophisticated
approaches, such as the Papus’s theorems, the Desargues’s theorems, the Pascal’s theorem
and the Brianchon’s theorem.

The formalism of projective geometry makes a discussion of such properties possible,
and exposes some remarkable facts, such as the duality of points and lines.While technique
“cross-ratio” of four points, and in the light of duality the cross-ratio of four lines can be
useful on contest problems, much of the material here is considered “too advanced” for
primary and secondary school education.Thisis a pity, as some of the most beautiful classical
geometry appears only in the projective geometry.

1. Main purpose- of the results below is familiarizing readers with new methods (
little known even teachers of mathematics) solving problems of concurrence and collinearity
namely the techniques offered by pencils of lines properties.

We consider fig.1 where S(a,b,c,d)or S(A,B,C,D) represents a convergent pencil of lines,
with its own pointS and rays a,b,c,d or SA,SB,SC,SD and fig.2 whereS(a,b,c,d) is a
parallel pencil of lineswith rays a,b,c,d or SA, 3B, SC, D ('S isimproperly point).

S
Fig.l Fig.2
A B D d A C O
a b a b C d
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e CA DA . . .
If the crossratio (ABCD)_ﬁ.ﬁ is harmonic ((ABCD)=-1) then the pencil

attachment S(ABCD) is called harmonic pencil of lines.
2. Cross-ratio corresponding to a conver gent pencil of lines

We consider the pencil of lines S(abcd) cut by line & (you see fig.1) in the points

not
A=56naB=38 "b,C=8nc,D=05nd.lf S(XYZ) =triangle areawith vertices X,Y and
A hot A
Z, XY 2 XSV, h=d(S,5), then CA_CA-h_2-S(CH S(CSA)_
CB CB-h 2. S(CSB) S(CSB)

CA_ DA _ S(CSA) . S(DSA) _ SC-SA-sin(ca) . SD- SA-sin(da) _
CB DB S(CSB) S(DB) C-SB-sin(ch) SD - SB-sin(db)

(ABCD) =

_ sin(ca) . sin(da)

sin(ch) sin(db)

ot sm(ca) sm(da)

s n(cb) s n(db)

If S(abed) = , then results (ABCD) = S(abcd) .

3. Properties (invariant’s theorems)

Theorem 1.0n a line & we consider four fixed points A/ B,C,D .For any S¢d, we
denoted a=SAb=B,c=C,d = D . Cross-ratio corresponding to a convergent pencil of
S(abcd) isinvariant.

Proof.Let S,S' ¢4 ,sofig.3.

Fig.3
S

71K,

Because S(abcd) = (ABCD) and S'(a’b’c'd’) = (ABCD) results
S(abed) = S'(a’b’c'd’) .(g.e.d).
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Theorem 2.We consider fixed pencil of lines with vertix Sand rays a,b,c,d .For any secant
line 8 which intersect the rays of pencil in A=and,B=bnd,C=cnd,and D=dn3d,
Double-ratio corresponding to division (ABCD) esteinvariant.

Proof.Let 6 and 6’ two some secant lines (you see fig.4), which intersect the rays of the
pencil of linesin the points A B,C,D and A',B',C',D’.

Fig.4
)
C D’ 5’
We have (ABCD) = S(abcd) and (A'B'C'D’") = S(abcd) .Hence

(ABCD) = (A'B'C'D’) .(g.e.d.).
Pencil of lines cut by a secant paralell with one of the rays.
Let S(abcd) be apencil of linesand 3| a (you seefig.5).

Fig.5

CA DA (9 ACA'S=~ACBC = CA_A
CB CB’
D’A’ SA’

= — Under 1 2 and 3 re&]lts
SA\’ SA\' 1 1

S(abed) = -~ . - —(ABCD).
CB DB CB DB

(1) S(abed) = (ABC'D') =

(3) AD’A'S ~ AD'BD =

We have the following “mnemotehnical” rule for writing the double-ratio ii

DB’
So §||a scriem 8 ma= A (improperly point on the direction parallels §|a),

S(abcd) = cé'g DAB and wetake CA : DA =1 (switchingto limit A" —> A).
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1 1

Corollary.Let B,C,D bethefixed pointsonaline § , aJs,Sea,SB=b,SC=c, D =d.
Then VS € a, S(abcd) isinvariant.

D
C_A1 - _A1 — i - i:constant_

Proof.Let A =8 na.S(abcd) = (ABCD) = : = :
A a ( ) (A ) CB DB CB DB

Theorem 3.Let A B,C,D be the fixed pointson C(O;R) and M € C(O; R) (you see fig.6).1f
MA=a,MB=b,MC =c,MD =d then, YM € C(O;R) M (abcd)isinvariant.

Proof.M(abcd)zsm(Cfl):Sm(d?) =constant, because A,B,C,D are fixed points and
sin(cb) sin(db)

~ CBA__ ~ CB__ - DCBA_ . . DCB

ca=——=ct.,,cb=—=ct.,, da=——=ct., do = ——=ct.
2R 2R 2R 2R
Fig6
M
s — 7/*\“\“*-«-\.\

/8 N

—/, \\ \ \'\
// N\
/ / \\ A lD
) A\\ / \ \E1

/ \ \
a /\é\\\x - ) )\C

Observation. Y ou seefigure 6, results M (ABCD) = M (A'B'C'D’).

Theorem 4. Let A, B,C, D befixed pointson C(O;R) and , a,b,c, d the tangents in the four
points at circleC(O; R) .Then whatever tangent t to the circle C(O;R) in point T € C(O;R),
the points A =ant,B =bnt,C,=cnt si D, =dnt formed a invariant
divison(AB,C,D,).

Proof. We have figure 7

Fig.7



Revista Electronica Matelnfo.ro ISSN 2065 - 6432 Nr. Aprilie 2010 | www.mateinfo.ro

(AB,.C,D,) =0(AB,C,D,) .We consider the pencil of lines with vertix T and the rays
TALOA,TBLOB, TC LOC,, TD L OD, .So T(ABCD) =0O(AB,C,D,).

Weget (AB,C,D,) =T(ABCD) = (sin%:sin%) : (sin[z)—'::sin BZCRD

Theorem 5.0n circle C(O;R) consider distinct points A, B,C,D and tangent a,b,c,d in
these points at the circle (you see fig.8).We have:

A(aBCD) = B(AbCD) = C(ABcD) = D(ABCd) .

) =constant.

Proof. A(aBCD) = (sin Can :sin CAB) :(sin D,AAa: sin D,AAB) =
:(sin%:sinE) : (sin%:sin@) =r =constant=

2R 2R 2R 2R
= B(AbCD) = C(ABcD) = D(ABCd) (from the equalities of sines).

A - B
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Observation. Theorem 5 represents the limit case of the theorem 3 — the point M on the
C(O;R) isoneof thepoints A,B,C or D.

Teorema 6.0n circleC(O; R) we consider the distinct points A, B,C,D and the tangents at
the circle in these points a,b,c,d (you seefig.9).

If denoted E=anb,F=bnc,G=cnd,H=dna,l =bnd and J =anc, then we have
the equalities: (AEJH ) = (EBFI ) = (JFCG) = (HIGD) .

Proof.We consider the pencil of lines with vertex O and rays OA OE,OJ,OH

[~
\a
i
\\\ P /
E /
- I\‘. I|'
B— \
K\'\ /
//"' ' Y
- N
¢ ~ %0 '\\.
L \ ) \
b = \‘\ ,-’-'D I\\
-\ /_,' | \,\\
~_ \
oo f A\
H""\g\\& '\\
T
/ N .
o Fig.9

OAEJH , then the pencil of lines with vertex in A and the rays perpendiculars on the rays of
previously pencil of lines:a 1. OA, AB L OE,AC L OJ , AD L OH , A(aBCD) and we have
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(AEJH) = O(AEJH) = A(aBCD) .
The same is obtained the equalities:
(EBFI) = O(EBFI) = B(AbCD) ;
(JFCG) = O(JFCG) = C(ABcD) ;
(HIGD) =O(HIGD) = D(ABCd).
Now we use the equalities:

Can: CI§A= céA: CDhA Si CISA: ABC =7 — CDA, and results:
2R 2R 2R

sm(CAa) sm(CBA) sm(cCA) sm(CDA) sin (%)

The same is obtained the equalities:

Sn(CAB) = Sin(CBb) = Sn(cCB) = in(CDB) = sin(")

sin(DAa) = Sin(DBA) = sin(DCA) = sin(dDA) = sin(D—A)

sin(DAB) = sin(DBb) = sin(DCB) = sin(dDB) = sn(%)

Given these values can write:
CDA DA . DAB

A(aBCD) = B(AbCD) = C(ABcD) = D(ABCd) = (smﬁ sin —) (sin R snﬁ)
(g.ed.).

Observation. Theorem 6 represents the limit case of theorem 4 - the tangenta t at the circle
C(O;R) isoneof thetangents a,b,c,d .

4. Theorems on concurrence and collinearty

Theorem 7. If (ABCD)=(AB'C'D')- have a common point A, then the lines
BB',CC’',DD' are concurrence.
Proof.We have the fig.10.

Leg¢ O=BB'nCC' and D"=0Dn6'We use the theorem 2 and results
(ABCD) =(AB'C'D"), now use the hypothesis and we have (ABCD)=(AB'C'D’).
Hence(AB'C'D") = (AB'C'D’), then D" =D" .(g.ed.).

Theorem 8.If S(abcd) = S'(ab’c’'d”) - common ray SS' = a, then the points of intersection
of the three pairs of rays correspondent: B=bnb',C=cnc',D=dnd" arecollinear.
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Fig.11

Proof. S

Let A=BCna,D=BCnd , D'=DCnd’'(fig.11).

From the hypothesis we get (1) S(abcd) = S'(ab’c'd’) .We intersect the pencil of lines
S(abcd) with BCand results (2) S(abcd) = (ABCD) .We intersect the pencil of lines
S'(ab’c'd")with BC and results (3) S'(ab’c’'d’) = (ABCD') .From this three relations we get
(ABCD) = (ABCD'), then D =D’ .(g.e.d.).

5. At theend - | propose some classical theorems that can be attacked with pencils of
lines techniques(theorem 7 and theorem 8).

Teorema 9. Pappus’s theorem

If AB and C arethree points on oneline, D,E and F are three points on another line,

and AE meets BD a X, AF meets CD a Y, and BF meets CE a Z, then the three
points X,Y and Z arecollinear.

Teorema 10.Desargues’s theorem.

In a projective space, two triangles are in perspective axially if and only if they are in
perspective centrally.

To understand this, denote the three vertices of one triangle by (lower-case) a, b, and ¢, and
those of the other by (capital) A, B, and C. Axia perspectivity is the condition satisfied if and
only if the point of intersection of ab with AB, and that of intersection of ac with AC, and that
of intersection of bc with BC, are collinear, on a line called the axis of perspectivity. Central
perspectivity is the condition satisfied if and only if the three lines Aa, Bb, and Cc are
concurrent, at a point called the center of perspectivity.

Theorem 11. Pascal’s theorem (The dua of Brianchon's theorem).

Given a (not necessarily regular, or even convex) hexagon inscribed in a conic section, the
three pairs of the continuations of opposite sides meet on a straight line, called the “Pascal
line”.

Theorem 12. Brianchon’s theorem (The dual of Pascal’s theorem).

Given a hexagon circumscribed on a conic section, the lines joining opposite polygon vertices
(polygon diagonals) meet in asingle point.
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,Inelul (Zn,+,-)- aplicatii
interesante”

prof.VICTORIA POPA,
Colegiul Tehnic,, lon Mincu”, Timisoara

Algoritmul lui Gauss de aflare a datei
Duminicii Pastelui

e Fie nanulin care se cautd prima zi de Paste, zi notata cu x..
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e Secalculeazi x=d+e+4

e Dacd X< 30, atunci x se referd la o data din aprilie, dacd X> 30, atunci x reprezinta o
duminica din mai.



Revista Electronica Matelnfo.ro ISSN 2065 - 6432 Nr. Aprilie 2010 www.mateinfo.ro

Exemplu:Vom calcula data primei zi de Paste in anul 2009, astfel:

n = 2009

a=2009(mod19) = a=14

b =2009(mod4) = b=1
c=2009(mod7) =>c=0
d=(19-14+15)(mod30) => d =11
e=(2-1+4-0+6-11+6)(mod7) => e=4
x=d+e+4=x=19

Deci, prima zi de Paste Tn anul 2009 va fi duminica, 19 aprilie.

Introducere in problematica securitatii
informatiilor

Tehnicile de securizare a datelor au fost folosite incd de pe vremea vechilor egipteni. in cele
doua razboaie mondiale ele au jucat un rol esential. Pana la mijlocul secolului XX principalii
beneficiari ai unor asemenea tehnici au fost militarii, serviciile diplomatice si guvernele in general, ele
fiind utilizate ca instrumente de protectie a strategiilor si a secretelor nationale.

Din 1960, odata cu proliferarea calculatoarelor si a comunicatiilor in domeniul privat, a
aparut necesitatea protectiei informatiilor in form3 digital3. Tncepand cu 1997, datorits lucrarilor lui
Fiestel la IBM, in SUA se adopta un standard de criptare a informatiilor neclasificate — DES (Data
Encryption Standard) care este, dealtfel cel mai cunoscut sistem de securizare pentru comertul
electronic si in marile institutii financiare din lume.

Tn 1976 Diffie si Hellman introduc comertul major de criptare in cheie public, — metoda
ingenioasa de schimb de chei- securizarea fiind bazata pe dificultatea inversarii functiei logaritm
discret, dar nu indica o tehnica de realizare practica. Acest lucru a fost facut in 1978 de catre Rivest,
Shamir si Adleman, care indica prima schema practica de criptare n cheie publica si de semnatura
digitala — schema folosita si acum si numita RSA. Schema RSA se foloseste de o alta problema
matematica dificila: factorizarea intregilor mari. Progrese aduc anii 80 cand se pun in evidenta cazuri
cand schema RSA este vulnerabila. De asemenea, Tn 1985, El Gamal pune in evidenta o clasa de
scheme puternice in cheie publica folosind, de asemenea dificultatea Tnversarii logaritmului discret.
n anul 1991 apare primul standard international pentru semnatura digitald, provenit din schema RSA
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(ISO/IEC 9796). in SUA guvernul adoptd in 1994 un standard de semnatura digitald bazat pe schemele
de cheie publica El Gamal.

ntre timp au aparut noi scheme de securitate a datelor, toate avand ca suport probleme de
matematica computationala.

De-a lungul timpului s-au elaborat protocoale si mecanisme cu scopul securizarii informatiei,
atunci cand informatia este transportata prin documente fizice. Adesea obiectivele securitatii
informatiei nu pot fi solutionate doar prin algoritmi matematici si protocoale; sunt necesare si tehnici
procedurale precum si respectarea regulilor (oficiale sau neoficiale) de actiune in vederea atingerii
scopului vizat. De exemplu confidentialitatea unei scrisori este asigurata de plicul livrat de un
serviciu postal acceptat. Securitatea fizica a plicului este, practic, limitata si astfel apar legi emise cu
scopul de a preveni deschiderea acestuia de catre persoane neautorizate.

Modul de inregistrare a informatiei s-a schimbat esential. Initial, datele erau stocate pe
hartie si transmise prin plicuri. Acum informatia se stocheaza pe suport magnetic sau optic si
se transmite prin diferite sisteme de telecomunicatii, tot mai des fara fir. S-a schimbat,
deasemenea, radical abilitatea de copiere ori alterare a informatiei. Se pot face mii de copii a
unei parti de informatie stocata electronic si acestea nu pot fi autentificate fata de original.
Prin urmare, Tntr-o societate in care informatia este stocata si transmisa electronic, este
necesara asigurarea securitatii datelor independent de mediul fizic de inregistrare ori de
transport.

Un instrument fundamental utilizat in securizarea datelor este semndtura. Exista blocuri

informationale care asigura si alte servicii ca nonrepudierea, autentificarea originii datelor,
identificare ori atestarea. Semnatura, pe langa alte cerinte, trebuie sa fie unic atasata unei entitati si
serveste la indentificare, autorizare si validare.

Deasemenea, sunt necesare analoagele protocoalelor scrise pe hartie in varianta electonica;
astfel de protocoale sunt fara indoiald mai bune decat cele clasice.

Realizarea securitatii informatiei in aceasta perioada impune un intrumentar vast de tehnici
legale ingenioase; acestea sunt oferite de criptografie — inteleasa aici ca studiul procedeelor
matematice legate de aspecte ale securitatii informatiilor cum ar fi: integritatea datelor,
confidentialitatea, autentificarea entitdtilor, autentificarea originii datelor.
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Criptarea si decriptarea mesajelor cu
cifrul lui Cezar

Una dintre cele mai cunoscute tehnici de criptare este cifrul lui Cezar, care foloseste o

permutare circulard pe literele alfabetului latin cu o cheie k € [0,25] in multimea Z,:

Pentru criptarea mesajului este folosita o functie bijectiva €, (o) = (o + k)(mod 26) , unde k
reprezintd cheia de criptare, k € [0,25], iar o0 reprezintd numarul corespunzator literei din mesajul

care va fi criptat.

Pentru exemplificare, vom cripta mesajul ,,SIMPOZION” cu cheia k=11. Vom calcula:

e,(S)=(11+18)(mod26)=3=D
— (11+8)(mod 26) =19 =T

(P

P)=(11+15)(mod26)=0= A

0) =(11+14)(mod 26) = 25= Z
)=(11+25)(mod 26) =10= K

&, (N)=(11+13)(mod 26) = 24 =Y

Astfel, mesajul criptat devine : ,, DTXAZKTZY”

Pentru decriptarea mesajului, se foloseste functiad, (B) = (B — k)(mod26), unde k
reprezintd cheia de decriptare, iar 3 reprezinta numarul corespunzator literei din mesajul de

decriptat.

Pentru exemplificare, vom decripta mesajul ,,DTXAZKTZY” cu cheia k=11.
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d,, (D) =(3-11)(mod 26) = (3+15)(mod 26) = 18= S
dyy (T) = (19-11) (mod 26) = (19+15) (mod 26) = 8=> |
dy; (X) =(23-11)(mod 26) = (23+15) (mod 26) = 12=> M
dy; (A) = (0-11)(mod 26) = (0+15)(mod 26) = 15= P
dy; () =(25-11)(mod 26) = (25+15) (mod 26) = 14=> O
dy, (K) = (10-11)(mod 26) = (10+15) (mod 26) = 25 = Z
dy, (Y) =(24-11)(mod 26) = (24+15)(mod 26) =13= N

Astfel, mesajul decriptat devine : ,,SIMPOZION".

Criptarea si decriptarea mesajelor cu
sistemul Cardano

Sistemul Cardano este un sistem de criptare autosincronizabil cu cheie fluida. Un sistem de
criptare se numeste autosincronizabil, daca un caracter al cheii fluide se construieste nu numai cu
ajutorul cheii k, ci si cu ajutorul unui numar fixat de cactere criptate in prealabil.Sistemul Cardano
=,,1 21, unde y reprezintd mesajul criptat (

foloseste pentru criptare o cheie fluida z, =K, z,

literele obtinute Tn urma criptarii), iar x reprezinta mesajul clar ( ce urmeaza a fi criptat).
Pentru exemplificare, vom cripta cu cheia fluidd z, =15=K mesajul ,MONOID”. Utilizdm

literele alfabetului latin, iar operatiile se efectueaza in Z,. De fiecare data, se adund mesajul criptat

obtinut anterior, ca mai jos:

M 0 N 0 | D
X 12 14 13 14 8 3
2=15 15 1 15 2 16 24
y 1 15 2 16 24 1
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Pentru decriptare, se foloseste X, =y, —K, X =Y, — Y, ;,i 1. Pentru exemplificare, vom
decripta mesajul , BPCQYB”, utilizdnd scaderea ca adunarea cu opusul in Z,. Prin calcul, obtinem

urmatoarele date, pe care le atasdm schemei de decriptare de mai jos.

X =(@1-15)(mod26) =1+11=12

X, =Y, —Y, =(15-1)(mod26) =15+ 25=14
Xz =Y, — Y, =(2-15)(mod26) = 2+11=13
X, =Y,—Y; =(16-2)(mod26) =16+ 24 =14
Xs =Ys — Y, =(24-16)(mod26) =24+10=8
X¢ =Y — Y5 =(1—24)(mod26) =1+2=3

B P C Q Y B
y 1 15 2 16 24 1
k=15 15 1 15 2 16 24
X 12 14 13 14 8 3

M 0] N 0] I D

Am obtinut mesajul decriptat , MONOID”.
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Aplicatii ale matematicii n viata cotidiana

Prof. Sorin Borodi

1.(clasaa7-q)
Petronel vrea sa compuna o problema pentru concursul de la http://www.mateinfo.ro/.
El constatd c& poate forma o proportie cu numerele ce reprezinté varsta sa,a fratelui sau si a parintilor.in
momentul Tn care vrea,pentru a gasi alt e proprietati interesante, sa calculeze produsul acestor varste,este
chemat la mas&.Are timp sa arunce o privire peste ultima cifrd a rezultatului.Tn timp ce servesc masa,
Petronel incepe sa destainuie din preocuparile sale,dar constata ca nu -si aminteste precis ultima cifra a
produsului;e sigur,totusi,ca era 2, 3,5 sau 7.
a) Care putea fi ultima cifra a produsului ?
b) Tatal sau,afland preocuparile fiului,ii spune;'Stiu chiar si penultima cifra a produsului !
Petronel raméane perplex si cat pe-aci sa-si scape lingura in ciorba. Care este penultima cifra a
produsului ?

Solutie

a) ab=c/d,deci ac=bd,deci abcd=(ac)?,deci abcd este patrat perfect.Asadar,ultima cifra poate fi
doar 5.

b) Dacapatratul perfect are ultima cifra5,penultimacifra este 2.

2. (clasaa8-a)

Putin cunoscutul arhitect Cubick,al carui dicton in viata este 'De ce sa te complici ?',este mare
specialist in proiectarea garsonierelor compuse dintr-o camera in forma de cub,cu muchia exprimata
printr-un numar ntreg de metri.Popescu,beneficiar al unui proiect al arhitectului,std ih mijlocul camerei
si mediteaza :'Dac& muchia camerei mele ar fi fost cu un metru mai mare,as fi castigat 61 mlavolum'.
Cét este muchia camerei lui Popescu ?

Solutie

Din datele problemei se poate forma ecuatia x3+61=(x+1)3,care conduce la x2+x -20=0.
(x+5)(x-4)=0,cu solutiile -5 si 4.Convine doar x=4..Muchia este 4 m.
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3. (clasaa8-a)

Un automobil se deplaseaza cu 72 km/h pe o sosea ce trece prin apropierea unui cosmodrom,de
la care tocmai a fost lansata o rachet,,perfect vertical,rampa de lansare fiind in O.Tn automobil exist un
aparat performant de determinare a unghiurilor.Cand automobilul erain B,rachetaerain M.Peste 15
secunde, automobilul erain C,iar rachetain N.

a) La ce distanta se afla cosmodromul de sosea ?

b) Care a fost viteza medie a rachetei pe parcursul observatiilor ?

L
e a3

v,
r

=

Solutie

a) 72 km/h=20 m/sec
Deoarece din B in C timpul de parcurgere este 15 sec,obtinem BC=300 m.
Fie T piciorul perpendicularei din O pe sosea.
AOTC este dr. isoscel,fie cateta sa x.
TB=x-300,0T=x
3004/3

tg<OTB=tg30°=(x-300)/x,de unde x= a1 ~709,8 m,

b) BO~819,6 m.In A dr.BOM, tg30°=OM/BO,de unde OM =473,19 m

OC=x+/2~1003,8 m.
In A dr.COM,tg60°=0ON/CO,de unde ON ~1738,63 m.
Deci MN=1738,63=473,19=1265,44 m
Asadar,racheta a parcurs 1265,44 min 15 sec,ceea ce corespunde unei viteze de 303 ,7 km/h
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ASUPRA DREPTEI LUI DROZ - FARNY
Corneliu Manescu-Avram

Tn 1899, Arnold Droz-Farny (1865-1912), un profesor elvetian de matematica si stiinte, a
publicat fara demonstratie urmatoarea

Teorema 1. Doua drepte perpendiculare duse prin ortocentrul unui triunghi intercepteaza cate
un segment pe fiecare latura a triunghiului. Mijloacele celor trei segmente sunt coliniare.

Numerosi autori s-au ocupat de aceasta problema (a se vedea bibliografia) si (4) contine, din
nou!, fara demonstratie urmatoarea generalizare, a carei demonstratie face obiectul prezentei
note:

Teorema 2. Se considera triunghiul ABC cu ortocentrul H. O hiperbola echilatera cu centrul in
H intersecteaza dreapta BC in A; si Ay, dreapta CA Tn By si B, si dreapta AB Tn C; si C,. Sa se
demonstreze ca punctele P, Q si R, mijloacele segmentelor [A1Az], [B1B:] si [C1Cy], respectiv,
sunt coliniare.

Demonstratie : Presupunem ca asimptotele hiperbolei raman fixe si triunghiul se roteste n
jurul ortocentrului. Se alege un si stem complex de coordonate cu originea O in central cercului
circumscris triunghiului ABC, asimptotele hiperbolel echilatere paralele cu axareal a si axa
imaginara si varfurile triunghiului pe cercul unitate. Rezultd ca A(a) , B(b), C(c) si H(h), cu a, b,

c,heC,|al= |b| = |c| =1sih=a+ b+ c. Dupa transformarea z— — z + h (o translatie
urmata de simetria fata de un punct), asimptotele devin axe de coordonate si coordonatele

punctelor sunt A(b + c), B(c + @), C(a + b) si H(0). Nu este necesar sa rotim triunghiul in jurul
ortocentrului, deoarece varfurile au fost alese arbitrar .

Tn coordonate carteziene, ecuatia unei hiperbole echilatere est e xy = m, cu m o constanta reala
nenula, astfel ca hiperbola are in coordonate complexe ecuatia

z2—Z?=n,cune C —R. (1)
Dreapta BC are ecuatia
B bc
zZ+bcz = a+b+c+ o 2

Din (1) si (2) obtinem, prin eliminarealui Z, ¢cuatia de gradul al doilea

(b2c?=1)2% + z(a +b +c +2) a+b+c+E)2—b2c2n:
+2{ —)z- | - 0, 3)
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ale cdrei solutii sunt a; si a,, coordonatele punctelor A; si A, respectiv. Rezulté ca p, coordonata

punctului P este

b
aj+a, — atbtct=

P= T T TiTpee2 ()
si putem obtine asemanator, g si r, coordonatele punctelort Q si R respectiv.
Punctele P, Q, R sunt coliniare daca si numai daca se anuleaza urmatorul determinant
p p1
A=|q q 1] =0 (5)
rr 1

Avand n vedere forma particulara a coordonatelor p, g, r, putem scrie determinantul A ca o suma
de patru determinanti

A=|a+b+c|?M + abc(a+ b+ )bz + a?b*c?(ab+ bc+ ca)bs +a?b?c*hy,  (6)

unde
1 —b?c? 1 1 -1
|1-p2c2  1-Dp2c2 | 1-b2¢c2  1-b2¢2 1|
1 —c?a? 1 -1
b= |1—c2a2 1-c2q? 1| D27 1770202 1-c2q? 1|’
1 —a2p2 1 -1 1
1—a2p?2 1-a2p? 1 1-a?b? 1-a?b?
1 -1 1 1 -1 1
a?(1-b2%c2) a?(1-b2c?) | a?(1-b%c?) 1-b2c2 |
1 -1 1 1 -1 1
B3 = |p2(1-c2q2) b2(1-c2a?) |’L\4: b2(1-c%a?) 1-c2a2 |
1 -1 1 1 -1 1
c?(1-a2b?) c?(1-a?b?) c?2(1-a%b?) 1-a?b?

Suma primelor doué coloane este egald cu a treia c oloand n A1 Si este egald cu 0 Tn Az si As,
astfel ca A1= A2= A3= 0. Calcule directe (e simplu!) aratd ca 24+= 0.

Tnlocuim aceste vaori in (6) si obtinem (5), ceea ce incheie demonstratia T eoremei 2.

Pentru n = 0 hiperbola degenereaza in doua drepte perpendiculare (asimptotele &) si obtinem o
demonstratie a Teoremei 1, deoarece punctele P, Q, R sunt aceleasi.
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