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PROBLEME PENTRU CONCURSURI (1)

Corneliu Manescu-Avram

1. S& se arate ca pentru orice numar rational x exista cel putin un numar rational y astfel incéat sa
fie adevarata egalitatea

60¢C +y°) — 15(x* + y*) + 100¢ +y®) —1=0.

Solutie : Verificdm ci perechea (x, 1 —X) , x € Q, satisface egalitatea data. Intr-adevar, fie p =

=xy. Dinx+y=1,deducem x* +y* = (x +y)’  —2xy =1 —2p, X + y* = (x + y)* = Bxy(x + y) =

=1-3p, X' +y' = (C+y) -2 = (1-20)° —2p° =1 —4p+ 20", X° +y° =

= ¢+ V) + YY) - XA (x +y) = (1 — 2p)(1 — 3p) — p° = 1 — 5p + 5p>. Rezultd identitatea
6(1 —5p + 5p%) —15(1 — 4p + 2p?) + 10(1 — 3p) — 1 =0.

2. S& se gaseascd bazele sistemelor de numeratie n care

a) numarul 671 se divide cu 176 ;

b) numarul 781 se divide cu 187.

Solutie : a) Fie x baza sistemului se numeratie ciutat. Avem c& 6 x* + 7x + 1 = (x + 1)(6x + 1) se
divide cu x® + 7x + 6 = (x + 1)(x + 6), deci 6x + 1 sedivide cu x + 6. Orice divizor comun a
numerelor 6x + 1 si X + 6 este divizor si al numarului 6(x + 6) — (6x+ 1) =35=5 - 7. Evident
fnsa x > 1, deci singura solutie convenabild se obtine din x + 6 = 35, deci x = 29.

b) Asemanator, 7X% + 8x + 1 = (x + 1)(7x + 1) sedivide cu X% + 8x + 7 = (x + 1)(x + 7), deci

7x+ 1sedividecu x + 7. Dar 7(x + 7) — (7x + 1) = 48 = 2* . 3 si multimea divizorilor lui 48 este
Dss={1,2,3,4,6,8, 12, 16, 24, 48}. Rezulta x + 7 € Dyg, cu solutiile convenabile

x €{9,17,41}.

3. Sa se demonstreze ca orice numar compus n, care nu este patratul unui numar prim, are cel
putin un divizor prim p<vyn+1 — 1.

Solutie : Daca numarul n este compus si nu este patratul unui numar prim, atunci el are cel putin
doi divizori primi distincti p, g, p<qsip(p+2) <pg=<n,deci p>+2p+1=(p+1)><n+1,de
undep + 1 < vn +1 si se obtine inegalitatea din enunt.

4. Fie S =1+ 2+ ..+ n* n, k e N". S se gaseasca toate valorile lui k pentru care este

adevarata urmatoarea identitate : 2Sy+1+ (K~ 1)Sx-1=(k + 1)513 ,VneN'.
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Solutie : Pentru n=1obtinem2 + k—1=k+ 1.

Pentru n = 2 obtinem
2L+ 2% Y+ (k— (X + 2% Y = (k+ 1)(1 + 243
care este echivalentd cu 2*"%(5-K) = k + 1, deci k e {1, 2, 3} este o conditie necesara.

Aceasta conditie este si suficienta :
$=57,25+%=35},5+S=25] ,vneN.

Egalitatile de mai sus pot fi demonstrate prin inductie sau se pot folosi identitatile :

n(n+1) = n(n+1)(2n+1) _[n(n+1)]2 _nz(n+1)2(2n2+2n—1)
2 T 6 P 2 P 12 ;

_ nf(n+1D)?[3n?(n+1)*-2(2n*+ 2n -1)
B 24 )

5. S& se arate ca polinomul f € R[X], f=X"+a X" '+ ..+ a,_sX* + a, unden = 4si a, = 0,

Solutie : Fie X1, Xo, ..., X, radacinile lui f, care sunt nenule, deoarece a, # 0. Polinomul g (X) =

1 1 1 1
= X"f (}) are raddcinile —, —, ..., — . Dar g (X) = anX" + a,_3X""3+ ...+ 1, deci
n

xl'xZ'.
2
1 1 1 1 1 1
e s D) ot )=o
xl Xn X1 Xn X1X2 Xn—-1Xn

Suma patratelor unor numere reale nenule este un numar real strict pozitiv, deci radacinile lui f
nu sunt toate reale.

vvvvv

1
f=(X* =X+ 1"+ (X* =X +2)" = (X*+ X+ 2 = (5 X*-X ~1)".
Solutie : Urmatoarele egalitdti sunt adevarate

1 1
X2 —=X+1- §x2+x+1= §x2+2,

3

1
XZ—=X+1+ > X2-X—1= 2x2—2x,
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1 5
(xz—x+1)2+(5x2—x —1)2=Zx4—3x3+3x2+2,

X2—=X+2—-X?—X-2=-2X,
X2 =X +2+ X2+ X +2=2(X*+2),
(XZ2 =X +2)%+ (X2 + X +2)2=2(X? + 1)(X? + 4).

Rezulta descompunerea
2 1 5 4 3 2 4 2
F=X(X2+4) 7 (3K = 4)(7X* —3X7+3X%+2) = 8(X* +3X* +2)] =
1 2 4 2 2 2
= T XX+ 4)(X —12)[14X" + (X* = 2)* + 32X* +24]

Deducem ca singurele radacini reale ale lui fsunt x;, = 0 si X, = 12.

Comentariu. Din f (12) = 0 se obtine egalitatea 133* + 134* = 59* + 158*.

~

7. Sé se rezolve in Zgg ecuatia x* +x2+1 =0

Solutie : Folosim descompunerea

X+ XZ2+1=(X2+ X +)(X>— X +1).
Fie x 0 rddacini in Zio3 apolinomului X2 + X + Te Z103[ X]. Celelalte solutii ale ecuatiei date
sunt T +x, —x, — 1 —x. Acestea sunt toate solutiile, deoarece 103 este numar prim, deci Zigs
este corp, astfel ca ecuatia datd, fiind de gradul 4, are cel mult 4 solutii. Dar 103 = 10 % + 3 si

x2+x+1:6_,XEng,deci (2x+ i)2+§:6,,deunde?x+ 1= TO, asadarx:?;G(am

folosit faptul ca inversul lui 2 in Z, este — ). Solutiile ecuatiei date sunt {46,47 56 57},

Comentariu. Metoda se aplica modulo orice numar prim p astfel incét p — 3 este patrat perfect.

Dacid p = n? + 3 (n par), atunci solutiile in Zy ale ecuatiei date sunt

n(n:5+ 1 n(n:5+2 n(nm+ 1 n(nm+ 5
T2 T2 P2 :
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8. FieP=X(X+1)(X+2)..(X+15)si Sc=X*+ (X + D+ (X +2)*+ ...+ (X +15) ke N".
Sé se arate c3 P + (12S, — 1700S, + 416704)? este patratul unui polinom cu coeficienti intregi.
Solutie : Avem
S, = 16X? + 240X + 1240,
Sy = 16X* + 480X + 7440X* + 57600X + 178312.
Consideram polinoamele
U=(X+DX+2X +H(X +7)(X +8)(X + 11)(X + 13)(X + 14),

v=X(X +3)(X +5)(X +6)(X +9)(X + 10)(X + 12)(X + 15).

. . u+v 2 u-—-v 2 . . o e .
Este adevarata egalitatea P = uv = - ) 2 , deci este suficient sa aratam ca
—— =125, — 1700s, + 416704. Q)

2
Cu notatia Y = X2 + 15X, grupand factorii egal depértati de extreme, se obtine
u=(Y +14)(Y + 26)(Y +44)(Y +56) = Y* + 140Y > + 6828Y  + 134960Y + 896896,
v=Y(Y +36)(Y +50)(Y +54) = Y * + 140Y ® + 6444Y % + 97200Y,

de unde

u-—-v
—— =192Y7 + 18880Y + 448448 = 192X *(X + 15)° + 18880X(X + 15) + 448448 =

= 192X* + 5760X + 62080X 2 + 283200X + 448448. 2)
Avem si

12S, — 1700S; + 416704 = 12(16X * + 480X 3 + 7440X? + 57600X + 178312) —
—1700(16X? + 240X + 1240) + 416704 = 192X * + 5760X 3 + 62080X ? + 283200X + 448448. (3)

Din (2) si (3) rezulta (1). Se observa ca

u+ 4 3 2
— = Y*+ 140Y° + 6636Y © + 116080Y + 448448 =

<

= (X% + 15X)* + 140(X? + 15X)® + 6636(X ? + 15X)? + 116080(X ? + 15X) + 448448

are coeficienti intregi, ceea ce incheie demonstratia.
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9. Care este valoarea maxima a functiei f: R —» R, f(x) = |sin2x —sinx|?

Solutie : Functia este periodica cu perioada 27, deci este suficient s-o studiem pe intervalul
[0, 2m|. Pe de alté parte, f (zr — x) =f (X), deci ne putem restrénge laintervalul [0, r]. Pe acest

interval sinx > 0, deci f (X) = sin x| 2cos x — 1|, asadar

{ sinx(2cosx —1), dacix € |0, g]
f(x)= :
sinx(—2cosx+1), dacix € En|

deunde

4cos?x —cosx —2, dacixe ( ()g)

f (9=
i —4cos’x+cosx+2, dacixe (gn) .
_ ) 1+v33
Derivata se anuleaza pentru cos x = g
_ - 1 _ 1++/33 _
Pelntervalul.| 0,5] . aVemM CoS X = > deci cos xp = g unde Xo este un punct de maxim.

. ) 5y3 [15—v33
Valoarea maxima corespunzatoare este E 7t \/.33

1 1—+33
Peintervalul E 7T| avem cos X SE , deci cos x; = —5 si x; este de asemenea un punct de
_ oL 5 53 [15+y33 _ R
maxim. Valoarea maxima corespunzatoare este Te 7_—\/§ si ea este mai mare decét cea

precedenta, deci aceasta este valoarea maxima absoluta.

o . _ o 4
10. S4 se aproximeze cu o eroare de 10 ~3 numarul vn*+n°* ne N, n = 94.

Solutie : Vom demonstra inegalitatile

249 ‘ )
— < }L/n4+ n® —n<

>
1000 ,heN,n=94

N [

Adunam n si ridicam la puterea a patra. A douainegalitate este evidentd, dupa reducerea
termenilor asemenea.
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Pentru a demonstra prima inegalitate, aratdm ca functia f: [4, ) -> R, f(X) = ¥+ %3 —x
este crescatoare si verificam prin calcul ca f(94) > 0,249. Tntr-adevar,
4x+3

4f/x(x+1)3__1

si vom aréata ca ea este pozitiva pe intervalul [4, o). Dupa eliminarea radicalului si reducerea

termenilor asemenea, obtinem inegalitatea 96x% — 336x — 175 > 0, care este adevarati pentru
X =4,

f(X) =

Rezultd cad Yn* + n3=n+0,249..., daci n = 94.

vvvvv

11. Sa se arate cé pentru orice n € N, n = 3, polinomul f=X" —nX + 1 are doua radacini

pozitive X,, yn astfel Incat 0 < x, < 1 <y, si s se calculeze limy—w0nXy i limyoe n(V, —1).

Solutie: Din f(0) =1>0, f(1) =2 —n <0, tindnd cont de faptul ca functia polinomiala asociata

lui f este continud, rezultd ca exista X,, y, € R astfel Tncét f (x,) =f(yn) =0si 0 <Xy, <1<y,

Avem

(1) 1 ( 1 ) 1 1
f n ;7ﬂ1>0’f n-1 _(n—lyf_n—1<o

sif () =n(x""*—1)<0pe(0,1), decif este strict descrescitoare pe intervalul (0, 1), astfel c&

1 1
Xn €ste unic, = << 7, prin urmare (X;,), >3 este un sir convergent si limy e X, = 1.

n, n' 1 .
Pe de altd parte, f(3¥)=n—nyn+1<0, deoarece ( 1+ ;) <n, pentruoricen = 3.

Rezultd cd y, > ¥/ si y, este unic, deoarece f  este strict pozitiva pe intervalul (1, o), astfel c& f

este strict crescatoare pe acest interval. Avem si limnoo(Vn —1) = limpown(Yn—1) =
X% -1

= limx-o0.x>0

— = liMy-0,x50 X (= INX — 1) = co. Rezultd ¢ liMp-wn(Vn —1) =co.

Pentru calculul limitelor de mai sus am folosit regulalui | Hospital.

12. Sa se determine a minim si b maxim astfel cainegalitatea

sa fie adevdrata pentru orice x = 0.
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1
-3 si Tn mod evident a si b sunt

Solutie : Se studiaza functia f : (0, ) - R, f (X) =

In (1+x)
respectiv marginea superioara si marginea inferioard a multimii valorilor functiei.

Avem

. -1 1
FO= omzaen T2 <0 x>0 &

Tntr-adevar, ultima inegalitate este echivalenta cu

nxsz(x = 2) vz
nx<- . , VX =1, (2)

inegalitate care se obtine din cea precedent & prin transformari elementare, extragerea radacinii
1 1
patrate si substitutia x + 1 — x°. Functiag: [1,00) > R, g (¥ =Inx — > ( X — ;) este

(x-1)2
2x2

derivabild peintervalul [1, oc) si derivata ei este negativd, g (x) = — <0, Vx=1,

deci g este descrescatoare, g (X) =g (1) =0, astfel ca (2) este adevarata, deci si (1) este
adevarata.

Functia f este descrescatoare pe intervalul (O, o), deci
b = limx_ o f (X) < (X) < limxooxso f(X) =a.
Avem evident b=0si

] 1 . xzIn (14x) ] 1-=Z3 1
a= limy-ox>o0 T liMxsox>0=—=2=— = liMx>o0,x>0 =3,
X 2x 2
In(1+x)x

unde cea de-a doua limité a fost calculaté cu regula lui | Hospital.

Tn concluzie,

X
T—— S=Inl+Xx) =x Vx=0.
=x+1
2
13. S& se gaseasca limita sirului cu termenul general

1
Re—-1-

ah=n-—
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are derivate de orice ordin. Daca

1
Solutie : Functia f : (0, o) — R definita prin f (x) = o

e* -1

1
exista lim,_q f (x) , atunci exista si lim,,_ ., a,, deoarece f(;)—"— an. Aplicam de doua ori regula

lui | Hospital :

Mg OO = liMyng S =% = lim L im et .1
1M, _ = | - —_— = ==
x=0 X207 ox "y X0 yoxy ex_q X0 yoxypex T2

1

asadar lim, . a, = >

i s d i 1Moo (— L ) L

Comentarii. a) Aseménator putem demonstra c& 1Moo | 7— Tz 1) 2 , pentru

oricea € (0, ), a= 1.

n
b) Egalitatea din enunt poate fi scrisa sub forma e = ( L+ ;_la ) , de unde rezultd a, >0 si

n

limnoeo Qn==—.
” 2

c) Mai general, daca f este o functie real de doua ori derivabild si f (0) = O, atunci

1 1 RO
xf'(0)  fQ)-£(0)/ " 2[f'(0)]%

Iim»x—>0 (

N R . omx yx-1
14. Sa se rezolve Tn R ecuatia : sin - 2

Vx
Solutie : Avem evident x—1 =0, deci x = 1 si < 1, deunde x = 5. Vom studia functia

Tx Jx-—1
f:[1, 5] — R definita prin f (X) =sin o~ 3
intervalul (1, 5) si se anuleaza pentru xe {2, 3, 4}. Vom arata ca functia f nu mai are alte zerouri
pe [1, 5]. Se verifica simplu ca 1 si 5 nu sunt zerouri pentru functia f, deci rdméne sa cautdam
zerourile pe (1, 5). Dacé functia f are cel putin patru zerouri pe intervalul (1, 5), atunci, conf orm
teoremei lui Rolle, f ~are cel putin trei zerouri, f ~ are cel putin doua zerouri si " are cel putin

un zero. Dar

. Functia are derivate de orice ordin pe

= (2 )3 mx 3
"0="\1z) s 13 Toyx—1)5 0
VX € (1, 5), contradictie. Rezulta ca ecuatia data are numai solutiile x € {2, 3, 4}.

15. Sa se determine functiile polinomiale cu proprietatea ca

8
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f(b)—f(a):(b—a)f‘(‘/CLZ—Jr%b—Z),Va,beRh

Solutie : Daca f este o functie polinomiald de grad cel mult 3, f = ap + apé + a X + ag,
cua; =0, atunci f (b) - f (a) = (b — a)[ag(a® + ab + b?) + ay] si f (X) = a0’ + &y , dei

| a2+ ab+ b
Pl 2 by e
astfel ca egalitatea din enunt este adevérata.
Reciproc, daca egalitatea din enunt este adevarata pentru o functie polinomiala de grad n =3,
f=a"+aX" '+ ..+ a,, a = 0, atunci

f(X)—f(O)_ n-1
— =X

X

2

+axX "“+.+ay_1,x>0,

f' (%) = nac(%)n_1+ (n— 1)a3(%)n_2+ tan_1,X=0

de unde, prin identificarea coeficientilor, se obtine 3"~ * = n? astfel ci n = 3. Tn acest caz avem si
2

a; = Eal,deu a; =0.

Rezulta ca o functie polinomiala asociatd unui polinom cu coeficienti reali are proprietatea
respectiva daca si numai daca grad f < 3si f''(0) = 0.

16. S4 se demonstreze cd daci f : [0, 1] — R este o functie de clasd C*, atunci

1 FO+FMN _ 1 (1,
(fy fOodx - L22IO)" < L rhor ()2 dix
Solutie : Se integreaza prin parti :
fol fO)dx = xi(x) | §— fol xf'(x)dx=f(1) — f01 xf'(x)dx .

Rezultd

FO)+F£()  F(1)=F(0)
A

fol fx)dx _ >

—Jyxf @dx = [y (5 —x) £,
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Dininegalitatealui Cauchy obtinem

(5, Fodx — FOLON (1) ax . [ e)?dx

2
Prima integrala din dreapta este egala cu 2 deci se obtine inegalitatea din enunt.

Observatie. Existé functii pentru care are loc egalitatea, de exemplu f(X) = x> — x.

17. Sa se gaseasca polinoamele P e Z[X] pentru care
1P(x)+P(—x)
fO — 2.1 dx € Q.
x<+1

Solutie : Fie P = ag + a1X + ayX? + ... + a,X". Restul Tmpartirii lui P laX?+ 1 este un polinom de
grad cel mult 1

P=(X*+1)Q+pX+q, Qe Z[X], p,q < Z.

Avem P(i) + P( —i) = 2qsi P(X) + P(— X) = (X + 1)[Q(X) + Q( — X)] + 2q.
Integrala definitd peintervalul [0, 1] a unei functii polinomiale cu coeficienti Intregi este un

numar rational. Avem si

fl 1 |1_TL'
0 X241 dx=arctg X | "

care este un numar transcendent, deci irational. Rezulta ca integrala data este un numar rational
daca si numai daca g =0, prin urmare

Pi)+P(~i)=2(a ~a+as—as+..)=0,
unde suma se extinde asupra tuturor coeficientilor de rang par ai lui f.

Am obtinut astfel urmatorul rezultat : integral a datd este un numar rational daca si numai daca
suma coeficientilor cu indicele multiplu de 4 ai polinomului este egald cu suma coeficientilor cu
indicele multiplu de 4 plus 2.

18. Se da functia f : R — R definita prin f (x) = X"+ ax, unden € N, n = 2 si a € R. Sa se arate

ca egalitatea

FO+7(1)

folf(x)dx: >

= [ (1 ()2

10



Revista Electronica Matelnfo.ro I1SSN 2065 - 6432 Nr. Mai 2010 www.mateinfo.ro

este adevérata dacd si numai daca n=2sia=—1.

Solutie : Avem

1 x™1 o ax?\ 1 1 a
dx = + ) s o
Jo fGdx (n+1 2 |0 TR
2,2n—-1 2
PN SR L n 2 ) 1 __n 2
Jo (F1(2)) dx—( — + 2ax” + a‘x )|, = — +2a+a
Se obtine

n-—1 i (n_l)z 2
2n+1) \/12[211—1 +(a+1) |

care este 0 egalitate de numere pozitive, deci este echivalenta cu

(n—-1)%(n-2)?
@+ D"+ o 1ynenyz =0

Aceasta suma de numere pozitive este nuld daca si numai dacé fiecare termen este nul. Cum
n=2,seobtinen=2sia=—1.

CATEDRA DE MATEMATICA, GRUPUL SCOLAR DE TRANSPORTURI - PLOIESTI

E-mail : avr am050652@ahoo. com
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Elemente de geometria triunghiului Tn coordonate
baricentrice
(egalitati si inegalitati Tn triunghi).

ROXANA MIHAELA STANCIU!

Articolul vine usor in completarea programei scolare din liceu si are scopul de a
pune n evidentd noi metode de rezolvare a problemelor de geometrie si de a largi
orizontul matematic al elevilor.In cele ce urmeaza, voi enun ta sase teoreme importante i
voi demonstra numeroase aplicatii ale acestor teoreme referitoare la unele egalit &i si
inegalitati in triunghi.

Teorema 1.Se considerd un triunghi fix ABC si notdm BC=a,CA=b,AB=c,S=Aria(ABC).
Atunci pentru orice M € E; (unde, E; este planul euclidian)existd si este unic tripletul
ordonat (x,y,2) € R®x+y+z=1 astfel ncét

XMA+ yMB+ zMC =0
si reciproc,pentru orice triplet ordonat (x,y,z) € R®x+y+z=1 exista si este unic un punct
M € E; astfel incét

XMA+ yMB+zMC =0
si Tn acest caz vom spune cé punctul M are coordonatele baricentrice (x,y,z) in raport cu
triunghiul ABC si vom nota M(X,y,z).Pentru orice X € E; avem

XXA+ yXB+zXC =XM
(demonstratie in [1]pag.66).
Exemple de coordonate baricentrice pentru céteva puncte remarcabile intr -un triunghi:
1.1.A(1,0,0),B(0,1,0),C(0,0,1);

1.2G lil — centrul de greutate;
333

1.3 i,i,i —centrul cercului inscrisC(l,r);
2p 2p 2p

1.4.|a£ a b ¢ )—
2(p-a) 2(p-2a) 2(p-a)
centrul cercului exinscrisC(l ,,r,);

1.5.N( P-a p—b’ p—cj_ punctul lui Nage! ;
p p p

! Prof., Liceul cu Program Sportiv “lolanda Balas Sotter”, Buzau
e-mail: roxanastnc@yahoo.com
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1.G_F((p—b)uo—c» (p-c)(p-a) (p—a)(p—b)]_

r(4R+r) ' r(d4R+r) ' r(4R+r)
punctul [ui Gergone;
1.7.H (ctgBetgc, ctgCctgA, ctgActgB) — ortocentrul;
R?sin2A R?sin2B R?sin2C

1.8.0( , )—
2S 2S 2S
centrul cercului circumscrisC(O, R);
2 2 2
190 (—2 b S

a?+b*+c® a’+b*+c® a’+b*+c?
punctul [ui Lemoine.

Teorema 2.Puterea punctuluiM(x,y,z) €E, fatd de cercul C(O,R),circumscris
triunghiului ABC este dat de relatia:

p. (M) = —(yza® + 2b? + xyc?);OM 2 = R? — p_(M ).
(demonstratie in [1] pag.68).
Aplicatii ale teoremei 2:

2 2 2 2 2 2
a‘+b“+c a-+b +c° .
-  OG?’=R*-=——— " g,

21.p.(G) =- 9 9
a® +b%+c? <9R?;

demonstratie:se aplica teorema2 si 1.2.
2.2.p.(1)=-2Rr,01*=R*-2Rr,si,R>2r;

demonstratie:rezultd imediat din teorema2 si 1.3.
2.3.p,(1,)=—2Rr,,0l > = R*+2Rr;

demonstratie:folosim teorema2 si 1.4.

2.4.p,(N)=-4r(R-r),ON =R-2r;

demonstratie:utilizam teorema 2 si 1.5.

2.5.p,(H) =—-8R? cos Acos B cosC,OH * = R*(1- 8cos Acos B cosC),

si,cosAcosBcosCs%,iar

OH? =9R? —(a® +b? + c2),deoarece,0? - 30G.
demonstratie:se aplicd teorema 2 si 1.7.

2.6.p. (') =-r(R+ r)[ 2p j;

4R+
demonstratie:se foloseste teorema 2 si 1.6.
abc 2 { abc )2 .
27.p,(L)=-3 ——— | ,OL°=R" -3 ———— | , 4,
Po(L) a2+b2+czj a’+b®+c?

a’+b%+c? > 4SV3:
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demonstratie:rezultd imediat din teorema 2 si 1.9.
Teorema 3.a)Pentru M(x,y,z) €E, existarelatia:
XMA? + yMB? + zZMC? = —p_(M)

b)Pentru orice X €E, existarelatia:
XXA? + yXB? + ZXC? = XM 2 — p_(M), s
XXA? + yXB? + ZXC? > yza® + zxb® + xyc?.
(demonstratie in [1] pag.69)
Aplicatii ale teoremei 3 :

2 2 2
3.1M =G = XA? 4 XB? + XC? = 3XG? +$vx cE,;
GA?+GB2+GC2 = & TR T C.
3 1
a®+b®+c?

XA? + XB? + XC? ZTVX eE,,

cu egalitate pentruX = G.

32M =1 = aXA? + bXB? + cXC? = 2pXI ? + abc, VX € E,;
alA* +bIB® +cIC? = abc;

aXA® + bXB? + cXC? > abc, VX € E,,

cu egalitate pentruxX =1.

3.3M =1, = bXB? +cXC? + abc = aXA? + 2(p-a) Xl >, VX € E,;
X =1,=bl,B*+cl,C*+abc=al,A*;bXB* + cXC? + abc > aXA’
cu egalitate pentruX = 1.

3.4.DacaM (x, Y, z) € E,,atuncivVX € E,avem:

yza® + zxb® + xyc? < xXA? + yXB® + ZXC? < XM ? + R?,

Cu egalitatein stan ga, pentruX = M

s egalitatein dreapta, pentruM = O.

Deexemplu, pentruM =1 =

abc < axXA? + bXB? + ¢XC? < 2p(XI % + R?).

3.5.Daca, X =M = xMA? + yMB? + zZMC? =

=yza’ + zxb* + xyc* = R*-OM ? 5,

xMA? + yMB? + zZMC? < R?, cu egalitate pentruM = O;

3.6.Daca, X = A= MA? = p_(M) + zb® + yc?,deunde, rezulta :
MA? + MB? + MC? =3p_(M) + (y + 2)a* + (z+ X)b* + (x+ y)c?.

www.mateinfo.ro
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k=12

Teorema 4.Daci M« (X Y, Z) € By,
este daté de relatia:

B (yl - yz)(z1 - Zz)az + (21 - 22)(X1 - Xz)b2 + .

+(X1—X2)(y1—y2)02
(demonstratie in [1] pag.70).
Aplicatii ale teoremei 4:
Utilizand coordonatele baricentrice (vezi exemplele date)si teorema 4 obtinem
urmétoarele relatii:
a’+b%+c?

,atunci distanta intre punctele M 1,M,

Mle2 =

410G* =R* - :4.20H % = R*(1-8cos AcosB cosC) =

9R?-(a?+b*+c?) =

a’ +b? +c? =8R?(1+ cos Acos B cosC), deunderezulta,

a®+b% +c” = 8R?* < AABCeste, dreptunghic

43012 =R?*-2Rr;HN =20I;

44NI? =9Gl* = p> +5r* —~16Rr =

p? +5r% >16Rr;45.HI? = 4R(R+r1) +3r* — p> <4R(R+1r) +3r?;

2
46T17 = rzll(fR—*@rJ ]: V3 < AR+1;
_+_

2
g2 = ASRRT)
p°—r°—-4Rr
4
48GI'* =———|p?(4R* +8Rr —5r?) —r(4R+ 1)’ |=
(2R-T1)(2R+5r)p* > r(4R+r)*;

_2p*(2R-r)

49.HI? = 4R?|1 .
R(4R+1)

}: 2p?(2R-r) < R(4R+r)?.

Teoremas. Daca M(X Yo 2) € Eo k=12

. 1
OM,OM, = R? —5[(3/122 +Y,2)8% + (2% + 2,%)b7 + (XY, + % ,)¢?)

(demonstratie in [1] pag.71.).

Aplicatii ale teoremei 5:

Folosind aceasta teorema obtinem egalitéti si inegalit&ti importante printre care cele ce
urmeaza:

,atunci avem:
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5.1.0GOM = R? —é[(y+ 2)a’ + (z+ x)b? + (x+ y)cz]

5.1.1.0GOA= R? —%(bz +C?);0G L OA < b+ ¢ = 6R%, 8,17 + €7 < 6

< m(AOG) < 90°

5.1.2.0GOl = R —%(p2 +12-2Rr),s,2R@R+1) > p?+1? < m(I0G) < 90°,iar,
2R(3R+r) = p?+r’ < a=b=c,s5au,0l LOG;
5.1.3.&07\1:(R+r)2—%2,g,sz§(R+r)@ m(NOG) < 90°,iar,
p=ﬁ(R+r)<:> a=b=c,sau,ON L OG;

5.2010M = R(R+T) —%(XbC+ yca + zab);

5.2.1.01ON = R? + 5Rr —%(p2 +12),5,2R(R+5r) > p* +r2

< m(ION) <90°,iar,
2R(R+5r) = p®>+r? < a=b=c,sau,0l L ON;

5.2.20l0A=R?+Rr —%bc,si,aRz (b+c)r < m(AOI) <90°,iar,

aR=(b+c)r @ a=b=c,sau,0A L Ol.
Teoremab.

Daca

M (% Vi Z) € E, .k = 1,2,avem:

BIMLIM, = 4R+ ~[(2 + 2)ab+ (% + X )oc + (3, + v )ea] -

1 2 2 2
—5[(y122 +Y,2)a + (2% + ZX)D7 + (Y, + %,Y,)¢}
(demonstratie in [1],pag.73)
BYGMLGM, = 2(a7 +b7 + &)~ <[(x + x)a’ + (3, + Y6 + (3 + 2)c"]-

- %[(ylzz T Y,2)8% + (2% + ZX)D7 + (Y, + %¥,)¢?
(demonstratie in [1],pag.74)

c)MM, MM, = p.(M) +%{[y(z1 +2)+ 2V + Vo) - (V12 + Y,2) 8% + ..}

(demonstratie in [1],pag.75)

Observatie.Cu ajutorul acestor relatii remarcabile se pot determina ,in particular,produse
scalare,distante,egalit&i si inegalitati utilizand puncte din multimea:
{A,B,C,0,G,H,I,I_,1,,1,N,T,L}

a’'b?
asociata unui triunghi ABC. (Exercitiu!).

Mai fac observatia ca particularizéri si unele extinderi ale coordonatelor baricentrice
sunt abordate in lucrérile [2] , [3] si articolele [4] , [5] .Un fapt care motiveaza studiul
coordonatelor baricentrice este legdtura acestora cu calculul vectorial recent (relativ)
introdus Tn programele scolare IX-XII .
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Nota:Problemele rezolvate aici s-au vrut cdt mai elegante;ele au fost alese dintre cele
date la diferite concursuri sau publicate in diverse alte cér ti sau reviste.
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(1175 -1240)

Din nou despre sirul lui Fibonacci

NEcuLAI STANCIU?

Abstract

The purpose of the article is to describe the contributions to Mathematics made by
the thirteenh century Italian, Fibonacci.Unfortunately, not much is known about
Fibonaccci’s personal life.Representative problems solved by Fibonacci are set as
challenges to the reader.

After a brief historical account of Leonardo Pisano Fibonacci, some basic results
concerning the Fibonacci numbers are developed and proved, and enterta ining examples
are described.Connections are made between the Fibonacci numbers and the Golden
Ratio, biological nature, and other combinatorics examples.

We are considering both the originality and power of his methods, and the
importance of his results, we are abundantly justified in ranking Leonardo of Pisa as the
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greatest genius in the field of number theory who appeared between the time of
Diophantus and Fermat.

Key words: History of Mathematics, Fibonacci’s Rabbits, Fibonacci numbers and
nature,Divine proportion, Golden Section in Art(Architecture, music and human body),
The Fibonacci sequence, Fibonacci identities, matrix methods.

M.S.C.: 01-XX, 01AXX, 01A05, 11B39, 11B37, 11B50.

1. Istorie.
1.1. Cineafost Fibonacci?

Fibonacci(1175-1240) a fost unul dintre cei mai mari matematicieni ai evului
mediu.S-a nascut in Italia, Tn orasul Pisa, faimos pentru turnul sau inclinat, care parca sta
sa cada.

Tatal sdu, Bonacci Pisano, a fost ofiter vamal in orasul Bougie din Africa de Nord
, astfel cd Fibonacci a crescut in mijlocul civilizatiei nord-africaneA cunoscut astfel
multi negustori arabi si indieni (deoarece a facut multe calatorii pe coastele Mediteranei)
de unde a deprins stinta lor aritmetica, precum si scrierea cifrelor arabe.

1.2. Cartile lui Fibonacci.

Tn 1202 revine in ltalia unde publica un tratat de aritmetica si algebra intitulat
“Incipit Liber Abacci””( compositus a Leonardo filius Bonacci Pisano).in acest tratat
introduce pentru prima data in Europa sistemul de numeratie arab, cifre pe ca re le folosim
si in zilele noastre:0,1, 2, 3,...,9.

Tn 1220 publicd “Practica Geomitriae”, un compendiu de rezultate din geometrie
si trigonometrie, apoi in 1225 “Liber Quadratorum’ in care studia calculul radicalilor
cubici.Cartile lui Fibonacci au cunoscut o larga raspandire asa incat timp de peste doua
secole au fost considerate sursele cele mai competente in domeniul numerelor.

Pentru a intelege mai bine situatia din acele vremuri trebuie sa aruncam o privire
pe matematica in Europa si in Orient.

Matematica araba

Imperiul arab, odatd cu aparitia Islamului (sec VII), se extinde foarte repede
cuprinzand Orientul Apropiat, o parte din Asia Mica si Centrald, ajungand pana la Valea
Indului, nordul Africii si Peninsula Iberica.Se ridicd importante centre cultura le
caBagdad, Samarkand, Buhara, Horezm, Damasc, Cordoba, Granada, Sevilla, Toledo,
dupa ce in prealabil fusese distruse Ispahanul, Persepolis si Alexandria.

Matematica araba este matematica creata sub dominatia araba, nu neaparat
apartinand arabilor, deoarece putini dintre matematicienii arabi erau de origine araba dar,
au asimilat foarte repede cultura Orientului precum si cea Elenad pe care le transmit in
diverse parti ale imperiului.Primul mare matematician arab a fost Al-Horezmi (780 —
850).Din opera sa se detaseaza ““Algebra” structurata pe 4 capitole (Solutiile
ecuatiilor,Calculul dobanzilor, Geometria, Algebra testamentard). Al-Horezmi a fost
primul matematician care a stabilit reguli pentru adunare, scadere, multiplicare si divizare
cu noile numere arabe.De la el provine cuvantul algoritm (incercati s& spuneti numele Al-
Horezmi repede de céteva ori!).Intr-un at tratat “Stiinta transpunerii si a reducerii”,
specifica procesul manipularii ecuatiilor algebrice, “al-jabr’, a ajuns la noi ca algebra.
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Abu Kamil (900), nascut in Egipt, este continuator a lui Al-Horezmi.In “Cartea
raritatilor din aritmeticd” se ocupa cu rezolvarea In numere intregi a sistemelor liniare
nedeterminate.

Abu Wafa (940 — 997) s-a ocupat cu geometria practicd.In lucrarea sa “ Cartea
perfecta” expune bazele trigonometriel, inclusive teorema sinusurilor.De asemenea
rezolva probleme de trigonometrie sferica, utilizand cu predilectie functia cotangenta.

Al-Hazem (1000) prin “Cartea opticii” este un precursor al acestei stiinte.Tot el
formuleaza axioma lui Pasch si incearcd demonstrarea postulatului V al lui Euclid.

Omar Al-Khayyam (1048 — 1123), este primul matematician care expune o teorie
generald a ecuatiilor de gradul I11.Recent a fost descoperit un memoriu al sau asupra
operei lui Euclid. Omar Al-Khayyam, conducatorul Observatorului astronomic din
Ispahan, s-a ocupat si cu “patrulaterul Saccheri” (care, de drept ar trebui numit
patrulaterul lui Omar), apoi adat primaformulare a axiomel lui Arhimede.Era vestit si ca
pOet.

Al-Biruni (973 — 1048), persan de origine, este cel care in 1030 introduce cercul
trigonometric.Tot el calculeaza lungimea meridianului terestru la 41.550 km.

Nassir ed Din al Tusi (1201 — 1274), conducatorul Observatorului astronomic din
Maraga, s-a acupat cu teoria paralelelor.in “Tratatul despre patrulaterul complet” a facut
0 expunere integrald a rezolvarii triunghiurilor (plane si sferice).

Al-Kashi (1400), iranian de origine, in “Cheia aritmeticii” se ocupa cu formula
binomului si cu extragerea de radacini.S -a ocupat intens si de calcule aproximative, iar in
“Tratatul despre circumferinta” din 1424, d& valoarea numarului © cu 16 zecimale
exacte.

De aici, matematica si in general cultura araba decade.

M atematica evului mediu.

Cruciadele (campanii pentru recucerirea locurilor sfinte), prilgjuiesc stabilirea de
legaturi cu cultura araba musulmana (mai ales in Spania si Sicilia) precum si cu Bizantul.

Dupa ce Spania este recucerita de mauri, Toledo devine centru cultural de
prestigiu.in acest moment incep traducerile din araba.Printre primii traducatori este
englezul Adelard de Bath (1100) care, deghizat ca student mahomedan la Cardoba
traduce din limba araba “Elementele” lui Euclid si “Algebra” lui Al-Horezmi, iar din
limba greacd, opera lui Ptolemeu.Din aceeasi perioada se remarca si alti traducatori ca:
loannes din Sevilla si Gerardo din Cremona (1114 — 1187) care au tradus circa 80 de
lucrari clasice din limba araba .Ambii au lucrat la Toledo.

Secolele X1 — XV reprezinta perioada de asimilare a matematicii antice si a celei
orientale.

Leonardo da Pisa, este pe drept considerat primul mare matematician original
al Europe.in numeroasele sale calatorii (Egipt, Siria, Grecia, Sicilia) ia contact cu cu
cultura elena si cea araba .



Revista Electronica Matelnfo.ro ISSN 2065 - 6432 Nr. Mai 2010 www.mateinfo.ro

LIBER ABACI - O CARTE REMARCABILA
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Povestea numerelor apare in Italia in 1202, o data cu aparitia cartii Liber Abaci,
scrisd de Leonardo Pisano, pe atunci n varsta de 27 de ani.Cartea, are 15 capi tole, si sunt
scrise n intregime de mana, tiparul aparand 300 de ani mai tarziu. Leonardo, a fost
inspirit s& scrie cartea dupa o vizita la Burgia, un oras prosper Algerian, unde tatal sau era
consul de Pisa.ln acest timp, Fibonacci a invatat secretele sistemului de numere indo-arab,
pe care arabii |-au introdus in Vest Tn timpul cruciadelor.

Cartea a atras numerosi adepti in randul matematicienilor din Italia, precum si din
restul Europei.Liber Abaci, a dezvéluit oamenilor o cu totul altd lume, unde numerel e au
Tnlocuit literele.Fibonacci Tncepe cartea cu notiuni despre identificarea numerelor, de la
unitati la cifra zecilor, a sutelor, a miilor etc.Tn ultimile capitole gasim calcule cu numere
intregi si fractii, regulile proportiilor, extrageri de radacini patrate si de ordin superior,
apoi se prezintd solutiile ecuatiilor liniare si patratice

Liber Abaci era plina cu exemple practice:calcule de contabilitate financiara,
calculul profitului, schimbul de bani, conversia greutétilor, calculul imprumutului cu
dobéanda (interzis in acel timp in diverse locuri ale lumii).

Desi era cunoscut in anul 1000, si desi Liber Abaci a explicat avantgele ,
sistemul de numarare, indo-arab, nu a prins la scara mare pana aproape in 1500
e.n.Motivele au fost, In mare parte doud.Primul tine de inertia umana si rezistenta la
schimbare a omului, pentru ca invatarea unui sistem radical nou cere timp si de faptul ca
biserica catolica din acea perioada considera cifrele arabe de origine paganad.Al doilea
motiv este de natura practica, deoarece era mult mai usor sa se comita fraude.Era tentanta
schimbarea lui 0 in 6 sau 9, iar 1 putea fi usor inlocuit cu 4, 6, 7, sau 9 (de atunci
europenii scriu 7 cu codital).

Desi noile numere au aparut in Italia, Florenta a emis un edict ih 1229 prin care
interzicea bancherilor folosirea simbolurilor “infidele”.Ca rezultat, multi dintre cei care
voiau sa Tnvete noul sistem se deghizau in musulmani.

Originea sistemului de numere.

Putem aprecia succesul lui Fibonacci cu Liber Abaci doar daca privim cum a
evoluat societatea, din punctul de vedere al numerelor, pana la el.Masurarea si numararea
au aparut cu cateva zeci de mii de ani Tnaintea lui Hristos.Oamenii au infiintat primele
asezari pe malurile Tigrului si  Eufratului, Nilului, Gangelui, Indului si
Amazonului.Fluviile erau folosite pentru comert si transport, iar aventurierii au
descoperit marile si oceanele unde se vérsau apele.Calatoriile pe distante lungi cereau
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masurarea timpului si calcule precise.Preotii erau de obicei astronomi, iar din astron omie
avenit matematica .

Tn 450 1.e.n., grecii au inventat un sistem numeric afabetic, care folosea cele 24
de litere ale alfabetului grecesc si alte trei litere , care mai tarziu au disparut.Fiecare
numar de la 1 la 9 avea propria literd, la fel si mult iplii de 10.Alfa, insemna 1, iar “ro”
reprezenta 100.Astfel, 112 se scria “ro -deca-beta”. Acest sistem se putea folosi cu greutate
pentru calcule.Abacul, era cel mai vechi aparat de numarat din istorie.

Un occidental, matematician din Alexandria, Diofantus, prin 250 e.n., a sugerat
un sistem de numere comparative cu sistemul de litere.Remarcabilele sale inventii au fost
ignorate vreme de 1500 de ani.Pana la urma, lucrarea sa a fost recunoscuta cum se cuvine
si a jucat un rol important in algebra secolului al XVIl-lea.Ecuatiile algebrice , de forma
ax+ by = ¢, se numesc “ecuatii diofantice”.

Piesa centrala a sistemului indo-arab a fost inventarea lui “zero”, “sunya” la
indusi, “cifr” in arabd, “tsfira” in ruseste — ceea ce inseamna “numar”. Terminul provine
de la “cipher”, ceea ce inseamna ““gol” si se refera la coloana goala de la abac.

1.3. Sirul lui Fibonacci.Numele Fibonacci.

Fibonacci a ramas in memoria noastra prin sirul : 0, 1, 1, 2, 3, ... introdus in anul
1202, atunci matematicianul fiind sub numele de Leonardo Pisano (Leonard din Pisa).
Mai tarziu, matematicianul Tnsusi si-a spus Leonardus Filius Bonacii Pisanus(Leonard
fiul lui Bonaccio Pisanul).Tn secolul a X1V -lea sirul prezentat mai sus a fost denumit
sirul lui Fibonacci prin contractia cuvintelor filius Bonacii.Acest sir apare pentru prima
data in cartea mentionatd mai sus “Liber Abaci’’(*““Cartea despre abac™), fiind utilizat in
rezolvarea unei probleme de matematica.
1.4.1scusinta lui Fibonacci.Problema iepurilor.Originea sirului Fibonacci.

Potrivit obiceiului din acea epoca, Fibonacci a participat la concursuri
matematice(adevarate dispute publice) pentru cea mai buna si mai rapida solutie a unor
probleme grele(ceva in genul Olimpiadelor Nationale).lIscusinta de care dadea dovada in
rezolvarea problemelor cu numere uimise pe toatd lumea, astfel ca reputatia lui Leonardo
a ajuns pana la imparatul Germaniei, Frederik al 11-lea.La un concurs prezidat de acest
Tmparat una din probleme date spre rezolvare a fost: “sa se gaseasca un patrat perf ect,
care sa ramana patrat perfect daca este marit sau micsorat cu 5”.Dupa un timp scurt de

2 2
gandire Fibonacci a gasit numarul 1681 = 41 Intradevar: 1681—5 = %61 = 31 i
144 (12 144 144 (12

2
£81+5:&: 49 Nu se stie rationamentul lui Fibonacci dar, toate Tncercarile,
144 144 12

chiar si cele mai ingenioase, de a rezolva aceasta problema cu ajutorul algebrei, duc in cel
mai bun caz la o ecuatie cu 2 necunoscute.

La un alt concurs prezidat de imparat problema propusa concurentilor suna astfel:
“Plecand de la o singura pereche de iepuri si stiind ca fiecare pereche de iepuri produce n
fiecare luna o noua pereche de iepuri, care devine productiva la varsta de o luna, calculati
cate perechi de iepuri vor fi dupa n luni (se considera ca iepurii nu mor in decursul
respectivei perioade de n luni)”.

Solutie.Din datele problemei rezulta cd numarul perechilor de iepuri din fiecare luna este
un termen al sirului lui Fibonacci.intr-adevar, sa presupunem cé la 1 ianuarie exista o
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singura pereche fertila de iepuri.Notam cu 1 perechea respectiva .Ea corespunde
numarului f, din sirul lui Fibonacci:

f,="f,+f,=0+1=1.

La 1 februarie, mai exista o pereche pe care o notam 1.1.Deci in acest moment sunt doua
perechi , ceea ce corespunde termenului:

f,=f, + f,=1+1=2.

La 1 martie sunt 3 perechi, doua care existau in februarie si una noua care provine de la
perechea numarul 1(se tine seama ca o pereche devine fertila dupa doua luni).Notam cu
1.2 aceasta noua pereche.Numarul perechilor din aceasta luna corespunde termenului:
f,="1,+f,=1+2=3.

La 1 aprilie exista 5 perechi si anume:trei perechi existente in luna martie , o pereche
noua care provine de la perechea 1 si 0 pereche noua care provin e de laperechea 1.1 care

la 1 martie a devenit fertila (pereche pe care o notam cu 1.1.1).Numarul perechilor din
aceasta luna corespunde termenului:

fg = f, + f,=243=5.
Termenii din aceasta relatie se interpreteaza astfel:

f,=numarul perechilor existente Tn luna precedenta ;

fy=numarul perechilor noi(provin de la perechile existente in luna anteprecedenta).

Procedand Tn continuare Tn acest fel, vom deduce ca la data de 1 decembrie numarul
perechilor este dat termenul:

fo="f,+f,=89+144=233 ,

iar la 1 ianuarie anul urmator exista:

f, = f,+ f; =144+ 233 =377 perechi deiepuri.

Concluzia este urmatoarea :

Daca notdm cu f, numarul de perechi de iepuri dupd n luni , numarul de perechi de
iepuri dupd n+1 luni, notat cu f_, , vafi f_(iepurii nu mor niciodata !), la care se
adauga iepurii nou-nascuti.Dar iepurasii se nasc doar din perechi de iepuri care au cel
putin o luna, deci vor fi f__, perechi deiepuri nou-nascuti.

Obtinem astfel o relatie de recurenta:

f,=0, f,=1, f,=f +f ,, care genereaza termenii sirului lui Fibonacci.

o N

| KEY:
T M
b

| | Rabbit
3 T T T | matures
4 M WM M N Rabbit

| rL | L | | sUrvives
S5 FMM MM FN M
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Observatie. Acest sir exprima intr-un mod naiv cresterea populatiei de iepuri.Se
presupune ca iepurii au cate doi pui o datd la fiecare luna dupa ce implinesc varsta de
doua luni.De asemenea, puii nu mor niciodata si sunt unul de sex masculin si unul d e sex
feminin.

2. Fibonacci, numarul de aur, natura si arta.

2.1. Fibonacci si “numarul de aur”

Raportul de aur este un numar irational(1.618033...), putand fi definit in diferite
moduri dar, cel mai important concept mathematic asociat cu regula de aur fiin d sirul lui
Fibonacci.Impartind orice numar la predecesorul sau, se obtine aproximativ numarul de
aur.Primii care |-au folosit au fost egiptenii, majoritatea piramidelor fiind construite
tinand cont de numarul de aur.Grecii au fost Tnsa cei care | -au denumit astfel, folosindu-I
atat in arhitectura ct si pictura si sculptura.Dealtfel numarul de aur se noteaza cu litera
greceasca “fi”(¢ ), de la sculptorul grec Phidias.El a construit Parthenonul pornind de la
acest raport.

Sa incepem cu o problema estetica.Sa consideram un segment de dreapta.Care
este cea mai “placutd” Tmpartire a unui segment in doua parti?Grecii antici au gasit un
raspuns pe care ei il considerau corect(teoreticienii Tl numesc “simetrie dinamicad”).Daca
partii stangi a segmentului 1i atribuim lungimea u =1, atunci partea dreapta va avea o
lungime v=0.618...Despre un segment partitionat astfel spunem ca este Tmpartit In
sectiunea , sau proportia sau diviziunea de aur(divind).ldeea este ca | ungimea u
reprezintd aceeasi parte din tot segmentul (u+ v)cét reprezintd lungimea v din partea

u .Cu alte cuvinte;
u+v _u

u Vv

N u .
Daca notdm ¢ = —, observam ca:
v

1+1 L ¢ , i este radacina pozitiva a ecuatiei ¢* - —-1=0,
o) v u Vv

adica ¢ = % =1.6180339887...Daca presupunem u =1, atunci :

vou_1 =0 _1:L*/§ = 0.6180339887...
¢ 9 2

Afirmam acum cd ¢ este strans legat de sirul lui Fibonacci.Aceasta este o idée

remarcabild a matematicii .
Mai observam ca :
[0} =1+£:1+ 1 :1+;:...:1+ ! este o fractie infinita.
® 1 1 1
1+— 1+

‘P 1+ 1+— =

Daca privim fractiile partiale :
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18
1+ ! 5
1
1+ 1
1+
1
1 13 . . .
1+ 1 = — obsevam ca toate rezultatele sunt rapoarte de numere Fibonacci,
1+ 8
1
1+
1
1+ 1
1+
1

fapt ce motiveaza teorema care spune ca :

n—oo

. f N . . - . e
[im ]f*l =¢ .In cuvinte putem spune c&, pe masura ce n se apropie de infinit, raportul

termenilor al n+1—leasi al n—leadin sirul lui Fibonacci se apropie de o .
Lafel desmplu cum ¢ este o fractie infinita, tot asa poate fi si un radical infinit:

Q= \/1+ \/1+ \/1+ Vv1++/1+... .Alta aplicatie a numérului ¢ apare la pentagonal regulat
deoarece :

ZCOS(%)z(p si 2§n(%):1/3—@ .

De asemenea exista o legatura intre dreptunghiurile de aur si siru | lui Fibonacci
deoarece lungimea si latimea celui de-al n—lea dreptughi pot fi scrise ca expresii liniare,
unde coeficientii sunt intotdeauna numere Fibonacci.Aceste dreptunghiuri pot fi inscrise
intr-o spirala logaritmica .Spiralele logaritmice se intdnesc destul de des in
naturd(carcasa unui melc, coltii unui elefant sau conurile de pin).Asemenea spirale sunt
1+ 3p 3—(p)

echiunghiulare, in sensul ca orice dreapta ce trece prin punctul  (X,,Y,) = ( c :

taie spirala sub un unghi constant.
2.2. Fibonacci si plantele.

Plantele nu au cum sa cunoasca numerele lui Fibonacci, dar se dezvolta in cel mai
eficient mod.
a. multe plante au aranjamentul frunzelor dispus intr-o secventa Fibonacci in jurul
tulpine;
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P
.
~

b.anumite conuri de pin respecta o di spunere data de numerele lui Fibonacci ;
c.floarea soarelui are semintele dispuse dupa o secventa Fibonacci;

: j \ LS
d.inelele de pe trunchiurile palmierilor respecta numerele lui Fibonacci;
e.numarul petalelor florilor este, de cele mai multe ori, un numar al s ecventei Fibonacci:
e.l.cala are 1 petalg;
e.2.euphorbia are 2 petae;
e.3. irisul si crinul au 3 petale;
e.4.viorelele, lalelele, trandafirul salbatic si majoritatea florilor au 5 petale;
e.5.margaretele pot avea 21 de petale sau 34 de petale si exemplele sunt nenumarate;
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e.6.florile cu un numar de petale care nu sunt in secventa Fibonacci sun rare si
considerate speciae.
Concluzia este realizarea unui optim, a unei eficiente maxime.Daca se urmeaza se cventa
lui Fibonacci, frunzele unor plante pot fi dispuse astfel incat sa ocupe un cat mai mic
spatiu si sa obtina cat mai mult soare.
Ideea dispunerii frunzelor Tn acest sens pleaca de la considerarea unghiului de aur de
222.5 grade; unghi care Tmpartit la ntregul 360 de grade va da ca rezultat numarul
irational 0.61803398..., cunoscut ca ratia sirului lui Fibonacci.
2.3. Cochilia melcului, furnica si Fibonacci

Designul cochiliei melcului urmeaza o spirala foarte reusitd, o spirala greu de realizat
cu pixul.Studiata Tn amanunt s-a ajuns la concluzia cd aceastd spirala urmareste
dimensiunile date de secventa lui Fibonacci:

e pe axa pozitiva :1, 2, 5, 13, s.am.d

e pe axa negativa :0, 1, 3, 8, s.a.m.d.

Se observa ca aceste 2 subsiruri combinate dau numerele lu i Fibonacci.
Si n acest caz ratiunea si motivatia pentru aceasta dispunere este simpla : Tn acest fel
cochilia 7i creaza melcului, n interior un maxim de spatiu si de siguranta.

Furnica are corpul impartit in trei segmente, dupa diviziunea de aur.
2.4. Fibonacci si corpul uman.

Fata umana este caracterizatd, din punct de vedere estetic prin cateva dimensiuni
principale: distanta intre ochi, dintre gurda si ochi si distanta dintre nas si ochi,
dimensiunea gurii.in stiinta esteticii se apreciazi ci fata este cu att consideratd mai
placuta ochiului cu cat aceste dimensiuni respecta secventa lui  Fibonaci mai bine.

De exemplu raportul dintre distanta de la linia surasului(unde se unesc buzele) péna la
varful nasului si de la varful nasului pana la baza sa este aproximativ raportul de aur
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Méana umana are 5 degete(numar din sirul Fibonacci), fiecare deget avand 3
falange separate prin 2 incheieturi (numere din sirul Fibonacci).Dimensiunile falangelor
sunt:2 cm, 3 cm, 5 cm.In continuarealor este un os a palmei care are 8 cm.

2.5. Fibonacci, numarul de aur si arta.

Dacéd privim lucrarile unor mari artisti, fie ei pictori, arhitecti, sculptori sau
fotografi, se observa cd multe dintre ele au la baza regula de aur.Conform acesteia,
“pentru ca un intreg Tmpartit Tn parti inegale sa para frumos, trebuie sa existe intre partea
mica si cea mare acelasi raport ca intre partea mare si intreg” ( Marcus Pollio Vitruvius,
arhitect roman).

Rudolf Arnheim(psiholog,s-a ocupat de psihologia artei) da o explicatie acestui
lucru astfel:”Acest raport este considerat ca deosebit de satisfacator datoritd modului in
care Tmbind unitatea cu varietatea dinamica.Intregul si partile sunt perfect proportionate,
astfel ca intregul predomina féara sa fie amenintat de o scindare, iar par tile isi pastreaza in
acelasi timp o anumita autonomie.”(in “Arta si perceptia vizualad”).

Tn pictura a fost folosit mai ales in Renastere, probabil cea mai discutata utilizare
aacestuiafiind in tabloul lui Leonardo da Vinci, “Mona Lisa”.Capul, ca si restul corpului
e compus utilizand raportul divin, cum 7i spunea da Vinci.In prima jumatate a secolului
trecut pictorul Piet Mondrian utilizeaza n picturile sale “dreptunghiul de aur”, avand
raportul laturilor aproximativ 1.618...De fapt, lucrarile sale sunt al catuite numai din
asemenea dreptunghiuri.Acest dreptughi este considerat cea mai armonioasa forma
geometrica.Cu toate acestea, rareori este folosit pentru cadraje.Daca se Tmparte fiecare
laturd a cadrului fotografic in 8 parti egale(numar din sirul Fibonacci) si se unesc
punctele de pe laturile opuse corespunzétoare diviziunilor 3 si 5 (numere din sirul
Fibonacci) se obtin asa numitele linii forte ale cadrului.Punctele aflate la intersectia
liniilor se numesc puncte forte.Practic se pot imparti laturile in trei parti egale, rezultatul
este aproximativ acelasi.Se presupune ca subiectul amplasat pe aceste linii sau in aceste
puncte determina o Tmpartire armonioasa a imaginii astfel incat ea nu este nici simetrica,
nici plictisitoare, nici prea dezechilibrata.De exemplu, doua fotografii de Robert
Doisneau,”L’accordioniste”, 1951 si “The cellist”, 1957 si fotografia “Poplar Trees” a lui
Minor White in care toate liniile converg spre un punct forte. Ansel Adams se impotrivea
regulilor, canoanelor.El spunea “asa zisele reguli de fotocompozitie sunt invalide |,
irelevante si imateriale; nu exista reguli de compozitie in fotografie, exista doar fotografii
bune.Cei mai multi fotografi incalca regulile fotocompozitiei”.Cu toate acestea si in
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imaginile lui se observa diviziunea de aur(vezi fotografia “Aspens”, 1958).Asta
Tnseamna ca desi nu era de accord cu regulile le cunostea foarte bine.Daca fotografia are
valoare cu subiectul in centru, atunci incélcati regula diviziunii de aur!Subiectul trebuie
sa fie in armonie cu celelalte elemente din cadru.Daca astfel se verifica si diviziunea de
aur, este perfect!Toate acestea aratd importanta acestui numar, astfel cd toti marii
fotografi au tinut si tin cont de el in conceperea unei fotografii.

Pana si Tn muzica apare acest rap ort, se presupune ca Bach sau Beethoven au tinut
cont de el in compozitiile lor.
Atunci cand scrieti, duceti instinctiv linia din mijloc a literii E(la fel si cu A, F, B, R,...)

N 2 y o
aproximativ la 3 de baza (aproximativ raportul de aur).

Concluzie. Numerele lui Fibonacci sunt considerate a fi, de fapt, sistemul de numarare al
naturii, un mod de masurare al Divinitatii, o legatura Tntre matematica si arta.

3. Unele rezultate referitoare la sirul lui Fibonacci

Consultand bibliografia enumerata am selectat urmatoarele rezultate:

Numerele lui Fibonacci f, sunt date de urmatoarea recurenta :

f,=0 f, =1, f ,=f ,+f,n>1

Teorema 1. Dacd x* = x+1 , atunci avem :

X"=fx+f ,,vn>2.

Demonstratie. Vom demonstra prin inductie dupa n.

Pentru n =2 relatia este triviald .Presupunem cd vn>2 avem x"* = f_,x+f,_,
Atunci

X"=x"tox=(f x++f Ix=f (x+D)+f x=(f ,+f J)x+f  =fx+f O
Teorema 2.(Formulalui Binet).Termenul al n—lea din sirul lui Fibonacci este dat de:

1 ((1+f & \/_)) 150,

5
Demonstratie. Radécinile ecuatiei x* = x+1 sunt ¢ =—1+£/§ sil-g= —1_5/3'

Din Teoremal., avem ¢" =of ,+ f _, si 1-0)"=@Q-¢)f, +f, ;.

Tn continuare ¢" —(1—)" = \/gfn , de unde rezulta formula lui Binet. O
Teoremad. f,+f,+..+f =f ,—
Demonstratie. Avem relatiile:

f=Ff,-f,, f,=f-f,f,="f,—f,,..f =f
L+, +f,+..f=f_ ,-f,=f,-10
Teoremad. f,+f,+f. +..+f, ,=1,.
Demonstratie. Observam ca:
f="Ff,—f,f,="0,-f, f,="Ff,—f,,..f,,,=1,
identitatea doritd. O

Teorema5. f2+ 2+ £, 4.+ f 2 =1 f

n'n+l”

— f_.,, care prin adunare dau

n+2 n+l?

— f,,,-Adunam relatiile si obtinem

n
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Demonstratie. Avem f,_ f =(f ,—f)(f +f )="f f —f2+f f —ff .
Atunci , obtinem relatiile f
relatia finala. O
Teorema 6. (Identitatea lui Cassini). f, ,f, - f.>=(-1)",n>1.
Demonstratie.Observam ca :

f —f f  =f?, careprin adunare pentru n=123,..., dau

n+l 'n

fn—lfn - fnz = (fn - fn—2)(1:n + fn—l) - fn2 fn 2'n 7 In- 1(fn 2 fn) = _( fn—2 fn - fn—lz)
Dacé notdm u_ = f . f . — f 2 obtinem u_=-u_, si mai departe u, = (-1)""u,

n-1"n+1

Dinceledemai susavem f,_,f . —f % =(-)"*(f,f, - f*)=(-)".O

n-1"n+l

Teorema 7.(Cesaro). Z( jzk = fan

nn nn L k
Demonstratie. Utilizdam formulalui Binet , Z( ]2'( f, :Z( ]ZKM:
o\ K o\ K \/g

1 (N k k (N ke k :i n_ _ n
E@@” Z(ka (1-0)") = (@ 20)" - 0+ 21-9))").

k=0

Cum ¢? = +1, obtinem 1+ 2p =@ si similar 1+ 2(1-¢) = 1-¢)° .

Atunci , rezulta Z(EJZ" f, :%((@)3” +(1-9)") =0, O

k=0
Teorema 8.(Vorobyov)Daca s>1,t >0 sunt intregi atunci:
fo.,=f f +ff ..
Demonstratie. Fixdm pe t si demonstrdm prin inductie dupd s.Pentru s=1 se obtine
f., = f,f, + f, f,,, care este adevarata(trivial).Presupunem ca s>1sica

forn = foiafi + fo f., pentruorice k caresatisfac 1<k <s-1.
Avem f_, =" ., + .. (din recurenta Fibonacci)
= fs—l+t + fs—2+t (trIVIal)

=f  f+f  f +f  f +f ,f.  (dinpresupunerea facutd)
=f(fo,+fo )+ f  (fo,+f,) (prin rearanjarea termenilor)
=f fo, +f 1 (din recurenta Fibonacci). O

Observatia 1. J.R. Slvester indica o metoda eleganta care furnizeaza identitati pentru

o . . o . 0 1) . .«
termenii sirului (f_ ). Mai precis, se considera matricea A= (1 J si se constata ca

f

f, f

n n

f
avem A" = [ A J n=12,....Plecand de la aceasta observatie si utilizand egalitatile
+1
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A" = A" A" nm=12,.si det(A") =[det(A)]", rezulta relatia din teorema 6. si de
asemenea relatia din teorema8.

aprLvgt

observdm cd A" =f A+ f .1 (cu | am notat matricea untate), iar pentru n=2,

obtinem: A> = A+ | .De asemenea avem A" = A" 1+ A".Enuntate fiind aceste
proprietdti ale matricei A, se observa cd puterile acesteia verifica recurente de tip
Fibonacci.Deoarece A-1 =1-A= A, putem aplica formula binomului lui Newton pentru
A si |, apoi identificand relatiile obtinute pe componente se obtin diferite identitati.
Prezentam mai jos, fara demonstratie, cateva identitati obtinute prin metoda expusa mai
sus:

CTAE S (UGS o INEIC TS o/ A A

k=0 k=0 k=0
n

(4) fI+n = Zn:(n](_l)k f2n—2k+| ’(5) f3n+| = Z(Ejzk fk-*—l (teorerna lui Cesaro

k=0 k k=0
generalizata);

n

(62", - Z@(—l)k favacs 1D, = if@(—nk Foa

k=0

@) fom = Z[kmjfnm‘k fRf

k=0
Pentru studenti propun demonstrarea urmatoarelor identitati:

@) ———=1;00 - SETICE)) R
n=2 Tn-1"n+l n=1 "n+1 'n+2 n=0 !on
N 1 = . f 1 o f
(12) » arctan =— ;(]_3)||m_';= :(14) lim —tr :(Pr-
; f2n+1 4 n=>w @ \/g n—o fn

Observatia 2. Unii autori, au obtinut identitati cu termenii sirului lui Fibonacci cu
ajutorul determinantilor.Astfel, daca consideram sirul lui Fibonacci : 1, 2, 3, 5,...se

21 00 .. .. 0
1210 .. ..0

observa ca f,=D,,;=(1 1 2 1 0 .. O] este deci dat de un determinant de
1 11 1 2

ordinul n-1.
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2 1 0O 0
1210 .. ..0
Daca consideram determinantul deordinul n, D,={1 1 2 1 0 .. O
111 .. .1 2
pe care il dezvoltam dupda elementele primei linii ne da
1100 .. .0
1210 .. .0
D,=2D,,-|11 1 2 1 0 .. 0f.Daca dezvoltam si ultimul termen obtinem
111 .. .12
1100 0
1 210 0
D,=2D,,-D,,+(1 1 2 1 0 .. O0].Procedam ca mai sus si deducem :
111 .1 2
1100 0
1 210 0
D,,=2D,,-|1 1 2 1 0 .. O0f.Daca adunam membru cu membru ultimile
111 .. ..1 2

doua egalitati obtinem: D, +D,,=2D,,-D, ,+2D, ,< D,=D,,+D, ,,
relatie de recurenta analoaga cu cea din sirul lui Fibonacci f,., =f , + f.
Teorema9. f [f, , VnkeN".

Demonstratie. Prin inductie dupa ke N* siorice ne N*.

Pentru k=1= f = f , = f |f (adevératd).

Presupunem fn|fnk si demonstram ca f

fn(k+l) .

fo+f, f. ., VneN"

Intradevar, tinand seama de teorema 8. avem: fooen = freen = T fo + foc foe

nk+n

si deoarece f |f, si f |f, rezulta f |f . .0

Teorema10. f, = f, ,“(modf ?),vk,ne N"*.
Demonstratie.Se aratd tot prin inductie dupda ke N*.Pentru k=1 relatia este
evidenta.Pentru k = 2 tinem seama de teoremele precedente si avem ;

f,o =ff +f f =f *(modf?),vneN".Fie f_, =f (modf *) Avem deci
Cé‘ . f(k+l)n—l = fkn—l—*—n = f f + fkn—lfn—l = fkn—lfn—l = fn—1k fn—l = fn—1k+l(m0d fn2)§| deCi

kn 'n

conform principiului inductiei complete relatia este demonstrata. O
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Teoremall. f,, =(-1)**f_,“(modf ?),vne N".
Demonstratie.Relatia se demonstreaza tot prin inductie completa .Pentru k =1obtinem
f ,=f ,(modf ?) ceea ce este evident.Presupunemci f, , =(-1)"*f *(mod f ?)

“2f “‘(mod f, ?) .Intradevér, avem:

f(k+1)n—2 = fnom = foafot fnofoa = o + (_1)k+l fnfzk(fn - f.2)=

= foa fo (D - (D7, = (£ (D L)+ (D), =

= (-)*?f, " (mod f,?).

Am folosit mai sus ca f,_* +(-D)**f, " sedividecu f_,+f ,=f. .

Rezulta conform principiului inductiei complete ca teorema este demonstrata. O
Teorema12. f *|f, ,Vne N".

Demonstratie.Notam

f,=k.Avem: f, =f, =, +f,,="f " +CD“ " (modk?).

Totodata avem:

fo,="f—f. si deci
foa' = (fy = f2) = im(—ni fo foe = (-D)* £, " (modk?).

i=0

Deci, f, “+ (D" f =D f “+ (1" f ) =0(modk?), ceea ce demonstreaza
teorema. O

si sé demonstram ca f ., , =(-1)

k+1 f

m+1

Teorema 13. f,

f o, VmeNsi VneN".

Demonstratie.Pentru m=1 afirmatia este echivalenta cu teorema 12.Presupunem

afirmatia adevaratd pentru pentru msi o demonstram pentru m+1.Vom arata ca

m+1
f n

fi, = fuat fu o= fuu "+ (D™, " (modu®) = (f, - f,,)" + (=D " f,," (modu®) =
=(-D"f,," +(-D"*f,_," =0(mod f,"").Am folosit mai sus ca din f"ju si
fr |f,.00

Teorema 14.0Orice doua numere Fibonacci consecutive sunt relative prime.
Demonstratie.Fie d =(f, f..,).Avem f ., —f =f_ , de unde rezulta d|fnfl Atunci

m+2

fnfn"’ = f,

f . .Notam si atunci avem:

m+1

u®= f,

d|(fn —f,.,)=f., .Repetand procedeul se deduce ca d| f,,deci d =11

Altfel:din teorema6., f,,f f 2 =(-1)".Rezulta d‘(—l)n e, d=10
Teorema15.(f,f )= f
Demonstratie.Notam a=(m,n),b=(f_,f ),c=f

n+1

(mn)*
(mm -VYOm arata cd cb si bic.

Deoarece am si ajn, conform teoremei 9. avem: f |f si f,[f, .Deci f|(f,.f,),i.e,
cb.
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Acum, din Teorema Bachet-Bezout, existda numerele intregi X,y astfel Tncét
Xm+yn=a.Se observd ca x si ynu pot fi ambele negative, deoarece a ar fi
negativ.Cum aln si alm, avem a<n,a<m.De asemenea, X si y nu pot fi simultan
pozitive , deoarece am avea a = xm+ yn > m+ n, contradictie.Atunci, x si y au semne
diferite i, farad a restrange generalitatea presupunemca x<0, y>0.

Observam ca :
fon = fasm = fasf o+ faf o (@nutilizat teorema8.).

Cum njyn si m(-xm), din teorema 9. rezulta ca f,
(fo, f)|f
Daca (f,,f,)f.
Fibonacci consecutive, contradictie( conform teoremei 14 ) in cazul in care (f
Cazul (f

Teorema 16.Daca p =5 este un numar prim impar, atunci p‘ b1 SAU p‘

m S fo|f . Acestea implica ci

m S (f, )|y -Din cele de mai sus avem ca (f,, )| . f -
am1 s cum (. n)|f rezulta ca (f,,f, )ar divide doua numere
f)>1

f,) =1 este trivial.Rezulta ca (f,,, n)| f, , ceeace trebuia demonstrat. O

m? 'n
m? 'n

p+l *
Demonstratie.

-1
Lema 1.(pn j =(-1)"mod pl<n< p-1
Demonstratie. (p—1)(p—2)...(p—n) = (-1)(-2)...(-n) = (- "n'mod p, de aci
concluzia. O

p+1
Lema 2. 0 =0mod p,2<n< p-1

Demonstratie. (p+2)(p)(p—21)...(p—n-2) = (D(0)(-1)...(—n) = Omod p ,ceea ce
demonstreaza lema. O
Din teorema 2. avem:

fn:i([nj+'{n)+5{n)+...+5n;2( n j).
2" 1 3 5 n-1

Dinlemal.,
p-1
p-3 57_1
27%f  =p-1-(6+5"+..452% )=- mod p.
Dinlema?2.,
P Pl
2P f ,=p+1+52 =(52 +1)mod p.

Din cele doua relatii de mai sus obtinem:
2?0t L, f,.=—(6""-1)modp.

Din mica teoremd a lui Fermat, 5°*=1mod p, pentru p=5 si teorema este
demonstrata. OJ

Nota. Punctul de plecare al acestui articol I-a constituit raspunsul dat de dl. prof. dr. loan
Tomescu (Membru Corespondent a Academiei), Secretarului General al S.SM.R din
Romaniadl. prof. Mircea Trifu, in Gazeta Matematica nr.12 / 2007, la intrebarea :
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M.T.:*Mai sunt dispusi tinerii de astazi sa invete matematica?”

|.T.:”Daca vom sti sa prezentam aceasta stiinta ca pe o frumoasa provocare a spiritului
mereu nascocitor, este posibil ca tinerii sa ajunga sa inteleaga frumusetea si
profunzimea unui rationament matematic.Si mai trebuie ca profesor ii sa fie capabili sa
prezinte elevilor impactul matematicii asupra intregii dezvoltari stiintifice contemporane,
conexiunile dintre matematica si informatica si aplicatiile acestora, de exemplu, in
criptografie, in studiul genomului uman, ih comertul elec tronic.”

Bibliografie

[1] *+* Gazeta Matematica, 1895 — 2007 .

[2] Fauvel, J., & van Maanen, J., History in Mathematics Education, Boston, 2000.
[3]Finch,S.R., Mathematical Constants, Cambridge University, 2003.

[4] Knot, R., Fibonacci Numbers and the Golden Section, se poate constilta gratuit pe
Internet la adresa http://www.mcs.surrey.ac.uk/Personal/R.K not/Fibonacci/fib.html

[5] Mihgileanu, N., Istoria Matematicii, vol. 1, Editura Enciclopedicd Romana,
Bucuresti, 1974.

[6] Mihaileanu, N., Istoria Matematicii, vol. 2, Editura Stiintifici si Enciclopedica,
Bucuresti, 1981.

[7] Vorobyov, N.N., The Fibonacci Numbers, The University of Chicago, 1966.

[8] Santos, D.A., Number Theory for Mathematical Contests, Boston, 2007.

[9] Silvester, JR., Fibonacci properties by matrix methods, The Mathematical Gazette, vol.
63 (1979), nr. 425, pp. 188 — 191.

[10] Weisstein, E.W., CRC Concise Encyclopedia of Mathematics, Washington, D.C.,
2003.

[11] Stanciu, N., Despre sirul lui Fibonacci, Gazeta Matematicd — seria A, nr. 3/2008,

pag.150.


http://www.mcs.surrey.ac.uk/Personal/R.Knot/

Revista Electronicd Matelnfo.ro ISSN 2065 - 6432 Nr. Mai 2010 RYWAs= Elnle(e]

MULTIFUNCTIlI K2M.EXEMPLE

de Adriana (Pelea) Brandas

1. Notiuni fundamentale
1.1 Definitii

O multime nevida E se numeste spatiu vectorial real daca pe E sunt definite doua operatii

algebrice:
e unainternd (x,y) — X+ y,numita adunare;
e unaexterna(p,x) — Bx,numita Tnmultire cu scalari.
Operatii care satisfac urmatoarele proprietati:
1. (E,+) este grup comutativ (sau abelian);
2. a(xX+y)=oax+ay , (V) aeR si (V) XeE;
3. (@+B)x=ax+PBx,(V)a, peRsi (V) xeE;
4. a(Bx) = (@B)x , (V) aeRsi (V) xeE;
5. Ix=x , (V) xeE ,1leR.

Elementele unui spatiu vectorial se numesc vectori sau puncte.

Fie n+1 vectori v,,v,,...,v,,, dintr-un spatiu vectorial real. Ei se numesc liniar independenti

dacé pentru orice numere reale A,,A,,...,A,,,, CU proprietatea:

n+l
n+1

> hv, =0 aeloc A =2x,=..=2,,=0.
i=1

n+l ™

Fie n+1 vectori v,,v,,...,V,,, dintr-un spatiu vectorial real. Ei se numesc afin independenti

daca pentru oricare A,,A,,...,A,., NumMere reale cu proprietatile:

n+l

n+1 n+1

> & =0si > nv =0 aeloc A, =i, =..=h,, =0.
i=1 i=1

nil
Daca E este un spatiu vectorial, o functie, <> care asociaza pentru doua elemente ale spatiului
un numar real, se numeste produs scalar pentru spatiul vectorial E daca satisface conditiile:
1)(x,y) = (y,X), pentru oricare X,y €V .

2)(x+x,y)= (X y)+(X,y), pentru oricare x,x',y eV .

3)(ax,y)=a (x,y), pentru oricare x eV si oricare o.eR.



4)(x,X) >0, atunci (x,X) =0 dacé si numai daca x=0, oricare ar fi xeV .

Un spatiu vectorial pe care s-a defint un astfel de produs scalar se numeste spatiu vectorial
euclidian.

Fie X2 o multime abstracta. O topologie pe X este o familie de parti ale lui X, 3, cu
proprietatile:

(i) dacd A, B e 3 atunci ANBe3.

(if) daca A € 3 atunci UA €T, undeiel.

(iii) X, D €3

(X,3) se numeste spatiu topologic.

Fie X un spatiu topologic. O familie R de submultimi ale lui X se numeste acoperirea lui X daca
UR=X.

O acoperire R a lui X se numeste deschisa daca fiecare multime ReR este 0 multime deschisa.

O acoperire R a lui X se numeste local finita daca fiecare xeX are o vecinatate care intersecteaza
doar un numar finit de multimi ReR.

Fie R si R’ doua acoperiri ale lui X. Spunem c& R’ este o0 subacoperirealui R daca R’ch.

O acoperire R’este mai fina decét R daca pentru orice R’ e R’ exista ReR astfel incat R eR.

Un spatiu topologic X se numeste compact daca din orice acoperire deschisa a sa se extrage o
subacoperire finita.

Un spatiu topologic X se numeste separat (Hausdorff) daca pentru orice x si y din X, x=y exista
0 vecindtate V a lui x si o vecinatate U a lui y astfel incat UnV=0.

Un spatiu topologic X se numeste paracompact daca este separat (Hausdorff) si pentru orice
acoperire deschisa R a lui X exista o acoperire deschisa local finitd a lui X mai fina decét ‘J.

Diametrul unei multimi Y in spatiul real n-dimensional este notat si definit astfel:
5(Y) = {“x— y[:xye R“}.
Un element x al lui X se numeste punct fix pentru o aplicatie f : X — X daca f(x) = x.

Fie X 0o multime convexa intr-un spatiu vectorial real. O functie f : X — R se numeste
cvasiconvexa dacd vV A € R multimea {X e X:f(x)< k} este convexa. Functia f se numeste
cvasiconcava dacd v A € R multimea {x e X : f (X) > A} este convexa.

1.2 Simplexe si baricentre

Propozitial.2.1 Vectorii v,,V,,...,V,,, sunt afin independenti daca si numai daca vectorii

' U n+l
V, —V;,V, —V,,...,V,, —V,; sunt liniar independenti.

Consecintal.2.2 Numarul maxim de vectori afin independenti in spatiu euclidian R" este n+1.

Fiind dati n+1 vectori afin independenti din spatiul vectorial real E, multimea notata si definita :



i=1

V,v,..v,., ] { nfx xizo,nfxi:l}

se numeste simplex n-dimensional sau n-simplex, iar v,,Vv,,..,V.,, Se numesc Vvarfurile

n+l

simplexului.

Simplexul n-dimensional [v,v,..v.,| este invelitoarea convexa a vectorilor v,,v,,...,V,, deci:

n+1

[V,v,..v,.,] = conv{v,,v,,...,v, . }.

1 T n+l
Cel mai simplu exemplu de simplex este simplexul standard n-dimensional A=[e;&...€ns1] ,
unde e, ... ens1 SUNt vectori din R™ e=(1, 0, ...,0),e,=(0, 1,0, ..., 0) ,..., en2=(0, O, ..., O,
1).

Propozitial.2.3 Orice punct x al unui smplex|v,v,..v,,,] sescriein mod unic sub forma:

_zn+1 }\‘I : ’7\’>0 Zn+l

Penrtu orice x din simplexul [v,v,..v, ] se asociazd un singur sistem de scalari nenegativi

(A1, A2, oo Ansz) CU D "\, =1, pentru care x = nik

Scalarii A1 A2, ..., An+1 astfel definiti si notati uneori cu A1(X), A2(X),..., Ans2(X) S NUMeESC
coordonatele baricentrice ale lui x in simplexul [v,v,..v,, ].

Fie S=[v,v,..v,,,] un n-smplex ke{l, 2 ..., n+1} si {i1, iz,..., insa}< {1,2,...,n+1}. Punctele vis,
Vi2,..., Vike1 SUNt afin independente deci exista simplexul k-dimensional [Vi1Viz...Vik+1] numit fata k-
dimensionala sau k-fata. Fetele 0-dimensionale sunt cele n+1 varfuri ale smplexului S.
Observatie 1.2.1 Un punct xeS=[v,v,...v,,| apartine unei k-fete [Vi1Vi...Viks1] @ lui S daca si

numai daca pentru scrierea lui x

_ZnJrl }\4 : 1}\,>0 ZrHl

avem A (x)=0 oricare ar fi ie{1,2,....,n+1}\{ is,iz... ins1}.

Fie S=[v,v,..v,,] un n-simplex punctul notat si definit cu

n+1
9= -1 v

n+14
se numeste baricentrul lui S. Baricentrul b(S) apartine simplexului S si nu apartine nici unei fete
k-dimensionale ale lui S, unde k<n-1.
Propozitia 1.2.4 Fie S=[v,v,...v,,| unn-simplex si 11 <12 ... 11 =S un sir ascendent de n+1

fete distincte ale lui S. Atunci baricentrele b(ty ) ,b(t2),..., b(tn+1) ale acestor fete sunt afin

independente.



Fie S=[v,v,..v,,]| unn-simplex si Ty, To,...,To+1 unN sir de n+1 fete distincte ale lui S T,
T, C...CTn+1. Deoarece baricentrele acestor fete sunt afin independente (conform Propozitiei
1.2.4) se poate vorbi despre un simplex n-dimensional format din baricentrele acestor fete [b(ty)
b(12)...b(Th+1)] . Familia 3,(S) formata din toate aceste simplexe

R(S={[b(t1) b(12)...b(Th+1)] ‘Tac T2 ... 1 fete distincte}

se numeste diviziune baricentrica de ordinul 1 alui S.
Propozitial.2.5Fie S= [v,v,...v,,, | un simplex. Atunci S este egal cu diviziunea sa baricentrica de
ordinul 1, adica S=M[3(S).

Diviziunile baricentrice de orice ordin se definesc prin inductie matematica admitand ca s-au
definit diviziunile baricentrice 34(S), ..., Ri(S) ,cu I1=1, ale unui simplex n-dimensiona S. Pentru
fiecare simplex Bel3(S) se formeaza diviziunea baricentrica 3;(B) de ordinul 1 a lui B iar
familia de n-simplexe:

B1+1(S)=u{ Ry(B) :BelR(S)}
se numeste diviziune baricentrica de ordinul 1+1 alui S Convenim cafamilia [3yo(S)={S} sa fie
numita diviziune baricentrica de ordinul 1=0 a lui S.

Propozitial.2.6 Diametrul unui smplex n-dimensional S=[v,v,..v, | este egal cu diametrul
multimii formate din varfurile acelui simplex 6(S) = 6({v1,V2,...,Vn+1})-

Dacd S=[v,v,..v,,, | este un simplex, R(S) diviziunea baricentrica a lui S de ordinul | compusa din
simplexele B1,By,...,Bm. Prin norma diviziunii se ntelege numarul definit si notat astfel:

1B, (S)|=sup{ 8(BW) :1 <k <m}.

Propozitia.1.2.7 Daca S este un n-simplex n spatiul real n-dimensional atunci lim |, (S)|=0.

2. Multifunctii K2M

2.1 Multifunctii

Fie X si Y doud multimi. O multifunctie T: X—Y este o functie definitd pe multimea X cu
valori Tn multimea partilor lui Y. Pentru orice x, element al lui X, multimea Tx care se numeste
valoarea multifunctie T pe punctul x.

Notiunile care caracterizeaza o multifunctie sunt:
1) Domeniul efectiv, notat cu Dom T={xeX, T x # J}.
2) Graficul lui T, notat cugraf T={(x,y):y €T x}.
3) Imaginea unei multimi X’<X prin multifunctia T, notata cu

T(X) =U{Tx:xe X’}



4) Imaginea multifunctiei T, notata cu Im T =T (X).
5) Contraimaginea inferioara a unei multimi Y’cY prin T, notata cu
Ti={xeX: TxNn Y= J}.
6) Contraimaginea superioara a unei multimi Y’cY prin T, notata cu
TH={x e X: Txc Y’}
7) Inversa multifunctiei T, notatd T Y—oX si definitd astfel
Tly={x e X: y eT x}. Multimile Ty se numesc fibrele multfunctiei T.
8) Duala multifunctiei T, notatd T": Y—-X definitd prin T y= {xeX: T x = Y’}. Multimile T’y se
numesc cofibrele multfunctiei T.

O multifunctie T: X—Y este cu valori nevide, conexe, deschise, compacte, etc., daca pentru
orice element x al multimii X, multimea Tx este 0 multime nevida, conexa, deschisd, compacta,
etc.

O multifunctie T: X—Y este cu fibre conexe, deschise, compacte, etc., daca pentru orice
element x al multimii X, multimea T™y este 0 multime conex&, deschisa, compactj, etc.

Se numeste politop Tnvelitoarea convexa a unui numar finit de puncte dintr-un spatiu vectorial.
O functie continua f: X—Y se numeste selectie continua pentru o multfunctie T: X—Y

daca f (x) e Tx pentru fiecare xe X.

Propozitia 2.1.1 Fie X un spatiu paracompact si Y o multime nevida, convexa intr-un spatiu
vectorial topologic Hausdorff. Daca T: X—Y este o multifunctie valori nevide, conexe si cu
fiorde Ty deschise, atunci T admite o selectie continua f. Dacd X un spatiu compact Hausdorff

atunci existd un politop PcY astfel ca f(P)cP.

Dacd Y este un spatiu topologic vom spune ca o multifunctie T : X —o0 Y este compacta

dacad T(X) este inclusa intr-o submultime compacta a lui Y (altfel spus, dacd T(X) este o
submultime compacta a lui Y). Dacd X si Y sunt spatii topologice vom spune ca o multifunctie
T:X—0Y esteinchisa daca graficul sau este o submultime inchisda a lui X xY .

Fie X, Y, Z trei multimi si T: X—o0 Y, S:Y—0Z doud multifunctii. Multifunctia
notati SoT : X —o Z definita prin

(SeT)x=9(Tx),xe X

se numeste compunerea lui Scu T.

Un punct Xe X se numeste punct fix pentru o multifunctie T: X—o Y dacd XeTX .

Un punct X X se numeste punct de coincidenta pentru doua multifunctii T,S: X—oY

daca TX(1SX= .



2.2 Multifunctii semicontinue superior

Fie X si Y doud spatii topologice. O multifunctie T : X —o Y este semicontiuna

A

superior Tntr-un punct X, € X dacd pentru orice multime deschiss G c Y astfel ncét
TX, = Gexista o vecinatate V a lui X, astfel incdt TXc G,V XeV.

T se numeste semicontinua superior (pe X) dacad este semicontinua superior in fiecare
punct Xe X..

Observatie: Dacd X, € X si TX, =& atunci T este semicontinud superior in X, dacd

si numai daca exista o vecinatate V a lui X, astfel incat T(V) =9 .

Propozitia 2.2.1: Fie X si Y doua spatii topologice si T:X—o Y . Urmatoarele
afirmatii sunt echivalente:

(1) T este semicontinua superior.
(i) Vv GcY deschisa, T™(G) este deschisa.
(i) v F cYinchisa, T*(F) este inchisa.

Propozitia 2.2.2: Fie X, Y, Z spatii topologice si T:X—0 Y , S:Y—o0 Z doud
multifunctii semicontinue superior. Atunci So T este o multifunctie semicontinua superior. Tn
particular daca S:Y —> Z este o functie continud, atunci SoT este o multifunctie

semicontinua superior.

Demonstratie: Trebuie sa demonstram ca pentru orice multime C — Z areloc
(SeT)™(C)=T™(S™(C)).

Avem succesiv
Xe(SeT)*(C)e=V yeTx, YycC e Txc S*(C)
xeT*(S™(C)).m

Propozitia 2.2.3: Fie X, Y doua spatii topologice Hausdorff compacte si T : X—oY o
multifunctie cu valori inchise. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
() T este semicontinua superior

(i)  graf T este multime inchisain X xY
(iii) Daca (%), (Y.) sunt doud siruri generalizate in X, respectiv in Y, din
X —=>X, VYeTx, Yy =Yy reultd yeTX.

Strans legate de conceptul de multifunctie semicontinua superior sunt notiunile de

multifunctie demicontinua superior, respectiv multifunctie hemicontinua superior.



Fie E un spatiu vectorial topologic Hausdorff real, E’' dualul sau algebrico-topologic
(adica spatiul vectorial al tuturor functionalelor wW:E — R liniare si continue) si X un spatiu

topologic. Spunem c& o multifunctie T : X—oE este demicontinua superior dacd Vv X, € X,
WeE' si AeR astfd incdt Tx,c{Xxe X:W(X)<A} 3 VeV(x,) astfel incat
T(V) < {xe X :w(x) <A},

In ipotezele de mai sus, spunem ci o multifunctie T: X —o E este hemicontinui

superior daca pentru fiecare WeE' si A €R, multimea {Xe X rsupw(u) < 7»} este

ueTx
deschisad in X.

Observatie: Este evident ca orice multifunctie semicontinua superior este demicontinua
superior.

Propozitia 1.4.4: Fie X un spatiu topologic, E un spatiu vectorial topologic Hausdorff real
si T: X—o E o multifunctie cu valori nevide. Daca T este demicontinud superior atunci T
este hemicontinua superior.

Observatie: Dacd T  este o multifunctie cu valori compacte, conceptele de
hemicontinuitate superioara si cel de demicontinuitate superioara coincid. Vom arata ca in
anumite conditii, conceptele de semicontinuitate superioara, demicontinuitate superioara i
hemicontinuitate superioara coincid.

Propozitia 1.4.5: Fie X un spatiu topologic, Y o submultime nevida comapctd a unui
spatiu local convex Hausdorff real E si T : X—o Y o multifunctie cu valori nevide convexe.
Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

0] T este semicontinua superior.
(i) T este demicontinua superior.

(ili) T este hemicontinua superior.

2.3 Teorema lui Knaster -K ur atowski-M azur kiewicz

Tn acest paragraf vom da teorema Knaster — Kuratowski — Mazurkiewicz sau lema celor trei
polonezi. Acesta teorema este echivalenta cu lema lui Sperner si teorema de punct fix a lui
Brouwer.

O remarcabila teorema de punct fix este obtinutd de Brouwer in anul 1910 si publicatd in
anul 1912. Demonstratia lui Brouwer folosea tehnica aproximarii simpliciale si notiuni de teoria
gradului topologic. Tntr-o scrisoare datatd 4 ianuarie 1910 Brouwer comunica lui Hadamard
rezultatul sdu, fard demonstratie. Hadamard prezintd acest rezultat cu numele ,,Teorema de punct

fix a lui Brouwer” si d& o altd demonstratie.



Lema lui Sperner este publicata Tn anul 1928. Sperner o aplica pentru obtinerea unor
teoreme de invarianta a dimeniunii si a domeniilor.

Knaster sesizeaza legatura dintre lema lui Sperner si teorema de punct fix a lui Brouwer.
Mazurkewicz da o demonstratie teoremei lui Brouwer, demonstratie corectatd de Kuratowski. in
1929 este publicata teorema lui Knaster — Kuratowski — Mazurkewicz cunoscutd in literatura de
speciaditate sub denumirea de teorema K2M sau lema celor trel polonezi. Aceasta teorema apare
ca 0 consecinta a lemei lui Sperner, dar pe de alta parte da o demonstratie mai simpla teoremei de

punct fix alui Brouwer.

Teorema Knaster-Kuratowski-Mazurkiewicz - teorema K2M: Fie S=[V,V,...V, ,]
un simplex in spatiul R" si {Fi 1<i < n+1} o familie de n + 1 submultimi inchise ale lui S.
Daca incluziunea

[V. V.

ip Vg *

--Vik]CU{Fij 1< j <k}

are loc pentru fiecare fata [V, Vi ..V, ] alui S atunci () {F:1<i<n+1=@.

2.4 Multifunctii K2M

Motivati de teorema lui Knaster-Kuratowski-Mazurkiewicz, Dugundji si Granas introduc
notiunea de multifunctie K2M, iar Granas si Lassonde pe cea de multifunctie tare K2M.
Definitie: Fie X o multime ntr-un spatiu vectorial si D o submultime nevida a lui X. O
multifunctie T : D —o X se numeste:
(i) multifunctie K2M dacd v Ac D, finita si nevida avem
convVAcC T(A);
(i)  multifunctie tare K2M daca
xeTx, v xeD
Si
T y=D\T™y este multime convexa (eventual vidd), vV y e X .
Teoria K2M, concept introdus de S.Park este studiul multifunctiilor K2M si ale aplicatiilor
acestora.
Propozitia 2.4.1: Daca D este o submultime convexd a lui X si T : D —o0 X este 0

multifunctie tare K2M, atunci T este o multifunctie K2M.

Demonstratie: Fie A:{X1,X ,...,Xn}cD si Y, €CONVA. Avem de ardtat ca

Yy, €U {Txi 1<i < n} . Deoarece Y, € Ty, deducem ci Yy, T Y, si deci convA nu este



inclusd in Ty, . Intrucat multimea T Y, este convexa, cel putin un punct X, € A nu apartine lui

T'y,, adicd y, € Tx.m

Vom da Tn continuare cateva exemple de multifunctii K2M. Exemplele 2 si 3 sunt cazuri
particulare ale exemplului 4. Tn primele 5 exemple domeniul de definitie este convex, deci este
suficient sa ardtam ca multifunctia este tare K2M. Nu se va intampla la fel si in exemplul 6.

Exemplul 1: Fie E un spatiu vectorial, D o submultime convexd aluiEsi f :D —>R o
functie cvasiconvexa. Atunci multifunctia T : D —o E definita prin

Tx={yeD: f(y)< f(x)} xeD,
este tare convexa; intr-adevir Xe TX, V' Xe D si deoarece f este cvasiconvexa se obtine usor

caT'y={xeD: f(x)< f(y)

este multime convexa.
Exemplul 2: Fie E un spatiu vectorial si D o submultime convexa a lui E. Fie

¢ : Ex E — R o functionala biliniard si | : E — R o functionala liniara. Atunci multifunctia T :
D —o D definita prin
Tx={yeD:o(y,y—-x)<I(y-x)}, xeD
estetare K 2M ; intr-adevar X € TX si cofibrele lui T
TY ={xeD:g(y,y—x)>I(y-x)}
sunt multimi convexe.
Exemplul 3: Fie (H ,<.,.>) un spatiu prehilbertian, D o submultime convexa a lui H si
f : D — H o functie oarecare. Atunci multifunctia T : D —oH definita prin
Tx={yeH :<f(y),y—x>§0}, xe D,
estetare K >M; intr-adevir X € TX si cofibrele
T'y={xe D:(f(y)y- x>>0}
sunt multimi convexe.
Exemplul 4: Fie D o submultime convexd a unui spatiu vectorial E, o € R si
¢ : D x D — R ofunctie cu proprietatile:
@ o(x,X)<a,vxe D
(b) Functia @(-,Y): X >R definitd prin @ (-, ¥)(X) =¢@(X,Yy) este cvasiconcavd pe D,
VyeD.

Atunci multifunctia T : D —o D definita prin:



Tx={yeD:p(x,y)<a}, xeD,

este tare K >M. Tntr-adevar, din (a) rezulti cd XeTx, V Xxe D, iar din (b) deducem ci
cofibrele

T'y={xeD:p(xy)>a}
sunt multimi convexe.

Exemplul 5: Fie D o submultime convexa a unui spatiu vectorial E, p:E —>R o

seminorméasi f : D — E o functie arbitrara. Atunci multifunctia T : D—oD definita prin

Tx={yeD:p(f(y)-y) < p(f(y)-)} xeD,
este tare K°M. Pentru a demonstra aceasti afirmatie este suficient sd aratdm ca daca
X% €T'y={xeD:p(f(y)-x)<p(f(y)-y)}
si Aok, >00 +A, =1, aunci AX+A,X, €T y. Tinand cont de relaiile
p(f(y)—x) < p(f(y)-y), i =12 vomavea

P (Y) =R =A%) <A p(f(Y) = %) + A, p(F(y)-X,) <
<Mp(F(Y)=Y)+2,p(f(y)—y)=p(f(y)-y).

Exemplul 6: Fie Y o submultime convexa a unui spatiu vectorial E, D <Y o multime

arbitrard si ¢ : D xY — R o functie cu proprietdtile:
@ (X y)+o(y,x)<0,V(x,y) e DxD.
(b) Functia @ (X,):Y >R, ¢ (X,’)(Y) =@ (X, Y) este convexda pe Y, VX e D.
Atunci multifunctia T : D—oY definita prin
Tx={yeY:p(x,y)<0} xeD,

este K 2 M.

n
Pentru a demonstra aceastd afirmatie fie {X,X,,..., X }c D si fie y,=> A% si A >0,
i=1

n
> A, =1. Din (a) rezulta cd
i=1

@ (%, %) +0(X,,%)<0,Vi, je{l2..,n}

Tnmultind relatia de mai sus cu A; si insumand dupa i gésim
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éki(p(x,x.)+éki(p(xj ,X)<0,Vje{l2,...,n}.
De aici si din (b) rezulta
320 (%, %) +0 (%, ¥o) <O
Folosind incé o data convexitatea functiei ¢ (X,-) deducem cé
200X, Vo) + 2100, %) <O
Rezultd cd pentru cel putin un punct X are loc  ©(X,Y,)<0. Aceasta inseamnad ca

Yo € U{TX :1<i <n+1} deci T este o multifunctie K2M.

Propozitia 2.4.2: Fie X o multime convexa intr-un spatiu vectorial topologic, D o
submultime nevida finita a lui X si A o familie de submultimi nevide ale Iui D. Dacd G: D —o

X este o multifunctie cu valori deschise Tn X care satisface conditia

convAc G(A), VAeA,

atunci exista o multifunctie F : D—o X cu valori inchise Tn X cu proprietatile:
(i) FxcGx,vxeD;
(i) convAc F(A),VAeA.

Demonstratie: Pentru fiecare y € G(D) fie

(21) H,=N{Gx:yeGx|

H y este o multime deschisa in Xsi yeH y - Deoarece spatiile vectoriale topologice sunt spatii

regulate, existd o multime U g1 deschisa in X, astfel Tncét
(22) yeU, CU_yC H,.
Evident, VA€ A avem G(A) U{Uy 'ye G(A)}.

De aici si din (ii) rezulta cd familia {Uy : yeG(A)} este 0 acoperire deschisa a multimii
convA. Cum CONVA este compactd, existd o submultime finitd V, alui G(A) astfel incat
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(23) convAcUU, :yeV,|
Punem V =fV, : AeA}. Definim multifunctia F : D—o X prin
Fx=U{U: yeV,U, ch} , XxeD.

Pentru fiecare X € D, FX este o multime inchisd in X. Dacd FX =, atunci (i) are loc in mod

trivial. Tn caz contrar, Vy eV cu U, cGx, din (2.1) si (2.2) rezultd Uy c H, cGx, deci
Fxc Gx.

Rimane si aratam ca F satisface si (ii). Fie A€A si Ze cOnvA Din (2.3) rezultd cd 3
yeV, adfel ca zeU . Deoarece y e GX, pentru un Xe A rezultd cd U, < H, < GX si

prinurmare Z € GX < G(A). Deci convAc G(A). =

Consecinta 2.4.3: Fie X o submultime convexa a unui spatiu vectorial topologic si D o
submultime nevida, finitd a sa. Daca G: D —o0 X este multifunctie K2M cu valori deschisein X,
atunci existd o multifunctie K2M cu valori inchise in X, F:D—0 X astfd incat Fx < GX,

vV xeD.
Consecinta 2.4.4: Fie X o submultime convexa a unui spatiu vectorial topologic si D o

submultime nevida, finita a sa. Daca F :D—oX este o multifunctie cu valori inchise Tn X

pentru care convD ﬂ{FX: Xe D}: A,

atunci exista o multifunctie G: D —o X cuvalori deschise in X cu proprietatile:

(i) Fxc Gx, VxeD.
(i) convDNN{Gx:xeD}=2.

Demonstratie:  Considerdm  multifunctia G;:D—o convD definita prin

Gx=convD\Fx, xeD.

Din ipoteza se obtine imediat cd G, ia valori deschise in convD si convD = G, (D). n baza
Propozitiei 2.2.2 (pentru X =convD si A= {D}) existd o multifunctie F, : D—oconvD cu

valori inchisein convD, cu urmétoarele proprietati:

(24) FxcGxVvxeD

(25) convD = F,(D).
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Deoarece CONVD este multime compacta, multimile F,X sunt inchise si in X. O multifunctie

care satisface conditiile impuse este G: D —o X, definita prin
Gx=Y\FXx, xeD.
Tntr-adevar, din (2.4) rezulta (i), iar (2.5) implica (ii). ™

Observatie: Conditia ca multimea D sa fie finitd este esentiald Tn Propozitia 2.4.2 si in
Consecintele 2.4.3 si 2.4.4. Daca ea este 0 multime infinitd, cum avem in exemplul urmator,

Consecinta 2.4.3 si implicit Propozitia 2.4.2 nu mai sunt adevarate.

Fie D o multime care nu se reduce la un punct, convexa si compacta ntr-un spatiu

vectorial topologic si fie S:D — D o bijectie, astfel incat S(X) # X, V' Xe D. Considerdam

multifunctia G: D—oD definitd prin
Gx=D\{s(x)}, xeD.

Se constatd imediat ca G este o multifunctie K2M cu valori deschise in D si ca

N{Gx:xeD}=2.

Sé presupunem ca exista o multifunctie K2M, F : D—oD cu valori inchisein D, astfel
ncdt FXc Gx, VX e D . Deoarece D este multime compacta valorile FX sunt compacte. Stim

N{Fx:xe D} @ de unde se ajunge la contradictia 1 {Gx: xe D}= .

O notiune mai generala decat cea de multifunctie K2M este cea de multifunctie GK2M.

Definitie: Fie X o multime intr-un spatiu vectorial si D o multime nevidd. O
multifunctie T : D—o0 X, vom spune ca este GK2M ("generalized K2M”) dacda VAc D o

multime nevidi finitd, 3 o : A— X o functie astfel incat
conve (B)cT(B), V d=Bc A

Aceasta definitie a fost introdusd de Chang si Zhang. Aceeasi notiune, dar cu altd

denumire, apare cu un an mai devreme in lucrarea a lui Kassay si Kolumban.

Observatie: Tn general, functiile o din definitia precedentd nu sunt injective. Este clar ci

orice functie K2M este GK2M (reciproca acestei afirmatii nu este intotdeauna adevarata).

3.Bibliografie
[1] M. Balaj, Introducerein teoria K2M, Editura Universitatii din Oradea, 2002
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O metoda de calcul al primitivelor

de Marian Teler, Profesor Costesti, Judetul Arges
si Marin lonescu, Profesor Pitesti, Judetul Arges

Tn manualul de analiza matematica pentru clasa a Xl11-a, capitolul ,,Integrarea prin parti”,
sunt propuse o serie de exercitii care necesita aplicarea de doua sau mai multe ori a formulei de
integrare prin parti.

Vazand rezultatele, observam ca la anumite tipuri de functii se obtin anumite tipuri de
primitive.

Propunem in continuare rezolvarea unor probleme de calcul a primitivelor prin metoda
coeficientilor nedeterminati.

1. Fie f:R— R f(x)=P(Xe*,PecRX].
Existd o primitivda F: R— R, f(x) = Q(x)e*, unde Q e R X], grad(Q) = grad(P)
Din relatia F = f, obtinem Q +Q=P
Exemple:
la Fie f :R—> R, f(X)=(x*-x+1)e*. S se determine a,b,c e R astfel Tncét
functia F : R— R,F(x) = (x® + ax® + bx+ c)e* sa fie o primitiva a functiei f.
Solutie:
Din Q +Q=P, rezultd x* + (a+3)x* + (b+2a)x+b+c=x*-x+L(V)xeR
Identificand coeficientii, obtinem sistemul:

a+3=0 a=-3
b+2a=-1, {b=5 si F(x):(x3—3x2+5x—4)eX
b+c=1 c=-4

1.b. Generalizare:
Fie f:R>R f(X)=(x"+ax""+..+a,)e", a,a,,.a, €R.
Sé se determine b;,b,,..b, € R, astfel incét functia
F:R—> RF(X)=(Xx"+bx"" +...+b,)e*sa fie o primitiva a functiei f.
Solutie:
Luand b, =1, din Q +Q =P, obtinem b, =a, —(n—k+1)p, ,, ke {L,2,...,n}
2. Fie f:(0,0)—> R, f(x) =x"In*x, n,ke N".Sasedetermine by,b,,.b, R, astfel incat

n+1

functia F :(0,50) = R F(x) = > 1(Ink x+b, In** x+...+b,) sa fie o primitiva a functiei f.
n+
Solutie:
Din F'(x) = f(x),(V)x e (0,), obtinem (considerand b, =1),

k—i+1 .
b = , 2.,k
' n+1 et |

Exemplu: Fie f :(0,00)— R, f(x) = x®In? x. Sa se determine a,b € R astfel Incét

4
functia F : (O,oo) —->RF(X)= XZ(Inz x+alnx+b) sa fie o primitiva a functiei f.

. : . 1 1 X, 1 1
Din F'(x) = f(x),(V)x e (0,0), obtinem a_—E,b_g,F(x)_Z(ln x—§x+§j
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3. Fie f:R—> R, f(x)=(asinx+bcosx)e*,a,be R.
Sa se determine m,n € R, astfel incat functia F : R — R,F(X) = (msinx+ ncosx)e*
Solutie:

m_a+b
m-n=a 2
m+n=b’ G_-a+h

2

Din F'(x) = f(x),(V)x e R, obtinem: {

Exemplu:

Fie f :R—> R, f(X) = (sinx—cosx)e”.

Sd se determine m,n € R, astfel Incét functia F : R —> R,F(x) = (msinx+ ncosx)e* sa fie o
primitiva a functiei f.

Solutie: Avem a=1b=-1, rezultd m=0,n=-1, F(X)=(-cosx)e*

4. Fie f :R> R, f(X) = P(X)sinx+ Q(x)cosx,P,Q € R{ X].

Existd R,Se R[X], max(gradR, gradS)< max(gradP, gradQ), astfel incét functia
F:R—> R F(X)=R(X)sinx+ S(x)cosx sa fie o primitiva a functiei f.

R-S=P

R+S =Q

Exemplu: Fie f : R— R, f(X) = (x* — x+1)sin x. S& se determine a,b,c,m,n, p € R, astfel
ncat functia F : R— R, F(X) = (ax® + bx+c)sinx+ (mx® + nx+ p)cosx s fie o primitiva a
functiei f.

Solutie: Din F'(x) = f(x),(V)x e R, obtinem: {

m=1 a=0
b+2m=0 |b=2
Solutie: Din F'(x) = f(x),(V)x e R, obtinem: b-p=1 : c=-1
a=0 m=-1
2a-n=1 n=1
c+n=0 p=1

F(x) = (2x=1)sin x+ (= x? + x+1)cosx
5. Fie f :R— R, f(x) = e*[P(x)sinx+Q(x)cosx),P,Q € R X] . Existd R,Se R[X],
max(gradR, gradS) < max(gradP, gradQ), astfel incét
F :R— R F(x) = e*[R(x)sin x+ S(x) cosx] s& fie o primitiva a functiei .
Exemplu: Fie f : R— R, f(X) = xe* sinx. Sa se determine a,b,m,n e R astfel Tncét
functia F : R— R,F(x) = €*[(ax +b)sin x + (mx+ n)cosx] sa fie o primitiva a functiei f.

1
a=—
a-m=1 2
a+m=0 b=0
Solutie: Din F'(x) = f(x),(V)x e R, obtinem: , 1,
b+n+m=0 m:—E
b-n+a=0 1
n==
2

F(X) = %ex[xsin X+ (~ x+1)cosx]
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6. Flef:l >R f(x)= asinx+bcosx ,a,b,mneR,iar | uninterval de numere reale astfel

msSin X+ NCOS X

incdt asinx+bcosx#0,(V)xel . Existd a,B € R astfel incét f(x)=a +B%, unde
u(x
u(x) = msinx+ ncosx. Atunci, functia F: 1 > R F(X) =ax+ 3 In|u(x)| este o primitiva a

functiei f.
Exemplu: Fie £ 11 - R, f(x) = o X—C05X :[ T ’Tj_

SiNX—CoSX
Obtinem: f(x) =2+ ) , u(x) =sinx—cosx si F:l1 — R F(x)=2x+Insinx—cosx

u(x)
Observatii:

= Exemplele rezolvate fac parte din exercitiile propuse in manualele alternative de Analiza
matematica pentru clasa a XllI-a, capitolul ,,Integrarea prin parti”, sau au fost propuse la
concursuri scolare si Tn Gazeta matematica,

= Cititorul poate sa aplice metoda expusa si la alte exemple si poate obtine si generalizari, ca
de exemplu pentru f :(0,0) > R, f(x) = x* In* x,a e R—{~1},k e N" sau
f :R— R, f(x) = (asinax+bcosax)e™, a,b,a,p € R

= Sepot elabora programe pe calculator pentru rezolvarea unor probleme de calcul a
primitivelor, ca de exemplu:

1.b. Generdizare:
Fie f:R>R f(x)=(Xx"+ax"" +..+a,)e*, a,a,,..a, € R. Sa se determine

b,,b,,..b, € R, astfel incat functia F : R — R,F(X) = (X" +b,x"" +...+ b )e*sa fie 0
primitiva a functiei f.
2.Fie f:(0,0) > R, f(x)=x"In"x, n,ke N".Sisedetermine b,b,,.b, R, astfel

n+1

fncat functia F : (0,00) > R, F(X) =~ (In“ x+ b, IN“* x + ... + by ) s& fie o primitivd a

n+1
functiei f.
Obtinem urmaétoarele programe Pascal pentru determinarea coeficientilor :
b,b,,..b,, (1.b), b,b,,..b., (2)
Program Primitive; Program Primitive;
uses crt; uses crt;
var n,i:integer; var n,k,i:integer;
a,b:array[0..100] of integer; b:array[0..100] of redl;
begin begin
ClrScr; ClrScer;
write(*n=");read(n); write(‘n=");read(n); write(‘k=");read(k);
fori:=1tondo b[0]:=1
begin fori:=1tok do
write(‘a[*,i,”]=");read(a[i]); begin
end. b[i]:=-(k-i+1)*b[i-1]/(n+1);
b[0]:=0; write(“b[*,i,]=",b[i],” );
fori:=1tondo end;
begin readin;readin;
b[i]:=q[i]-(n-i+1)*b[i-1]; end.
write(*b[*,i,]=",b[1],” °);
end;

readin;readIn;
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end.

= Se pot calcula primitive utilizand softul interactiv Maple.
Exemple:
1 Int(x"2-4*x+3, X) =i nt (x"2-4*x+3, X);

x2—4x+3dx=:1)’x3—2x2+3x

2. Int((x*3*In(x)"2,x))=collect((int(x*3*In(x)"2,x),X));
Jx3In(x)zdx=(iln(x)2—éln(x)+312j X4
3. Int((x"2-x+1)*sin(x),x)=collect(int((x"2-
x+1) *sin(x), x), cos(x));
(3% = x+ 1) sin(x) dx = (—x*+ 1 + x) cos(X) + 2 sin(x) X — sin(x)

4. Int(x*In(x),x)=collect(int(x*lIn(x),Xx),X);

fxln(x) dx = [; In(x) —}J X2

5. Int(sin(x)"3*cos(x)”"2,x)=int(sin(x)"3*cos(x)”"2,X);
Jsin(x)3 cos(x)? dx:fZSLsin(x)2 cos(x)‘°’—125cos(x)3

Bibliografie:

1. Analizd matematicé pentru clasaa X1l-a, Manuale aternative,
2. Gazeta matematica, Editia electronica,

3. Analiza matematicd cu MAPLE, Lica Dionis, Bucuresti, 2003,
4. http://mateinfo.ro/
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Ce este matematicalui Vedas ?

Bulgar Delia Valentina- Liceul Teoretic “Traian Vuia” Faget, Timis

Matematica lui Vedas se ocupa cu metode de calcul aritmetic care au fost formulate cu
multe secole Tn urma de catre adeptii Indiei. Metodele au fost uitate datorita neglijentei
generatiei ce a urmat..Insi in urma efortului depus de cativa cercetdtori, matematica cu aceste
metode deosebite a fost adusa laglorie.

Pionerul care acontribuit larefacerea matematicii lui Vedic afost:
Jagadguru Swami Sri Bharati Krsna Tirthaji .

La Tnceputul secolului a XIl —lea, cand era un interes foarte mare in textul Sanskrit, Tn
Europa, Bharati Krsna a expus cateva formule “ridicole” extrase din “Ganita Sutra” — care
fnsemna matematica . Matematicienii pe vremea aceea nu au gasit nici o logica si de aceea au
spus ca Matematica lui Vedic este o prostie. Bharati Krsna care era un invata tor al matematicii lui
Vedic, istoric si filozof, a studiat textul si dupa o perioada indelungata de investigare a putut sa
reconstituie Matematica lui Vedic in Tntregime.

Atét cercetatorii de la NASA, cat si cel de la MICROSOFT , au fructificat aceste metode
in vedereaformrii unei inteligente artificiale sau a unor programe complexe.

Tn continuare voi prezenta cateva exemple din matematica lui Vedas:

RS INMULTIREA

v | Inmultirea a doua numere formate dintr -o cifra:

Exemplu: 8*7=56

Se face scaderea: 8 2
o

* Bazaeste 10 7 3

5 6

* 10-8 rezultatul este 2.
* 10-7.rezulratul este 3.

Apoi 8-3=7-2=5 (cifra zeciloy),
far 2*3=6 (cifra unitatilor)

v Tnmultirea a doud numere formate din doua cifre:
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> Exemplul 1; 61*31 =189

B
6 1
1
1 0
1 8 3 3
(¥ 1 18 1] 0
| X | 8 6 o 1
3 1 x 3
9
18 9 1 18 g 1 !
Metoda | Metoda ll Metoda Il

Metodal: XY *TZ = (X*T) [(X*Z)+(T*Y)] (Y*Z)

Se i-a produsul cifrelor zecilor, obtindnd prima grupa din rezultat, apoi suma produselor
cifrelor de pe diagonald, obtinand a 2-a grupa din rezultat, apoi produsul cifrelor unitatilor,
obtinand ultima grupa.

Tn cazul Tn care grupa a doua este formatd din doud cifre, se pastreaza cifra unitatilor, iar
cifra zecilor se aduna la prima grupa .

> Exemplul 2: 21*26=546

12
& 02 01

4 0 . X 2

2 1 5 A
1 0

| X | 2 5
2 6 4 14 6 5 5
Metoda | Metodall Metoda Il

Metoda I: Analog si Tn cazul in care grupele 2 si 3 sunt for mate din doud cifre atunci se
pastreaza cifra unitatilor adunénd cifra zecilor la grupa din fata

> Exemplul 3: 33*44 = 1452
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3 ;

A 1
[ X | 4 / 4
4 4 x 12 74 12 2
12 24 12 = 1452 14 5 2 5 2
Metoda | Metoda Metoda |l
Observatie:

= Tnmultirea numerelor utilizind metoda ll:

Pentru fiecare numar se considera un grup de drepte paralele indicand cifra zecilor,
respectiv cea a unitatilor . Punctele de intersect ie adreptelor vor indicarezultatul, astfel:

-cifra unitatilor este data de numarul de puncte din intersectia dreptelor ce arata unitaf ile;
-cifra zecilor este data de numarul de puncte din intersectia zecilor cu unitdt ile;
-cifra sutelor este data de intersectia dreptelor ce indica zecile.

= Tnmultirea numerelor utilizand metoda I11:

-Se considera un tabel cu un numar de linii egal cu numa rul de cifre a primului factor al
produsului, iar numarul de coloane egal cu numarul de cifre a celui de-al doileafactor.

-Fiecare patratel se completeaza cu produsul numerelor de pe linie si coloana, separand
cifra unitatilor de cea a zecilor prin diagonala patratelului

- La final se aduna rezultatele obtinute dintre diagonalele patratelelor, incepand de la
coltul din dreapta jos al tabelului, iar cifrele obtinute in ordinea vertical -orizontala dau rezultatul

final.

-In cazul in care suma obtinuta dintre diagonalele patratelelor este formata din dou cifre
se pastreaza cifra unitatilor, iar cifra zecilor se aduna la la numarul ce indica ordinul superior al

rezultatul ui.

» Exemplu: 123*37 = 4551
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1 2 3
0 0 0
0 3 6 o |3
o 1 2
3 7 4 1 7
/L.p-l 15 1
+ M

Rezultatul final: 4 5 5 1

v" Tnmultirea a doud numere formate din doua cifre, a ciror cifrd a zecilor este aceeas i, iar
suma cifrelor unitatilor este 10
» Exemplul 1:32* 38 = 1216

32x38=12 16
\%324—I2—/j

Metoda | Metoda ||

XY * XZ = [X*(X+1)] (Y*2)

> Exemplul 2; 43*47 = 2021

Y

43 < 47 = 20 21
\~—b4x5=20__—j
Metoda | Met oda |1

Metoda 1: sei-a produsul dintre cifra zecilor si consecutivul ei, obtinandu-se primele
doua cifre ale rezultatului, apoi produsul dintre cifrele unitatilor, rezultand ultimile doua cifre ale
rezultatului.

= Aplicatii :
o 43* 47=
o 24*26=
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e 62*68=
e 17*13=
e 59*5]1=
o 77*73=

v' IV. Tnmultirea a doud numere formate din trei cifre a ciror cifrd a sutelor este aceeas|
iar suma numerelor formate din ultimele doua cifre este 100:

XYR* XZP = [X*(X+1)]*10 (YR*ZP)
» Exemplul 1: 292* 208 = 60 736
Se procedeaza astfel:

e 2*3 =06 (consecutivul lui 2 este 3, 6 se inmulteste cu 10 si este prima grupa a
rezultatului)
e 092*8 = 736 (este ultima grupa arezultatului)

» Exemplul 2 : 848*852 = 722 496
Se procedeaza astfel:
e 848*852=[(8* 9)*10][ 48* 52]

=[720] [2496] ( cifra miilor este adunatd la prima grupa)

=722 496
= Aplicatii:
o 834*866=
o 257*243=
o 576* 524 =
o 321*379=
o 274* 226=

v V. Tnmultirea a doud numereformatedin trei cifre, mai mici decat 200:
» Exemplu: 103*104 = 10712

Sei-a primul numar si se aduna cu numarul format din ultimele doua cifre a celui
din al doilea numar, rezultand prima grupa, apoi se inmultesc numerele formate din ultimele doua
cifre ale ambelor numere, obtinandu-se ultima grupa
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v VI.Tnmultireacu 9, 99, 999, ...

> Exemplu: 999*343 = 342657
999*XYZ = (XYZ-1) (9-X) (9-Y) [9-(Z-1)]

Din numarul care se inmulteste cu 999 se scade 1,obtindndu -se prima grupa din rezultat,
apoi din 9 se scade fiecare cifra a numarului din prima grupa (exceptie face ultima cifrd , care
este cu 1 ma mare).

v VII. Inmultirea cu 11 aunui numar format din doua cifre:

> Exemplu; 21%11=231
XY*11= X (X+Y) Y

Pentru un numar format din doua cifre inmultirea cu 11 se face in felul urm ator: se
pastreaza cifra zecilor (care devine cifra sutelor, in cazul nostru 2), ultima cifra a numarului se
pastreaza la grupa unitdtilor (in cazul nostru 1), iar cifra zecilor se obtine din suma cifrelor
numarul ui.
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