Revista Electronica Matelnfo.ro ISSN 2065 — 6432 Nr. lulie 2010 www.Matelnfo.ro

NOTA MATEMATICA

ASUPRA UNOR PROBLEME DE CONCURS (II)
Corneliu Manescu-Avram

1. Intr-un triunghi isoscel de bazi a si latura egald cu b, unghiul de la varf este egal cu 20°.
Demonstrati ca a® + b® = 3ab®.

(14 — 20.09.2009, Nicolae Nica)

3
Proprietatea se pastreazd daca unghiul de la varf are masura de 100°, deoarece — - 100° =

1
= 150° si sin 150° = sin 30° = ; (demonstratia este aceeasti).

2. In paralelipipedul dreptunghic ABCDA'B'C'D' cu AB=a, BC=b, BB' =, fie G centrul de
greutate al triunghiului AB'C i M un punct pe dreapta BG astfel incat MA = MB' = MC. Daca
a® + b? + ¢*>ab + bc + ac, 5i se calculeze distanta de la punctul M la planul (AB'C).

(8 — 14.03.2010, Biro Istvan)

Problema poate fi pusa intr-un cadru mai general :

Se considera in spatiul euclidian n - dimensional R" punctele O(0, 0, ..., 0), 41(a1, O, ..., 0),

Ax(0, ay, ..., 0), ..., 4,(0, O, ..., a,), astfel incét cel putin doua dintre numerele reale |a,l, la,l, ...,
la, | sunt distincte, centrul de greutate G al sistemului de puncte materiale 4y, A, ..., A, si M un

punct pe dreapta OG astfel incat M4, = MA, = ... = MA,. Sa se calculeze distanta de la punctul M
la hiperplanul care trece prin punctele 41, 4, ..., Ap.

a1 92
-1 =

Solutie : Centrul de greutate are coordonatele G( — ,@), dreapta (OG) si hiperplanul
n

n n
(414> ... 4,) au ecuatiile
x X X X X X
0G): 2 === =L (), U d): =+2Z+ _ +2 -1 (0
a an @ 4z an
Fie M (x1, x2, ..., x,) punctul cautat si ¢ valoarea comuna a rapoartelor din (1). Avem
M € OG daca si numai daca x; = ait, x, = ast, ..., X, = aut 3)

siMA, = MA, = ... = MA, daca si numai daca
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(xy —a)*+xi+ . +xi=xi+(x, —ay)*+. . +xi=.=xi+xi+.. +(x, — a,)’

4)
Se reduc termenii asemenea in (4), se inlocuiesc xi, X, ..., X, din (3) si se obtin egalitatile
(1 =20)ai=(1—20a3=..=(1—20a.
Cel putin doua dintre numerele |ay |, [a,], ..., |a, | sunt distincte, asadar 1 — 27 =0 i
n(z2,..2)
Se deduce ca distanta de la punctul M la hiperplanul (4,45 ... 4,) este egala cu

(n-2)|lajas...ayl

1 1 1 - ’
=+ =+ .+ = 2,2 2
\(a% a% q% 2\(‘}-'?1—1(‘1‘11“'2“"-'“?1}

A1, Ga An _ |
|2ﬁ1+2ﬁ2+'"+2ﬂ.n 1 _

unde G'ﬂ_l(Xh Xz, cee Xn) = X]Xz X,,.] + X]Xz X,,.zXn + ...+ X2X3 Xn este aln — 1-lea

polinom simetric fundamental.

. - . * A © A - - -
3. Se considera poligonul regulat 4145 ... A»,, n € N, inscris 1n cercul de raza R. Sa se arate ca

daca 414,11 — A1A,,_3+ A1A,_s =R, atuncin = 7.
(12 — 18.04.2010, Corneliu Manescu - Avram)

Daca egalitatea din enunt se inlocuieste cu 414, 1 — A4y 5 + ... T (= 1) 24,4, 2 =R,

atunci n = 2k + 1. Intr-adevir, diagonala 4,4, ., este diametru, deci 4,4, _; = 2Rcos X,
b
A4, _3=2Rcos 2x, ..., Aj A, _1x 21 = 2Rcos kx, unde x = E . Se obtine ecuatia
2[cos x — cos 2x + ... + ( = 1)*cos kx] = 1.

Se inmulteste egalitatea cu sin x, se transforma produsele in sume, se reduc termenii asemenea si

T
se obtine ecuatia sin (k + 1)x = sin kx, cu solutia convenabild x = m ,decin=2k+ 1.

4. Sa se arate ca in orice triunghi are loc dubla inegalitate

rﬁ+rb+rc

3 ZR+rz= ifrrnr.

(19 — 25.04.2010, Nicolae Nica)
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Prima inegalitate se demonstreaza simplu, folosind inegalitatea lui Euler, o demonstratie
directa a celei de-a doua inegalitati este ceva mai dificila (a se vedea solutia autorului
problemei). Ceilalti rezolvitori au preferat insa o demonstatie indirecta, care presupune

E'ETRET
considerarea unei valori intermediare : 2 (Octavian Mustafa, Silvia Musatoiu, Olah

. 3 (4R +7r)2r
Csaba), \/(4R? + 4Rr + 3r%)r (Biro Istvan), 5 (Corneliu Manescu-Avram).

Aceste valori intermediare pot fi puse in ordine astfel :

In orice triunghi sunt adevarate inegalitatile

z . ettt 3[27R%r z
J3(RZ=FRr+r3) = 2 =R+rz= ” = 3(4R*+ 4Rr + 31%)r =

3 (4R +?‘]2'.r‘

2 5 = rnr =3

Este suficient sd demonstram prima, a patra §i a cincea inegalitate, Intrucat celelalte au fost
demonstrate de rezolvitori. Folosind egalitatea r;, + 1, + 1, = 4R + 7 si substitutia R = x7, x = 2

(Euler), dupa efectuarea calculelor se obtin inegalitatile

270 —x+ )= (4x + 1)2 4(x+1)°=27x%, 27x° = 4(4x* +4x + 3),

echivalente respectiv cu

(x—2)11x—=13)=0, (x—2)*(4x+1) =0, (x—2)(1lx+6)=0,
care sunt adevarate pentru x = 2.

5. In sistemul cartezian de coordonate xOy se considera punctele 4,(y/m, 0) si B, in primul

cadran astfel incat triunghiul 4,B,4, +1,n € N ", este echilateral. Sa se arate cd punctele B,

n e N, sunt situate pe o hiperbola.

(10 — 16.05.2010, Corneliu Manescu - Avram)

Mai general, are loc :



Revista Electronica Matelnfo.ro ISSN 2065 — 6432 Nr. lulie 2010 www.Matelnfo.ro

Fie (a, ), < y+ un sir de numere reale pozitive si punctele 4,(,/a,,0),n € N *. In conditiile din

problema precedentd, urmatoarele afirmatii sunt echivalente

a) sirul (@, ), < v este o progresie aritmetica ;

b) punctele B,, n € N, sunt situate pe o hiperbola echilatera ale carei asimptote sunt axele de
coordonate..

Demonstratie : a) = b)

Fie r ratia progresiei si B,(Xu, yn), n € N'. Avem

fimmtlG V3 —am)
: ,

Xn = 2 s yﬂ

de unde se deduce

V3 /3 )
Xoyn= — (@p4qy — ay)=——, nelN,
4 4
. _— L . T3
asadar toate punctele B,, n € N, se afld pe hiperbola echilaterad cu ecuatia xy = -

b) = a)

- * - . . *
Daca punctele B,, n € N, se afld pe hiperbola xy = const., atunci a, 34 — a, =const.,,n € N,

deci sirul (@, ), < y* este o progresie aritmetica.
6. a) Sa se arate ca pentru orice x € R exista un triunghi ABC avand lungimile laturilor
c=AB=+2x2—2x+3, b=AC=+2x2+2x+ 3, a=BC=+8x2+10.

b) Aria triunghiului ABC este un numar irational care nu depinde de x.

(17 — 23.05.2010, Iuliana Trasca)
Se impart toate lungimile la V2 si se obtine, mai general

a) Dacam, n € R, m# 0, m* < 4n, atunci pentru orice x € R existd un triunghi ABC avand

lungimile laturilor
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c=vVx?i-mx+n, b=vVvxi+mx+n, a=+4x?+4n-—m?.

b) Aria triunghiului ABC nu depinde de x ; dacd m, n € Q si 4n — m” nu este patratul unui numar

rational, atunci aria este un numar irational.
Demonstratia este simpla :

a) Se observa ca functiile de gradul doi in x de sub radical iau numai valori strict pozitive,
deoarece au discriminantul strict negativ si coeficientul lui x* pozitiv. Se calculeaza 16S* =
= m*(4n — m®) > 0, deci triunghiul existd. Acest triunghi poate fi construit efectiv : varfurile lui

m) ( Van—m?
, O\ =X, — ——/—

m
sunt punctele 4 (; . U), B (x P T, . ) (Cantemir lliescu).

Imlﬂ.fclﬂ—mz

b) §= T nu depinde de x ; daca m, n € Q si4n — m” nu este patratul unui numar
rational, atunci W4n — m? ¢ QQ, deci S ¢ Q.

7. Se considera patratul ABCD de latura a si E € (AB) un punct mobil. Daca M este intersectia
bisectoarei interioare unghiului ED'C cu perpendiculara din £ pe DC, sa se determine aria

suprafetei cuprinse intre locul geometric al punctului M si dreptele AD, DC, BC.

(21 — 27.06.2010, Cantemir Iliescu)

Daca punctul E descrie graficul functiei y = f(x), unde f: [0, a] — R’, atunci punctul M

xfxZ+ f2(x) —x°

descrie graficul functieig : [0, a] > R, g (x) = , 1ar aria suprafetei cuprinse

F(x)
intre dreptele x = 0, x = a, axa Ox si graficul functiei g este A, = fuﬁ glx)dx.

Bibliografie
[1]. Problema saptdmanii, mateinfo.ro

[2]. Manescu-Avram, C., Extinderi ale problemelor propuse la Concursul “Problema
Saptamanii”, Revista Mateinfo.ro, martie 2010
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CALCULUL INTEGRAL IN CAZUL
FUNCTIILOR PERIODICE

ROXANA MIHAELA STANCIU!

Propozitia 1. Fie { : R — R o functie continua. Atunci avem:
a+T
a) [ este periodica de perioada T, daca si numai daca, J- f (x)dx = c(constant)

a

(V) aeR;
b) Urmadtoarele afirmatii sunt echivalente:
(1) Orice primitiva a lui f , este periodica de perioada T;

(1) f este periodica, de perioada T;

a+T

(iii) jf(x)dx =0, (V)r eR

Demonstratie:
a) (=).Dinipoteza, { (x +T) = [ (x),(¥)r € R.Avem:

a+T 0 a+T

W) [ £ =[ 1) +ij(:)dt + [ 1@t (9 ek

Facand in ultima integrala, schimbarea de variabila t=y+t, y € [O,T ], obtinem:

a+T

@ [fOd =[1G+T)dy =[Gy, (V) €R.

a+T 0

Din (1) si (2) rezulta: | f ()t = [ f () +]f(t)dt +j.f(t)dt :].f(T)dt,(V)a e R;

x+T

(«<). Presupunem ca If (t)dt =¢,(¥)x e R sifie Fo primitivaa lui | .

Atunci, ¢ =F (x +T)—F (x),(V)x € R sideci prin derivare obtinem:
fO+T)=f(x)=F'(x+T)=F'(x)=0,(¥)x €R, de unde rezultd ca [ este periodica de
perioada T.

' Prof., Liceul cu Program Sportiv “lolanda Balag Sotter”, Buzau
e-mail: roxanastnc(@yahoo.com
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b) ()= (ii)) Mai Intdi, observam ca , orice primitiva a lui { este periodica de perioada
T, daca si numai daca, exista o primitiva a lui { , periodica, de perioada T, daca si numai

daca, functia F (x) = J. f(t)dt,x € R, este periodica de perioada T.

(1) = (i). Daca f este periodica, de perioada T,
avem: (F (x +1)—=F (x))' = f(x +1)— f(x)=0,Vx € R, sideci, existaun ¢ € R ,

T
astfel incat F(x +t)—F(x)=c¢,Vy € R.Atunci ¢ =F(0+t)—F(0)=.[f(t)dt =0, deci
0

F(x+t)=F(x), Vx € R sideciF este periodica, de perioada T.
(1) < (iii). Rezulta din a).
()= (iii). Daca (i) este adevarata, atunci F este periodica, de perioada T, si avem:

x+T

[f@d =FG+)-F@)=0,vs ek,

x+T

(iii)=> (i). Din jf(z)dt =F(x+1)—F(x)=0,Vr R
sideci F este periodicé, de perioada T.

Concluzie. Acest capitol propune propozitii care permit calculul unor integrale
definite ce fac obiectul unor probleme publicate in Gazeta Matematica si alte reviste de
specialitate sau in unele manuale alternative de clasa a XII-a.

In continuare propun spre rezolvare urmatoarele probleme reprezentative :

pb. 14847 Gazeta Matematica, nr. 7 (1975), pb. 22377 Gazeta Matematica,

nr. 5 (1991), pb. 22750 Gazeta Matematica, nr. 1 (1993), pb. 22990 Gazeta Matematica,
nr. 4 (1994), pb. 23834 Gazeta Matematica, nr. 12 (1997), pb. 24094 Gazeta Matematica,
nr. 3 (1999), pb. 14847 Gazeta Matematica, nr. 7 (1975),

pb. Data in concurs Gazeta Matematica, nr. 1 (2002),

pb. 25054 Gazeta Matematica, nr. 2 (2004)

Bibliografie

[1]. V. Arsinte, Probleme elementare de calcul integral, Editura Universitatii Bucuresti,
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GENERALIZAREA UNEI
PROBLEME DATA LA O.M.L 2008

NECULAI STANCIU!

La Olimpiada de Matematica, faza locald, Bucuresti27 ianuarie 2008, domnul prof. dr.

Vasile Pop a propus la clasa a XI —a urmatoarea :
Problema. Fie sirul (x,),.q definit prin x5 =a =0 §i x,., = 2¥ntl

, YneE M Sa se
2ap 43

determine lim x

n—roe RS

Solufie. (vezi [1])) Definim sirul (u,),.q astfel : uy = 1 $i u,y, =(2x, + 3) u,, n = 0.Atunci
ﬂ1+-_2

X, ( nti ) si introducdnd in relatia de recurentd avem: = (%— 3) ==

2 T

in

Upsg — 5un+1 + 4 u, = 0.Deoarece ecuatia caracteristicd are solutiile r; = 4, n, = 1, rezulta

- . 1 fArlt gl te 1 1
cau, = Ar" + Bry', deci x”:E(W - 3] — Z_(Ti -3)= >

In continuare, vom generaliza problema de mai sus si vom da o alta solutie.
Problemi se rezolva foarte usor dupd determinarea sirului (x,,).

I.Determinarea sirurilor date prin recurente omografice (vezi [2])

Definitia 1. Functia f: R — { } =R, flx)= ﬂ a, b,c,d € R, c =0, se numeste functie

omografica, iar M ¢ = (a, dj se numeste matricea atasatd functiei f.
c
Propozitia 1. Daca f si g sunt functii omografice, atunci pe multimea D = R pe care sunt
definite functiile f e g $i f* = f o f o ..o f (compunerea functiei f cu ea insasi realizindu-se
de nori, m € N%), functiile f = g si f" sunt omografice si avem relatiile:
— o — n %
Mg, = MM, Ma = (M,) ,n € N*

Demonstratie. Fie f:IR— {E} R, g2R— {E} =R, flx)= M:: g(x) = == functii
C c’ cx
omografice si M, = (ﬂ' b), M = (q” ba) matricele atasate celor doua funtii.
f I:.' d g I:."' d.' >
Atunci, pe multimea D < &, pe care exista compunerea f ¢ g, avem:

ax+ b
aglx) +b % T4 +b_(aw+bc*jx+ab*+bd*
cglx)+d ax+b (car+ de)x+ch + d

Crex¥a

(Feod(x) =f(g(x)) =

+d

Vicepresedinte S.S.M.R - Filiala Rimnicu Sarat
Prof., Scoala gen. ’George Emil Palade” , Buzau
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Este tot 0 functie omografica si
(T8 = D D

Egalitatea a doua se demonstreaza prin inductie matematica.

Definitia 2. Un sir recurent definit printr-o recurenta de forma x,.4 = f(x,), unde f este o
functie omografica, se numeste recurenta omograficd.

Observatia 1. Ca recurenta sa defineasca un sir este necesar ca cx,, + d = 0,Vn € N.
Propozitia 2. Daca %,., = f(x,), ¥Yn € N*, atunci x, = f™(xg).

Demonstratie.Vom folosi metoda inductiei matematice.

. d o +h
Fie f: R — {—} Flx,), rezultd x,_., = —2— vn € M*, deci
axgt a b
= f(xy) = Ad1ca lui x, , i se ataseaza matricea 4 = 2
c

axp+h .

; " ¢ £(x) ax,+b _ Porgra 2 (a®4bc)xytblatd) b 5

X, =flx,) =—2—= =—

n continuare, pentru x, U= e T T T cardimrperd obtinem ca

cxp+d

5 (ff-l-bc b[a:-l-dj) : : gy
A= ;| este matricea care i se ataseaza.
cla+b) bc+d"

- . Eqnxgtbp a & a b
Presupunem acum ci lui x,, = —"——F, i se asociazd matricead™ = ( ) = ( S
T

cn¥otdn ’ c d ¢, d
Iil.n..:.'i-hn B )
tb __ _ cnxotd _Cgag+beglxgtiabgtbdy)
Avem x = flx.) = EXn n¥ptin n'*p i i
ve ntl f( n] cxn+d m+d leantdeglxgtichatddy)’
G & g+ gy
Deoarece A"l AP A=A4.4" = (“ 2 .(“n bn) = (‘“‘n +be, ab, + bdn)
c d ¢, dy ca, +dc, cb, +dd,

: L . - . b
obtinem astfel ca lui x,, ,1 se asociazd matricea A™ = (a” ”) = (a b) .
€, d, ¢ d

Remarca. Deci, pentru a calcula pe x., in functie de x;, este suficient sa calculam pe A™.
Observatia 2. Sirul (x,),.. poate fi definit cu anumite conditii asupra termenului initial x,.
Din expresiile matricei A" deducem conditiille de existentd a sirului recurent,

CpXg+d, #0,Wn € Nsauxg # —?,‘v‘ﬂe N.
m

I1.O rafinare a ridicirii la putere a matricilor utila in liceu

Daca 4 = (: 2), pentru gasirea elementelor matricei 4™ (vezi [3])se parcurg urmatoarele
trei etape :
a.Se rezolvi ecuatia caracteristicd, det(4 —Al,) =4% —tr(4)A+D =0,
(unde tr(4) = a +d, D = det(4) = ad — bc) si se determind gy = {4;,4,] € C.

/15—.1._
b. Se noteazd v, = {4~ sy F Aq

nATh Ay = A
c. Seaplica formula (1) A" = v, A —Dwv,_4I,, n EN.
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Demonstratie.Se procedeaza prin inductie dupa n.Deoarece 4,4, sunt radacinile polinomului
P(A) = det(A — AL,) = A* — tr(4)A+ D, rezulti v, = 0,v, = L,v, = tr(4), deci formula
(1) este verificata pentru 1 = 1 si de asemenea pentru 7= = 2 .Presupunand ca formula (1) este
adevarata pentru primele 1 numere naturale, gasim
A"t =9y A* —Dv, _A=v, (tr(4)A -DI,) —Dv,_,A =

= (vytr(4) — Dvy_4)A — Doy Ly-vy g A — Dy
ceea ce completeaza demonstratia formulei (1).

II1.Generalizarea problemei

. . . . . +b o .

Fie sirul (x,),.q definit prin xy =a =0 §i X, =% , Yn EN. Sa se determine
= n
lim, _, .. x,.
. . +b S
Solutie.  Conform 1. determindm x, = %, unde a,.b,,c,d, se afla din
o m

- a, bn a "o . e o .

A" = ad)= ( ) . In continuare utilizdm formula (1) din II.
Cn n ¢ d

Cazul 1. Daca ecuatia caracteristica are solutii diferite, obtinem:
_ [ -10a-p (25 72200 Je o+ (A5 - AD)®

X, = A Vomat BTy p (751 .Lasam cititorul sd determine lim

X

i - e

Observatia 1. Pentru obtinerea solutiei problemei data la O.M.L. 2008, se inlocuiesc in

. . . . . g . 1
relatia de mai sus valorile proprii 44 = 4, A, = 1, apoi rezulta usor lim, _, .. x, = >
o . IR .. z+d .
Cazul 2. Daca ecuatia caracteristicd are solutii egale, A; = 4, = — ,obtinem:
nid, (ax,+b)—Dx )+Dx . , A, (ax,+8)—-Dx RN . a+d .
X, = ——= c L odar lim, L x, = £alax*®)=D%  Daci inlocuim A= si

nld, (cxg+d)-D)1+D n A, (cxptd)—D
D = ad — bc se obtine:

_ laap+b)la+d) -2 {ad—be)x,
n—w Fn = (exp+d)(atd) —2{ad-be)

litn
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INEGALITATEA Cauchy-Schwartz-Buniakowski
VARIANTA INTEGRALA

Prof. Ricu Ileana
Grup Scolar Agricol Rosiori

Teorema (Holder)

Fie f,g :[a,b]— R doud functii integrabile si p,q >1 cu L 1.
p q
Atunci avem:

1 1
b b ; b g
[1£(0)- go)fex < ( flre” dxj ( fle@ dx]
Demonstratie
b p b q
Daci J' £ (x)] dx=0 sau ” g(x)| dx=0 se obtine ci f este nuld aproape peste tot sau g

este nula aproape peste tot,deci fg este nula aproape peste tot =

b
_[ /(x)g(x)dx=0si se obtine egalitatea.

Presupunem ci u = ﬁf(x)‘pdx >0 siv= ﬂg(x)‘qu =0

< . . < .11 . .af 1
Se arata(cu ajutorul derivatelor) cd daca —+—=1§1 a+f > 0,atunci &+ 2> aB (1)

p q p q
LA/ (G o
Luand ®* = 1 S'/P = 7 dinrelatia (1) se obtine inegalitatea
u” v
g () e ()
pu qv b,
u- v

Aplicand procedeul de integrare se obtine inegalitatea lui Hoélder.

Teorema (Cauchy-Schwartz-Buniakowski)
Fie f,g :[a,b]—> R doua functii integrabile. Atunci avem:

[ [11eo- g(x)lde < [ flreof dxj-( [le@f de

Demonstratie



Revista Electronica Matelnfo.ro ISSN 2065 — 6432 Nr. lulie 2010 www.Matelnfo.ro

In inegalitatea integrala a lui Holder punem p=q=2

APLICATIA 1.Fie f:[a,b] — R o functie integrabila.Sa se arate ca:
2

jf(x)cosxde +ﬁf(x)-sinxdx} S(b—a)-jjfz(x)dx

Solutie: Aplicam inegalitatea Cauchy-Schwartz-Buniakowski

; /(¥ d} . [; fz<x>dx].@cos xdx] )

j)[f(x)-sinxdx < jifz(x)dx : sm xdx}

Prin adunare rezulta:
b 2 b 2,
J.f(x)-cosxdx} +Uf(x)-sinxdx} ijz dx[

Qe

sin xdx+_[cos xdx]

L a a

a!fz(x)dx

APLICATIA 2. Fie f:[0,1]— R o functie derivabila cu derivata continua pe [0,1]

\/— 1

122 (f/(x))4 -cos” xdx

( Concursul ,,Gheorghe Lazar”, Edltla VI Sibiu)

1
Solutie:Folosind ipoteza rezulta ca: j £ (x)dx

if( ) cosxdx} +ﬁf sinxdx}zﬁz‘fz(x)dx[

Q) >

(sin2 X+ cos’ x) dx] =

j[fz(x)dx-!ldx:bi

astfel ca f(0)=f(1)=0.Sa se arate ca: (_[f J

|_ - Osl

1 1

jf(x)dxz(f(x)-x)“) —j;x-f/(x)dx: —Jx-f/(x)dx ,de unde avem:

0 0
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:%[x—bcz -4%\; .U(f/(x))z dx] :i%(i‘(f/(x))z dx) :é(;[(f’(x))z dx]

0
Am folosit inegalitatea Cauchy-Schwartz-Buniakowski

Mai mult,din aceeasi inegalitate C.S.B.sub forma integrala avem:
1

.[(f/(x))z dx :i(f/(x))z -COS X -

dx N
COS X

(=)

1

00 ) < 0 ot~ U ) o e

o COS" X

= tgl-j(f/(x))4 cos” xdx < \/g-_(i;(f/(x))4 cos’ xdx(2)

0

f(x)dxj Séu(f/(x))zdx}z sﬁi(f/(x))“cosz xdx

O ey —

Din (1) s1(2) avem: [

g.e.d.

APLICATIA 3. Pentru functia £: [2,3] — (0,400) , f(x)=%/x"+1

,neN,n>2 gsasearate ca

s o regcossa| <[ v

Olimpiada de matematica-faza locala-Giurgiu-2006
Solutie:
Aplicand inegalitatea Cauchy—Schartz-Buniakowski avem:

U S (x)sin xdez < jf (x)dx- [ sin® xdkx (1)

3
2
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3

[ cosxdx} <J.f ) dx -J.cos2 xdx(2)

2
Relatiile (1) si(2) se aduna membru cu membru si obtinem:

[ s1nxdx) +(J‘f cosxde Sj‘fz(x)dx-jldxzj-\”/xz+1dx.x‘z —

3

=j x> +1dx

2

g.e.d.

APLICATIA 4.Sa se demonstreze inegalitatea:

Jr

sin xdx —

'—-.l\)|§l

Solutle.Consideram functiile :

f:[O,%} —> R, f(x)=sinx
g :{O,%} —> R,g(x)=+sinx

Sunt functii continue pe {0%} si cu valori pozitive; aplicand inegalitatea

Cauchy—Schartz-Buniakowski avem:

sin x -+/sin xdx

2

3
sin?xdx =

O 10 | Y
o'—..m|.§;

= | | sin2xdx n? xdx-

(M)z dx =

S 0 | N
IA

O 0 | N
92
Pk o

SR O
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APLICATIA 5. Fie ce R, f: [a,b] — R, f continua pe [a,b] astfel incat

j‘f(x)dxzj‘xf(x)dx=c.

cz(a+b—2)2

Sa se arate ca : I(f'(x))z dx 2

I(x—a)z (x—b)2 dx

Concurs,,Mathematica-Modus Vivendi”’-Rimnicu-Vilcea

Solutie:
Aplicand inegalitatea Cauchy—Schartz-Buniakowski avem:

j).(x—a)2 (x—b)2 cbc-j-(f'(x))2 deU.(x—a)(x—b)f'(x)] relatia (1)

a a a
Calculam
prin
b parti

I(x—a)(x—b)f(x = [ x a) x— b

i2xab dx=

a

b b 2)
=—2jxf(x)dx+(a+b)jf(x)dx=—20+(a+b)c =c(a+b—2)
Inloc:lind (2) in(1) rezult;:
I(x—a)z(x—b)z a’x-J‘(f'(x))2 a’chZ(a+b—2)2 /;j(x—a)z(x—b)2 dx >0
c’ (a+b—2)2
Avem: .[ dx> q.e.d.

I(x—a)z (x—b)2 dx

a

APLICATIA 6.Fie f:[0,1] > R,o functie derivabila cu derivata continua astfel

incat
|

! 2 2
f(1) - f(0) = a .Sa se arate ca j(f (x)) dx>a
0
Solutie: Aplicand inegalitatea Cauchy—Schartz-Buniakowski avem:
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1 1 1 1 2 X

[(7/(x)) ax=[(f(x)) dx-[1ax> Uf'(x) dx} =) =(r@)=-r(0) =
0 0 0 0

APLICATIA 7. Fie f:[0,1] > R,o functie derivabila cu derivata continua astfel

incat f(1)=1(0)=0.Sa se arate ca :

1 2 1
1 , 2
(jf(x)dx) S—I[f (x)] dx
0 12 0
Cand se realizeaza egalitatea?
H.I.Seiffert,Elemente der Mathematik vol.38,nr.2-1983

Solutie:

prin
parti 1 1

If dx— xf ))‘ Jx-f’(x)dx:—jx-f'(x)dx

0 0

darJ.f dx—f( )‘ f(l)—f(O)zO(*)

:>2£f(x)dx:—2_([x-f’(x)dx=O+£—2xf'(x)dx(=)_([f’(x)dx—inf’(x)dx:

j(l 2x)f" (x) dx (%) =

0
Prin ridicare la patrat in ambii membri ai relatiei(**),avem:

4& /(x) dez = U(l—zx) £(x) dez e 55

0

>
<
o
8
N
TN
'-’r—a
~
—~
=
N —
>
N
[\e}
IA
W | —
O'—;_
—~
~
—~
=
N—
N —
[\e)
>
@
o]
=
=
=
o
=
=
o
o
c
N
o
on
=,
=
o
8
H
LN
=
o
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1 2 1
1 , 2
[If(x) dxj S—I[f (x)] dx
0 12 0
Pentru egalitate vom incerca functii polinomiale,cu intentia de a identifica in cei

doi membri coeficientii.Nu este posibila o functie liniara,din cauza conditiilor
f(1)=1(0)=0,dar polinomul cx(1-x) cu c=constanta arbitrara,are ca derivata c(1-2x)

1 2

1 2

si este usor de vazut ca 4[ch(1 —x) dxj = EJ.C(I - 2x) dx deci egalitatea se
0 0

obtine pentru f(x)=cx(1-x) cu c=constantd arbitrard. Am obtinut astfel o conditie

suficienta pentru egalitate,fard a fi insa necesara. q.e.d.

1
APLICATIA 8. Fie f:[0,1] > R,o functie continua si j f(x)dx=0.5Sa se arate ca :
0

1 2 1
(J.xzf(x)dx} < %sz [f(x)]2 dx
0 0
Cand se realizeaza egalitatea?

H.I.Seiffert,Elemente der Mathematik vol.38,nr.1-1983
Solutie: Vom putea aplica inegalitatea Cauchy—Schartz-Buniakowski dapa cum

1 2 2
[Ixzf(x)dxj Ux xf x] SJ I )dxz
urmeaza: O 301 1! 0
=X—‘B-J.x2f2(x)dx=— X2 (x)dx
3 0 30
1
Se vede ca nu am aplicat conditia din enunt If dx 0.
0

jldleio

Vom obtine egalitatea pentru f(x)=1,pentru care

1 2 32 1 3
I 1 1 x 1
Intr- 5 | =] 2 2= [Rde=— 2 =2
Intr adevar,[_[ 3 ‘0 9 3 33 ‘0 9

0

1 1
1
Cum dex = 5 # 0 avem incd o dovada ci If (x ) dx =0 este o conditie
0 0

supraabundenta.
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Comentarii: Problema admite numeroase generalizari dintre care prezentim
urmatoarea:
Fie f:[0,1] > R,o functie continud.S4 se arate ca :
1 2
m+p 1
Ix f (x) dx | <

7 C2m+1

Cand se realizeaza egalitatea?

1
_[ X [f (x )]2 dx unde m, p sunt numere naturale.
0
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Aplicatii ale calculului integral

Prof. Cojocaru Camelia
Scoala Nr. 1 Chiraftei, Jud. Galati

Notiunea de primitiva s-a degajat din aplicatiile matematicii in situatii concrete, care constd in

determinarea modelului matematic al unui proces atunci cand se da viteza de variatie a acestuia.
Definitia 1

1] Fie/ c Rinterval, f: I — R. Se numeste primitiva a functiei f pe I, orice functie F': I — R derivabila
pe I si cu proprietatea F' = f pe [
(F () =/ (x), Vx < D). o
2] Operatia de determinare a unei primitive /" a lui f pe intervalul / se numeste operatie de integrare,
notata prin simbolul I f (x dx

3] Functia f: I — R care admite cel putin o primitiva pe / se numeste functie cu primitive pe I si
multimea acestor functii se va nota prin P(J).
Teorema 1 (Proprietiti generale ale primitivelor)
Fie I c R interval 5i f: I - R, atunci au loc afirmatiile:
(p1) Daca F este o primitiva a lui f pe I atunci pentru VC € R, functia
F + C este o primitiva a lui f pe 1.
(p2) Doud primitive oarecare F si G a lui f pe I diferd printr-o constantd.
(p3) Primitiva generali sau integrala nedefiniti sau antiderivata unei functii feste data prin:

If F+C|F I — R primitiva a lui £ CeR} (x)+C,er

(p4) Integrala nedefinitd este inversa aplicatiei de diferentiere:

(2) [dF (x)=F(x)+C (3)d| [ £ (x)dx]=1(x)dx.
Teorema 2 (Operatii algebrice cu primitive)

Fiel cRintervalsif, g: I > Rcuf, g € P(l), atunci au loc proprietdtile:
»3) d(xf)zxjdfzxfw, VLeR,VCeR

(pa)jd(fig)=jdfijdg:fig+c;ceR
w7 [d(f2)=[(gdf + fdg) = | gdf + | fig

Consecinta 1
Fie f, g € C'(I) din (p;) se obtine formula de integrare prin pirti, care este o metoda de calcul pentru
primitive:

4) [ fig = fg - | gdf

Consecinta 2
Daca f: 1 —R, f e P(l) cuF o primitiva oarecare a sa §i X = U (t ) , t € J este o schimbare de variabili

cuu e C'(J), atunci din formula de diferentiere a functiilor compuse, avem:

_[f dx If[u ]du If[u ]u dt—F[u J+C

Orice marime geometricd, fizicd, economicd etc. care are proprietatea de “aditivitate fati de
multime (interval)” se poate exprima printr-o integrald definita. Astfel notiunile de “arie” si “volum”
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pentru figuri geometrice din plan si corpuri din spatiu se pot defini in mod riguros din punct de vedere
matematic. Vom prezenta fara demonstratie unele aplicatii ale integralei definite.

I. Aria unui domeniu din plan

1. Aria multimii din plan Dc R* marginita de dreptele x = a, x =b, y =0 si graficul functieif: [a, b]> R

pozitiva si continua se calculeaza prin formula: (1) jl I f(x)dx.

N b
2. In cazul f: [a, b]— R continua si de semn oarecare, avem: (1’)ﬂ(D) = I | f(x)|dx.
3. Aria mulfimii din plan marginitd de dreptele x = a, x = b si graficele functiilor /', g : [a, b]—> R continue
este calculatd prin formula: (2) jél I |g(x)— f(x)]|dx.

I1. Lungimea unui arc de curba

Se numeste curbd pland o multime I'c R® cu proprietatea ci existd o functie continua f : [a, b]—> R,
notatd y = f (x), xe [a, b] 51 Gy=Tc R? (graficul lui £ din plan este I'). Daci f are derivata continui (sau
numai functie integrabild) pe [a, b], lungime a curbei I' se calculeaza dupd formula: (3)

1) = [ 1+ £ P (@

II1. Volumul unui corp de rotatie
Fief: [a, b]— R o functie continud, atunci corpul K din spatiu obtinut prin rotirea graficului lui f, G5 in
jurul axei Ox, are volumul calculat prin formula:

@) V(K) =] f*()dx.
Iv. Suprafata unui corp de rotatie

Fie f : [a, b]> R o functie derivabild pe [a, b] si cu £ continud (f € C'([a, b])), atunci suprafata S a
corpuui K obtinut prin rotirea graficului Iui fin jurul axei Ox se calculeaza prin formula:

5) S(K 2nj J1+ £ (x)dx .

Exemple.

1
1. j\/l —x’dxcu f=+1-x functie  continud §i  prin  schimbarea de  variabila:

T
1 2
. i 5
x:smt,dxzcostdt,x:0—>t=0,x:1—)t:Eavem:JVI—xzdxzjv1—51nztcostdtz
0 0
b

3 : R
= J.cos2 tdt = lJ.(1+cos 21)dt = 1) 1smn
0 2 0 2 0 2 2

T

o, 4

i T

2 2 g
= Isin” xdx cu f(x)=sin" xe C' [[O,gD st 1, = jdx = g, I, = J.sin xdx =1, aplicind metoda
0 0 0

integrarii prin parti se obtine o formula de recurenta:
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sin"? xcos® xdx =

~
I
SR IR
w2
—_
d
><
—
172
—
=}
.
=
N
I
|
(@]
o
w2
=
w2
—_
S
L
[S)]
_I_
S
y—d
S—
Sl SR

sin"xdx=1 =n-1)I,_,-(n-1I _,

oct—,u 3

>
= (n —l)vfsin”"2 xdx—(n —1)
0

2k 1 2k-3 31 mm
_1 2k —2 2.”“.2._.—;}1:2](
:>In=n— Leun>2=1 = ke~
n 2k 2k-2 4

Nt Ln=2k+1
2k+1 2k-1 "5 3

_Tr_|22456 2k 2 | Iy
2 [1 3345 2k-12k+1]1,,
si —1:>——11 {2 2 2n 2n }numitﬁ Sformula lui Wallis.
"%12,,” 2 |1 37 2n-1 2n+1

9
1
3. dx prin substitutia
-[ 1+

9 3
x=1,dv=2idt,x=4 —>1=2,x=9 =3 avem: | ! dx=2jﬂ=
41+\/; > 1+t

3

1 3 3 4
=2||1-—— Wt =2t —2In(1+¢)|, =2-2In—
J.( 1+tjd : (A0, 3

2

% x? » ext 1 1% 3
4.J‘xlnxa’x=—lnx|1 —I—-—dx=21n2——jxdx=21n2——
2 2 x 24 4
J In x) "dx = x( lnx) r—jxn(lnx)" lldx e—nl _ =

1 ! 1 X

I, =e-nl _,n>1
=
I,=e-1;1,=1

formula de recurenta pentru calculul lui 7,, neN.

ki 2 X
2 Irte . X . 2dt
6. J. dx prin substitutia tg— =1, deci: x =2arctgt,dx = L
) X 2 1+t
02| 5+tg” —
2
n X
7 l+tg’ = Loi4p?
. + 2
sz—)t:O,xzﬁatzlseobglnej—zdx—j—t
2 0 0 23+1%) 144
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3
7. J.L prin substitutia tgizt = x=2arctgt,dx = 2dt2,
v 3+2cosx 2 1+t
n 2dt
_2 T 2 1 1 2
cosx:—z,x:0—>t:0,x:——>tzlseob‘;1nJ- —I +1 ==
2 O3+2cosx 1-1
1+
1
dt 1
=2 —=arct
[F e, "
4 sinx 4
8. J. dx = J. dx si prin substitutia tgx = t =
) Sin X +cos x o 1+ tgx
x:arctgt,dled—tz,x:0—>t:0,x:§—>t:1avem:
i |
I sin x = jl{ t+ }dtzlln(lﬂz)r +larctgt:] -
Osmx+cosx 1+t 1+ e 0 2 1+ 1+t 4 02
1 1 (=
——In(¢+1)] =—| ——In2
2 ( )|° 4(2 j
“ “ 1 1 m+1
j1+\/§dx=jx°(1+x2)2dx ( m=0, n=—,p=—, =1eZ) prin
1 2 2 n
1+\/_—tx (t-1)’,x=1—>1=2,x=4—¢=3 avem:
3
4 3 3 t%H t%ﬂ 16 8
[1+~fxdx = [Nea(e-1yde = 2f (1t =t ) dt =2 - = 23—\
3 1 5 15
! 2 2 —+1 —+1
2 2 5

In2
2t
0 J. Ve —1dx prin substitutia:e® —1=1> = x =In(1+¢*), dx = l—tzdt,
+

0
x=0—>¢r=0,x=In2—>¢r=1, avem:

.

f x-1 1
11. _[ dx prlnsubstltutla = =>x=1>t=0,x=2—>t=—si
x+1 +1 NE)

e —1

1 1 1 T
dt =2¢t| —2arctgt| =2——
1+t2J |O g |0 2

= 2,dx >dt avem:

1-¢ (l—t
¢ [x—1 _% 4 o 5o _ 51 ~
W=l mar=ial, Ay 3+mﬁ‘_ﬁ+m )

substitutia:
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