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DE LA O PROBLEMA LA

POLIEDRELE REGULATE

Pornind de la o problema personala, am ajuns la concluzia ca am nevoie de anumite relatii
intre elementele poliedrelor regulate. Am cautat aceste relatii pe internet, in mai multe carti si
in Gazeta matematica editia electronica si nu m-a multumit ce am gasit. Doar rezultate partiale,
fara calcule complete si insuficient explicate, sau prezentate la un nivel prea ridicat.

M-am gandit (si am trecut la treabd) sa incerc sa calculez eu si sd prezint aceste calcule
precum si rationamentele necesare, in primul rand pentru ca, acestea ar putea constitui un
excelent exercitiu pentru cei ce doresc sa-si perfectioneze tehnica de calcul, apoi pentru ca se
poate face o trecere in revistd a poliedrelor regulate, despre care in scoald se aminteste doar in
treacat.

Am considerat cunoscut aici ceea ce se gaseste cu usurintd pe internet sau in diverse carti
si anume care sunt poliedrele regulate si descrierea lor.

Desi as fi putut sd prezint doar partea ce tine strict de poliedrele regulate, am considerat ca

fiind foarte interesanta si problema care m-a condus aici, aga c¢a voi incepe cu ea.
Problema ( Closca cu pui)

Enunt:

Pe sfera S(O,R) se lipesc in exterior semisfere de razd d; d <R, astfel ca cercul de raza d al
semisferei sa se afle pe sfera S(O,R) . Fie keNk>2.

Sa se afle numarul de semisfere de raza d ce trebuiesc lipite pe sfera S (O,R) pentru ca

fiecare dintre ele sa fie tangenta exterior cu exact alte &k semisfere (identice).
In fiecare caz sd se calculeze d in functie de R, si apoi sa se calculeze aria si volumul
corpului format dupa alipirea semisferelor pe sfera mare, considerat corp plin.

Autor: Prof. C. Telteu
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Rezolvare:

Vom folosi in cele ce urmeaza urmatoarea observatie: Fiind date doud cercuri concentrice,

toate coardele cercului exterior ce sunt tangente celui interior, sunt congruente.

Afirmatia ramane valabild daca se inlocuiesc cercurile cu sfere.

Fig.1

Consideram doar doud semisfere de razd d , tangente si lipite de sferaS(O,R), si

sectionam acest corp cu planul ce contine centrele lor, pe care, in figura 1. le-am notat cu

V.,V,,0. Conform observatiei precedente V}V, = 2d . Deci intre varfurile calotelor sferei

S(O,R) acoperite de semisfere tangente, distanta este aceeasi : 2d .

Sa consideram acum, cu cercurile mari intr-un plan, o semisfera S (Q, d ) la care sunt
tangente alte semisfere S,(0,,d), S,(0,.d),....S,(O,,d). Unind pe Q0 pe rand cu

0,,0,,...,0, seobtin k segmente cu un capat in Q si sunt congruente, lungimea lor fiind 24 .
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Este evident c@ unghiurile cu varful in 0 formate de doua astfel de segmente alaturate au ca
.. o . .
masura cel putin 3 iar suma lor este 27 . In cazul problemei noastre, punctul Q este in afara

planului din care fac parte O,,0,,...,0, side aici concluzia cd suma unghiurilor de mai sus

este mai mica decat 2z (masura unui unghi este mai mica decat masura proiectiei sale pe un

plan). Deducem ca unghiurile cu suma masurilor mai mica decat 2z , fiecare fiind cel putin de
/2 A N < .
masura 3 nu pot fi decat cel mult in numar de 5. Altfel spus, acel k din enunt poate fi 3; 4

sau 5.
Considerand toate segmentele determinate de varfurile a cate doua calote acoperite de
semisfere tangente, ele formeaza o retea de segmente care au capetele pe sfera si verifica

urmatoarele conditii:

- din fiecare varf pleaca acelasi numar de segmente (k € {3, 4, 5} );

- unghiurile formate in orice varf de oricare doud segmente alaturate sunt congruente.
Din conditiile de mai sus reiese ca ele sunt muchiile unui poliedru regulat inscris in sfera
S (O,R) . Tipul poliedrului regulat depinde de numarul & in felul urmator:

1. Cazul k=3

Daca fiecare semisfera este tangenta cu exact 3 semisfere, atunci varfurile calotelor

acoperite de ele determina:

a) UN TETRAEDRU REGULAT. Acesta avand patru varfuri, vom avea 4 semisfere lipite pe
sfera S(O,R).

b) UN CUB. Acesta are 8 varfuri, deci vom avea 8 semisfere lipite pe sfera S (O,R) .

¢) UN DODECAEDRU REGULAT. Acesta are 20 varfuri, deci vom avea 20 semisfere lipite pe
sfera S(O,R).

2.Cazul k=4.

Daca fiecare semisfera este tangenta cu exact 4 semisfere, , atunci varfurile calotelor

acoperite de ele determind UN OCTAEDRU REGULAT. Acesta are 6 varfuri, deci vom avea 6

semisfere lipite pe sfera S(O,R) .

3. Cazul £k =5.
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Daca fiecare semisfera este tangenta cu exact 5 semisfere, , atunci varfurile calotelor

acoperite de ele determind UN ICOSAEDRU REGULAT. Acesta are 12 varfuri, deci vom avea 12

semisfere lipite pe sfera S(O,R).

Vom lua acum pe rand fiecare poliedru regulat si calculam muchia sa, care in toate cazurile
este 2d , in functie de R. Pentru comoditate vom nota in calcule muchia poliedrului regulat cu

X .

1.a). PENTRU TETRAEDRU REGULAT:

V

o
.“'
.
R
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2 2
3 6 4 36 3
3
VOM ~avPo= YO VP R 3 :x=—2*/gR
VM VO xJ3 x/6 3

2 3

1.b). PENTRU CUB:

Diagonala cubului fiind diametrul sferei circumscrise,

x\/§=2R, xz#.

1.c). PENTRU DODECAEDRU REGULAT:

Fetele lui sunt pentagoane regulate.
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180°-3

Misura unghiului pentagonului regulat este de =108°.

AB X
“— =1g54" = AB == -1g54°
BC ¢ 2%

Vom nota cu @ masura unghiului diedru determinat de doua fete cu o laturd comuna ale
dodecaedrului regulat. In figura 4 unghiul plan corespunzitor lui este <ABD . Tot in figura 4,

04 si OD sunt perpendiculare pe cele doua fete. Cu teorema celor 3 perpendiculare deducem

2

ci OB L CB.Din aBCO= BO* =R’ —%. Vom egala aceasta valoare cu valoarea lui OB

din triunghiul BOA, dar pentru asta calculam mai intai pe « .
Pentru acest scop avem nevoie de figura 5, unde ABCDE este o fatd a dodecaedrului

regulat, iar AF, EG, DH... sunt laturi ale dodecaedrului regulat.
m(<FLK) :% :GF =x+2xcos72" = x(1+2cos72°) ;
LF = GFsin72° = xsin72° (1+2cos 72

xsin54° (1+2cos 72° 1540
KF = GFsin54° = xsin54° (1+2c0s 72°) = sin & = ( ):S?HS“O
xsin 72°(l+2005720) sin 72

Avem acum nevoie de putind trigonometrie.

sin36° = cos 54° = 25sin18° cos 18’ :cos18°(4cos2 18° —3) =
— 4sin’18° +2sin18° —1=0 = sin18’ =~ = cos 72°
cos18’ =+/1—sin*18° :—'m;z\/g:sinno.

o [1+cos108°  [1-sin18" +10-24/5
cos54” = 5 = = 2

B 2

1-+/5

;c08108° =———
4

sin54° =+/1—cos® 54° = J5+1 =cos36°.

4

jo N5+l 4 SeVs o [ aa N5-S
24 Jlos2s VIO T2 2 Vo

si
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Din figura 4, obtinem:
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R
4 2, 2240 2
4
, AR? ) xztg2540 :R2_X_Z%QR2_X_:
OB~ = o < OB = 4 dcos? & 4
2
cos’ — 4cos E

(6+2\/—j E
2 2 > xX*7+3V5
R_x 5x2 3+45 o r X ( )@

[ J ™ 302106 4 3
2 x2(3+J§) x\/§(\5+1) R\/§(\/§—1)
<R :TQR:fo:f.

2. PENTRU OCTAEDRU REGULAT:

Fig.6
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in fig. 6:

2 237 x2 2 R2.

DO = —VO_ X_T:—ZOW:R:TQX

3. PENTRU ICOSAEDRU REGULAT: (fig.7)
A

Fig.7

In figura am luat un varf, A, al icosaedrului si fetele ce-1 contin. G, st G, sunt centrele fetelor

(ABD), respectiv ( ABE) . Perpendicularele in G, si G, pe fetele (4BD), respectiv ( ABE)



Revista Electronici MateInfo.ro ISSN 2065 — 6432 Septembrie 2010

fiind coplanare ( sunt incluse in planul (DCE ) ) sunt concurente §i am notat cu O intersectia

lor. Evident O este centrul sferei circumscrise icosaedrului (si al sferei inscrise), si

OA=0B=..R.
BEFHD este pentagon regulat= m(<DBE) =108".

Din aDBE , cu teorema cosinusului:

4 2

1+£_1J= 2 (3+45)

DE? =2x% —2x* c0s108° = 2x (1+sin18°) - 2x2(
Din ADCE cu teorema cosinusului:

2 2 x2 3+\/§ )
DE? =2(£j 4[%} cos(<DCE) = ( 5 | - 3’2‘ (1-cos(<DCE)) =

2
3+4/5 J5

= 1—cos(«DCE) :T: cos(<DCE) =3

( G
1+cos(<xDCE - 5-1
cos(<DCO):\/ 5 ) = T o
xZ
cos((DCO) _¢G = V51 = >_ 12 =
oCc ~ 23 ) , X
R R 4

10+24/5 - 4R

R=2N"TTNI S o

4 ’ J10+245

Pentru calculul ariilor si volumelor corpurilor obtinute in urma adaugarii(lipirii) semisferelor
de raze d la sfera de razd R (corpurile obtinute sunt considerate pline), vom folosi , in toate

cazurile, formulele urmatoare:

10
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= —n-A,

corpului ~— ““sferei

= +n-V,

corpului ~— " corpsferic

alotei +n Asemisferei

Am notat cu ¥, volumul adaugat sferei prin lipirea unei semisfere( mai exact volumul cuprins

intre sfera si semisferd); n reprezintd numarul de semisfere lipite sferei initiale; A

alorei CSTC Ar1a

unei calote acoperitd de o semisfera. Amintim formulele:

y 27Rh,(in fig.8, h=0D=R-R*—-d* |; 4, =4nR>; 4rR

calotei — <70 > 10 lg‘87 =0OD=R- - > “lsferei 4 ’I/corpuluisferic - 3 .
A k& R o) A/ B
"’0’ : "" \"“
"l : 'l Q“
* " e v
c" : S \\
S E ," b
K H s ,
:’ E /’ \\

;:' E "/ ‘\“

! : i

1 ¢ Y

'l : '0 ‘l

‘ H 4 \

] [ (]
’ L 1
i a
: c¥ !

Fig.8

Mai observam ca:

I/a = V?emisferdplind o I/segmentsferic (CCZlOta p llna)'

nh® rh
I/segmentsferic = ? + 7 ( R12 + R22 ) .

11
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3 3 2
In cazul nostru R, =d,R, =0, iar h este cel de mai sus. Obtinem: V, = 2”;] - ﬂél - ﬂ};d .

Cum, 1n toate cazurile, elementele necesare in aceste formule sunt calculate mai sus, putem

considera problema rezolvata.

PS: Nu calculele din final reprezinta partea interesanta a problemeli, ci ceea ce a trebuit calculat

pana a se ajunge aici.

APLICATII:
Relatii intre elementele poliedrelor regulate.

1. Vom folosi in continuare rezultatele gasite pe parcursul rezolvarii problemei, pentru a
determina relatiile dintre:

R - raza sferei circumscrise unui poliedru regulat;

r - raza sferei inscrise in poliedru regulat;

p - raza cercului circumscris unei fete a poliedrului regulat.
Evident ci in toate cazurile este adevirati relatia: R =7° + p°.
Vom folosi de asemenea lungimea laturii /, a unui poligon regulat cu n laturi (care in

problema noastra a fost notata cu x ) in functie de raza p a cercului circumscris poligonului:

10-2+/5
L =p3; 1, =p2; 15=P'T\/_-

1.Tetraedru regulat:

2R6
conduce la

[, = 3 impreund cu rezultatul din problemd x =/, =

12
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222, R

3 3
2.Cub:

[, = p\/E impreuna cu rezultatul din problema x=/, = conduce la:

2R3
3

RJ6 R3
p=——;r

3 3

3.Octaedru regulat:

[, = px/g (are fetele triunghiuri echilaterale) impreund cu rezultatul din problema x =/, = RV2

conduce la:

3 3
4.Dodecaedru regulat:
V10-24/5 A 3 . ;
li=p — (are fetele pentagoane regulate) impreuna cu rezultatul din problema
R3(¥5-1)
x=1[= — 5 conduce la:

J10-245 R5+2+5

;=

J1s Jis

R
p:

S.Icosaedru regulat:

[, = px/§ (are fetele triunghiuri echilaterale) impreund cu rezultatul din problema

x=1[= __AR conduce la:

J10+245
J10-2/5 R 5+2\/§'

;=

J1s Jis

R
p:

13
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Am mai gasit aceste rezultate, fara calcule amanuntite,( impreuna cu justificarea coincidentei
rezultatelor de la cub si octaedru regulat, iar apoi a celor de la dodecaedru regulat si icosaedru
regulat) 1n cartea ,,.Lectii de geometrie elementara si geometrie in spatiu” a lui Jacques

Hadamard, Ed. Tehnica, Bucuresti 1961.
2. Masurile unghiurilor diedre a doud fete alaturate ale unui poliedru regulat:

Pentru tetraedru regulat, cub si octaedru regulat, acestea sunt usor de calculat, iar pentru
dodecaedru regulat si icosaedru regulat, apeldm la rezultatele obtinute pe parcursul rezolvarii

problemei. Obtinem pentru:

Tetraedru regulat: o = arcsin¥ ~1,23095941734077 radiani;

Cub: a = % ~1,5707963267948966 radiani;

Octaedru regulat. o = —arcsin 2 ~1,910633236249 radiani;

Dodecaedrul regulat: a =1 — arcsin¥ ~ 2,0344439357957 radiani;

Icosaedrul regulat: o =m— arcsin% ~2,4118649973628268 radiani.

Se observa cd masura unghiului diedru creste o data cu cresterea numarului de fete ele

poliedrului regulat.

Voi alcatui acum un tabel cumulativ al rezultatelor obtinute, deoarece am cautat mult asa ceva
si nu am gasit decat rezultate partiale. Acesta poate fi util multora pe viitor.

In tabel am folosit urmitoarele notatii pentru elementele poliedrului regulat:

[ = latura poliedrului;

r = raza sferei inscrisa in poliedru;

p = raza cercului circumscris unei fete a poligonului;

o = masura unghiului diedru a doua fete alaturate ale poliedrului;

R =raza sferei circumscrise poliedrului.

14
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Elemente
_)
[ r P a
Poliedre
. 242
Tetraedrul 2.6 R NG arcsmT\f ~
"R — —R
regulat 3 3 3
~1,23095941734077
Cubul 2RV3 RV3 RV6 T +1,5707963267948966
3 3 3 2
Octaedrul R \/3 R \/g T —arcsin 2\/5 ~
R\2 — — 3
regulat 3 3
~1,910633236249
. 245
Dodecaedrul R\g(\g_l) R /3:2\/5 R /13;2\/5 7 —aresin ==~
regulat 15 15
gl 3 ~2,0344439357957
.2
Icosaedrul 4R = R /5 +2./5 R /10 _2J5 - arcsmg ~
10+2+/5
regulat * V15 Jis ~2,4118649973628268
Bibliografie:

1. ,,Lectii de geometrie elementara si geometrie in spatiu” a lui Jacques Hadamard, Ed.

Tehnica, Bucuresti 1961;
2. Gazeta matematica editie electronica,

3. www.didactic.ro si multe alte adrese de net.

Prof. Constantin Telteu,

COLEGIUL NATIONAL DE ARTE ,, REGINA MARIA”, Constanta

15


http://www.didactic.ro/

Revista Electronica Matelnfo.ro | SSN 2065 — 6432 Septembrie 2010

About g-Bernstein polynomials

Andreea Veteleanu
Babes- Bolyai University, Faculty of Mathematics and Computer Sciences, Cluj - Napoca, Romania.

Due to the importance of Bernstein polynomials, many of their generalizations
and related topics has been intensive research. In recent year, the - Bernstein
polynomials have attracted much interest and a great number of interest ing results have
been obtained [5], [6], [8], [13],[19], [20], [16], [17],[19] .

In 1912, S. N. Bernstein published his famous paper [2] containing a constructive
proof of the Weierstrass Approximation Theorem. Using the Law of Large Numbers for a
sequence of Bernoulli trials he defined polynomials called in nowadays Bernstein
polynomials. Later it was found that Bernstein polynomias p ossess many remarkable
properties, which made them an area of intensive research. A systematic treatment of the
theory of Bernstein polynomials as it was until the 90’s is presented [10],[16] . New
papers are constantly coming out and new applications [3] and generalizations are being
discovered [13]. The aim of these generalizations is to provide appropriate tools for
studying various problems of analysis, geometry, statistical inference and ¢ omputer
science.

The rapid development of - calculus has led to the discovery of new
generalizations of Bernstein polynomials involving q- integers. The first person how
make progress in this direction was Lupas. In 1987 he introduced [ 7] a g- analogue of the
Bernstein operator and investigated its approximating and shape- preserving properties

[1].

In 1997, Phillips [ 14] introduced another generalization on Bernstein polynomials
based on g- integers called g- Bernstein polynomials. The g- Bernstein polynomials
attracted a lot of interest and were studied widely by a number of authors from different
perspectives. A review of the results on the q- Bernstein polynomials, along with an
extensive bibliography on this subject and a collection of open problemsis given in [9].
The subject remains under ample study, and there have been new papers constantly
coming out [ 11],[24], [25] .

It has been known ( [14] and references therein) that some properties of the
classica Bernstein polynomials are extended to the g- Bernstein polynomials. For
example, the g- Bernstein polynomials posses the end- point interpolations property, the
shape- preserving properties on the case 0 < g < 1, and representation via divided
differences. Like the Bernstein polynomials, the q- Bernstein polynomials reproduce
linear functions, and are degree- reducing on the set of polynomials.

On the other hand, the approximation properties of the q- Bernstein polynomials
are essentially different from those of the classical ones. What ismore, the cases0<q< 1
and g>1 are not similar to each other. This absence of similarity is caused by the fact that,
for 0 <q <1, the g- Bernstein polynomials are positive linear operators on C[0, 1], while
for g > 1, the positivity does not hold any longer. It should be pointed out that in terms of
the convergence properties, the similarity between the classical Bernstein and q-
Bernstein polynomials ceases to be true even onthecase 0<q<1[ 5], [17] . Thisis
because, for 0 < g < 1, the g- Bernstein polynomias, despite being positive linear
operators, do not satisfy the conditions of Korovkin’ s Theorem. They do, however,
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satisfy the conditions of Wang’ s Korovkin — type theorem [18], serving as a model
example fot the theorem.

Due to the lack of positivity, the study of the convergence properties of the q -
Bernstein polynomialsin the case g < 1 turns out to be essentially more complicated than
the one in the case 0 < g < 1. In spite of the intensive research conducted in this area
recently, the class of functionsin C[ 0, 1] uniformly approximated by their q- Bernstein
polynomials when g > 1 is yet to be described. However, the results obtained for specific
classes of functions have aready revealed some new phenomena as well as interesting
facts [10], [11], [20] . To some extent, the explanation for such an exotic behavior of the
g- Bernstein polynomialsispresent in [ 19].

It has been proved there that basic - Bernstein polynomials combine the fast
increase magnitude with the sign oscillationson [ 0, 1]. This creates substantial hurdlesin
the numerical study of the g- Bernstein polynomias for q > 1. It is exactly this
unexpected behavior of g- Bernstein polynomials with respect to convergence that makes
the study of such propertiesinteresting and challenging.
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ECUATII DIFERENTIALE

Prof. Antohe Florin
Scoala Nichita Stanescu Galati

1.1Notiunea de ecuatie diferentiala.

Prin ecuatie diferentiala se Tntelege acea ecuatie a carei necunoscuta este o
functie de una sau mai multe variabile si in care pe langa functia necunoscuta mai
participa si derivatele acesteia panad la un anumit ordin.

Ordinul maxim a derivatelor participante la ecuatie se numeste ordinul
ecuatiei. Dacé functia necunoscuté are o singuré variabild, ecuatia diferentiala se numeste
ordinarp , iar daca functia necunoscuta are mai multe variabile atunci ecuatia se numeste
cu derivate partiale.

Definitia 1. Se numeste ecuatie diferentiald ordinara de ordinul I cu functia necunoscuta
X:l cR—> R, 0ecuatiedeforma:

(1) F(t,x,x)=0 ,tel ,unde:
t e | este variabila independenta.

x=X(t) , t e | este functia necunoscuta a ecuatiei de mai sus.

X =% este derivatade ordinul | afunctiel necunoscute ;

F :Q c R® - R este o functie precizata.

Definitia 2 : Prin solutie pentru ecuatia diferentiala (1) pe intervalul I, < |, intelegem
orice functie x: 1, - R, xe C*(l,) ai F(t,x(t),x (t)) =0, Vtel,.

Definitia 3: Se numeste sistem diferential ordinar cu functiile necunoscute
Xy, X5,y X, - € R— R un sistem de n ecuatii diferentiale ordinare de ordinul | de
forma

{Xk‘ — fk(t,xl,xz,....,Xn) tel R unde:

k=1n
. d
y =P
dt
f. :Qc R™ — R k=1,n sunt functii precizate definite pe multimea deschisa Q.

K= ﬁ sunt derivatele functiilor necunoscute Tn raport cu variabilate | c R.

Definitia 4: Se numeste ecuatie diferentiala ordinard de ordin n cu functia necunoscuta
x:1 < R— R oecuatiedeforma F(t, x, X ,...,x™)=0,te |, unde:
d*x

(k) _
X\ =
dtk

,Vk =0,n este derivata de ordin k a functiei necunoscute :

F:Qc R"™ — R este o functie precizata.
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1.2. Metode elementare de integrare a ecuatiilor diferentiale ordinare de ordinu | |

Ecuatii diferentiale in forma normala.

Consideram ecuatia diferentiala ordinara de o rdinul I sub forma normala :
x =f(t,X),tel cR ,unde f:DcR?— R este o functie

data, avand Tn general proprietatea de continuitate pe D.
Principalele tipuri de ecuatii diferentiale in forma no rmala care se integreazad prin metode
elementare sunt:

e Ecuatii diferentiale cu variabile separabile

e Ecuatii diferentiale omogene si ecuatii reductibile |a acestea

o Ecuatii diferentiale liniare si ecuatii reductibil e |a acestea

e Ecuatii diferentiale cu diferentiala totala exacta.

Definitie: Spunem ca ecuatia diferentialda x = f(t,x),t e| c R se numeste ecuatie cu
variabile separabile, daca:

f(t,x)=g(t)h(x), tel,,xel,.
Teorema : Daca functiileg:1, > R, h: I, > R sunt continue astfel incat hz0 pe I, ,
atunci problema Cauchy :

{x =900l e (1% )e1,X1, fixat admite

X(ty) = X%,
solutia unica x = X(t,t,, X,): Il' c |, > R definita explicit prin:

X(t,ty,X,)=H 1(H(xo)+j‘g(s)ds) , Viel,"

to

Functia x > H(X) = j% X e |, este o primitiva a functiei h™ pe I,.
- h(u

Demonstratie:

X =gt)h(x),tel,

Fie problema Cauchy (
X(to) =X,
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Inipotezele date h™* admite primitive pe 1,. Dacd H () =J-%,XE I, si ael, fixat,
- h(u

este o primitiva a functiel n pe intervalul de continuitate al acestela , atunci H este

derivabila pe I, si H'(X) :iio,VXe l,.
h(x)

Astfel H este monotona pe |I,, ( H este continua pe |, din ipotezd) ceea ce implica H
inversabila pe 1,. Integréand apoi membrul al doilea al ecuatiei date , pe intervalul
[ty;t] < |, obtinem :

¢ du

t
—:Ig(s)ds+c , Vxel,,vtel, (t,el,,ael, fixate).
2 h(u) ¢

t
Adica : H(x) :J'g(s)ds+c, vxel,,Vtel,,deunde c=H(x(t,))=H(X,).
to
t
Obtinem : x= x(t,t,,%,) = H ‘1(H(xo)+_[g(s)ds, vtel,'cl,.
to
Definitie:
Spunem cé ecuatia diferentiald x = f(t,x),t e | = R se numeste omogena daca functia f
este omogena cu gradul zero de omogenitate:
f(t-p,x-p)=f(t,x), V({t,x)eDcR* VpeR".
Observatie:
Daca ecuatia diferentialda x = f(t,x),tel < R este omogend , atunci prin operatii
elementare ea admite forma echivalenta: x'= g(?xj tel,cRunde, g:1, >R esteo

functie data.

Teorema: Daca functia g:1, — R este continua pe |, astfel incat g(y)-yz0, Vyel,,

, X
atunci problema Cauchy X= g(?j,t <l admite solutia unica x=X(t,t,,X,),
X(ty) = X,
tel,'c |, exprimata parametric prin :
todu
t=t(y,t;, %) =to ‘emg(u)—u (Myel,
X= X(y'to’ Xo) = y't(y'to’ Xo)

Demonstratie:
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_ X'=g(§j,tell ,
Fie problema Cauchy t ,(ty, %) € 1, XR fixat.
X(to) = Xo

Efectuand schimbarea de functie x — y, data prin ?X: y obtinem x'= y+ty' iar ecuatia

dy _dt

devine : y+ty’=g(y) < .
ag(y)-y t

y
atunci

este o primitiva pe |, pentru functia continud y —
> 9(u)-u a(y)-y

prin integrare membru cu membru ecuatiadevine :

y
I du :InL—Inc,VteIl'gll,Vyelz.
yog(u)_u tO

o

(u)-u

Astfel : t:t(y,c):c-to-eyog iar pentru t=t,( respectiv x(t,)=Xx,) rezulta

X .
y(to) = si c=1.
t0

Tn consecinta avem :

todu

g(u)

tzt(y’to,xo):to.eyo 7u’vye|2
X=X(Y,ty,%X,) = Y- t(Y,t,, %)

Observatii :
at+bx+c

Daca f(t,x)= g(—
a,t+b,x+c

este reductibila la o ecuatie diferentiala omogena .

j, (t,X) e D c R? atunci ecuatia diferentiala x'= f (t, X)

a b
Cazuld) A= ‘ =0
b,
Fie (tl, xl) solutia unica a sistemului algebric si neomogen :

at+bx+c=0 t
X cu A=0 iar -t 0 schimbare dubla de variabild si de functie n
at+bx+c, =0 X—>Yy
. o .y . T =t_t1
ecuatia data, definita prin .
y=X=X
Obtinem x':%zﬂ-d—rzﬂ adica x'=Y'. , iar ecuatia datd devine y'=g ar+by
dt dr dt dt at+hy

care este o ecuatie diferentiala omogena.
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b a b

a b
Fie x — yo schimbare de functie in ecuatia data , definite prin at+bx=y.

a
Cazul b) A:‘ =0

1

_y+c

Obtinem a+bx'=y', iar ecuatia datd devine %(y‘—a): g adica y'= h(y) care

Fly+cl

este 0 ecuatie cu variabile separabile.

Definitie: Ecuatia diferentiald x = f(t,x),t €| = R se numeste liniari si neomogena
daca f(t,x)=P(t)-x+Q(t),t e, unde P si Q sunt functii precizate, Tn genera continue
pel.

Teorema: Daca functiile P,Q:l - R sunt continue pe | iar t, | fixat atunci problema

X'=P(t) - x+Q(t),t el i ) .
Cauchy admite solutia unica
X(to) = X%,
x=X(t,t,,X,),t e, < | exprimata explicit prin:
jP(s)ds t —fP(T)dr

X=X(t,1,,X,) =€" XO+JQ(s)e N ds|tel,.

to

Demonstratie:

Facem observatia ca daca Q(t)=0, t e | atunci ecuatia x'= P(t)- X se numeste liniara si
omogena , Tn fapt fiind o ecuatie cu variabile separabile , cu solutia generala :

t
P(s)ds

;<(t,c):c-x0~e‘° Vtel .
j.P(s)ds
Fie c=c(t) , te| astfel incat x(t,c(t)) =c(t)-x,-€e"° ,tel s& fie solutia generald a
ecuatiei initiale.

t t t

P(s)ds IP(s)ds jP(s)ds
Obtinem : c'(t)- x, -€® +c(t)- X, - P(t)e” =P(t)-c(t)- x, -€° +Q(t)
1 —jP(s)ds 1 t fTP(r)dT
Sct)=—Qt)-e = c(t)—c(ty) = —-IQ(S) e ds de unde
Xo Xo %

X, = X(t,) =c(ty) - X, < c(t,) =1.



Revista Electronica Matelnfo.ro | SSN 2065 — 6432 Septembrie 2010

S

jP(s)ds jP(s)ds t —jp(r)d:
Asadar , X = X(t,ty, X,) = C(t) - X, - €° =gv Xo +_[Q(S) e ds|,

to

Vtel, c .

Definitie: Fie P,Q,R :I >R functii precizate. Ecuatia diferentiald x = f(t,x),tel c R
se numeste ecuatie de tip Bernoulli daca :

f(t,x)=P(t) - x+Q(t)-x*,a eR.
jar dacd f(t,x) = P(t)x* + Q(t)x+ R(t), ecuatia x = f(t,x),t €| = R se numeste de tip
Riccati.
Astfel de ecuatii diferentiale se reduc la ecuatii liniare.

Teorema :
a) Daca P,Q: I — R sunt functii continue pe | atunci problema Cauchy :

'— P(t)- NG 1
{X PO X+ QX tel imite solutia unic: x=x(t,t,, X,) = [y(t,ty, X,)]Jre unde
X(to) = Xq

(1—0()j.P(r)d1: t —(1—&)}P(‘E)d‘t
y(t,t,,x,) =€ ° X +(@-a)[Q(s)e  ©  ds|vtel, cl.
to

b) Daca P,Q,R:1 — R sunt functii continue pe | iar x, =x,(t),tel, cl esteo
solutie particulard datd a ecuatiei de tip Riccati Xx'= P(t)-x* + Q(t) - x+ R(t),
atunci problema Cauchy pentru aceasta ecuatie, admite solutia unica :

1
X=X(t,t,,%X,) = X () —————, unde:
y(tty, %)
—j[le(S)P(SHQ(S)]dS 1 t T[le(T)P(rHQ(r)]df
t,t,,X,)=€e" ————  + | P(s)e” ds|,tel, c .
Y(t,ty, %) T~ j ©) )

Definitie: Ecuatia x = f(t,x),t e | = R se numeste ecuatie diferentiald cu diferentiald
P(t, x)

,(t,X) e D astfel incat P(t, x)dt + Q(t, x)dx sa fie
Q(t, x)

totala exacta, daca f(t,x)=—

diferentiald totald exacta.

Observatii :
a)Forma diferentiald de ordinul | P(t, x)dt + Q(t, X)dx se numeste diferentiala totald
exactd pe D dacd existd functiaV e C*(D) astfel incat:

dv (t, x) = P(t, X)dt + Q(t, X)dx, V(t, X) € D.
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b)Se demonstreaza ca P(t, x)dt + Q(t, X)dx este diferentiala totala exacta daca si numai

dacd P,Q e C*(D) astfel incat g—P(t, X) =aa—?(t, X), V(t,X) € D.
X

t X
In acest caz , V(t, x)= J' P(s, x,)ds+ IQ(t,s)ds si se numeste primitiva a formei
%) Xo
diferentiale totale exacte.
Teoremd : Ecuatia diferentiald P(t, x)-dt+Q(t,x)-dx=0 cu diferentiald totald exacta
admite solutia generala x=x(t,c) definita implicit prin V(t,x)=c, Vtel, < |,undeV este
o primitiva a formei diferentiale exacte din enunt .

Demonstratie :
Deoarece pentru ecuatia P(t, x)-dt + Q(t, x)-dx =0, forma diferentiala Pdt+Qdx este

diferentiald totald exacta atunci existd V e C*(D) astfel incat:
t X
V(t, X) =jP(s, xO)ds+J'Q(t,s)dt,V(t,x) e D.

to Xo

Ecuatia initiala devine dV (t, x) = 0, de unde rezulta ca V(tx)=c, tel, c |

Alte tipuri de ecuatii diferentiale el ementare

In teoria ecuatiilor diferentiale ordinare de ordinul I F(t,x,x)=0, tel c R, care nu

admit forma diferentiald x = f (t,x),t e | < R se cunosc si atetipuri particulare care se
pot integra prin metode elementare si anume:
e Ecuatii diferentiale rezolvabile Tn raport cu x :
x=f{,x)tel cR
e Ecuatii diferentiale implicite , incomplete:
F(t,xX)=0,tel cR sau
F(x,x)=0,tel cR
e Ecuatii diferentiale ordinare de ordin superior care se integreaza prin reducerea
ordinului.

Definitie: Ecuatia diferentiala x= f(t,x'),t e | < R se numeste ecuatie de tip Lagrange,
daca f(t,x)=t-o(X)+y(x),tel, c Runde o,y : |1, > R suntfunctii precizate.

Observatie:
O ecuatie diferentiala F(t,x,x')=0 admite solutii singulare , daca exista functii

x:1 > R, xeC*(l) care verificd pe | ecuatia datd si nu se obtin din solutia generala
prin particularizarea constantel ce R.

Teorema :
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a)Daca functiile @,y : 1, — R satisfac ¢,y e C*(l,) astfel incdt p-¢(p)=0,vpel,
atunci  ecuatia diferentiald de tip Lagrange admite solutia  generald
x=X(t,c),t eI, < | exprimata parametric prin:

(P 4 9'(p)

! - d
t=t(p,c)=¢ P (p(p) +IW—(me P-o(p) pdp
pP-o(p) ,Vpel, unde ce R oarecare.

x=X(p,c) =tp(p)+v (p)
b)Daca 3 p,el, astfel incdt p,—-o(p,)=0 atunci ecuatia diferentiala Lagrange
admite solutia singulara definita explicit :
X=X(t) = pot+y (p,), Vtel.

Demonstratie:
a) FieecuatiadetipLagrange: x=t-o(X')+y (X'),tel c R.
Efectudm schimbarea de functie x — p data prin x'= p.
Ecuatiadevine p=¢(p)+t-p'o'(p)+ py'(p) < p-o(p) = p't-o'(p)+y'(p)]
Sa_ e . vip
do p-o(p) P-o(p)
generala t =t(p,c) exprimata explicit prin :

, pel, care este o ecuatie diferentiala liniara cu solutia

o' 4 ' e 4
t:t(p’ C) e p- (P(p) I \ll (p) p— (P(p) dp \v/pe |
p—o(p)

x=x(p,c)=t-¢(p)+v (p).

b) Daca p,-o(p,)=0 atunci x'= p, < X(t,c) = p, -t+cC.
Dar, din ecuatia initiala x(t) = p, -t+w (p,) -
Deducem c=wy (p,) S X=X(t) = p, -t+w (p,), Vt e l.

Definitie.
Ecuatia diferentialda x= f(t,x'),tel < R se numeste ecuatie de tip Clairaut, daca
f(t,xX)=t-X+y(x'),tel cRundey : 1, - R este o functie precizata.

Teorema : Dacd functiay € C*(l,) atunci ecuatiadetip Clairaut x'=t-x-ay (x') admite
solutia generala x=x(t,c)=t-c+y(c),Vtel si de asemenea o solutie singulara
exprimata parametric prin :
t=t(p)=—<y"
{ (P)=-vy"'(p) pel,.
x=X(p) = p-t(p)+v (p)

Demonstratie :

Se efectueaza schimbarea de functie x — p definita prin x'= psi se obtine:
p=p+t-p+py’(p) < pt+y'(p)=0.



Revista Electronica Matelnfo.ro | SSN 2065 — 6432 Septembrie 2010

Cazula) p'=0< p=ceo xX'=ce x=X(,c,k)=c-t+k
Din ecuatia initiala deducem k =w (c) si x(t) =t-c+y (c),(V)tel.

Cazul b) t+y'(p)=0=t=t(p)=-y'(p) iar x=X(p)=p-t(p)+y(p),(V)pel,
Bibliografie

1. Bendrea Constantin — Ecuatii diferentiale.
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| dentitati ale numerelor complexe

S aplicatii ale acestora in geometrie

Abstract : Articolul de mai jos, contine o serie de probleme, legate de
anumite identitati ale numerelor complexe, probleme ce sunt insotite de
comentarii , unele dintre ele avand interpretari geometrice remarcabile .

Acest material se adreseaza , in primul rand , elevilor declasaa X a, dar
S tuturor pasionatilor de matematica .

Voi folos in acest material , doar proprietatile de baza, legate de
conjugatul sau modulul unui numar complex , s in primul rand
identitatea : zZ=|z|? .

Problema 1

Aratati ca (¥)a,beR si (v)z € C* | areloc relatia:

laz — bzZ|* + |az + bZ|*=2(a*+b?) |z|* .

Solutie:

Avem |az — bz|?*=( az — b2)(az — bZ)=( az — b2)(az-bz)=
=a?|z|*+b?|z|*-ab(z%+2?) (1)

Andog laz + bz|*=( az + bZ)(az + bz)= ( az + bZ)(az+bz)=
=a’|z|*+b?|z|*+ab(z*+2?) 2)

Adunand relatiile (1) si (2) , se obtinerelatiadin enunt .
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Observatial:

Dacaz€ R* , atunci z=Z , Si identitatea devine :

la — b|?|z|? +|a+ b|?|z|*=2(a’+D?) |z|* ©

& |a — b]?+|a + b|?>=2(a*+b?) , (V)a,beR (evident) .
Observatia 2 :

. L .
Daca |z |=1, atunci zZ=1=>2Z = ~ sl identitatea devine :

2

+ L:Z(a2+b2) .

b b
‘az—— az +—
=z =z

Problema 2
Fiez;,z; €EC s k€ R. Aratati ca:

| 2

‘ 2

|2y — kz,|? +]z — kzy |7 =(1+K %) (124241 251 %)-2 k(21 Z2+22 21)

Solutie:

Avem: |z, — kz,|°=(2, — k2z5)(2; — kz;)==(2, — kz,)(Z1-kZ)=
=|z, |*+k?| z;|*-k(z1 22422 71)

Anaog : |zz — kz|*==(z, — kz1)(2: — kz,)= =(2z5 — kz,)(Z2-kZ;)=
=|z,|*+k?| 21| k(@1 22 +22 71) .

Adunand relatiile, avem:

2, — kzo|* +]z5 — kzy|* =(1+k2)(|31|2+‘32|2)-2 K(4122+2221) .
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Observatie:

Prin particularizari ale acestel identitati se pot obtine numeroase

alteidentitati . Invit cititorii pasionati sa construiasca alte probleme.

Problema 3

Aratati ca, oricare ar fi 2;, 2,,2; €C, au loc identitatile:

1) |z, + 32|2+|32 + L73|2'|":33 + ZL|2:|31 + Z, +33|2+|31|2+‘32|2+
‘1*3'3|2
2) |z, — 2517+| 2o — Z3|°+|23 — zy [P+ 2y + 25 + 23|7=3(| 2, |*+] 2| *+

‘33|2)-

Solutie:

Vom face urmatoarel e notatii :

Si=lzy + 25 + 737

5=z, +32|2+|32 +33|2+\33 ‘|'f'5'1|2

2

53:‘21 —22|2+|.22 —23|2+‘2'3 —Zl|
54:‘21|2+|32‘2+|33|2-

Atunci :

Si=(z1 + 25 tz:)( A +23+23)= |21 |+l 22 P+ 23| *H(21 Zo+ 20 Z3+25 7 +

ZyZ3+i3Z1+7373)



Revista Electronica Matel nfo.ro I SSN 2065 — 6432 Septembrie 2010

Decl 2y 2,42y 23423 2y + 23 23+ Z3 Zy+ 23 Z5=5; -5, .

55=(21 + 22 ( 4+22)* (23 + Z3)( T2+ Z3)H( Z3 + 21)( Z3+7h)=
=2(12, |%+| 2, |2+ 25 |9)+ (2122421 Z3+25 2y +25 73+ 23 21+ 75 75)=
=25,+5,-5,=5,+5, .

Astfel s-aobtinut relatial) .

Asemanator , avem :

S3=(21 — 25 ) 21-22)+ (23 — Z3)( 22-23)+( 25 — 21)( Z3-2))=
22(|31|2+‘Zz|2+|33 |2)' (242522 2342, 21+ 2, 23423 21 +2525)=
—25,-(51-54)=354-S; .

Deci 53+5,=35, , care este exact relatia 2) .

Interpretari geometrice :

FieA ABC cu A(%1) , B(2z2) s C(23) , intr-un reper cartezian XOY.
S-au notat cu 2, 25,23 , afixele punctelor A,B,C .

Sa notam cu M,N,P mijloacele laturilor BC, CA ,AB, s cu G centrul
degreutatead A ABC.

Atunci se stieca:

—) N (=

.Zz"'z Zl+Z3

—).P=—

Zl+22

£q +ZZ+ZE

) S G( )

Atunci :
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2 2
2 ZptZ3 _|52+ZE|
OM= =
QNE_ zl__‘_z-?" j:_l'zl"'zE".-lZI
2 4
2 2
z1+23|%_ |z +25|
oP3= =
2 4
2 2
EZytZgt+iIg |Zl+22+23|
0G?=|= AR
3 9

Semai stieca: 042=|z, |, OB3=|z,|? , 0C?=|z;|% s

AB=lz; —z3| ,BC=lz; — 23| , CA=lz, — 73] .

Atunci relatia 1) se rescrie astfel :

4 (OM*+0ON*+0P%)=90G*+0A*+0B*+0C* (3)

Relatia 2) serescrie:
AB*+BC*+AC*+90G*=3(0A*+0B*+0C?)  (4)

Din (3) s (4) , s-ar putea deduce relatia:

4 (OM*+0N*+0P?)-( OA*+0B*+0C*)= 3(0A*+0B*+0C?) ---
(AB*+BC?+AC*) , sauechivalent :
AB'2+BC2+ACE:4(0A2+{JBE+DCE-QM2-{?NE-OPE) (5) .

Problema 4

Aratati ca, oricare ar fi 21, 2>,23 €EC |, areloc relatia;

£ £

Il'h?fz _
2

-
&

Zz‘flg 4 +Eg_

+|Z

2 a 3
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91z, 12+1z,1% 412512 )-3lz +2p425)°
" .

Solutie:

2 Z
Zy+2g Z,+z3

2

=

Avem . |zl —

2 2 2
:|Ezl—ﬂ~zg_| +|232—'Zl_33| +|233~zl—zzl
4 4 4

In continuare , efectuand calculele care sunt destul de laborioase, S
necesita multarabdare, si folosind notatiile din problema precedenta,,
obtinem relatia din enunt .

Observatie : In efectuarea calculelor s-atinut cont de faptul ca:
122, — 2, — Z3|*=(22y — 2, — 23)(2£-73-23) S anadlog celelalte doua
relatii.

| nterpretare geometrica:

WOAZ+0B*+0C%—306G?)
1 .

AM?*+BN?*+CP?*=

Notatiile sunt cele din problemele precedente , iar AM , BN SI CP sunt
medianele A ABC .

Problema propusa:
Fie € o radacina complexa a unitatii , diferitade 1.
Atunci oricareur fi z, 25 23 EC, existaab,cE C cu atb+c=0,

astfel incat :
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ZyZy + Z3Z3 + Z3Z1=a |z, + €2, +&7 23| th |z, +2, +25]% +

+ C(‘lez"'|32|2"'|333|2 ).

Autor : Marcu Sefan Florin-profesor-grad |1-Grup Scolar de
Transporturi Auto-Calarasi .
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NUMERE PRIME MERSENNE

DUMITRU PANTURU?

Numerele lui Mersenne sunt numere de forma
M, =2"-1unde n=123,.
Daca Nn>1 este numar intreg prim si numarul Mn este prim, atunci Mn se numeste

numar prim Mersenne.

Calculele necesare identificarii de numere prime Mersenne sunt foarte laborioase si
necesita o retea de calculatoare dotate cu sisteme de operare foarte complexe.

Exista multe situatii in care dorim sa stim daca un numar Mersenne este prim.

Pentru a determina daca un numar Mersenne este prim, se folosesc teste probabilistice de
primalitate. Daca trec mai multe teste de primalitate, numarul este foarte probabil prim, iar daca nu
trece un test, este sigur un numar compus.

l. NOTIUNI ELEMENTARE DE ARITMETICA

Ultimele doua cifre ale oricarui numar impar (exclus cele divizibile cu 5), sunt:

Tabelul 1
01; 11, 21; 31; 41; 51; 61; 71, 81, 91;
03; 13; 23; 33; 43; 53; 63; 73, 83; 93;
07; 17, 27, 37, 47, 57, 67, 77, 87, 97,
09; 19; 29; 39; 49; 59; 69; 79; 89; 99.

Numerele prime au ultimele doua cifre conform tabelului 1, iar numerele Mersenne, 2N -1,
au ultimele doua cifre astfel:

Tabelul 2
2---01_1:.“51 2---03_1:,,,07 2“'07_1:...27 2"'09—12---11
oM g_g7 | 28 g0 | 277 | 219 g g7
221_1:51 223_1207 227_1:27 229—1=11

! Prof. Dr. Ing.,

e-mail:dumitru.panturu@yahoo.com
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2"'31—1:---47 2"'33—1:---91 2'”37—1:---71 2"'39—1:---87
24 _q-..51 | 2vBq=.07 | 27 1=07 | 27 1.1
2"'51—1:---47 2"'53—1:---91 2'”57—1:---71 2"'59—1:-~-87
2 q—a7 | 20783 q-91 | 2777 q-71 | 270 1- .7
>8l_1_.51 | 28_1-..07 | 287 _1—..07 | 2789 _1-.11
Ultimele doua cifre ale patratelor numerelor intregi sunt:
Tabelul 3
...00|.--001]--161]--22!--36]---412]|--56|---61|-76 |---811|---96
...04 .24 A4 ...64 ...84
...06 .. 25 ...49 ...69 ...89
...09 ...29

Variante posibile de obtinere a ultimelor doua cifre ale numarului vl —1, cu ajutorul

ultimelor doua cifre ale patratelor numerelor intregi conform relatiei X2 - y2(tabelul 4).

11:

51:

71:

91:

07:

27:

...00—
...89

11

...00—
...49

...51

...00—
..29

71

...00—
...09

.01

16—
...09

.07

...36—
...09

. 36—
..25

11

76—
..25

...51

.. 06—
..25

71

... 16—
..25

.01

...36—
...29

.07

...56—
...29

.27

...56—

.49
07

76—
-49
27

76—

.69
-07

.06 —

...69
27

Tabelul 4

. 96—

..89
-07

16—
..89
27


panturu@yahoo.com
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47 16— ...36— ...56— 76— . 06—
..69 ...89 ...09 ...29 ... 49

87: ...16— ...36— ...56— 76— ...06—
..29 ...49 ...69 ...89 ...09

Il ELEMENTE DE TEORIA NUMERELOR

Daca "n” este numar prim, atunci oricare divizor natural al numarului M n este de forma
2Kph+1, unde K j este un numar intreg > O (sau 2K +1).

Numarul M n este divizor al numarului M n’ si se poate scrie M n= 2K +1.

Teorema: Orice numar prim impar este diferenta patratelor a doua numere naturale i
aceasta in mod unic.

S-a demonstrat ca daca un numar impar are descompunere unica intr-o diferenta de
patrate a doua numere intregi, atunci el este un numar prim. [W. Sierpinski, A section of problems
in the theory of numbers, Pergamon Pres. Oxford. London. New York. Paris. PWN — Polish
Scientific publications, Worszaw, 1964].

Il. DESCOMPUNEREA UNUI NUMAR MERSENNE (NUMAR PRIM) INTR-O
DIFERENTA A DOUA PATRATE

Se dau numerele Mersenne 2" -1 si 2m+1_1’ unde N, M+1 sunt numere prime.
Se aleg corespunzator numerele prime N, m+1, astfel incat a= m+ n sa fie numar prim.
Rezulta relatia:

28 1 2”‘(2n —2)+ om+1_4

Numerele 28 -1, 2N —1, 2m+1—1, sunt numere Mersenne, unde a, N si m+1 sunt
numere prime.
Conform capitolului Il se poate scrie:

n_4_ n_»_
2 1—2K1+l 2 2—2K1

om+1_q_ 2K, +1 2m+1=2K2+2

a _ M _ m+1, . _
28 _1-7 [2K1]+2K2+1_2 Ky+2-K, +1=

:(2-K2+2)- Ky +2K o +1= 2K K,y + 2K, + 2K, +1

28 _1- 2K Ko+ 2K, + 2K, +1
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Relatia poate lua forma:

a_1_ B 2 2 2 2 2,
2 1_{(K1K2)2 (K1K2)2+K1 Ke+K5-K5+2K7K,,
2 2 2 _

:[K1K2+ Ky+ K2+1}2—[K1K2+ Ko+ KZ}Z

Ssau
2 2
[ 2Ky K P 2Ky + 1P [2KK, £ 2Ky 42Ky 11112
2 2
2 2
(2a—1j+1 (2""—1}—1
- 2 2

Concluzie:
Orice numar Mersenne, unde ,a” este numar prim , se descompune intr-o diferenta de
patrate a doua numere intregi (descompunere de baza — primara).

Daci numarul 22 -1 admite inca o descompunere intr-o diferenta de patrate a doua
numere ntregi, atunci numarul nu este prim Mersenne.

Numarul 22 —1, a— numar prim, poate lua si forma
2 2 2 2 2
28 -1=2.281 1= (287 (2871] 208 g (22 (22 (23 y

echivalent cu

2a—1:[KlK2 +K +K, +1}2 —[Kle K+ Kz}z

ce permit descompunerea primara X2 — y2.

V. METODA DE CALCUL

Se aleg numere prime N si M+1 astfel incat numarul a=m+ n sa fie prim. Se calculeaza

ultimele cifre (in general ultimele zece cifre) ale numarului 28 _1.
Se calculeaza descompunerea intr-o diferenta de patrate a doua numere intregi, cu relatia

Za_lz[KlKZ +K; K, +1}2 _[Kle K+ KZ}Z

(descompunerea de baza primara)
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Ultimele cifre ale numarului 22 —1 trebuie si coincida si in aceiasi ordine cu cifrele

2 2
calculate din relatia [K1K2+K1+ K2+l] —[K1K2+ K1+ KZ] (In caz ca exista diferente

calculul se reface total).

Se noteaza ultimele doua cifre ale numerelor [K K,+K,+K +1} =X2 Si

12 1 2

[K1K2+ Ky+ KZ]Z —y2.
2 .2

Diferenta X~ —Y*“ reprezinta ultimele doua cifre ale numarului 28 _1,

Corespunzator tabelului 3, ultimele doua cifre ale numarului 22 _1 i corespund doua sau

cinci variante X2 —y2 (inclusiv varianta calculata — primara).
Verificare fiecarei variante (exclusiv varianta primara) se desfasoara astfel:

1. ultimele dous cifre ale numarului 228 —1 i corespunde varianta Xf — yf (Xf Si y12

fiind ultimele doua cifre ale patratelor unor numere intregi);

2. ultimele trei cifre ale numarului 22 —1 1 corespunde varianta X% — y% (Xg Si yg

fiind ultimele trei cifre ale patratelor unor numere ntregi, unde ultimele doua cifre ale numerelor

X% Si y% trebuie sa fie acelasi ca la punctul 1);

3. ultimele patru cifre ale numarului 28 _1 i corespunde varianta X% — y?2> (X% Si y?2>

fiind ultimele patru cifre ale patratelor unor numere intregi; unde ultimele trei cifre sa fie aceleasi
ca la punctul 2;
4. operatia se repeta de un numar ales arbitrar si cifrele numerelor X, Y se conserva,

2

iar atunci exista a doua varianta X< — y2 =24 —1, iar numarul 22 _1 nu este prim impar.

Daca pe parcursul calculelor nu se mai respecta relatia Xi2 - yi2 corespunzator ultimelor

(i —1) cifre ale numarului 22 —1, varianta analizata nu poate avea loc.

Varianta calculata — primara, este unica si numarul 22 _1 este prim Mersenne.

Analizand variantele posibile de obtinere a ultimelor doua cifre ale numarului 28_1 cu
ajutorul ultimelor doua cifre ale patratelor numerelor intregi conform tabelului 4 se pot trage
urmatoarele concluzii:

a. Numerele Mersenne de forma 2a—1:...11; 2a—1:...51; 2a—1=...71;

28 _1=...91 pot realiza una sau dou variante x2 - y2.

Numerele prime Mersenne care se incadreaza in una din cele doua forme si admite numai

2

0 varianta X< — y2 sunt declarate numere rapid prime Mersenne.

Vor fi analizate numerele Mersenne de forma 28 —1=...11; 2& —~1=...71, care realizeaza
minim trei grupe de cifrece formeaza numere prime, incepand cu ultimele doua cifre 11 si 71.
Acestea sunt numere rapid prime Mersenne.
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b. Numerele Mersenne de forma 2a—1:...07; 2a—1:...27; Za—lz...47;

28 _1=...87 pot realiza maxim 5 variante x2 - y2.

Numerele prime Mersenne care se incadreaza in una din aceste forme si admite numai o
varianta X2 - y2 sunt declarate numere lent prime Mersenne.
Calculul numerelor lent prime Mersenne conform variantei b impun un volum mare de lucru.

Nota:

Daca ultimele doua cifre, ultimele trei cifre, ultimele patru cifre etc. ale numarului 28 _1
sunt numere prime, aceasta are descompunere unica intr-o diferenta de patrate a doua numere
intregi, iar numarul este prim Mersenne.

EXEMPLE

A 2...29 1
Toate numerele Mersenne de forma

0000529 _ 1. pXX03529 _y. oX0x08529 _ 1. 30005529 _
D00B0529 _1. 5X053520 g 058529 _1. Xix65529

realizeaza urmatoarele grupuri de cifre ce formeaza numere prime:
11 — prim;

911 — prim;

30911 — prim.

Numere prime

- 2600529 _1_ 676630911

unde: 11 — prim; 911 — prim; 30911 — prim; 630911 — prim.

- 23929 _1-. 4481190911

unde: 11 — prim; 911 — prim; 90911 — prim.

- 22000005529 _1 _ | 7352230911

unde: 11 — prim; 911 — prim; 30911 — prim.

- 22000008529 _1 _ 5658790911

unde: 11 — prim; 911 — prim; 90911 — prim.
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- 2450529 _1_ 1438630911

unde: 11 — prim; 911 — prim; 30911 — prim; 630911 — prim.

- 2330055529 _1_ 0728230911

unde: 11 — prim; 911 — prim; 30911 — prim.

_ 153529 _1_ 1089190911

unde: 11 — prim; 911 — prim; 90911 — prim.

- 2330058529 _1_ 9034790911

unde: 11 — prim; 911 — prim; 90911 — prim.

Alte numere rapid prime Mersenne de forma A:

5355529 _
5153529 _ ;.
567005529 _ .
,330003529 _ .
£999958529 _;.
,3510003529 _ .
,3580003529 _ .
,3780000529 _ .
,3850003529 _ .
,3800205529 _ .
»2008529 _ 1.
53108529 _ .

53258529 _

2600529 _ .
5108529 _ ;.
,67305529 _ .
5330108529 _ .
»2000003529 _ 1.
53520000529 _ .
»3620000529 _ .
»3810000529 _ .
53870000529 _ .
»3800205529 _ .
»2053529 _ 1.
53153529 _ .

53300529 _ .

2208529 _ .
5105529 _ ;.
567408529 _ ;.
5400003529 _ 1,
,3100008529 _ .
,3540003529 _ .
,3730000529 _ .
,3820003529 _ .
,3800000529 _ .
,4000003529 _ .
53003529 _ .
53253529 _ .

53355529 _ .

£205529 _ .
5108529 _ ;.
567503529 _ .
5500058529 _ .
,3100005529 _ .
,3550000529 _ .
,3760000529 _ .
»3850000529 _ .
,3800003529 _ .
£4999905529 _ ;.
53058529 _ .
53255529 _ .

53403529 _
7
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53405529 _
24200529 _ ;.
£4905529 _ ;.

515055529 _

515508529 _ .

516705529 _ .

532700529 _ 4.

»33208529 _ ;.

534000529 _ 4.

,37003529 _;.

53529 4

B. 2...49 _1

53505529 _ .

»4303529 _ ;.
510003529 _ .
515105529 _ .
515553529 _
516708529 _ ;.
532905529 _ 1.
533300529 _ 1.
534005529 _ ;.

537108529 _.

53508529 _ .

»4803529 _;.
510153529 _ 1.
515400529 _ 1.
515903529 _ 1.
»32508529 _ 4.
532908529 _ .
533753529 _ .
534008529 _ .

537003529 _ .

24003529 _ ;.

24900529 _ ;.
515253529 _ .
515450529 _
516005529 _ .
532658529 _ .
»33153529 _;.
»33853529 _;.
»37000529 _ ;.

239003529 _ 1

Toate numerele Mersenne de forma 2XXX449 -1 si 2XXX949 —1lrealizeaza urmatoarele
grupuri de cifre ce formeaza numere prime:

11 —prim; 911 —prim; 0911 — prim; etc.

11 —prim; 311 —prim; 9311 —prim; etc.

Numere rapid prime Mersenne

249 1o 3257220311

unde: 11 — prim; 311 —prim; 9311 — prim; 29311 — prim.

- 22040449 _1_ 6278029311

unde: 11 — prim; 311 —prim; 9311 —prim; 29311 — prim.

21449 1. 305679311

unde: 11 — prim; 311 —prim; 9311 — prim.
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0122449 _41_ 3798669311

unde: 11 — prim;

311 — prim;

- 23449 _1_ 2955789311

unde: 11 — prim;
- 284449 -1=...

unde: 11 — prim;

311 — prim;

3216909311
311 — prim;

9311 — prim.

9311 — prim.

9311 — prim;

- 21000005449 _1 _ 8754829311

unde: 11 — prim;

311 — prim;

_ 06449 _1_ 5454349311

unde: 11 — prim;

311 — prim;

_ol7449 _1_ 5149069311

unde: 11 — prim;
i 238449 1=

unde: 11 — prim;
- 289449 -1=...

unde: 11 — prim;

311 — prim;
7438989311
311 — prim;

2714509311
311 — prim;

- 21949 _1_ 6506509311

unde: 11 — prim;
_0l2949 _1_

unde: 11 — prim;
963949 _4_

unde: 11 — prim;
) 234949 1=

unde: 11 — prim;
545949 4 _

unde: 11 — prim;
566949 4 _

unde: 11 — prim;

311 — prim;

2972429311
311 — prim;

...0676749311

311 — prim;

...1590669311

311 — prim;

.../685389311

311 — prim;

...9975309311

311 — prim;

9311 — prim;

9311 — prim.

9311 — prim.

9311 — prim.

9311 — prim;

9311 — prim;

9311 — prim;

9311 — prim.

9311 — prim.

9311 — prim.

9311 — prim;

09311 — prim.

29311 — prim.

09311 — prim.

09311 — prim.

29311 — prim.

09311 — prim.
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- 2367949 _1_ | 7330829311

unde: 11 — prim; 311 —prim; 9311 — prim; 29311 — prim.
- 228949 _1_ 7793549311

unde: 11 — prim; 311 —prim; 9311 — prim.

219949 _1_ 5097869311
unde: 11 — prim; 311 —prim; 9311 — prim.

Alte numere rapid prime Mersenne de forma B:

2449 4 23449 4 5449 4 ,83449 4
5123449 4 5153449 4 5213449 4 5593449 4
5633449 4 5893449 4 0833449 4 0843449 4
5893449 4 5903449 _ 4 2923449 _4 2983449 _4

533375449 _4 53555449 _; 53575449 _; 53615449 _;
04185449 4 JA415449 1 3650003449 ; 53630003449 _4

5500673449 _4 5500363449 _4 53005449 _; 67673449 _;
5136949 ; 59000036949 ;  ,4000017949 _4 5999981949 _4

67789949 _; 566955949 _; ,66624949 _; ,66600949 _;

,66604949 4 66606949 _; 66607949 _; 5330184949 4

C. 2...77 _ 1

Toate numerele Mersenne de forma 2XXX0677 -1:

2XXX3677 _ 1. pXXABTT _q1. 9XXXS677 _ 1. 5XX6677 _ 1. 9XxXx8677 _q si

realizeaza urmatoarele grupe de cifre ce formeaza numere prime:

71 —prim; 271 —prim; 0271 —prim; 10271 —prim; 30271 — prim;

90271 — prim;  etc.

Numere rapid prime Mersenne

- 2677 _1- 9683510271

unde: 71 — prim; 271 —prim; 10271 —prim; 510271 — prim.
- 28000001677 _1 _ 4004630271

unde: 71 — prim; 271 —prim; 30271 — prim.

- 23677 _1- . 0946870271

200677 _5.

70271 — prim;

10
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unde: 71 — prim; 271 —prim; 70271 — prim;

- 24000044677 _1_ 8612790271

unde: 71 — prim; 271 —prim; 90271 — prim;

. 26000005677 _1 _ | 7789110271
unde: 71 — prim; 271 — prim;

23006677 _1_ 2370230271

unde: 71 — prim; 271 —prim; 30271 — prim;

10271 — prim.

28677 _1_ . 7052470271

unde: 71 — prim;

271 — prim;

- 99677 _1_ 387500271

unde: 71 — prim;

4000020677 _4
,8000001677 4
4000044677 _4
,6000005677 _4
»3686677 _;
4416677 _4
515096677 _4
516106677 _4
533266677 _1
ATT67T 4
,8000027677 _4
4000028677 _1

271 — prim;

4000040677 _4
59000023677 4
5000024677 _4
4000025677 _ 4
AT6677 4
53716677 _4
LA4TE6TT _ 4
15456677 _ 4
226006677 _4
2197677 _4
/168677 _4
6000018677 _1

70271 — prim.

90271 — prim.
Alte numere rapid prime Mersenne de forma C:

870271 — prim.

790271 — prim.

230271 — prim.

,8000021677 _;
,6000023677 _4
2525677 _4
»5000015677 _4
o37T6677 _4
04026677 _4
15716677 _4
»32886677 _;
533936677 _;
4207677 _4
/188677 _4
9000029677 _4

59000021677 _4
34677 4
/185677 4

,3786677 _4
4536677 _4
515836677 _4
533156677 _;
537136677 _;
233656677 _;

,6000017677 _4

»5000018677 _4

,9000039677 _4

11
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PARABOLA

Prof. Laura Radu
Colegiul Tehnic de Alimentatie si Turism ,,Dumitru Motoc”, Galati

1). Definitie

Se numeste parabol a locul geometric al punctelor din plan egal departate de un punct dat
(focar) si o dreapta data (directoare) .

Prin definitie, daca F este punctul dat, numit focarul parabolei, KL este dreapta data,
denumita directoarea parabolei, M este un punct oarecare a parabolei, iar MN este perpendiculara
coboréta din punctul M pe dreapta KL (Fig. 1), trebuie sa avem:

MF =MN .
L 3 y
N M(X,y)
Al _Of F .
-pl2 p/2 X
K
Fig. 1

2). Ecuatia parabolei
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Luam ca axd Ox dreapta care trece prin focarul F si este perpendiculara pe directoarea KL, iar
caorigine a coordonatelor luam punctul O care este si mijlocul distantei delafocarul F la
directoarea KL. Lungimea AF 0 notdm cu p,

AF=p.

Daca axele au fost astfel alese, atunci focarul F are coordonatele (EOJ , punctul M are

coordonatele (x,y) si punctul N are coordonatele (— g yj .

2 2
Avem : MF:‘/(x—gJ +y* MN:"()HEJ .

Deoarece MF = MN rezulta ca :
jz
p p

2
Y 2
X——| +y>=|x+
( zj ’ (
X — pX+——+y® = X*+ pX+—.
p ) y P )

N o

Deaici obtinem:
2

2

Reducand pe x? si pT si trecand termenul — px Tn membrul a doileaa egalitatii, obtinem ecuatia

canonicad aparabolei :
y* =2px. Q)

Numarul p se numeste parametrul parabolei. Distanta dintre punctul M si focarul F se numeste raza
vectoare apunctului M. Notand aceasta raza vectoare cu r, obtinem :

r=x+2,
2

deoarece r = MF , iar ME =|\/|N:x+g.

3). Studierea formei parabole pe baza ecuatiel e

a). Din ecuatia parabolel (1) avem:
y =+ /2px
Deoarece pentru p afost luat un numar pozitiv, valorile lui y pot fi reale numai in cazul cand x> 0.
Daca x=0, rezultda ca y=+,/2p-0=0. Originea axelor de coordonate O(0,0) este pe parabola si
formeaza varful acestela.
Ecuatiaraportata la varful parabolel este :
y? =2px.

Fiecarel valori alui x inintervalul (0, +) 1i corespund doua puncte ale parabolei, aflate in
ambele parti e axei Ox, ladistante egale cu valoarea absoluta alui y, deoarece fiecarel valori alui x
in acest interval 1i corespund doud valori alelui y, egale in valoare absoluta si de semn contrar.

2
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Parabola este o curba simetrica fatd de axa Ox. Axa Ox se numeste Tn acest caz axa parabolel.

Cand x crestedela0 la+oo, valorilelui y cresc in valoare absoluta dela 0 la+oo . Parabola
este o curba deschisa infinita ; pe parabold exista un punct al carui abscisa si ordonatéd sunt oricét de
mari cavaloare absoluta.

b). Distanta de lavarful parabolei O lafocarul F este OF = P si se numeste distantafocala a

2
parabolei. Directoarea parabolei este perpendicular & pe axa. Ecuatia directoarei parabolei este :
x=—1.
2

c). Daci in ecuatia y* = 2px avem p<0, atunci valorile ordonatelor punctelor parabolei sunt

reale numai cand abscisele sunt negative. Tn acest caz , parabola este asezata la stnga axei Oy, iar
directoarea e se afla ladreaptaaxel Oy (Fig. 2).

yA L
M

Fig. 2

d). Daca in ecuatia parabolei inversdm intre ele coordonatele curente x si y , obtinem :

x> =2py. (2)
Axade simetrie a acestei parabole este axa Oy. In cazul cand p>0 , parabola se afl & deasupra
axel Ox (Fig. 3), iar cand p<0, ea se afla sub axa Ox (Fig. 4) .

A 4
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K A L

Fig. 3 Fig. 4

Se observa ca axa de simetrie a parabolei este axa de coordonate de acelasi fel cu coordonata
curenta care intra in ecuatia parabolei numai la puterea Tntai.

€). Din ecuatia x* = 2py rezultd ci y=2—1px2. Punand 2_1p: a, obtinem y = ax®, ecuatia

parabolei cunoscuta din algebra.
f). Observam ca parabola nu are centru de simetrie.

4). Constructia parabole

a). Constructia prin miscare continua

Se da parametrul p a parabolei .

Ducem doua drepte perpendiculare: KL cadirectoare si axa Ox, axa parabolei.

Construim focarul F, luand cu gjutorul compasului pe axa Ox de la directoarea KL distanta
AF | egala cu p.

Luadm o rigla si o aplicam pe directoare, mai luam echerul si 7l alaturdm cu catetamica la
rigla.

Tn varful unghiului ascutit B opus catetei mici aecherului fixam un fir, iar celdlalt capat al
firului il fixam n focarul F.

Lungimeafirului BF trebuie sa fie egald cu cateta mare a echerului.

Tntinzand firul cu véarful creionului asacum se aratd in Fig. 5, descriem o curba, observand
catot timpul, cét creionul se misca pe hértie, firul sa fieintins, varful creionului sa fie rezemat de
echer, iar echerul dipit derigl a.

Fiecare punct M al acestei curbe apartine parabolei, deoarece MN = MF .
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A O F X

Fig. 5

b). Constructia prin puncte

Din faptul ca distanta de laorice punct al parabolei ladirectoare este egal a cu raza vectoare r,

lar r=x+ g rezulta si procedeul de constructie a punctelor parabolel.

Construind ca si Tn cazul anterior directoarea, axa, focarul si varful parabolei, ducem apoi
dreapta P,Q; paralela cu directoarea si care intersecteaza axa Ox in C;.

Apoi cu o raza egaa cu distanta AC, descriem din focarul F douamici arce de cerc, unul
deasupraaxei Ox iar celalat dedesubt, astfel Tncét ele sa intersecteze paralela P;Q;.

Punctele de intersectie notate cu cifra 1 apartin parabolei, deoarece pentru fiecare din ele

r:ACl:ngx.

Ducand cat mai multe drepte P,Qz , P3Qs,........... , paralele cu directoarea KL si repetand de
fiecare data aceeasi operatie de constructie a punctelor, ca si dreapta P;Q1, vom obtine de fiecare
data céte doua puncte ale parabolei , notate pe figura cu cifrele 2, 3, ...... .

Observam ca laaceasta constructie punctele C,, Cy, Cs, ..... trebuie sa fie cu atét mai
apropiate intre ele, cu cét se afld mai aproape de véarful O si pot fi mai rare pe masura ce ne
indepartam de varful O, de-alungul axei.

Dupa ce am gasit un numar suficient de puncte, trasdm o linie curba care trece prin aceste
puncte si care este parabola cautata.

L Q Q@ Qs
3/
1/

C4 C3 C3

\
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2

Fig. 6

5). Ecuatia parabolei in cazul deplasarii paralele a axelor_de coor donate

a). Fievarful parabolei in punctul O'(a,b), iar axa parabolei paralel & cu axa Oy (Fig. 7) .
Consideram sistemul de coordonate xX'O'y', acarui origine coincide cu v arful parabolei O'(a,b), axa
Oy || Oy este si axa parabolei, axa O'x' || Ox. Tn sistemul de coordonate X O'y', ecuatia parabolei este:

X!Z — 2pyr '
iar in sistemul xOy ecuatia parabolei este:
(x—a)* =2p(y-h) ©)
deoarece pentru fiecare punct M al parabolel avem:
X=x-a,y=y-b.
Daca véarful parabolei este O'(a,b), iar axa parabolei este O'Xx' paraleld cu axa Ox, ecuatia parabolei
y'? = 2px’, dupi transformare, este urmatoarea:

(y—-b)* =2p(x-a) (4)
Ay Ay‘
0) 'x
b
a »
[e) "X
Fig. 7

b). Rezolvam ecuatia (3) Tn raport cu y:
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1

2
=—(x-a) +b,
y=5,x-2)

sau
2
y:ix2—3x+a—+b.
2p P 2p
2
Punand —=A -2-B, 2 .p=C, obinem
2p p 2p
y=Ax*+Bx+C, (5)

adica parabola (x—a)’ = 2p(y—b) este reprezentarea grafica afunctiei de gradul al doilea
f(x) = AX* + Bx+C.

c). Ecuatiade gradul al doilea in raport cu coordonatele x si y:
Ax® + Bxy+Cy®’ + Dx+Ey+F =0
reprezintd o parabola avand axa paralela cu axa Oy daca nu contine a doileasi al treileatermen, sau
paralela cu axa Ox daca nu contine a doilea si primul termen .
Aceasta conditie este necesara. Intradevar, parabolaacarel axa este paralela cu Oy se
exprima prin ecuatia (5) care se poate scrie:
Ax* +Bx—-y+C=0
adica prin ecuatia generala de gradul al doilea in raport cu coordonatele x si y, in care lipsesc
termenul a doileasi a treilea. A
Aceasta conditie este suficienta . Intradevar, impartind ecuatia
AX* + Dx+Ey+F =0
laA, avem:
x? +Ex+Ey+E: 0
A A A
si aducand cétul obtinut laforma:
E F

, D
Xt —X=——y——,
A A A

y . D . y -
completdm apoi x? +KX pentru a obtine patratul unui binom :

) D? E F D?
XA 2X ot ——=——Y——+ ——,
2A  4A A° A 4A
si prelucrand cei doi membrii ai ecuatiel

( Djz E  D2-4AF
Xt— | ==—y+——,
2A A 4A

DY E D2 — 4AF
X+ —| =——|y————7—1,
2A A AAE

obtinem o ecuatie care reprezinta o parabola acarel axa este paralela cu Oy si a carel varf are
coordonatele :

apoi
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D D* - 4AF
a=—, b=—— |
2A 4AE
iar parametrul p:—%\.

6). Exemple derezolvare a problemelor

*  S4 se gaseasca ecuatia parabolei cu varful Tn originea axelor de coordonate, cunoscand
coordonatele focarului (-2, 0) .
Rezolvare: Prinipoteza, focarul parabolei se afl & pe axa Ox, iar varful in originea
coordonatelor, de aceea ecuatia parabolel are forma:

y? =2px .
Distantafocala a parabolel OF :2: —2.Deaici 2p=-8, iar ecuatia

cautatd a parabolei vafi: y* =-8x.
*  S4 se gaseasca ecuatia parabolel cunoscand directoarea y = —3 si coordonatel e focarul ui
4,1).
Rezolvare : Prin ipoteza, directoarea este paralel a cu axa Ox, de aceea axa parabolei
este paraleld cu axa Oy, iar ecuatiaei este x = 4. Punctul deintersectie a
directoarei cu axa parabolei este A(4, -3) . Parametrul p reprezinta
distantadintre A(4, -3) s F(4, 1) si secalculeaza astfel: p=1-(-3)=4.
Vérful O(a, b) este mijlocul segmentului AF , deci avem a = i24 =4 i
_—3+1
2
Ecuatia acestei parabole are forma: (x—a)” = 2p(y—b) . Introducand

aici valorile gasite pentru a, b si p, obtinem  (x-4)* =8(y+1) sau
x> -8x-8y+8=0.

b -1.

*  S4 se determine coordonatele v arfului si marimea parametrului parabolel a carel ecuatie este
y? +5x-6y+14=0.
Rezolvare : Deplasam originea coordonatelor in varful parabolei, O'(a, b), fard a

schimba directiaaxelor, si notam sistemul obtinut prin XO'y" . Stiind ca
X=x-asi y=y-b,rezultaca x=x"+a si y=y'+b. Inlocuind in
aceasta ecuatie expresiile pentru x si y prin X' si y', obtinem ecuatia
parabolei raportata lavarf,

(Y +b)*+5(x'+a)-6(y' +b)+14=0
sau

y'? +2by’ +b* +5x'+5a—- 6y —6b+14=0

8
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sau

y'? +5xX + (2b-6)y + (5a—6b+b* +14) = 0. (1)
Dar ecuatia parabole raportata lavarful O este:

y?=2px' , sau y?-2px'=0. 2)

Pentru ca ecuatiile (1) si (2) sa fieidentice, trebuie ca: 2b-6=0,
5a-6b+b?+14=0 si -2p=5 . Deaici gdsim cd : b=3, a=-1si p= —g .

Prin urmare, parabolaare varful O'(-1, 3) si parametrul p = —g .

Bibliografie:
1. Suvorov I. F., Cursde matematici superioare, Ed. Tehnica, 1955 .
2. Udriste C. , Matematica. Geometrie analitica, Ed. Didacticasi Pedagogica, Bucuresti, 1989 .
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Motto:
‘Din zei de-am fi scobo@ori,
C-0 moarte tot suntem datori!
Totuna e dac-ai murit
FB&u ori masingrbovit;
Dar nu-i totuna leu smori
Ori @ine-nbruit.”
Versuri din poezia DECEBAL CATRE POPOR
de

George Cosbuc

PREDA MIHAILESCU
(UN MATEMATICIAN GENIAL)

NECULAI STANCIU?

Eugene Charles Catalan Vs. Preda Mihailescu

1 Prof. , Sc.”George Emil Palade”, Buziu
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Eugéene Charles Catalan .S-a nascut in Bruges (acum oras Belgian) la data de 30 mai
1814 si a decedat in orasul belgian Liege la data de 14 februarie 1894.Studiaz a
matematica in Paris la Ecole Polytechnique avandu-i ca profesori favoriti pe Joseph
Liouville(1809 — 1882) si pe Jacques Charles Francois Surm(1803 — 1855).0btine
doctoratul Tn matematica Tn 1841.Studentul sau preferat a fost Ernesto Cesaro(1859 —
1906) cu care a corespondat pe tot parcursul vietii(a trimis intre 1890 -1894, 52 de scrisori
si a primit de la Cesaro 7 raspunsuri).

Preda Mihailescu .S-a nascut in Bucuresti (23 mai 1955).1n 1973 a parasit Romania si s -
a stabilit in Elvetia.Studiaza matematica si informatica la Universitatea Eidgendssische
Technische Hochschule din Zirich. Obtine doctoratul in 1997 cu lucrarea Cyclotomy of
Rings and Primality Testing, scrisa sub Tindrumarea matematicienilor Erwin
Engeler(1930-)si Hendrik Lenstra(1949-).Pentru o perioadd, a fost cercetator la
Universitatea din Paderborn, Germania. Din 2005 este profesor la Universitatea Georg
August din Gottingen.

’Daca o ludm babeste, Tn vara lui 1999 am aflat de conjectura lui Catalan si m-am

dumirit - printr-un prim rezultat partial, care a facut un oarecare impact - cd ma poate
interesa. Tn toamna lui 2001 o terminasem, deci doi ani. ™’

Preda Mihailescu

(din interviul luat pentru Evenimentul Zilei

de Dan Arsenie ladata de 16 decembrie 2009)

Teorema.
Ecuatia
Xu - yv = 1! (1)
are Tn multimea numerelor naturale solutia unica (x, y;u,v) = (3,2,2,3).
Ecuatia din teoremda a fost demonstrata in cazul special x=3,y=2, de catre

Gersonides?, Tn anul 1343.Aproximativ cu 100 de ani fnainte de Catalan, Leonhard Euler
(1707-1783) rezolva ecuatia diofantica

x}—y? =41 (x>0,y>0) (2)
Ecuatia (2) a fost recent rezolvatd si cu ajutorul metodelor de teorie algebrica a
numerelor.in 1844, August Leopold Crelle(1780-1855), editorul Crelle's Journal |,
prestigioasa revista (apare in limbile germana-engleza-franceza) cunoscutd astazi ca
Journal fur die reine und angewandte Mathematik (in engleza: Journal for Pure and
Applied Mathematics), primeste de la Catalan o scrisoare “...1 beg you, sir, to please
announce in your journal the following theorem that | believe true although | have not
yet succeeded in completely proving it; perhaps others will be more successful. Two
consecutive whole numbers, other than 8 and 9, cannot be consecutive powers; otherwise

2 Rabbi Levi Ben Gershon(1288—1344) - astronom spaniol de origine evreeasca
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said, the equation x™ - y" = 1 in which the unknowns are positive integers only admits a
single solution...””.Editorul publica nota in [1] devenind o faimoasa conjectura.Fiind o

provocare pentru matematicieni, au inceput sa apara rezultate interesante pentru anumite
cazuri particulare.Mai intéi s-a observat ca ecuatia este echivalenta cu

xP—yi=1 (x>0,y>0),iar p si g sunt numereprime 3
Cazul g =2 , afost rezolvat de catre matematicianul V.A. Lebesgue in 1850( [7]).
Dupa peste 100 de ani, in 1964, Chao Ko(1910-2002), rezolva cazul p = 2([2]).
De aici Tnainte ecuatia de rezolvat se considera

xP—yi=1 (xy =0, iar p si g numere primeimpare) 4
J.W.S Cassels(1922-)considera ecuatia (4) de forma
P _
(x-pX =ty ©)
x—-1

si observa ca cel mai mare divizor comun ai celor doi fac tori din membrul stang poate fi
1 (cazul 1) sau p (cazul 11).Tn 1960 ([3]), demonstreaza faptul ci ecuatia (4) nu are

xP -1

solutii Tn cazul | (deoarece sistemul x—1=a“, =b%, y=ab nu are solutie).

Tn continuare se studiazi numarul solutiilor (x,y) pentru p si g fixati.Se merge pe o
ideiealui Alan Baker (1939-) ° de aproximare a logaritmilor si Robert Tijdeman(1943-) in
[11] demonstreaza ca ecuatia (4) are cel mult un numér finit de solutii(pentru p < 7-10"
si g<7-10", cand p < q).Avem deci dela Tijdeman margini superioare pentru p si q.
S-au cdutat mai departe conditii noi pentru psi gsi s-au gasit si margini inferioare
([6]).Se aratd ca p,q>10°, apoi p,q>3-10°% siin [8] se determind max(p,q) ~8-10%
respectiv. min(p,q) > 10’ (pentru determinarea marginilor inferioare s-a utilizat conditiile
Wieferich®).in [9], Preda Mihailescu, demonstreaza ca congruentele Wieferich® au loc
fara conditii de clasd.Crucial pentru demonstratia finald, care foloseste rezultate din teoria

grupurilor Galois si a corpurilor ciclotomice ([10]) a fost estimarea |X>q”([4] si
[5]).Scrisoarea trimisd de Catalan primeste un raspuns de la Mih&ilescu si in Journal fiir

die reine und angewandte Mathematic (Crelles Journal) in 2004 (volume 2004, Issue 572,
pages 167-195).Schita demonstratiei se poate gési liber pe internet la adresa [12].

% primeste medalia Fieldsin 1970 lavéarsta de 31 de ani

* p**=1modq?);q"* =Lmod p?)
> Arthur Josef Alwin Wieferich (1884-1954) —matematician german
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Remarcd. Tn 2010 Preda Mih&ilescu asteaptd finalizarea procesului de revizie a
demonstratiei conjecturei Leopoldt °([15],[16]) al cérei schitd de demonstratie (inca
nevalidata) se gaseste gratuit la adresa [17] respectiv cu explicatii la adresa [18].
Si nu se va opri aici:
” ..lucrez la o teorie care Th matematica va prinde foarte bine, va fi utild si binevenita.
Este in curs de verificare si specialistii 1si iau timp s& o inteleagé. Daca lucrurile sunt cum
le vad eu, se va produce o profunda si asteptata simplificare, care pe specialisti i va
bucura cu sigurantd. Dar mai multe voi putea impartasi peste un an.”
Preda Mihailescu
(dininterviul luat pentru Evenimentul Zilei de Dan Arsenie ladata de 16 decembrie
2009)

BIBLIOGRAFIE’

[1] E. Catalan, Note extraite d’une lettre adressée a I’éd iteur, J. Reine Angew. Math. 27
(1844), 192.

[2] Chao Ko, On the Diophantine equation x*=y"+1,xy = 0,Sci. Sinica (Notes)
14(1964), 457-460.

[3] JW.S. Cassels, On the equation a* —bY =1, I, Proc. Cambridge Philos. Soc. 56
(1960), 97-103.

[4] S. Hyyrd, Uber das Catalansche Problem, Ann. Univ. Turku, Ser. A | no. 79 (1964),
8 pp.

[5] S. Hyyre, Uberdie Gleichung ax" —by" = zund das Catalansche Problem, Ann.
Acad. Sci. Fenn., Ser. A no. 355(1964), 50 pp.

® Heinrich-Wolfgang Leopoldt (1927-) -matematician german
" Pentru detalii mai complete se poate studia si bibliografia din [13], respectiv [14]
[13] T. Metsinkyld, Catalan’s conjectur: another old diophantine problem solved,

Bulletin  of the American Mathematical  Society 41  (1): 43-57.
http://www.ams.org/bull/2004-41-01/S0273-0979-03-00993-5/S0273-0979-03-00993-
5.pdf.

[14] Y. F. Bilu, Catalan’s conjecture (after Mihailescu) , Sém. Bourbaki, 55éme année,
nr. 909 (2002/03), 24 pp.


http://www.ams.org/bull/2004-41-01/S0273-0979-03-00993-5/S0273-0979-03-00993-

Revista Electronica Matelnfo.ro | SSN 2065 — 6432 Septembrie 2010

[6]K. Inkeri, On Catalan’s conjecture, J. Number Theory 34 (1990), 142-152.

[7] V.A. Lebesgue, Sur I’impossibilité en nombres entiers de I’équation x™ = y? +1,
Nouv. Ann. Math. 9 (1850), 178-181.

[8] M. Mignotte, Catalan’s equation just before 2000, Number Theory (Turku, 1999), de
Gruyter, Berlin, 2001, pp. 247-254

[9]P. Mihailescu, A class number free criterion for Catalan’s conjecture, J. Number
Theory 99 (2003), 225-231.

[10] P. Mihdilescu, Primary cyclotomic units and a proof of Catalan’s conjecture , prprint
(September 2, 2002), submitted.

[11] R. Tijdeman, On the equation of Catalan, Acta Arith. 29 (1976), 197-209.

[12] http://www.dpmms.cam.ac.uk/Seminars/K uwait/abstracts/L 30.pdf

[15] http://londonnumbertheory.wordpress.com/2009/11/08/Ieopol dts-conjecture/

[16] http://arxiv.org/PS_cachelarxiv/pdf/0905/0905.1274v3.pdf

[17] http://londonnumbertheory.fil es.wordpress.com/2009/11/mihail escu. pdf

[18] http://londonnumbertheory.files.wordpress.com/2009/12/mihail escu2. pdf

[19] N. Stanciu, Retrospectiva unei conjecturi rezolvate, GMB, No. 2 / 2010. pag. 57-60.

[20] N. Stanciu, A history of a solved conjecture, Mathematical Reflections, Issue 3,
2010.


http://www.dpmms.cam.ac.uk/Seminars/Kuwait/abstracts/L30.pdf
http://londonnumbertheory.wordpress.com/2009/11/08/leopoldts-conjecture/
http://arxiv.org/PS_cache/arxiv/pdf/0905/0905.1274v3.pdf
http://londonnumbertheory.files.wordpress.com/2009/11/mihailescu.pdf
http://londonnumbertheory.files.wordpress.com/2009/12/mihailescu2.pdf

Revista Electronica Matel nfo.ro | SSN 2065 — 6432 Septembrie 2010

TEOREMA LUl CEVA

Prof. Alexandru ElenaMarcela
Scoalacu clasele I-VI1II Bogata, Baia

Se considera un triunghi ABC si punctele A'e BC, B'e CA, C'e AB. Daca
dreptele AA', BB' si CC' sunt concurente atunci:
*) AB BC C'A_
AC B'ACB

Demonstratie:
Fie {P} = AANBB1CC"'.
Aplicam teorema lui Menelaus pentru triunghiul AA'B si punctele coliniare C,P,C".
CB PA C'A
CA' PA C'B
Aplicam apoi teorema lui Menelaus pentru triunghiul AA'C si punctele coliniare

B, P, B'. Rezulta: BA . B C- PA =1
BC B'A PA

Rezulta:

AB B'C C'A_

Tnmultind ultimele dous relatii se obtine : : =1.
AC B'A C'B

(Vectorial): A, B, C necoliniaresi C', A', B' astfel incat AC'=aC'B, BA'=BAC si
CB'=yB'A.
Sa se arate ca AA', BB' si CC' sunt concurente daca si numai daca offy =1.

Demonstratie:
Orice O ¢ (ABC), C',P,C sa aratdm ca sunt coliniare.

C'O, OP, OC coplanare, unde { P} = BBNAA'.
AO+0C'=0.C'O+0 OB
oC OA+

oC'= «
1+a 1+a

OB

AP-a Ah A= T ag: P ¢

1+ 1+ B
n triunghiul AA'C aplicdm teorema lui Menelaus si =
AP.A'B.CB'_l CB'
PA'BC BA = BA '
AB o _ AB_ B
AC BC p+1
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AP B
_.—.'Yz :>
PA" B +1 PA" By
a:AP: B+1 . AP- B+1 AR
AA" B +py +1 B +1+ By

AP B +1,

AO +OP = aAO + aOA'
OP = (1— a)OA+ aOA'

oA-—t 0B+ P ¢
1+ B+1

oP-— P GA,_ 1 G, P o¢
By +p +1 By +B +1 By +B +1

By 1 0
By +Bp+1 pB+1 a&
; 113 : 0‘1 0| OB |=0 < apy —1=0, adici afy =1
y+B+1 o+ .
B oC
_ 0 1
By +p +1

Reciproca teoremei lui Ceva. Fie ABC un triunghi si punctele A'e BC, B'e CA,
C'e AB. Daca:
AB. B'C'C'A_1
AC B'A C'B
atunci dreptele AA', BB' si CC' sunt concurente.

Demonstratie:
Fie {P} = BBTICC' si fie { A"} = PA(1 BC.
Se aplica teorema lui Ceva pentru triunghiul ABC si dreptele concurente AA", BB' si

CcC'.
Rezulta: A B~BC-CA: ;
A'C BACB
Din ultima egalitate si din relatia data in enunt se obtine:
A'B = ﬂ. Deoarece A’ si A" sunt puncte interioare segmentului (BC) se obtine
A'C AC
A=A".

Observatie: Reciproca teoremei lui Ceva este adevarata si in cazul n care unul din punctele
A, B',C' s gaseste pe o laturd a triunghiului de exemplu A' apartine lui (BC), iar celelalte
doud puncte B' apartine dreptei AC, C' apartine dreptei AB si verifica conditia BB' nu este
parae cu CC'.

Forma trigonometrica a relatiei lui Ceva.
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Fie triunghiul ABC si fie cevienele AA,BB,,CC, concurentein M.
(A €(BC), B, € (CA), C, € (AB)). Se noteazd o = m(£MAB), B = m(£ZMBC) si
Y = m(LMCA).

Din teorema sinusurilor n triunghiul AMB rezulta:
MB sina MA  siny i MC  snf

= — . Analog = — =— .
MA sin(B-B) MC sn(A-a) MB sn(C-vy)
Prin inmultirea lor se obtine:
*) Sha snp____ sny (relatia lui Ceva).

sn(A—a) sn(B—B) sn(C—y)
Reciproc, fie A € (BC), B, € (CA), C, € (AB) astfel incat sa fie satisfacuta relatia (*),
unde o = m(£LA AB), B = m(£B,BC) si y = m(£C,CA).

Se demonsteaza ca dreptele AA, BB,,CC, sunt concurente.

Se presupune ca unghiul ACB este ascutit. Fie M punctul de intersectie a cevienelor
AA,, BB, si fie y masura unghiului ACM. Se va demonstraca y =1 .
Deoarece cevienele AM, BM, CM sunt concurente rezulta relatia:

sina sinp siny’

*7 . . fr .
*) sin(A-a) sin(B-pB) sn(C-y)
. _— . siny siny’
Din (*) si (*’) se obtine: = .
)5t () se 0N g =) ~dnc—)
Se noteaza valoarea acestui raport cu t. Deoarece unghiul ACB este unghi ascutit este
- y y . sinx L

suficient sa se demonstreze ca ecuatia ———— =t are solutie unica y < C.

sn(C-x)
Cum aceasta ecuatie are obligatoriu solutia y rezultd y =y . Deci problemas-aredus

v v . s A s T v
la a arata ca ecuatia are solutie in intervalul (O, E) . Pentru aceasta se efectueaza calculele

necesare si se obtine:
tsinCcosx—(tcosC+1)sinx=0
tsinC D tsnC

Rezultd: tgx=————.Dar ——
t cosC +1 t cosC+1

€ (0,0), deci ecuatia considerata are solutie unica

. . . T . ' f o .
ce apartine intervalului (O’E) sicum y era de asemenea solutie cu aceasta proprietate

rezultd y =y, deci dreptele AA ,BB,,CC, sunt concurente.
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GENERALIZAREA UNEI
PROBLEME

ROXANA MIHAELA STANCIU!

Motto:*““Aritmetica si Geometria dispun de resurse bogate de dezvoltare a capacitatii
copilului de a se mira, de a se intreba, de a imagina raspunsuri, de a tatona diferite cai
de rezolvare, de a stabili punti de legatura cu intelegerea naturii, a limbajului, a istoriei
si geografiei.Dar totul trebuie sa se bazeze pe dezvoltarea propriei sale curiozitati, in asa
fel Tncat el sa accepte ca unica rasplata bucuria, placerea de a intelege, prin pasi
marunti, cate ceva din lumea care il inconjoara si de a se intelege pe sine.La intrebarea
pe care 0 auzim mereu, din partea unor elevi, dar si din partea unor parinti sau
educatori:De ce matematica pentru copii care nu -si propun sa devind matematicieni? le
raspundem: Pentru ca matematica este un mod de gandire cu valoare universala si
pentru ca ea prilejuieste bucurii spirituale la care orice fiinta umana ar trebui sa aiba
acces.In masura n care adolescentii vor invita sa se, bucure de frumusetile matematicii,
ale stiintei, ale artei si literaturii si vor simti nevoia de a le frecventa, ei nu vor mai suferi
de plictiseala iar tentatia unor activitati derizorii, uneori antisociale, va scadea”

Academician, Solomon Marcus

n [1] este propusa de catre prof. Neculai Stanciu, urmatoarea problema:
O.V1.211. a) Fie P perimetrul si S suma diagonalelor unui poligon oarecare (convex
sau neconvex) cu 5 laturi.

Sasearateca S<2P.
b) Fie P perimetrul si S suma diagonalelor unui poligon convex cu 6 laturi.

Sa se arateca S> %

Generdlizarea acestei probleme(vezi [2] ) apartine marelui matematician Tiberiu
Popoviciu. Tiberiu Popoviciu (n. 16 februarie 1906, Arad - d. 29 decembrie 1975,
Bucuresti) a fost un matematician, membru titular al Academiel Romane.A absolvit
cursurile Facultatii de Stiinte din Bucuresti, cu un doctorat sustinut la Paris (1933), apoi
cadru didactic la universitatile din Cernduti, Bucuresti si lasi. Tn 1946 este numit profesor
la Universitatea din Cluj (catedra de analiza matematica), intemeind aici — in 1957 —
Institutul de calcul al Academiei Romane (filiala Cluj), fiind totodata decan intre 1950 -

! Prof., Liceul cu Program Sportiv “lolanda Balas Sotter”, Buzau
e-mail: roxanastnc@yahoo.com
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1953. Prin staruintele lui, Tn 1959 se va relua publicarea revistei ,,Mathematica”. Tn anul
1948 afost ales membru corespondent a Academiei, iar din 1963 devi ne membru titular.

Generalizare. Fie P perimetrul si S suma diagonalelor unui poligon de n laturi.
n*-8
8

n>-9

- P, pentru n = par
Sase arateca S<

- P, pentru n = impar

Sa se arate ca daca poligonul este convex avem si:
s>"=3.p

2
Acesta problema a fost propusa de Tiberiu Popoviciu in G.M., Vol. XXXIX, pag. 288 cu
Nr. 4357, in anul 1933.Remarcabil este faptul ca aceasta problema a fost nerezolvata timp
de zece ani, solutia fiind data de autorul ei n anul 1 943.Numai Redactia R.M.T. poate sti
daca problema O.VI.211. aavut rezolvitori.
Tn continuare, vom particulariza generalizarea de mai sus pentru un poligon convex cu
numarul de laturi impar (Aplicatia 1.), respectiv pentru un poligon oarecare cu un numar
par de laturi (Aplicatia 2.).
Aplicatia 1. Fie P perimetrul si S suma diagonalelor unui poligon convex cu 5 laturi.
Sdsearateca S>P.
Solutie.Notam cu A, A,, A, A,, A, varfurile poligonului.Poligonul are 5 diagonale:

AALAALAA A A si AJA Se stie (sau se verifica usor ) ca suma diagonalelor unui
patrulater convex ABCD este cel putin egald cu suma a doua laturi opuse,

AC+BD > AB+CD

si pentru ca sa avem egalitate este necesar ca punctele AB,C,D sa fie pe o

dreapta.Luam acum cate doua diagonale consecutive si obtinem patrulatere convexe
pentru care avem relatiile:

AR+ AAZ AR +AA, AA+AA 2 AA +AA, AA+AA2AA+AAM
AA+AA 2 AA+AA, AA+AA 2AA+AA

de unde deducem, adunand membru cu membru

2S> 2P care demonstreaza relatia din enunt.Conditia sa avem egalitate este ca 3 varfuri
ale poligonului sa fie confundate intr-un punct a segmentului determinat de celelalte
doua varfuri.

Aplicatia 2.Fie P perimetrul si S suma diagonalelor unui poligon oarecare (convex sau
neconvex) cu 6 laturi.

Sase arateca S< 7—;

Solutie . Notam cu A, A,, A;, A, A, A, varfurile poligonului.Poligonul are 9 diagonale:
AALAAAALAAAAAA, st AALAALAA. Sa ne reamintim acum

proprietatea bine cunoscuta ca o latura a unui poligon este cel mult egald cu suma
ceorlalte laturi, egalitatea avand loc daca si numai daca toate varfurile sunt pe latura
consideratd (si nu pe prelungirile acestei laturi).In cazul nostru o diagonald subintinde
doua sau trei laturi consecutive .

VVom nota cu:
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SEAA +AA +AA+AA+AATAASES, = AA+AA+AA.
Cu proprietatea de mai sus obtinem:

AA < AA, + A A
AA < AA+AA
AR = AR A ; de unde rezulta prin adunare (1) S <2P;
AR < AA +AA,

AA < AA+AA

AR < AA+AA

Analog se obtin:

AA < AR+ AA +AA,

AA S AA +AA + AA,

AR < AA + AR+ AA

AR S A+ AA +AA

AR < AA + AA+ AN

AR < AA + AA +AA

Care adunate membru cu membru dau 2S, <3P < (2)S, < 37P ; Prin adunarea relatiilor

(1) si (2) tinand cont ca S=S + S, se obtine relatia de demonstrate, cu egalitate ca, n
afara de permutare circulara si de sens, punctele A, A,, A, A,, A, A, sa fie pe o dreapta

n ordinea crescatoare a indecilor iar primele 3 puncte precum si ultimile 3 puncte sa fie
confundate.

O problema analoaga, referitoare la limitele inferioare ale lui S in functie de P, afost
propusa de loan B. Florescu, in G.M. 7/ 1942, cu Nr. 5766 (vezi [2]).

Fie P perimetrul si S suma diagonalelor unui poligon oarecare cu n laturi .Sa se
demonstreze relatiile:

n-3 P, pentru n = impar
S> 44
n%' P, pentru n = par

Sa se determine in particular , poligoanele corespunzatoare egalitatilor.

BIBLIOGRAFIE

[1] Problema O.V1.211., Revista de Matematica din Timisoara, nr. 4/ 2008, pag. 45

[2]Neculai Stanciu, Generalizarea problemei O.VI.211. din RMT nr. 4 /2008 - RMT -
3/2009
[3] Gazeta matematica 1895 — 2007 (editia electronici)
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INEGALITATEA CEBISEV-VARIANTA INTEGRALA
Prof.RICU ILEANA
Grup Scolar Agricol,Rosiorii de Vede, Teleorman

Materialul prezinta teorema Cebasev -varianta integrala utila in demonstrarea unor
inegalitati integrale urmata de cateva aplicatii ale acesteia.

Teorema (Cebisev)
Fief ,g:[ab] Rdoua functii monotone.sa se arate ca:
a)Daca f si g au aceeasi monotonie,atunci :

a

b 1 b b
{ f(x)-g(x)dxzm[_[ f(x)dx]-@ g(x)de
b) Daca f si g sunt monotone de sens diferit,atunci:

[ 1(9-g(x)dx < lea[j f (x)dxMjg(x)de .

a

Demonstratie
Se poate considera ca f si g sunt monoton crescatoare.Din monotonia lui f si g se deduce

(F()-F(¥))-(9(0)-9(¥))20, (v)x<[a,b] de unde
F09-g()+f(y)-a(y)-f(x)}g(y)-f(¥)gkx)=0

Integram in functie de X pe [a,b] si se obtine :

J. x)dx—g yj x)dx— f ( '[g x)dx+ (b—a)f (y)g(y)>Ovyefb]

a

Integram Tn functie de X pe [a,b] si se obtine,notandy X :

b

—a)j!f(x)-g(x)dx—if (x)dx~fg(x)dx—_|tlf (x)dx~jg (X )x+ (b—a)fff (X }g (x dx= Ovxe pb ]

a

Si astfel avem T f(X)-g(x)dx > (b— a)ﬁ f (x)dx]- U g(x)de
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\/ COS X \/E
2

2
APLICATIA 1.Sa se arate ca: I 1+ 25|nx
2

Probleme de analiza matematica-Virgil Nicula-
Editura ALL EDUCATIONAL -Bucuresti 2002

Solutie:
0 foex 2 2

| = jﬂdx+jis.xdx=jx/cosx 1_. + 1. dx =
14279 L1+ 277 ) 1+275™ 1+25™
2

. (1)
2 Sinx

= 'f\/cosx 2 —+ 1S.nx dx = J'\/cos — dx I J/cos xdx
0 1+2 1+2 +2

Aplicam ineg.Cebisev(avem funcgla radical de ordin par strlct crescatoare pe {olzp,deci
2

2

2 x
J'\/cosxdx <L cosxdx:n—(sinx) 02:5(1—0):5
) 2 2 2 2

O t—n|a

3 n
Am gasit: jx/cosxdx<\f:> =f \/E
0 0
,[ _arcigx
X +X+a

APLICATIA 2.Fie | ( a> 0

a)Si se arate ca: | (1)< %(Z— In \/Ej

b)Sa se calculeze 1(2)

(Concursul,,Alexandru Cojocar u”-Roman)
Solutie:
a)Alegem functiaf :[0,1] R,f(x)=arctg x(este strict crescatoare pe[0,1]) si

9:[01] R,g(x)= v 1X . este strict descrescatoare pe[0,1] (pentru ca
+ X+

g'(x)<0,vxe[0,1]).Aplicamineg.Cebisev:

V3

1 1
JarCtg X = .([arctgx-%mdxz.c[arctgxdx j;dx (Z_I \/—j 5

X2+ x+1 X2+ x+1

Sa calculdm cele doua integrale de mai sus:
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1

J'arctgxdx = .(1[ X' arctgxdx = (X- arctgx)‘%, —ixziﬂdx = arctgl- O—%In‘x2 +1H(1) -

o
o

n 1 T
= _ZIn2=—-1In/2(1
4 2 ()
1 1
J' > 1 dx:j 1 zdx:zﬁ(arctgzx+lj‘é 2\E(arctg J_S—ardg ﬁ}:
o X~ +x+1 ( 1j2 [\/5] 3 J3
X+ | +| —
2 2
ZZ_ﬁ[z_sz 3
33 6 9

T

T _ | T
APLICATIA 3.S4 se demonstreze: Z(l—e 1) < je ¢ dXZ <In 2+§
0

Probleme de analiza matematica-Virgil Nicula-
Editura ALL EDUCATIONAL -Bucuresti 2002

Solutie:

4 4 4 a , ;

.[e_t@(dx:je‘t@‘.]dx:je‘t@‘ . 1+tg X :.[ g . :Ie‘x.idx:je‘x. idx

0 0 0 1+tg°x o 1+tgx L 1+ 1Y
S| i strict descrescatoare pe [0,1] (aplicam

ineg. Cestev)'

;‘;e 14X I ek ?d(_
=) =(e*—1)(aragl-ardg0)= (1——3%

X X 7T
Pe de alti parte avem: se stie ci €° 21+ X, Vxe R= €% >1+1tgx,Vxe {0, Z}

1)

1 1 —tgx

— < =X

e 1+tgx ~ 1+tgx

4 3 3

[ s [ oo | 2= Ta 2in2 (9

. €9 01+tgx 5 SINX + COSX 8 4

Sa demonstrim (2):notam cu | =[— > —gx sicu J=[——
SIN X+ COSX SIN X+ COSX

|+J= Ildx =X+C
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COSX sinx
1-d=[———d

=In|sinx+cosx| Prin fnsumare obtinem
Sin X+ COSX

21 =x+Injsinx+cosx|+C = | = %(x+|n$inx+cosx|)+c deci

TE
4 cosx 1(n
j X==| —+In
Sin X+ CoS X 2\ 4

sin™+cos—{- In|sin0+ cos0| | = —(—+I \/_) " Lin2
4 4 2 4
APL ICATIA 4.Fief : [ab] —R o functie crescatoare .Sa se arate ca :
b
j xf (x)dx =2

> _[f X JoX Olimpiade si concursuri scolare-clasele 9-12

a

Coordonatori:Dan Branzei,Marin Chirciu
Editura TIPARG-2006
Solutie: Functiaf fiind crescatoare prin ipotezasi functia de gradul intai x fiind
creﬁcatoare R,deci sl pe[a,b],conform inegalitatii Cebisev avem:

_[xf dx>ﬁbf(x)dx-ixdx:%a)(—22 I (x px =

g.ed.

Probleme de analiza matematica-Virgil Nicula-
Editura ALL EDUCATIONAL -Bucuresti 2002
Solutie:
Conform inegalitatii Cebisev avem:

b b 2
I%dx=j 1ol et | 1 =i[1arctg§
a(x2+a2) - X"+a” X" +a b-al:x"+a b-ala a

b 2
1 1 b ? 1 P 1 b-a
= —ZEarctg——arctglJ T o 2(h_a) arctga b | =2 arctg® ——
b- a a’(b—a) 1.P| @a(b-a) b+a
a

X+
Am folosit identitatea: a@rctgx + arctgy = arctg j,Vx,y eR
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APLICATIA 6.Fie f :R > R o functie monotona .Sa se arate cé oricare ar fi a>0,are

|oc:ZXf(f (x))dx >0

Olimpiade si concursuri scolare -clasele 9-122
Coordonatori:Dan Branzei,Marin Chirciu
Editura TIPARG-2006
Solutie:Din f monotona rezulta ca f o f este o functie crescatoare .Din inegalitatea lui
Cebisev vom avea:

a

(a—(—a))ixf (f (x))dxzif (f (x))dx- [ xdx e

—-a

jxr (1 (x))dxzz—laﬁ (1 (X))dx)( I ) dx]_ i qed

APLICATIA 7.Daca f: [0,1] —R este o functie continua pe [0,1] si exista
abe R astfel incat (a+b)f(1)=bf(0),atunci exista relat ia

U i (x)de < E+ b(a;j b)H[f ()T ax

0

1

1 2
1 :
Tn particular,dac f(0)+f(1)=0 ,atunci avem: U f (X)dX] Sﬁj[f (X)]zdx
0

0

Probleme de analiza matematica-Virgil Nicula-
Editura ALL EDUCATIONAL -Bucuresti 2002
Solutie:Din relatia
1
[(ax+b)- f'(x)dx=((ax+b) f (x))

0

=(a+b)- f (1)-b- f (0)—a.|1'f (x)dx=b- f (0)-b- f (O)—ajl'f (x)dx =
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DUf(X)dx]:iz[i(axm)f'(x)dsz<(cfineg(:ebisev) 1—2 ax+b) Zi
:F[(a+ b)3_b3]i(f'(x))zdx: [h wﬁ(f (%)) dx

Pentru a= -2b(adica f(0)+f(1)=0,deoarece b = 0),rezulta inegalitatea a doua.

g.e.d.
APLICA‘[IA 8

Lin(1+2x n 33
Aratai;lcaj 1232 )dXS&/é'n o

OLIMPIADA DE MATEMATICA-Etapalocal3, Brasov, februarie 2010-Clasaa XIl-a
Solutie: Tn demonstratie vom folosi inegalitatea Cebisev pentru functii de monotonii
diferite=

Jl-ln(1+ 2X

) h 1 (3 j T (3 j T 1 3 o\ T
" Hax < [In(1+2x)d d IN3-1 |—==| ZIn3-Ine | —== —(n33| = -
1+ 3x2 J n(1+2x) XI1+3x *=2" 3/3 2 ne=ine 33 z(n ne )36

0

1(”&) 3f z 3f
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NUMERELE COMPLEXE IN GEOMETRIE

Corneliu Manescu-Avram

Exista o literatura vasta consacraté acestui subiect , iar parerile sunt impartite : “traditionalistii”
pledeaza pentru pastrarea nealteratd a farmecului geometriei sintetice, pe cand “reformistii” scot
n evidenta legaturile cu alte domenii ale matematicii. Oricum ar fi, este cert c& metoda este
eficientd, aducand o anumita standardizare prin generalitatea ei. Fara a o fetisiza (numerele
complexe apar destul de tarziu Tn procesul educativ), trebuie sa recunoastem ca ea a fost, din
pacate, oarecum marginalizata lanoi. Nota de fata isi propune sa umple acest gol, aducand in
discutie cateva probleme selectate ca antrenament pentru pregatirea concursurilor ' si trei
teoreme clasice [”! . Alte probleme, inclusiv nerezolvate, pot fi gasite in ' . Primele referinte
bibliografice contin si suportul teoretic necesar.

Cercul circumscris triunghiului de baza din problema este cercul unitate, daca nu se specifica
altfel, ceea ce simplifica mult calculele. La unele probleme este mai avantajoasa considerarea
cercului Tnscris drept cerc unitate. Punctele si afixele lor vor fi notate, de regu 1a, cu aceeasi litera.
Alte detdlii vor fi date pe parcurs.

PROBLEME

1. (OM lug., 1990) Fie O si H centrul cercului circumscris respectiv ortocentrul triunghiului
AABC. Fie Q simetricul lui H fatd de O. Fie Ty, To, T3 respectiv centrele de greutate e

triunghiurilor ABCQ, ACAQ, AABQ. Sa se demonstreze ca AT; =BT, =CT3 = % OA.

2, Se considera triunghiul ABC si cercul sau circumscris S. Simetricele cercului fata de dreptele
AB, BC, CA sunt cercurile Sag, Ssc, Sca. Sa se demonstreze ca aceste trei cercuri au un punct
comun si s& seidentifice acest punct.

3. (OM K. Petersburg, 2000) Dreapta T este tangenta la cercul circumscris triunghiului
ascutitunghic ABC in punctul B. Fie K proiectia ortocentrului triunghiului ABC pedreapta T. Fie
L mijlocul laturii AC. Sa se arate ca triunghiul BKL este isoscel.

4. (TST lug., 1992) Se construiesc in exteriorul triunghiului ABC patratele BCDE, CAFG si
ABHI. Fie GCDQ si EBHP paralelograme. Sa se demonstreze ca triunghiul APQ este isoscel si

T
camr(«PAQ) = =

5. (Neuberg) Tntr-un triunghi in care una din Tn&ltimi este tangenta cercului circumscris, centrul
cercului celor noud puncte se afla pe latura opusa varfului din care pleaca acea inaltime.
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6. Fie ABCD un patrulater inscriptibil, P, Q simetricele punctului C fata de dreptele AB si AD
respectiv. Sa se demonstreze ca dreapta PQ trece prin ortocentrul triunghiului ABD.

7. Fie Wi\WLoWs un triunghi, Scercul sau circumscris si Aq, Az, As mijloacele laturilor [ WoW3],
[WsW1], [W1W5] respectiv. Prin punctul A; se duce o perpendiculara pe tangentain Wi laS. Sa se
demonstreze ca aceste perpendiculare sunt concurente si sa se identifice punctul de concurenta.

8. (OMP 2006) Punctul H este ortocentrul triunghiului ABC. Seiau punctele D, E, F pe cercul
circumscris triunghiului ABC astfel incét AD || BE || CF. Punctele S, T si U sunt respectiv
simetricele punctelor D, E, F fata de dreptele BC, CA si AB. Sa se demonstrezeca S, T, U, H
sunt conciclice.

9. Tntr-un triunghi, patrulaterul avand trei varfuri in mijloacele laturilor, iar a patrulea un picior
de Tnaltime este trapez isoscel.

10. (Barisien) Fie O centrul cercului circumscris, | centrul cercului inscris, G centrul de greutate
si H ortocentrul triunghiului oarecare ABC. Sa se demonstreze egalitatea :

IH? + 201% = 3(GI ? +20G?).

SOLUTII

1. Luam ca origine centrul O a cercului circumscristriunghiului ABC si ca unitate raza lui.
Notam cu literele mici corespunzatoare afixele (coordonatele complexe) ale punctelor respective.

Afixeevarfurilor A, B, C aetriunghiului sunt a, b, c € C, |a| = |b| = |c| =1, &fixul
ortocentrului H al triunghiului ABC este!™ h=a+ b+ ¢, afixul mijlocului unui segment este
media aritmetica a afixelor extremitatilor segmentului, afixul centrului de greutate al unui

triunghi este media aritmetica a afixelor varfurilor triunghiului, deci q=—h,3t;=b+c+q=
= —a Rezultd 3AT,=3|t; —a|=|3t; —3a|=|—4a|=4=40A.

Datoritd (din cauza?!) simetriei, celelalte egalitdti se obtin prin schimbare de notatie, asadar
AT, =BT,=CTs= zOA,

2. Seiaorigineasistemului de coordonate in centrul O a cercului Scircumscris triunghiului ABC
si ca unitate lungimea OA arazei acestui cerc. Varfurile triunghiului sunt deci A(a), B(b), C(c),

a,b,ceC,lal = |b| = || =1.Ecuatia cercului Seste zZ =1. Pentru a determina ecuatiile
cercurilor simetrice lui Sfata de laturile trunghiului este suficient sa aflam afixele centrelor

acestor cercuri, deoarece prin simetrie lungimile se pastreaza, deci razele acestor cercuri sunt
egalecu 1.
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Ecuatia generald a dreptei in complex este ! az+ @z +a=0, @ e C, a € R, piciorul

. . . o o . aAzZg— A Zg—Qa .
perpendicularel din punctul de afix z, pe aceasta dreapta are afixul z; = , deci

simetricul punctului de afix z, fatd de aceasta dreapta are afixul z, =2z —z =

Dreapta BC are ecuatia ! z+ bcZ =b + ¢, proiectia punctului O (0) pe aceasta dreaptd este

b+c
mijlocul laturii [ BC], cu afixul — deci simetricul Oy a punctului O fata de aceastd dreapta

are afixul o; = b + c. Ecuatia cercului Sgc estedeci [z — b —c| = 1 si ortocentrul H(h) a
triunghiului ABC, h=a+ b+ c, apartine acestui cerc, deoarece |h —b —c|=|a|=1. Lafel se
demonstreaza ca punctul H se afla pe cercurile Sag Si Sca -

Nota. Aceasta este configuratia Titeica : daca se dau cercurile Sag, Sgc Si Sca , CU razele de
aceeasi lungime R si punctul H comun, atunci cercul circumscris triunghiului ABC are razade
lungime R, iar punctul H este ortocentrul triunghiului ABC (problema piesel de 5 lei).

3. Cercul circumscristriunghiului ABC este cercul unitate, ecuatia tangentei T laacest cercin

punctul B este™ kZ + bz =2, proiectia K aortocentrului H(h), h=a+ b + ¢, al triunghiului ABC

bh-bh+2 (a+c)(ac—b?)+2abc
2b - 2ac

|2b-a 2abc —-b?(a+c)

—a—c|
2 KL=] | 2ac

pedreapta T are afixul k= . Mijlocul L & laturii AC

atc
areafixul | = ——, deci BL=|b —{|=

|2ac-ab-bc| |2b-a —c]|
B 2 B 2

. Rezultd BL = KL, deci triunghiul BKL este isoscel.

4.Fie A e C, || = 1. Rotatia de centru M (m) si unghi arg A este definitd prin z = m+ A (z — m).

Se noteaza cu j afixul punctului | si se obtine :

d—c=i(b—0, e—b=—i(c—b),
f—a=i(c—a), g—c="i(a—0),
h—b=i(@a—b), j—a=—"i(b—a).

Un patrulater este paralelogram daca si numai daca mijloacele diagonalelor lui coincid, deci
g=d+g—c=c+i(b—a), p=et+h-b=b+i(a—c).

Rezulta AP=|p —a =|c—a+i(b —a)|[,AQ=|q —a|=|b-a+i(a —c)|=|—i|AP=

q—a

p—a

NI

= AP, deci triunghiul APQ este isoscel. Avem si =1i,deci m(LPAQ) =argi =

3
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5. Fie ABC triunghiul considerat, inscris in cercul unitate zZ = 1, deci A(a), B(b), C(¢), |a| =

= |b| =|c| = 1. Latura BC are ecuatia z+ bcZ = b + c, indltimea din A are ecuatiaz —a =

at+b+c

=bc(Z — a),centrul cercului Euler are afixul e = si apartine laturii BC daca si numai

dacd e + bce = b + ¢, conditie echivalentd cu a®+ bc = 0. S& aratdm cd aceasta ultima conditie
este echivalenti cu conditia din enunt. Tntr -adevar, tangentain A la cercul circumscris are ecuatia

z+a‘Z = 2asi ea coincide cu Tnaltimea din A daca si numai dacd a®= — bc.

6. Se ia raza cercului circumscris patrulaterului ca unitate si originea in centrul acestui cerc, deci
afixele varfurilor patrulaterului sunt a, b, c,d € C, |a| = |b| = |c| = |d| = 1, ortocentrul h al

triunghiului ABD are afixul h=a+ b + d, dreptele AB si AD au respectiv ecuatiile
z+akZ=a+b, z+adZ=a+d,

afixele punctelor P si Q sunt
p=a+b—akC, g=a+d—adC,

iar punctele H, P, Q sunt coliniare daca si numai daca

h h 1
p P 1]=0
7 q9 1
< . . . o . p—h ab+cd
Scadem prima linie din liniile a doua si a treia i aratam ca numarul m= q—h _ ad+bc este

real, adicd m= 1. ceea ce se verifica simplu. Determinantul este nul (liniile a doua si a treia sunt
proportionale), deci punctele H, P, Q sunt coliniare.

7. Luam ca unitate cercul S, deci afixele varfurilor triunghiului sunt wy, Wa, Ws, [W1| = [W2| =
= |wz| =1, iar ecuatia cercului Seste7Z = 1. Avem si 2a; =W, + W3, 2a; = W3 + Wy,

2az = wy+ Wy, Tangentain W, la Sare ecuatia W; z+ w; Z = 2, perpendicularaprin A; pe
wi,
aceasta tangenta are ecuatia z — a1 = o (Z — @), dec
1

W2 P (W2+ W3)(W2W3 —W%)
Z— W1 47— = .

2W2W3
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Se verifica simplu ca aceasta dreapta trece prin centrul cercului Euler a triunghiului W,\WoW5, d
w1 + %) + W3
2

carui afix este ! e= . Datorita simetriei, rezultd ca si celelalte doua drepte trec

prin acest punct.
8. Avem h=a+ b + c. Coeficientul unghiular al dreptel AD este egal cu ad, deci dreptele AD,
BE, CF sunt paralele daca si numai dacd ad = be = c¢f = m, undem € C, |m| = 1. Ecuatia dreptei

BCeste z+bcZ =b + ¢, deci simetricul Sa punctului D fata de dreapta BC are afixul s=

- abc . . abc abc
=b+c—bcd=b+c— — .Smilaravent=c+a— —,u=a+b— — . Punctde S T,
m m m

U, H sunt conciclice daca si numai daca biraportul lor (st u h) estereal. Avem

h_u—s h—t_b a—-c m+ac
(stuh)= “a b-c m+bc

u-t h-s

si se verificd simplu egalitatea (s t u h) = (st uh), avand in vedere egalitatile 8@ = bb = cC =
=mm=1.

9. Triunghiul ABC este inscrisin cercul unitate zZ = 1, deci daca afixele varfurilor sunt a, b, c,
a+b b+c c+a

2 ' 2 ' 2"
sunt linii mijlocii in triunghi, deci sunt paralele cu laturile triunghiului. Raméne deci sa aratam ca

- - - - ~ w - - - w - - a+b+C - abc - - -
distanta dintre piciorul inaltimii din A, al carui afix este EEee— mijlocul laturii AB, de

atunci mijloacele laturilor au respective afixele segmentele care le unesc

exemplu, este egala cu jumatate din lungimea laturii AB, adica

atb+c—abc a+b |a =D

2 2 2

ceea ce se verifica simplu.

10. Pentru a evita ambiguitatea radicalilor de ordin 2, al caror semn este nedeterminat in
complex, ludm cercul circumscris drept cerc unitate si a® b? c? afixele varfurilor triunghiului.
Celelalte puncte au atunci afixele ¥ ;

a’+b?+c?
0=0, i=—ab-bc —ca, h=a*+ b*+ ¢? g= —
Expresiile sunt simetrice, deci pot fi exprimate in functie de polinoamele simetrice fundamentale
, uz-2v v
u=a+b+cv=ab+hbc+ac,w=abc. Avemi=— v,h=u“-2v,g= 3 ,u=$ V=
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u u _ v 2u vi-2uw _ v¢-2uw
=— 1=—— ,h= —5— —=———,§= ———— . Avem de demonstrat astfel
w w w w w 3w
identitatea
2w —vf + 2vP) = i + v + 2 — 20, )

Folosim egalitatea | z|? = zZ, z e C, inlocuim cu expresiile de mai sus, elimindm numitorii si

reducem termenii asemenea. Membrul stang este
AJw? —v)(W? —uw) + 2uvw] = 2(W?v? — v3 — udw + 3uvw),
iar membrul drept este
W+ v)(w* + uw) + 2(w? —2v)(w? —2uw) =3W*v? — v® — udw+ 3uvw)

Am obtinut aceeasi expresie, deci identitatea (*) este adevérata.
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INEGALITATEA LUI WIRTINGER
de CANTEMIR ILIESCU "

Articolul de fata prezintd o demonstratie a inegalitatii lui Wirtinger folosind
notiuni elementare de Calculul Variatiilor. Autorul a particularizat anumite proprietati
mai generale, pentru caarticolul sa fie accesibil si elevilor de clasaa 12 -a.

1. Rezultate de baza.
1.1.Ecuatii diferentiale liniare, omogene de ordinul al doilea.
Sunt ecuatiile de forma
y'+a-y'+b-y=0, a,beR Q)

Sa observam ca daca y,, Y, sunt solutii ale ecuatiei (1), atunci y=C,-y,+C,-y, este
solutie. Cu substitutia y:eMX)dx ecuatia (1) devine V' =—-v®*—av—b (ecuatie Ricatti) si
dacd v(x)=r, obtinem r*+a-r +b=0 (ecuatia caracteristica).

(i) Daca solutiile r,, sunt numere reale distincte atunci y=C,-e**+C,-e**, unde C,, C,

constante reale.
(i) Dacd r,=r,=r, y=C,-€"+C,-x-€*=(C,+x-C, }-e™.

(iii) Daca r,, = A £i-p sunt numere complexe, atunci cu v(x)=A—p-tg(ux+C) avem

y= ejv(x)dx _ @hrinoos(uxC)C’ _ S anx COS(HX+ C )= . (Cl' cospx+C,- Sin px ) _
Observatie ( formulele lui Euler? ). Interesant de vidzut ci pentru ecuatia
y"+y=0,cu y(0)=0, y'(0)=1, obtinem pe de o parte cu (iii) y=sinx, iar pe de alta

parte cu (i) y:%(e‘x—eix) , de unde sinx=%(eix—e‘x). Dacé schimbam conditiile,
i i

adicd y(0)=1 si y'(0)=0 obtinem cosx=%(eix+eix). Din cele doud relatii prin

" Profesor, Colegiul Tehnic Dimitrie Dima.

2 Leonhard Euler (n. 15 aprilie 1707, Basel, Elvetia - d. 18 septembrie 1783, Sankt Petersburg, Rusia) a
fost un matematician si fizician elvetian. Leonhard Euler este considerat a fi fost forfa dominanta a
matematicii secolului al 18-lea si unul dintre cei mai remarcabili matematicieni si savanti multilaterali ai
omenirii. Alaturi de influenta considerabild pe care a exercitat -0 asupra matematicii si matematizarii
stiintelor stau atat calitatea si profunzimea, cat si prolificitatea extraordinara a scrierilor sale, opera sa
exhausiva (daca ar fi publicatda vreodatd) putand cu usurinta umple 70 - 80 de volume de dimensiuni
standard.
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adunare, respectiv scadere rezultd €* =cosx+isinx si €™ =cosx—isinx. Pentru x=m
se obtine €" =-1.

1.2.Lema fundamentala a calculului variatiilor.

Lema ( Lagrange® ). Dacd ¢ :[a,b] >R este o functie continud cu proprietatea
ca pentru orice functie n:[a,b]>R, n eCZ([a,b]), cu n(a)=n(b)=0, satisface

b
conditia j(p(x)-n (x)dx=0, atunci ¢ (x)=0, pentruorice xe[a,b].

Demonstratie. Presupunem prin reducere la absurd cd ¢ =0, deci existd
& e(a,b) astfel incét ¢ (&) 0 sau fard a restrange generalitatea ¢ (£)>0. Cum ¢ este
continud existd G =(&,,&,) o vecinatate a lui & astfel incat ¢ (x)>0, vxeG.
4 4
Construim  m (X):{(X;éo) (x=¢,) 'Xeg_ Se observd cd 1 eCZ([a,b]),
y XE

N(&)=n(&)=0, deci suntem 1in conditiile din enuntul lemei si atunci
b

&1
0= J-(p (x)n (x)dx = J.(p (x)m (x)ix>0 (deoarece n (x)>0,Vx e G), contradictie.
&o

a
2. Inegalitatea lui Wirtinger®.

Sa se arate ca

Iy oo (2 o

pentru orice functie y e C?([a,b]) cu proprietatea y(a)=y(b)=0.

Demonstratie. Consideram integrala

% Joseph-Louis Lagrange (in italiand Giuseppe Lodovico Lagrangia; n. 25 ianuarie 1736 la Torino - d. 10
aprilie 1813 la Paris) a fost un matematician si astronom italian, care a adus numeroase contributii Tn
matematicd si mecanica, fiind considerat cel mai mare matematician al secolului al 18 -lea. La 19 ani obtine
un post la catedra de matematica la Scoala Regala de Artilerie din Torino. Tot aici si -a publicat primele sale
lucrari din domeniul ecuatiilor diferentiale si calculului variational.

¥ Wilhelm Wirtinger (15 iulie 1865 — 15 ianuarie 1945) matemtician austriac. S-a nascut in orasul Ybbs an
der Donau si a studiat la Universitatea din Viena unde a obtinut doctoratul Tn 1887. Wirtinger a fost
influentat de Felix Klein cu care a studiat la Universitatea din Berlin si la Universitatea din Gottingen.
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31y1= (7 —k-y]x. y@) = y(B)-0 @

2
(care poartd numele de functionalda), unde yeCz([a,b]) si am notat k:(b7T j .
-a

Cautam curbele care minimizeaza functionala (2). Presupunem cd y realizeaza minimul
functionalei (2). Fie n eCZ([a,b]), n(a)=n(b)=0. Congtruim y=y+e-m si

presupunem ¢ >0 suficient de mic astfel incat y sa se afle Tntr-o vecinatate a functiei y
si notam

CD(s):J[y} [y+em]= [ y'+em') —k-(y+em )}dx:

D C— T

2
=&

(~kn )dx+2sj n'—k.y.n}jx+.kf[(y’)2—ky2}dx.

D C— T

® (&) admite minim pentru £ =0, deci ®'(0)= cil(D =0. Derivand @ nraport cu ¢
€ e=0
b b

obglnem P '[ k-nz)dx+2j(y'-n '—Kk-yn )jx , deci

dq) b integrare prin parti

@' (0)="—| =2[(y'n—k-y- -
0)="; y {(yn y-n Jx
b n(a)=(b)=0 B
:2y’-n|2—2j(y"+k-y)-ndx = —Zj(y"+ k-y)ndx .

b
Din @'(0)=0, rezultd j(y”+k-y)-ndx:0 si din lema lui Lagrange obtinem

ecuatia diferentiald y”+k-y =0 cu ecuatia caracteristicd r*+k =0, de unde r,=di Jk
deci curbele care minimizeaza functionala (1) sunt de forma:

yzclcos\/Ex+Czsin\/Ex.

Din conditiile y(a)=y(b)=0 obtinem sistemul

Clcos\/Ea+Czsin«/Ea:0
Clcos\/Eb+Czsin\/Eb:O '
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Determinantul matricei sistemului este

cosvkasinvkb—sinvkacosvkb =sin [\/I?(b—a)J:sin {é(b—a)}zo .

Daci cosvka=0, aunci _a 2+l keZ, adici b_2K+3 e

b-a 2’ a
2k+3

a 2k+1’
b—ba: o deunde cos+/kb=0. Cum implicd C, =0, avem y, = C, cosvkx.

Y, minim al functionalei J[y], atunci rezultd J[y]>J[y,]=0. intr-adevar
b b
I[Y,]= j(kcf sin? Jkx—kC 2 cos? vkx )jx = —kC;” [ cos2kxdx =

iZsin\/Excos\/Ex
2k

b
:—kClz = 0 .

Dacé cosvka#0, notém C,=C si C, = —CM, deci
cosvka

C

Yo =msin[\/i(x—a)]:ésin[\/lz(x—a)} .

b
=0.

a

I[yo]= kézicos[zﬁ(x—a)}dx: kC’ ﬁsin[zx/f(x—a )}

Tn concluzie, J[y]:i[(y')z—k.yz}dxz J[y,]=0.

Observatie. Demonstratia data provine din demonstratia teoremei lui Euler, o
teorema mai generalda, in care se foloseste regula lui Leibniz (integrald) (vezi
http://en.wikipedia.org/wiki/Leibniz_integral_rule), regula de derivare a unei functii
compuse cu mai multe variabile:

Daca y(x) este 0 curba ce realizeaza o valoare extrema a functionalei
b
J[y(x)}=IF(x,y(x),y'(x))1Ix, y(a)=A, y(b)=B, atunci are loc ecuatia

diferentiala oF _dfoF =0
oy dx\oy'


http://en.wikipedia.org/wiki/Leibniz_integral_rule

Revista Electronica Matelnfo.ro | SSN 2065 — 6432 Septembrie 2010

Bibliografie

[1] Elsgolts, L.E., Differential Eqations and the calculus of variations, Mir Publisher,
Moscow, 1970.

[2] Brunt, Bruce van, The calculus of variation, Springer, 2004.

[3] Krasnov, M.L., Makarenko, G.I., Kiselev, A.l., Problems and exercisesin the
calculus of variations, Mir Publishers, Moscow, 1975.



Revista Electronica Matelnfo.ro ISSN 2065 — 6432 Septembrie 2010

L otfi Asker Zadeh -

parintele matematicii fuzzy

I ntroducere

Matematica fuzzy a prins contur in a doua jumatate a secolului XX, dupa publicarea de
catre Lotfi A. Zadeh a primului articol de matematica fuzzy, in 1965. Acest articol a generat
multe cercetari si implicit a dus la fondarea unor ramuri noi in matematicad. Matematica fuzzy
poate fi privita ca o paralela a matematicii clasice sau ca o prelungire fireasca a acesteia, dar
n majoritatea situatiilor este consideratd o matematica nou si foarte modernd. Tn matematica
fuzzy gasim modele demne de urmat atat in tara noastra, cum ar fi: Gal G. Sorin si Ban I.
Adrian (profesori la Univesitatea din Oradea, la catedra de Matematicd), dar si n strainatate:
Lotfi A. Zadeh, De Luca, Edyta Mrokwa si multi altii.

In acest studiu m-am oprit asupra bibliografie si cercetarilor stiintifice ale lui Lotfi A.
Zadeh, deoarece el este considerat "parintele matematicii fuzzy". Prin activitatea sa de

pionerat a deschis noi orizonturi in mateamtica si nu numai. Rezultatele care s-au obtinut, mai
alesn ultimii ani, pornindu-se de lateoriafuzzy, sunt uluitoare.

Matematica fuzzy, ale carei baze au fost puse totusi recent, este foarte raspandita n
lumea cercetatorilor. Tn momentul de fatd 15 reviste de matematica au in titlul lor notiunea de
"fuzzy" si in jur de 15000 de articole au fost publicate pe acestd tema. Tn Japonia 2000 de
oameni de stiinta sunt implicati in studiul matematicii fuzzy. Prin acesti oameni de stiinta
Japonia au proiectat rapid incorporarea logicii fuzzy in designul echipamentelor eletronice si
electrocasnice. Aceste produse au fost vandute de firme ca Panasonic sau Quasar, numai intre
anii 1991-1992 s-au vandut echipamente care aveam incorporata tehnologia fuzzy de peste un
milion de dolari. Conceptul este mai popular in pronuntie japoneza decét in cea americana, cu
toate ca in japoneza termenul suna mai mult "fudgy" decat "fuzzy".

Cresterea interesului pentru aspectele teoretice ale numerelor fuzzy manifestat in
ultimii ani este in legatura cu necesitatea de a modela expresiile lingvistice ("multe”, "cateva",
"cel putin®, si altele) si apare in diferite arii stiintifice datorat judecatii umane sau reprezetarii
finite a numerelor Tn calculator. Numerele fuzzy sunt o uneltd care se foloseste cu succes in
arii stiintifice ca: problemele de decizie, stiinte sociale, teoria controlului, ect. Potentialul
numerelor fuzzy este cunoscut si recunoscut in aplicatii. Practic, rezultatele obtinute de
numerele fuzzy sunt mai bune decat cele obtinute prin metode clasice. Studiul este directionat
spre: operatii asupra numerelor fuzzy si proprietati, reprezentdri ale numerelor fuzzy,
ordonarea numerelor fuzzy, masuri de fuzzificare, redefinirea numerelor fuzzy, aproximarea
numerelor fuzzy.
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Evolutie Tn plan stiintific

Lotfi Asker Zadeh este matematician si informatician de renume mondial. El este profesor
de informatica la Universitatea din California, la Berkeley.

El s-a nascut in 4 februarie 1921, la Baku, Tn Azerbaijan cu numele Lotfi Aliaskerzadeh
(sau Askar Zadeh), avand o mama, fiziciana, de nationalitate rusd si un tata azerbaijian,
jurnalist Tn Iran. Zadeh a crescut in Iran pana la varsta de 10 ani, si a studiat la Liceul Alborz.
Dupa liceu a dat examene de admitere la universitate si a fost al doilea pe tara, apoi a urmat
cursurile laUniversitatea Tehran, in inginerie electrica.

Tn timpul celui de al doilea rizboi mondial, in anul 1944, s-a mutat in Statele Unite ae
Americii. Tn 1946 si-a luat Masteratul la Institutul de Tehnologie, din Massachusetts, iar in
1949 si-a dat Doctoratul in Columbia si a Tnceput sa predea teoria sistemelor. El a lucrat la
Berkeley incéd din 1959. Lotfi A. Zadeh a lucrat la Universitatea California din 1963 pana in
1968. Pana in anul 1965 Zadeh si-a centrat cercetarea spre teoria sistemelor si analiza
problemelor de decizie, In teoria controlului. Tn 1965 a publicat cercetarile despre matematica
fuzzy cu detalii despre teoria multimilor fuzzy. Dar de atunci aria sa de cercetare se indreapta
spre teoria multimilor fuzzy si aplicatiile ei in inteligenta artificiala, lingvistica, logica, teoria
controlului sau retele neuronale. Tn 1973 a publicat , Teoria logicii fuzzy”. Tn prezent
cercetdrile sale sunt indreptate spre logica fuzzy, calculul cu cuvinte si mai nou dezvoltatea
calcului de precizie si percepere a limbajului natural.

Dr. Zadeh a construit o matematicd cu multe aplicatii practice. Pentru rezultatele
remarcabile obtinute Zadeh a fost recompesat cu diverse premii, cum ar fi: Premiul Honda,
acordat de Fundatia Honda (1989), Citatia Berkley, din partea Universitatii California (1991).
Tn 1992 Zadeh a fost recompesat de IEEE cu Medalia Richard Haming "Pentru contributiile
in informaticd, incluzand conceptualizarea multimilor fuzzy". Tn 1993, Dr. Zadeh a primit
Medalia Rufus Oldenburger de la Societatea Americana de Inginierie Mecanica "Pentru
contributiile in teoria sistemelor, teoria controlului, n teoria multimilor fuzzy si aplicatiile Tn
inteligentd artificiald, lingvisticd, retele si sisteme neuronale.” El a fost deasemenea
recompensat cu Premiul Grigore Moisil pentru cercetari fundamentale, si cu distinctia "Cea
mai buna aparitie" acordata de Conferinta Second International de teorie si tehnologie fuzzy.
Tn 1995, Dr. Zadeh a primit Medaia de onoare de la IEEE "Pentru pioneriat in dezvoltarea
logicii fuzzy si a multiplelor sale aplicatii." Tn 1996, Dr. Zadeh a fost recompensat cu Premiul
Okawa "Pentru contributiile Tn informatica prin dezvoltarea logicii fuzzy si a apilcatiilor sale™.
Tn 1997, Dr. Zadeh a primit Medalia B. Bolzano Medal de la Academia de Stiinte a Republicii
Cehe "Pentru cercetarile din matematica fuzzy". Tn 1998, Dr. Zadeh a primit Medalia Edward
Feigenbaumd de la Societatea International’ de Sisteme Inteligente. Tn 2000, a primit Medalia
Mileniului de la IEEE; un premiu pentru pionerat n sisteme fuzzy, dar si multe medalii sau
premii care sa rasplateasca si sa recunoasca contributiile matematicii fuzzy th multe ramuri
ale stiintei. Tn 2001, a primit Premiul ACM 2000 Allen Newell contributiile la dezvoltarea
inteligentei artificiale prin dezvoltarea logicii fuzzy.
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Dr. Zadeh tine doctorate in: Universitatea Paul-Sabatier, Toulouse, Franta; Universitatea
State din New York, Binghamton, NY; Universitatea Dortmund, Germania; Universitatea din
Oviedo, Spania; Universitatea din Granada, Spainia; Universitatea Lakehead, Canada;
Universitatea din Louisville; Universitatea Baku, Azerbaijan; Universitatea Silesian
Technical, Gliwice, Polania; Universitatea din Toronto, Canada; Universitatea din Ostrava,
Republica Cehd; Universitatea Central Florida, Orlando; Universitatea din Hamburg,
Germania; Universitatea din Paris, Franta.

Dr. Zadeh este autorul a doua sute de articole a catorva editoriale si a 15 jurnale. El este
membru in: Advisory Board, Fuzzy Initiative, North Rhine-Westfalia, Germania; Advisory
Board, Fuzzy Logic Research Center, Universitatea Texas A&M, College Station, Texas,
Comitetul Advisory , Centrul de educatie si cercetare in sisteme fuzzy si inteligentd
artifiaciala, lasi, Romania; Institutul international pentru studiul sistemelor; Societatea
internationalda de retele neuronale; este presedinte de onoare Asociatiei biomedicale a
sistemelor fuzzy din Japania si este membru Tn Asociatia spaniola pentru tehnologie si logica
fuzzy.

Studiul principalelor rezultate

"Fuzzy Sets'

Tn acest articol "Fuzzy sets' Zadeh a definit multimea fuzzy. Fiecare multime fuzzy
este caracterizatd de o functie caracteristica care sa ataseze fiecarui punct al multimii un
numar real din intervalul [0,1]. Elementul neutru este caracterizatd de notiunea de multime
fuzzy vida. Tot aici, ca o paraleld la matematica standard, este defintd complementara unei
multimi fuzzy si notiunea de submultime. Deoarece definirea unor elemente nu are sens daca
cu ele nu se poare opera, Zadeh a introdus operatiile cu care se lucreaza asupra multimilor
fuzzy. Aestea sunt reuniunea si intersectia. Reuniunea a doua multimi fuzzy este vazuta ca
fiind maximul dintre functiile carecteristice corespunzatoare celor doua multimi. Pentru
maxim se poate folosi si operatorul logic de disjunctie or. Intersectia dintre doua multimi
fuzzy a fost definita ca fiind minimul dintre functiile caracteristice ale multimilor fuzzy.
Zadeh a dat si o interpretare geometrica acestor doua operatii. Pe langa operatiile logice pe
care le-am prezentat mai sus, Zadeh a introdus operatiile algebrice asupra multimilor fuzzy.
Aceste operatii sunt: produsul algebric, suma algebrica si diferenta absoluta. Produsul algebric
dinre doua multimi este definit ca fiind produsul dintre functiile caracteristice corespunzatoare
celor doua multimi fuzzy. Au fost introduse suma si diferenta absoluta a doua multimi fuzzy.
Toate aceste rezultate sunt demonstrate riguros matematic

" Fuzzy logic"

Un alt rezultat care a fost un punct de pornire pentru cercetarile din anii urmatori a
fost articolul "Fuzzy logic and aproximate reasonins’, publicat Tn 1975.
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Din acest articol, Zadeh pornind de la notiunile binecunoscute din logica matematica
introduce notiunile matematice elementare pentru a defini logica fuzzy. Aceastd ramura a
matematicii este derivata din teoria multimilor fuzzy. Aceastda matematica a fost creata cu
rolul de a aproxima mai de graba decat de a deduce niste rezultate din logica matematica
clasica.

Logica fuzzy poate fi vazuta ca o aplicatie a teorie multimilor fuzzy in lumea reala, fiind
rezultatul unor probleme complexe. Deseori este confundata cu teoria probabilitatilor. Este
foarte interesant de urmarit modul in care a fost introdusa aceasta ramura matematica. Logica
fuzzy este denumitd "logica imprecisa" si nu pentru ca logica fuzzy ar fi mai putin precisa
decét logica matematicda. Logica fuzzy lucreaza cu metode matematice, organizate si este
fnruditda cu concepte imprecise, iar cel mai interesat este ca in cazul logicii fuzzy exista
posibilitatea aplicarii rezultatelor in viata de zi cu zi. Logica fuzzy din 1975 si pana azi are un
alt fel de exprimare a impreciziei. Lotfi Zadeh a argumentat cd este diferitd de teoria
probabilitatii, dar nu o Tnlocuieste. Logica fuzzy se aplica cu succes Tn probleme de inteligenta
artificiald. Probabil ca in viitorul apropiat scalaritatea si complexitatea sistemelor fuzzy va
depinde tot mai mult de implementarile din teoria logicii fuzzy.

Logica fuzzy ne da posibilitatea de a reprezenta si de a rationa cu cunostinte comune,
formulate Tn limba natural, motiv pentru care si-au gasit aplicabilitate Tn multe domenii.
Logica fuzzy este valoroasd pentru aplicatiile in controlul automat, unde este extrem de
dificil, iar uneori chiar imposibil de rezolvat un sistem de control traditional. Modul in care
termeni si reguli imprecise se pot prelucra cu ajutorul calculatorului in limbaj aproape natural,
dau acestei ramuri a stiintei o mare deschde si 0 crestere exponentiala.

Aplicatii ale logicii fuzzy

Si pentru ca am discutat despre faptul ca logica fuzzy se aplica cu succes In problemele
reale sd amintim cateva aplicatii. Teoria logicii fuzzy da rezultate extraordinare Tn: procesarea
imaginii digitale, jocuri video care folosesc inteligenta artificiala, programe pentru masini de
spalat si alte aparate casnice, microprocesoare, €etc.

Prof. Adriana Brandas

Liceul Teoretic ,,Mihai Veliciu”, Chisineu-Cris, jud. Arad



