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NOTA MATEMATICA

ASUPRA UNOR PROBLEME DE CONCURS (l11)

Corneliu Manescu-Avram

1. Consideram triunghiul oarecare ABC si fie AD si AM inaltimea, respectiv mediana
corespunzatoare laturii [BC], iar BR bisectoarea unghiului ABC, unde R € (AC). Sa se arate ca
— 2
S v2-—1
arg _ (v2-1)

daca AP = AQ, unde{ P} = AD N BRsi {Q} = AM N BR, atunci < .Sase
SABC 2

precizeze cand are loc egalitatea.
(25 — 31.01.2010, Cristina Paula Nica, Nicolae Nica)

FieT proiectia varfului A pe bisectoarea BR. Daca inlocuim conditia AP = AQ din ipoteza cu
PT =KkTQ, k € (0, o), iar restul ipotezei ramane neschimbata, atunci se obtine concluzia

— 2
SAPQ < (\/2—1) (k+1)
SABC 4

. Demonstratia este asemanatoare :
Alegem un reper cartezian cu originea’in punctul B si dreapta BR ca axa a absciselor. Daca
m € (0, oo) este coeficientul unghiular a dreptei AB, atunci ecuatia dreptei AB este y = mx,

ecuatia dreptei BC estey = — mx, deci A(a, ma), C(2c, —2mc), unde a, ¢ € (0, o). Rezulta
M(c, — mc). Sa determinam abscisele punctelor P si Q. Coeficientul unghiular a unei

1 1
perpendiculare pe dreapta BC este egal cu ponl deci ecuatia dreptei AD este y — ma = o (x —a),

) ) . Y—IM
deunde, pentru y = 0 se obtine xp=(1— n12)a. Ecuatia dreptei AM este Y-V =
X~ Xm . o ytmc  x—cC : 2ac oo .
= m , deci matme- a—c Pentru y = 0 se obtine Xg = Ttc (deci pozitia punctului

Q nu depinde de marimea unghiului B).

Punctul T(a, 0) satisface PT = kTQ daca si numai daca xp + kxo = (1 + K)xr. Se obtine n? =
(c-a)k
cta

(1) . E clar c& trebuie s3 avem ¢ > a, deci 0 < m< VvX.

Ariile celor doud triunghiuri sunt, tindnd cont si de (1) :
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1 a ma 1

L X4 Ya < ltla=m»a o 1y - ma?(c—a)(k+1)
Swpq = S|Xp e || = |3 2ac || = 2(atc) )
Xg Yo 1 s 0 1
e Ya 1 Ja ma 1
Swec = |3|¥B VB 1] = 7|0 0 1|| = 2mac.
Xc Ye 1 2c —2mc 1
.oa . SAPQ X(l—X)(k+1)
Cu notatia o T Xse obtine Sipc 2(x+1) (2).

Consideram funcia £ (0, 1) > R, f (3 =~ p s - TRl
onsideram functia f: (0,1) > R, f (X) = TR ervatae f (X) = (x+1)2 este
pozitiva pe (0, V2 — 1), se anuleazd In xo = V2 — 1 si este negativa pe (v2 — 1, 1), deci xo este

k+1 (v2- 1)(k+1)
punct de maxim al functiei f, astfel ca in (2) valoarea maxima este Tf( Xo) = p

ceea ce demonstreaza inegalitatea din enunt, cu egalitate numai dacd x = xo = v2 — 1.

2. Existd o constantd m e (0, o) astfel incat inegalititile R > mvS = (l + \/ﬁ)r sa fie adevarate
Tn orice triunghi dreptunghic? (Notatiile sunt cele uzuale).

(2 —8.08.2010, Corneliu Manescu-Avram)
Varianta tridimensionald este urmatoarea :
FieV volumul, R raza sferei circumscrise si r razasferei inscrise intr-un tetraedru

. . N v3 5 v3-1
tridreptunghic. Sunt adevarate inegalitatile R = - VeV = )

r.

Daca O (0, 0, 0), A(a, 0, 0), B (0, b, 0), C (0, 0O, ¢) sunt varfurile tetraedrului, unde a, b, ¢ €

€ (0, o), atunci punctul M 51315 aste centrul sferel circumscrise, deci R= —

Din 6V = abc si inegalitatea dintre media aritmetica si media geometrica, rezulta prima
inegalitate din enunt.

Punctul N (r, r, r) este centrul sferei inscrise ; scriem ca el se afla la distanta r de planul (ABC)
si obtinem

r r._ r r
| tot -1 ~ ab+bct+ca—va2b2+b2c?+ c2a?
r T 11 deci r = 2(a+b+c)
a2t etz
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Lasam cititorului demonstratia celei de -a doua inegalitati din enunt.

3 Sa se arate ca oricum am lua n + 2 puncte pe o suprafata plana convexa Sdearien, cun
natural, n > 1, exista cel putin trei dintre ele care formeaza o suprafata triunghiulara de arie mai
mica sau egala cu 1.

(23 — 29.08.2010, Constantin Telteu)

Se poate extinde aceasta afirmatie la spatiul tridimensional :

Fie V o multime din R convexa si mérginitd de volum v si P o multime de n + 3 puncte din V
Cu proprietatea ca oricare trei puncte nu sunt coliniare si oricare patru puncte nu sunt coplanare.

v
Exista atunci patru puncte in P care sunt varfurile unui tetraedru cu volumul cel mult egal cu -

Tntr-adevar, multimea V este marginita, deci existd un plan cu proprietatea ca toate punctele din
P sunt de aceeasi parte a planului. Deplasam acest plan dupa o directie paraleld pana cand mai
intalneste Tnca un punct din P, apoi 1l rotim n jurul dreptei determinate de cele doud puncte pana
cand mai intalneste un al treilea punct din P. Repetadm operatia cu alte directii si obtinem in final
un poliedru cu fetele triunghiulare , care are varfurile printre punctele din P, celelalte puncte din
P fiind interioare poliedrului. Acest poliedru este convex, deoarece este intersectie de semispatii
si este interior lui V, deci volumul lui este cel mult v.

Unim fiecare varf al unei fete a poliedrului cu punctul cel mai apropiat de fata respectiva si
repetam operatia pana cand epuizam toate punctele din P. Obtinem astfel tetraedrele Ty, T, ...,
Ty, careau varfuriledin P si care au in comun cel mult un varf, o muchie sau o fata. Presupunem

v
ca volumul vol(T;) > o pentruoricei € {1, 2, ..., n}. Avem

v
v=vol(V) Zvol(TiU T, U ... UT,) =vol(Ty) +vol(Ty) +... +vol(T,) >n- = =V

<

contradictie. Rezultd ca existd i € {1, 2, ..., n} pentru carevol(T;) < ot

4. Sa se arate ca daca ay, ay, ..., @, (N € N, n = 3) sunt numere reale strict pozitive si
(a+ a3+ ..+ ap)? > n—lat+ ad+ ..+ ay),
atunci oricare trel dintre aceste numere pot fi lungimile laturilor unui triunghi.

(6 — 12.09.2010, Corneliu Manescu-Avram)

Proprietatea poate fi extinsa la patrulaterul inscriptibil :
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Dacd a;, &y, ..., an (N € N, n = 4) sunt numere reale strict pozitive si

(@?+ a3+ ..+ a2)?> n—2)(af+ az+ ..+ ab),
atunci oricare patru dintre aceste numere sunt lungimile laturilor unui patrulater inscriptibil.
Pentru n = 4 afirmatia rezulta din urméatoarea
Lema. Fie a4, a;,as, a, numerereale strict pozitive. Urmétoarele afirmatii sunt echivalente :
a) exista un patrulater inscriptibil cu laturile de lungimi aq,a; as ay ;
b) (af+ aj+ a3+ af)* +8aaaa,> z(af+ a3+ ai + af) ;
C) A1+ 0y > |A3 — Ay|, A3+ Ay > |Gy — Ay,

DEMONSTRATIE : @) = b). Fie Sariapatrulaterului inscriptibil cu laturile de lungimi a4, as,

az Qas5i2p=a, + az+ asz+ a, perimetrul sau. Din formulalui Brahmagupta

s= J(p-a)(p-2,)(p-a)(P-a,),
rezulta
165%=(af + a5+ a5+ a?)? +8ayazaza, —2(af + a3 + a3+ a$) >0;
b) = ). Avem (af + a3 + a3 + a3)® + 8a,aza3a,— z(af + a; + a3 + ay) =
= (—aq4t+atazt+a,)(a, —a,+az+a,)(a;+a, — az+ ay)(a; + a,+az—a,) >0.

Presupunem ca toti factorii sunt negativi si obtinem prin adunarea lor 4 p < 0, contradictie.
Presupunem cé doi factori sunt negativi, de exemplu, primii doi si obtinem p rin adunarea lor

2(as + a4) <0, contradictie. Rezulta ca toti factorii sunt pozitivi, deci @y + dz>az — ay,

a; +a; >a, — as deunde a; + a; >|as — a4l sisimilar se obtine cealaltd inegalitate.

¢) = &) Construim un cerc cu lungimea razei

(ayax+azay)(aiaz+aaz)(aa,+azas)

R= \/(—a1+a2 +az+ay)(a;—az+az+ay)(aq+a,—az+ay)(aq+az+az—ay)

si demonstrdm ca exista un patrulater Tnscrisn acest cerc avand laturile de lungimi a;, a,, ag au.
Existd un patrulater articulat (cu lunginile laturilor constante, dar cu masurile unghiurilor
variabile) cu varfurilein punctele A, B, C, D, cu lungimile laturilor AB =1, BC = @z, CD = as,
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DA = ay i cu diagonala AC =e € (0, mir(a; + a,, az+ ay)), conform ipotezei. Deformam
acest patrulater pana cand obtinem

_ (aqaztazay)(a,a,+azaz)

6'2
ad, +a3a4 '
_at+a3-e? a3+a?-e? .
deci + =0, deunde cos B + cos D =0, astfel ca patrulaterul ABCD
2a1a2 2a3 ay

este inscriptibil, avdnd doud unghiuri opuse suplementare. Din cos B + cos D = 0 se obtine

at+a3 —a3 —a?

2(ajaz+asay) ’

cosB =

iar din e= 2R sin B se obtine valoarea prescrisé a lui R.

Nota. Ultima implicatie este un caz particular al unui rezultat clasic : Daca exista poligoane cu

laturile de lungimi date a1, a, ..., a,(n = 3), atunci exista printre ele un poligon inscriptibil si
acesta are aria maxima (Gabriel Cramer, 1704 — 1752).

Pentru n = 5 demonstrdm afirmatia folosind inegalitatea dintre media aritmeticd si media
patratica :
(h—2)(af+ a3+ ..+ a}) < (@ + a5+ + a2)?=

+a? 2
iy a4 aﬁ) <

_ (a%+ ai+aZ+ aﬁ._l_ a+as+a?
2 2

2
a+ ai++ai+ aﬁ) n (a%+ ai+ai+ a3

<(n —2)[( . : )2+ at+ ..+ aj|

Simplificam, reducem termenii asemenea si obtinem
2(at+ ai + ai + ap) < (a®+ ai+ ai+ a2)?

Avem Tnsa
(a®+al+a?+al) < (a’+ai+al+al) +8aaaa,,

deci existd, conform lemei precedente, un patrulater inscriptibil cu laturile de lungimi @, , @z, as,
a4 Cum expresiile din enunt sunt simetrice, rezulta ca proprietatea ramane adevérata pentru
oricare patru dintre numerele a4, a;, ..., an.

CATEDRA DE MATEMATICA, GRUPUL SCOLAR DE TRANSPORTURI - PLOIESTI

E-mail : avr am050652@ahoo. com
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Raportul izoperimetric

Prin raport izoperimetric a une figuri plane ( figurd determinatd de o curbd simpla inchisa
e ety - A P . . .
rectificabild) se intelege raportul I unde A este aria figurii geometrice si L este perimetrul

figurii(lungimea conturului) . Sunt foarte multe probleme interesante legate de acest raport
izoperimetric. Tn continuare vom calcula raportul izoperimetric pentru cateva figuri geometrice si
vom studia variatia raportului izoperimetric al poligoanelor regulate in functie de numarul de

laturi si ce se intdmpla cu raportul izoperimetric atunci cand numarul de laturi tinde la infinit.

2
Raportul izoperimetric al cercului este Az - LZ _1
L (zn R) 4r

2

c
Raportul izoperimetric al triunghiului dreptunghic isoscel : = 2 5= 1
sorodz]  2(6+4N2)
123
Raportul izoperimetric al triunghiului echilateral : AZ: 4 5 :ﬁ
L 3) 36
: . : y A 17 1
Raportul izoperimetric al patratului  — = 5=
L™ () 16
Raportul izoperimetric a poligonului regulat cu n laturi
stinz:
n-
2 1
7 [ 7 O
| (n-ZRsinj
n

Pentru poligonul regulat cu (n+1) laturi, raportul izoperimetric este :
A 1 T

" 4(n+1) °nsl
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Consideram functia f(x) = x-ctgx, XE(O, %j Avem f’(x)zé-w< 0,Vxe (O%)

Sn” X

rezulta ca f este strict descrescatoare.
ﬁz:if(lj<if(n_ :%
L, 4 \n) 4n n+1l) L,

%< AE”, de unde rezulta ca raportul izoperimetric creste odatda cu numarul de laturi ale
n

n+1

poligonului regulat.

Iim% = Iim4i- cth: 4i (raportul izoperimetric a cercului) .
n—o0 n n—oo n n TT

Prof. grad |
Gherasa loan-Doru

Colegiul ,,Henri Coanda” Bacau
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POLINOAME INVERSABILE

Prof. Antohe Florin
Scoala Nichita Stinescu Galati

Definitie: Fie A un inel. Un element x din A se numeste nilpotent daca exista
ne N astfel incat x" = 0.

Definitie: Fie A un inel. Un element x din A este inversabil dacad existd y in A
astfel incat xy=yx=1.

Lemd : Tn orice inel comutativ , suma dintre orice element inversabil si orice
element nilpotent este un element inversabil.

Demonstratie :

Fie acA astfel incat a® =0(peN).

Din (1-a)l+a+a’+a’+..+a"")=1-a" rezultd ci 1-aeste inversabil.

Cum —aeste nilpotent , iar 1+a=1-(-a) rezulta cad 1+aeste inversabil.

Fiexe A un element inversabil si y inversul sa u.

x+a=x+1-a=x+(xy)a= x+ x(ya)= x(1+ ya) este inversabil. (deoarece U(A) este

grup).
Elementele nilpotente ale unui inel comutativ A se afla printre diferentele 1-x ,
xe U(A).

Teorema : Fie A un inel comutativ si :

f =a,+a,X+a,X?+...+a,X" unpolinomdin A[X] , grad n=0.
Atunci f este inversabil in A[X] daca si numai daca a, este inversabil in A si
a,,a,,...,a, sunt nilpotentein A.

Demonstratie :
Daca a, este inversabil in A, e raméane inversabil si in A[X]. Daca a, este

nilpotent in A , atunci a, X este nilpotent in A[X] , asadar polinomul a, +a, X este
inversabil. Daca a, este nilpotent Tn A , atunci a,X? este nilpotent in A[X] ,
asadar a, +a, X +a,X? esteinversabil Tn A[X].
Continuand rationamentul , obtinem ca daca a,,a,,...,a, sunt nilpotente in A si
a,esteinversabil in A , atunci f este inversabil.
Reciproc, presupunem ca polinomul f este inversabil si fie:

g=hb, +b X +..+b,X™ inversul sau.
Din fg=1 rezulta :



b, =1

ab, +a,b, =0

b, +ab, +a,b, =0
a,,b,+a, b, ,+ab,,=0
a,,b,+ab, , =0

ab,=0

Inmultind penultima relatie cu a, rezulti: a b a +a’b ,=0 si de aci
a’b_,=0.

Tnmultind antepenultima relatiecu a_.® obtinem: a ’b_, = 0.

Continuand procedeul obtinem: a ‘b, ., =0 (k=1) si, infinal a,™'b, = 0.
Tnmultind ambii membri ai acestei relatii cu a, obtinem a ™ =0, adicid a este
nilpotent. Polinomul a, X" fiind nilpotent , rezulta ca :

f-a X"=a,+a,X+..+a X" este inversabil ( si are gradul mai mic decat

gradul lui f).
Continuand acest rationament inductiv ajungem la concluzia ca a,,a,,,..,a,,a,

sunt nilpotentein A. Din ayb, =1 rezultd ca a, esteinversabil Tn A.

> N

Definitie :  Functia ¢,:Z — Z, definita prin ¢,(x) —Xx se numeste surjectia
canonica alui Z peinelul Z .

Teoremi : Tn inelul Z_, n>1, elementul X este inversabil daca si numai daca
(x,n)=1.
Demonstratie : Daca (x,n)=1 si y=x+kn , keZ , atunci (y,n)=1. Daca X este

inversabil in Z ,, atunci 3 %eZn astfel Tncét x z=z x=1=> xz=1+kn pentru un
anumit k din Z. Deci xz-kn=1 rezulta (x,n)=1.
Reciproc , daca (x,n)=1, atunci exista a,b din Z astfel Tncét ax+bn=1. Aplicand

ANAN ANRAS AN ANAN A A

surjectia canonica rezultd ¢(ax+bn)=¢()=> ax+bn=1=ax=1=x este
inversabil inZ .

Consecinta :

Inelul Z ,, n>1, contine atatea elemente inversabile ca te numere naturale mai mici
decét n si prime cu n exista , adica ¢(n) elemente, unde ¢ :N— N este functia lui
Euler.



Daca n= p," p,”*...p, ", unde p,, p,,..., P, Sunt numere prime, atunci :

o(n) - nﬁ[l—ﬂ

Teorema: FieneN, n=p," p,*2...p,"*, P1, Pyse-r P SUNE NUMEre prime,

_n

PPyPy

Pentru a demonstra aceasta teorema se demonstreaza lema urma toare :

Lema: Fie n=p™p,"*...p."*, ( p, sunt prime, distincte de o, naturale) si x din Z.
Urmatoarele afirmatii sunt echivalente :

Numarul elementelor nilpotentedin Z, esteegal cu B(n) =

1) JaeN cu x" =0(mod n) (adica X este nilpotentinZ ).
2) X este multiplu de p,p,...p,-

Demonstratialeme :

1= 2. Daca x"=0(mod n), atunci x" se divide cu n si de aici rezultd ca x" se
divide cu fiecare p,,i=1k si cum p, este prim rezultd ci x se divide cu p,.
Deoarece p,, p,,., P, Sunt numere prime distincte, rezultd ca x se divide cu
produsul p,p,...p,-

2=>1Fie x=,p,..p, , Se€Z. Noténd cu a=maxa, rezulta :

I<i<k

a-a . a-a, a-ay

x*=sp ..p.° =ns*p, = x*=0(mod n) si astfel lema este

demonstrata.

Din aceasta lema rezultad ca numarul elementelor nilpotente din Z, este egal cu
numarul multiplilor de p,p,...p, din multimea {0,1,2,...,(n-1)}, sau este ega cu
numarul multiplilor de p,p,...p, din multimea{1,2,...,n} , deoarece ncasi 0, este
multiplu de p,p,...p, - Acest numar este :

P Py

n a1 oy,—2 o -1
BpN)=————=p" P " P
pppc
Aplicatii :
1.Fie A multimea polinoamelor de forma :
f=ag+a X+.+a XPa =0, fez[X] care au proprietatea ci sunt

inversabilein Z  [X].
Atunci numarul elementelor multimii A este egal cu ¢ (n)(B(N))"*(B(n) -1).



2. Fie B multimea polinoamelor de forma :
f= afo+ §1 X +..+ al XP, feZ[X],cugradul lui f<p si f este inversabil in Z  [X].
Atunci multimea B are un numar de elemente egal cu ¢ (n)(B (n))°.

Solutie : Se aplica 1 si se observa ca nu mai este necesara conditiaca a, = 0, deci

afp ia B(n) vaori distincte.

3. Fie p un numar prim si k un numar natural , k=1. Sa se determine numarul
polinoamelor inversabile, degrad < n din inelul Zpk[X].

Solutie : Din p numar prim rezulta ca numarul elementelor inversabile din Zp".

este: o(p*) = pk(l—%J = p**(p-1) , iar numarul elementelor nilpotente este :

k

B(pk)=%= p“.

Rezulta ca numarul elementelor inversabil e din Zpk[X] esteegal cu :
o(p*[B(p* )" = P H(p-2p**) = (p-Dpl .

4. Fie M multimea polinoamelor f din Z [ X] si f inversabil Tn Z, ;[ X].

Sa se determine numarul elementelor multim ii daca:
a) gradul lui f<4 ;
b) gradul lui f=4 ;

Solutie : Numarul elementelor inversabiledin Z,[X] esteegal cu:

1Y, 1 12
18)=181-~|1-2|=18.2. 2 —6.
¢(18) 8( 2)( 3] 2’3
18

Numarul elementelor nilpotente este : 3 (18) =53 3.

a) Numarul elementelor multimii M este egal cu ¢(18)(B (18))*= 486.
b) Numérul elementelor multimii M este egal cu o(18)(B (18))°(p (18)-1) = 324.

5. Sa se determine numarul polinoamelor inversabile, degrad <5, din Z ,,,[X].

Solutie : 343=7°, numarul elementelor inversabiledin Z ,,, esteegal cu :

(7% = 73(1—%) =7%.6



Numarul elementelor nilpotentedin Z ,,, esteegal cu :
3
Py = =7,
Rezulta ca numarul polinoamelor, de grad <5, din Z,,,[X] esteegal cu :
o(7*)p(7*) =7%-6-(72) =6.77
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Motto:
“Viataasta-1 bun pierdut
Cand n-o traiesti cum ai fi vrut! “

George Cosbuc

Un agoritm genera pentru ridicareala
putere a matricelor de ordinul 2

NECULAI STANCIU?

Abstract. Square matrices can be multiplied by themselves repeatedly in th e same way
that ordinary numbers can. This repeated multiplication can be described as a power of
the matrix. The article presents a method for power two of matrix.

Keywords: matrix multiplication

MSC: 15-XX, 11C20, 15A24 .

1 Prof. , Sc.”George Emil Palade”, Buziu
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Dacd Ae M, (C) iar k e Nse pune problema de a gasi elementele matricei A"

Astfel de probleme sunt propuse adesea la examene, concursuri sau in reviste de profil.In
cele ce urmeaza indicam un algoritm general destinat re zolvarii(rafinarii) acestei
probleme pentru n= 2.

ab
Daca A= (c dj , pentru gasirea elementelor matricei A" (vezi
[3],[4],[5],[6])se parcurg urmatoarele trei etape :
a.Se rezolva ecuatia caracteristicd, det(A—Al,)=A%—tr(A)A+D =0,

(unde tr(A)=a+d,D=det(A)=ad—-bc) si se determind spectrul matricei A
(multimea valorilor proprii ale matricei A), ¢, = {xl,xz}c C.

Ay — A
S L R
b. Senoteaza v, =< A, -\,
™, =4

c. Seaplica formula (1) A" =v,A-Dv,,l,,neN.

Demonstratie.Se procedeaza prin inductie dupa n.Deoarece A,,A, (vaorile proprii ale
matricei A) sunt radacinile polinomului P(A) = det(A—Al,) =A* —tr(A)A + D, rezultd
Vo, =0,v, =1V, =tr(A), deci formula (1) este verificata pentru n=1si de asemenea
pentru n=2.Presupundnd ca formula (1) este adevarata pentru primele n numere
naturale, gasim
A" =v A’ -Dv, A=V (tr(A)A-DI,)-Dv_,A= (v tr(A)-Dv,,)A-Dv,l, =V
ceea ce completeaza demonstratia formulei (1).
Urmeaza ca in numerele urmétoare ale revistei electronice Matel nfo.ro sa vin cu :

e unagoritm pentru n= 3;

e 0 metoda generala relativ ,,noua”, si

o aplicatii practice.

A-Dv,I,

n+l
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Cateva probleme rezolvate
prin_metoda analitica

Prof. Laura Radu
Colegiul Tehnic de Alimentatie si
Turism ,,Dumitru Motoc”, Galati

Geometria analitica sau geometria carteziana reprezinta o modalitate de abordare a geometriei cu
gjutorul algebrei. Atasand figurilor geometrice sisteme de axe de coordonate, acestea vor put eafi definite cu
ajutorul ecuatiilor sau inecuatiilor, iar rezolvarea problemelor se vaface agebric.

Problema 1l

Fie ABC un triunghi oarecare. Sa se arate ca ortocentrul H, centrul de greutate G si centrul O
al cercului circumscristriunghiului ABC sunt coliniare (dreapta lui Euler) .

Demonstratie:
Construim Tnaltimile AD si BE , medianele AM si BN si mediatoarele segmentelor BC si AC . 1n planul

triunghiului fixam un reper cartezian cu centrul n punctul D si drept axe de coordonate se aleg dreptele BC
si AD.

v

B(b;0) D(0;0) M C(c;0) X
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Tnaltimea AD are ecuatia x =0 . Calculdm panta dreptei AC: m,. = Ye “Ya__2 si stiind ca BE L AC

Xe = Xa

s c
rezulta ca mg. =—.
a

Se determind ecuatia inaltimii din B : y—Ozg(x—b) < ox—ay-bc=0.

v oA v

Se intersecteaza inaltimile AD si BE si se determina coordonatele ortocentrului .

=0
X = H(O;—Ej.
cx—ay—-bc=0 a

Aflam coordonatele centrului de greutate :
Xy, +Xg+ X b+c

XG

3 3 = G(—bJrC;E].
y _YatYetYc _2 3 3
¢ 3 3

Aflam coordonatele punctului O .

Coordonatele mijloacelor segmentelor BC si AC sunt: M [bLZC;OJ s N(%%) .

Mediatoarea OM are ecuatia : X = bLZC .Stiindca m,. = _a ,ON LAC, rezulta ca my, = ©
c a

Atunci ecuatia mediatoarei ON este : y—% = E(x—gj = 2cx-2ay+a’-c*=0.
a

Intersectam cele doua mediatoare si obtinem :

b+c
x=-1¢ a’ +bc (b+c_a2+bc]

2 = >
2cx—2ay+a’-c*=0 a

2
Deci , avem: H(O;—%Cj , G(ﬁ;gj S O(E;a +bc] .

2 2a

3 3 2 2a
Deoarece
o -2y
a

b+c a 1_b+c~a2+bc_E.b+c_gb+c bc b+c _

3 3 3 2a a 2 3 2 a 3
b+c a’ +bc 1

2 2a

3a a

3

a 2

_b+c(a2+bc ch b+c(bc aj_b+c.a2—2bc+b+c_2bc—a2_

2 2 3a 3 2a

(b+c)a? - 2bc + 2bc - a?)
6a

=0
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rezulta ca punctele H, G si O sunt coliniare .

Problema 2

Fie ABCD un patrulater situat in planul o . Sa se afle locul geometric al punctelor M din
planul o cu proprietatea cd MA?+ MC?=MB?+ MD?. Discutie .

Solutie: y C(ca)

Consideram un sistem de axe de coordonate
nplanul a, cuorigineain A iar AB D(d;e)
axa abscisglor .

Avem A(0,0), B(b,0), C(c,a) si D(d,e) .
Fie M(x,y) un punct din planul a ,
punct care apartine locului geometric .
Calculam :

MA? = x* +y? , MB? =(x-b)’ +y?
MC? = (x—c)* +(y—-a)’si >
MD? = (x—-d)* +(y—e)’ A(0,0) B(b:0) x

Deoarece M verifica conditia din enunt, rezultd ca :

y

x*+y*+(x=c)f +(y-a) =(x=b)* +y* +(x-d)* +(y-€)° =
X*+y?+x*—2cx+c? +y*—2ay+a’=x"—2box+b*+y? + x* —20x+d’ +y* - 2ey+€° &
2b+d-c)x+2(e-a)y+(a®+c?—b>-d?—€’)=0 .

Se observa ca locul geometric al punctelor M este o dreapta .

Discutie:
* Daca e=a (AB//CD)si b+d—-c=0,atunci locul geometric este o dreapta paralela cu axa Oy si are
. b*+d?-c?
ecuatia Xx=———— .
2(b+d-c)
* Daca b+d-c=0 si e= a obtinem o dreaptd paralela cu axa Ox si de ecuatie
b? +d? +e? —a® - c? (b+d)* —2bd +€? —a® - c? e’ —a’ - 2hd
— sau y — au y =
2(e-a) 2(e-a) 2(e-a)

* Dacd b+d-c=0si e=a ecuatiadevine 0=-2bd, b=0.
Pentru d = O locul geometric se reduce la multimea vida .

3
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Pentru d =0 rezultd b = c, patrulaterul ABCD va fi dreptunghi iar locul geometric cautat
vafi tot planul a .

Problema 3

Fie inegalitatile y—x<1, y+x<1si y>x*-1.Sa se determine perechile de numere reale
(x,y) pentru carey este maxim sau minim .

Solutie:

Fie multimile A= {(x y)e R?/y—x-1< O}, B= {(x y)e R?/y+x-1< 0},
C={xy)eR*/x*-y-1<0}.

Reprezentam grafic cele trei multimi .

Multimile A si B sunt doué semiplane iar C este interiorul parabolei y= x> -1,

Multimea AnBnC este suprafata bordati de segmentele MN, MP si arcul de parabold y = x* —1 pentru

xe[-1;1] , impreuna cu frontiera .
Punctul (x;y) € AnBnC pentru care y este maxim este M(0;1) iar pentr u care y este minim este V(0; -1) .
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Problema 4

Se da un cerc Csi o dreapta oarecare A. Fie M un punct mobil pe cerc si N piciorul
perpendicularel din M pe A. Secerelocul geometric al punctului I, mijlocul segmentului MN.

Solutie:
Alegem centrul cercului caorigine asistemului de axe de coordonate, perpendiculara din centru pe dreapta

A ca axa Ox, iar ca unitate de masura ludm raza cercului. Consideram punctul A(2a;0) ca fii nd intersectia
dreptei A cu axa Ox si x=2a va fi ecuatia dreptei A.FieM(o; ) punctul mobil al cercului C. Atunci avem:

a’+p%=1. (1)
y A
Tn acest caz avem N(2a, B ), iar coordonatele A
punctului | vor fi date de I N
2a+o .
X=———si y=p. (2)

Ecuatia locului se obtine eliminand pe a si f
ntre relatiile (1) si (2):

Ax—a)’+y*-1=0 (3) O A
care reprezinta o elipsa cu centrul in A(a;0),
axamare paralelacu dreapta A si egala cu
diametrul cercului, iar axa mica jumatate din
axamare.

Xv

Dreapta A poate avea orice pozitie fatd de cerc, ea poate trece chiar si prin centrul cercului.
Elipsa isi pastreaza forma si marimea , schimbandu -si numai pozitia in functie de distanta dreptei A
fatd de centrul cercului.
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Problemab5

Fie AB un diametru al unui cerc de centru O si M un punct mobil pe acest cerc. Tangenta in
M taie tangentele duse prin A si B respectiv in punctele C si D. Se cere locul geometric al punctului |
carereprezinta intersectia diagonalelor AD si BC ale trapezului ABDC.

Solutie:
Atasam cercului un sistem de axe ortogonale

cu origineain centrul cercului iar axa absciselor
fiind dreapta suport a segmentului AB.

Alegem ca unitate de masura raza cercului. M
Ecuatia cercului este :
x*+y*=1. (1) D
Dacd M (a, ) este punctul mobil de pe cerc, I
atunci avem: PPt
a+p?=1, 2)
iar tangenta la cerc dusa prin punctul M are ecuatia : ’
axX+py-1=0, 3

obtinuta din ecuatia cercului prin dedublare.
Cele patru varfuri aletrapezului vor fi:

ALO), B(-10), C(L—lga] , D[—l—l};a j .
Ordonatele punctelor D si C s-au determinat
din conditia de apartenenta a acestora la
tangenta dusa prin M la cerc (inlocuirea absciselor n rel atia (3) ).
Coordonatele punctului I se obtin din intersectia dreptelor BC si AD.

AD: 1%y 2y—1+—a =0
B B
BC: ]'__OLX_ 2y+ ].—_(X =0
B B
42
Rezolvand sistemul format din cele doud ecuatii , obtinem X=o si y= ! 2; (4)

Deci I(x,Yy) = I(oc,l_zgzj .

Eliminand o s B din relatiile (2) si (4) rezulta :

2 1-x? i 2.,2 2 4 2 2(,2 2 2
X+ > =1 <o 44Xy +1-2x"+x"-4y° =0 & 4X (x —1)+(x —1) =0 <
y

6
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2
= (x2 —1)(4y2 + X° —1): 0 © x*+4y*-1=0 < XZ+ y? :% , ceea ce reprezintd ecuatia unei

elipse.
2

. . . . X 1
Asadar, locul geometric al punctului | este elipsa de ecuatie " +y*= 2

Problema 6

Se dau doua drepte a si b, perpendiculare una pe alta si doua puncte A si B situate pe dreapta
b. Dintr-un punct P luat pe dreapta a se duc dreptele PA si PB. Se cere sa se afle locul punctului de
intersectie a dreptei PB cu perpendicular ape PA dusa prin punctual A, cand P descrie a.

Solutie:

Se alege dreapta b ca axa a absciselor si dreapta a

ca axa a ordonatelor, pe care luam punctele A(a;0), a
B(b;0) si P(O;A), A fiind un parametru variabil.

Ecuatia dreptei PA este:

a(y-21)+ix=0, (1) Ya
ceaadrepte AM, M fiind un punct a locului, este:
Ay =a(x—a) (2
iar ecuatia dreptei PB: P
b(y-1)+Ax=0. 3

Eliminand parametrul A ntre ecuatiile (2) si (3) se
obtine imediat ecuatia locului:

ax’ +by* —a(a+b)x+a’h=0. (4
Aceasta ecuatie reprezinta o conica cu ce ntrul Tn mijlocul
segmentului AB si avand pe [AB] ca axa mare sau M
transversa, dupa cum conica este o elipsa sau o hiperbola.

<Y

O A B
Ecuatia (4) poate reprezenta:
|. Elipsa, cand avem a>0, b>0 sau a<0, b<0, adica atunci cand punctele A si B sunt

de aceeasi parte adreptel a

I1. Hiperbola, cand a>0, b<0 sau a<0, b>0, adica atunci cand A si B sunt deoparte si de
ataadrepte a
Caz particular: hiperbola este echilatera cand a = -b, adica atunci cand a trece prin mijlocul
segmentului AB.

[11. Parabold, in cazul in care dreapta PB este paralela cu axa Ox, deci b — + oo . Ecuatia acestei

parabole este y* = a(x—a).
IV. O dreapta : axa Ox sau axa Oy, dupa cum punctul A, respectiv punctul B, coincide cu originea.
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Motto:

’Ce urma lasa soimii'n zbor ?
Ce urma pestii'n apalor ?
Safii ca muntii devoinic,

Ori cat un pumn safii de mic,

Cararea mea s -atuturor
E tot nimic! “

George Cosbuc

TEOREMA BEATTY
&
O EXTINDERE A UNEI PROBLEME DE
CONCURS

RoOXANA MIHAELA STANCIU?
&

NEcCULAI STANCIU?

M atematicianul american Sam Beatty apublicat in [1] urmétoarea problems:
“Daca a este un numar irational, atunci sirurile  m(l+a),m=212,..5i
n(l+a™),n=12,...sunt disjuncte, dar reunite contin un numar si numai unul din fiecare
interval (k,k+1),k=123,...”

! Prof., Liceul cu Program Sportiv “lolanda Balas S otter”, Buzau
e-mail: roxanastnc@yahoo.com
2 Prof., Scoala “George Emil Palade”, Buzau


roxanastnc@yahoo.com
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Problema a fost rezolvatd de Ostrowski si Aitken n [3] iar apoi generalizatd de Lambeck
si Moser in [2].La adresa [5]se gésesc liber doua variante de demonstratie a teoremei

Beatty.Mai tarziu, a mai fost generalizatd de Holshouser si Reiter pentru sirurile de
functii continue (vezi [4]).Prezentdm mai jos ultima varianti a d emonstratiei (2006) care

se poate consulta liber la adresa [6].
Teorema Beatty.Dacda abeR-Q astfel ncét §+%=1 si (a,),,=na,

(b,)., =nb atunci exact un element din {(a,) _,}u{b,) .} se géseste in intervalul
(N,N+1).

: « , - n
Demonstratie: Observam ca a,#b,(in caz contrar na=mb=b=1+—eQ,
m

contradictie).Vom demonstra ¢ ¥N >1, exact un element din {(a,)_,}u{(b, )., se
gaseste n intervalul (N,N +1).Fie N >1 si notam cu S(N) numarul elementelor din
{a,}u{b,} mai mici decat N.

a,<Nona<Ne n<§.Deci exista {%} demente din {a,} ma mici ca Nsi
analog [%} dementedin {b, }.Din relatiile:

N [N} N
—-1<|—|<—
a a a

N N N
—=1<|—|<—
b [ b} b
adunate membru cu membru obtinem :

N-2<S(N)<N= S(N)=N-1.Rezultd c& numarul elementelor din {a }uib,}
aflate in intervalul (N, N +1) este S(N +1) — S(N) =1.

Teorema Beatty.O varianta( [5]).

Daci r,seR-Q astfel incét 1.1 si. A=[nr].,, B=[ns].,, aunci A si
r s

B realizeaza o partitie a mulimii N”.
Demonstratie.
|.presupunem prin reducere la absurd cd 3j>0,jeN,k,me N" astfe inca
j <kr<j+1lrsRQ

je AnB=> { , . = ca nu avem egalitati, deci
J<ms< j+1 =0

j<kr<j+1 i j+1 . j+1

J_ J, S P S J e m<1*2 care adunate membru cu membru
j<ms<j+1 v r S S

dau j<k+m< j+1, contradictie(nu putem avea un numar natural intre doua

numere natural e consecutive).

I1.presupunem prin reducerelaabsurd j ¢ Asi j ¢ B.Deci 3j >0, j € N,k,me N’
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kr < j
j+1<(k+Dr
ms< |
j+1<(m+1s
avem egalitati.Rezulta:

astfel incat , deorece j =0, iar r,se R—Q- n precedentele nu

k<l
r
kr < j i
J+1
j+l<(k+nr |y <kt o
_ = ) care adunate membru cu membru dau k+m< j si
ms< j med
j+1<(m+Ds S
J—Jrl< m+1
s

j+1<k+m+2.Rezultd k+m< j <k+m+1, iarasi contradictie.
Din 1. si Il. teorema este demonstrata.
Teorema Beatty.Alta varianta( [5]).

Dacd r,se R-Q astfel incit 1.1, si. A=[nr].,, B=[ns].,, aunci A si
r s

B realizeaza o partitie a multimii N*.

Demonstratie.
j

Se determind pozitia acupata de fractiile T Si E (j,ke N") asezate in ordine

crescatoare pe axa numerelor reale pozitive.

. s k
Se observa ca 1 * —.

r S

In caz contrar Jj,k e N* astfel Incét .

k r
r s

S0 ash o s1er-Q i
s ks r
% € Q;, ceea ce este imposibil.Deci nu exista doua numere care sa ocupe aceiasi pozitie.
Pentru orice % J) numere astfel ncat %s% Si [?} numere astfel Tncét
<3 Rezultd deci ca pozitia lui - in sir este | +[J—S} = j+[its-1]=[js}

r r r

n|x

. N Lo ko . e y
Analog se obtine faptul ca pozitia lui — n sir este [kr].RezuIta ca orice numar natural
S

nenul ocupd numai o pozitie n sir fiind de forma [nr] sau [ns] dar nu sub ambele forme.
Remarca. Reciprocateoremei Beatty :
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Dacd p si g sunt doud numere reale astfel incat [np] si [nqg] ocupa pozitii diferite(apar o
singurd datd n unul si numai unul din sirurile [np] _, respectiv[ng].,) atunci p si q

— N 11 o
sunt irationale si verifica relatfia —+— =1, este de asemenea adevarata.
P q

Tinand cont de teorema Beatty, Problema 2(autori Dan Stefan Marinescu si Viorel
Cornea) — data la concursul interjudetean ““Nicolae Paun” —Ramnicu Véalcea, 2009 si
publicatd in RMT, nr. 1 /2010, pag 43 cu numarul O.1X.195( [7]) se poate extinde astfe!:

Daca a,b e R—Q notdm cu M (a,b) = {[na]u [nb]

l—i—izl,ne N*}.
a b

a) Sa se determine multimea [ng ], multimea [ng?] si multimea [ng]u|ng?](unde
¢ este “numarul de aur”).
b) S&searate cd M (a,b) este infinita.
Solutie.
a) Se obtine [no]=1{134,689111214,1617,19,..}- care se numeste sirul \Wythoff
inferior, respectiv [n(p2]={2,5,7,10,13,15,18,20,23,26,28,3L34,36,39,4L44,47,...}- sirul
Wythoff  superior.Observam ca [n(p] Si [n(pz] realizeaza o partifie a multimii

N " (deoarece se verific ipotezele teorem e Beatty: ,p° € R—Q 1 + iz =1).

¢
[n(p]u[n(pz]: N*.
b) conform Teoremei Beatty multimile {a],[2a][3a]...}, {b],[2b][3b]...} contin fiecare
numar natural o singurd datd.Deci M (a,b) = N".
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