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Motto:

”’Ce oameni ! Ce sunt cei de-acum !
Si toti s-au dus pe acelasi drum.
Ei si-au plinit chemarea lor
Si i-am vazut murind usor;

N-a fost nici unul plangator
Ca viata-i fum.”’

>’Ori buni, ori rai, tot un mormant !
Nu-i nimeni drac si nimeni sfant !
Credinta-i val, iubirea vant
Siviata fum I’

George Cosbuc

M etoda vectorilor proprii de
ridicarelaputerea
matricelor

NECULAI STANCIU?

Abstract. Square matrices can be multiplied by themselves repeatedly in the same way that
ordinary numbers can. This repeated multiplication can be described as a power of the matrix.
The article presents a method(eigendecomposition of a matrix-decompositions based on
eigenvalues, also called spectral decomposition) for power of matrix and many applications of
this method.

Keywords: matrix multiplication, eigenvalue, eigenvector.
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Rezultatul principal.

Pentru cazul in care valorile proprii ale matricei sunt distincte, indicam in cele ce urmeaza o
noua metoda pe care 0 vom numi, metoda vectorilor proprii(metoda descompunerii spectrale
sau metoda descompunerii proprii a matricei) pentru ridicareala putere a matricilor.

L Prof. , Sc.”George Emil Palade”, Buziu
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Metoda vectorilor proprii deridicarela puterea matricelor

Fie Ae M, (C) o matrice patratica.

Definitie. Un numar A € C se numeste valoare proprie pentru matricea A, daca exista un
vector nenul V e M, (C) (matrice coloana) astfel incat AV =1V .

Vectorul V din definitia de mai sus se numeste vector propriu pentru matricea A
corespunzator valorii proprii A .

Noua metoda de ridicare la putere a matricilor face apel la algebra liniard si mai exact la
urmatoarea :

Teorema.
Daca valorile proprii ale matricei Ae M (C) sunt distincte atunci exista o matrice V
A, 0 .. 0
nesingulara (numita matrice de pasaj) astfel incat V' A-V = 0 % w0
0 O A,
Demonstratie.(vezi[7])
Daca A,,A,,...,A, sunt valorile proprii ale matricei A, atunci :
(A=20,) (A=l )..(A=2,1,)=0O, iar matricde (A—A1,) , i=1n au determinantii

zero, deci exista V,,V,,...V,eM_(C),V,#0V,#0,..V,#0  astfd incé
AV, =0V, AV, =LV, .., AV, = V..

Vll V21 an
. Vv Y
DaCaVl — 12 ,V2 — 22 ’ ’Vn — n2 ,
Vln V2n Vnn
Vll VZl an
Vi, Vo o Vo,

este inversabila.

Vi, Voy eV,

n n nn

Daca prin absurd doud coloane i si jar fi proportionale V, =aV,,a eC’, am avea

AV, =0V, © AaV, =haV; < aAV j=orV; < alV, =alV; <ol -1V, =0,,,de

ci A =2, contradictie.

A 0 0 O

. A, ... O
Notam A =

O 0 .. A

n

Avem AV = A- (V,,V,,...V,)=(AV,, AV, ..., AV, )=(AV,, L.V, ... A, V. ) =
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A 0 .. 0 A 0 .00

0 A, - 0 A, 0
=(V,,V,,...,V,) =V-A,deci V' AV =A=

0 0 .. A, 0 0 .. A,

Noua metoda de calcul pentru A" este un rezultat al teoremei de mai sus i anume:
Consecintd. A" =V -A"-V ™.

Demonstratie. Din V™. A-V = A , rezultdi A=V -A-V™' s deaici:

A"=V-AV'V. AV . ..V.AVI=V.A".VT

Observatie. Matricea V , din teorema respectiv consecinta de mai sus, este o0 matrice arbitrara
deoarece are drept coloane vectorii proprii care la randul lor sunt si ei arbitrari pentru ca
rezulta dintr-un sistem compatibil nedeterminat.

Aplicatii.

5 2
1° Consideram matricea A= (1 4J si vom calcula A" utilizand consecinta de mai sus.

Calculam valorile proprii din ecuatia det(A—2Al) = 0, unde I este matricea unitate.

n cazul nostru A, = 3,1, = 6.
Calculdm vectorii proprii corespunzétori valorilor proprii din sistemul de ecuatii
(A-11)V, =0

2v, +2v;, =0

Pentru A, = 3 rezolvam sistemul ,deunde v, =—a,v, =a .
Vi +Vv, =0

. o -
Vectorul propriu corespunzator esteV, = ( }
(04

.. —V, +2V, =0
Pentru A, = 6 rezolvam sistemul ,deunde v,, =2B,v,, =B .
Vo = 2y, =

2
Vectorul propriu corespunzator este V, :( BB j

-—a 2
Prin urmare avem o infinitate de matrici V :[ * BBJ, a,B eR.
a

2
Alegem matricea V = [ 1 J , corespunzéatoare valorilor o =1, =1.

N . 3 0) . -1 2\, _1 :
Se Tnlocuieste A = SiV = in A" =V -A"-V™ .Se obtine
0 6 1 1

AN g 2" 11 2(2"-)) .
2" -1 22" -1
Remarca. Acelasi rezultat se obtine utilizand algoritmul general prezentat in (1.1.).
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2 1 1
2°Vomcalcula A" pentru matriceadeordinul 3: A={1 —2 —1|,folosind aceeasi consecinta.
1 1 2
2-)\ 1 1
Ecuatia caracteristicd atasatd lui A este| 1 -2-1 -1|=-2*+20°+5L-6=0, deunde
1 1 2-1\
Vll V21 V3l

rezultd valorile proprii: A, =-2,A, =3 A, =1.Fie V,=|V,, ||V, =[V,, |, V3 =|V,, | Vectorii
V13 V23 V33

proprii corespunzdtori.Pentru A, =—2, ecuatia matriciald AV, =-2V,, este echivalenta cu

4v, +V, +V;; =0 o
sistemul {v;; —Vv,; =0 ,de unde obtinem V, =| -5 |, & € R.
Vy, +V, +4v,, =0 o
g 101 1t
p 2 2
Analog rezultda V,=| 0|, B eRsi V, = —VE , v € R.Alegem matricea V=[-5 0 —% ,
p y 1 1 1
corespunzatoare valorilor o = 3 =y =1.
1 1 -1 1 11
2 -2 00 15 5 15
- ) . _ 1 N 3 1 2 |.
In continuare se inlocuieste V=|-5 0 —=|,A=| 0 3 OfsiV ™ = c = c in
1 1 1 0 01 2 0 2
3 3
A" =V A"V
(-2)"+3"?+5 3"—(-2)" 2.3 _(-2)"-5
15 5 15
1-(-2)" (-2)" -1

Obtinem A" = 2 (-2) 2
(-2)"+3"?-10 3"-(-2)" 2:3"—(-2)"+10
15 5 15

Remarca. Acelasi rezultat se obtine utilizand algoritmul general prezentat in (1.2.).

3° Determinam solutiile ecuatiei X" = al , pentru ae C*,n > 2 in cazul in care valorile proprii ale
matricei X sunt distincte.

Se observad ca matricea A =V - X -V este de asemenea o solutie pentru ecuatia data.
Intr-adevar, A"=V'.X-V.V*'.X.V...V'.X.V=V*'.X".V=Vv*.al,V=al,.
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A 000 A 0 O a 0o
Rezultd cd exista A= O A, O | iar ecuatia devine | 0 A, O |={0 a O, unde
0 0 2, 0 0 Aj 0 0 a

Ay, g €1a,,8,,...,a, | sunt radicinile de ordinul n aelui a.

a 0 o0
In concluzie, o parte din solutiile ecuatiei X" =al, sunt X =V-| 0 a, O -V, unde
0 0 a

a,,a,,a, suntsolutiile arbitrare ale ecuatiei X" = aiar V € M;(C) o matrice nesingulara arbitrara.

Analog se rezolva ecuatiile de tipul X" =al ,,unde X e M, (C).

4°Rezolvam ecuatia X" = A, in care valorile proprii ale matricel A sunt distincte.
Presupunem de la inceput pentru a fixa ideile cd Ae M,(C) .Daca p,,u,,p, valorile proprii ae

matricel X , iar A,,A,, A, Valorile proprii de matricel A, atunci p,' =i, 1, =A,, 1y =iy CU

A 00
U, # W, # W,.Intradevar, gasim V matricea nesingulard pentru care V' - A-V=| 0 A, O |si
0 0 A,
n continuare Tnmultim relatia X" = A cuV ™ lastangasi V ladreapta.
Rezulta
A, 0 O A, 0 0 xl 0
V*TAV)'=|0 A, O|A"=|0 &, 0| O W, 0 2, 0],
0 0 A, 0 0 A, 0 p, 0 0 A,
a 0 O
deci u] =i, 1) =A,,us =Ar;.Solutiile sunt de forma X=V:[0 B OV unde
0O 0 vy

=A,B" =X, 5i V € M,(C) o matrice nesingulard arbitrara.

Analog se rezolva ecuatia X" = Apentru Ae M (C).

Remarca.Pentru rezolvarea ecuatiilor de mai sus exista si alte metode.

Breefing. Din cele prezentate rezulta:

Avantajul metodei.

Este cea mai rapida metoda pentru matrici patratice cu ordin mai mare ca 2 (pentru matrici
patratice de ordinul 2 cel mai eficient este algoritmul 1.1.) .Daca avem de exemplu o matrice

de ordinul m, numarul de necunoscute pentru determinarea lui A" este m? — m(deoarece
rezultd din m sisteme compatibile simplu nedeterminate cu m ecuatii) fati de m® céte
necunoscute trebuiesc determinate pentru aflarea lui A" din sistemul de ecuatii

=Y A7A ez [6])

Dezavantajul metodel.
Se determind A" doar Tn cazul Tn care valorile proprii le matricei A sunt distincte
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Algoritmul metode.

Pentru determinarea elementelor matricei A", in cazul generd Ae M, (C), se parcurg
etapele:

a)se determina valorile proprii, A,,i =L_m(se rezolva ecuatia det(A—Al) =0, care are solutii
simple) ;

b)se determinda vectorii  proprii, V,,i =L_m(se rezolva sistemele de ecuatii
(A-11)V, =0,i=1m);

c)se calculeazd A" =V -A"-V ™,

Osatura, ridicarii la putere a unei matrici o reprezinta valorile proprii ale acesteia.

Butada,lansata (si) de articol este: Orice problemd, chiar rezolvata mai mult decéat
satisfacator(vezi retrospectiva bibliografica) nu este un punct terminus.
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I negalitatea Cauchy-Buniakowski-Schwartz

Prof. Laura Radu
Colegiul Tehnic de Alimentatie si
Turism ,,Dumitru Motoc”, Galati

Pentru oricenumerereale a,b,, unde i =1,n , areloc relatia:
(ab, +ab, +..+ab, ) < (a12 +a) ..t atnz)-(bl2 +b,’ +...+bn2) ,

a a

HL_ &
b,

cu egalitate daca

a
b,

1). Obtinerea inegalitatii Cauchy -Buniakowski-Schwartz din inegalitatea lui Holder

Stim ci oricare ar fi numerele &, b, € R,i=1n,p, q> 1, l+1 =1, avem:

n Uq
|b |qj (inegalitatea lui Holder),
=1

anlahl < @Ia I"jup[

i=1

1 .
s [ +[agb| + . +lab, < &) +lagl” . +[a (o] +p [ o)

Luand p=q =2, avem %+% =1si inegalitatea lui Holder devine:

lauby +[ayhy| + ..+ ab, | < (2] +]ay? +...+|an|2)§ .(|b1|2 +[o [ +...+|bn|2j;.
Ridicand la puterea a doua, obtinem:

(o + [t +[ab, ) < [ + [l +.. o} (B +[o [ +.+1b,[7).
dar |a,b, +a,b, +...+ a b, | < [aby| +|ab,| +...+[a,b,|, rezultd

(b + 2, +..+ b7 < (o) +faaf +..ovla, ) (Jof +p [ 4.+ )

(ab, +ayb, +...+ab, ) <(a2+aZ+..+a2)-(b? + b2 +...+b?),
1
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relatie ce reprezinta inegalitatea Cauchy -Buniakowski-Schwartz.

2). Demonstratia inegalitatii Cauchy-Buniakowski-Schwartz prin inductie matematica
Consideram propozitia
P(n): (ab, +ab, +...+ab,)* < (a12 +a, .+ anz)-(bl2 +b,% +..+ bnz) , VN1,
Verificim P(1): (ab)? <a’-b? adevdrat = P(1) adevarata
P(2): (ab, +a,b,)* < (af +a;)- (b +b;)
a’b? +2aba,b, +a’b’ <a’b’ +a’b? +a’b? +a’b’
2a,ba,b, <a’b? +a’b?
(ab, —a,b))? > 0 adevérat = P(2) adevarata
Presupunem cé P(k) este adevarata si demonstram ca P(k+1) este adevarata.
P(K): (aby +ab, +...+ ab,  <(a+a,% +..+ a2)- (b7 +b,? +...+ b, ) adevirata
P(k+1): (ab, +a,b, +..+a.,b, )’ < (al2 +a, +..+ amz)- (bl2 +b,% +..+ bmz)
(a,b, +a,b, +...+a,b, )* +2a, b, (ab, +..+a.b,)+a2 b, <
< (al2 +a, ++ akz)- (bl2 +b,% +..+ bk2)+
+bZ (@2 +..+a2)+a’ (b +..+b2)+a’ b,
Folosind P(k), obtinem:
2a.,b.,(ab +..+ab)<b?, (@2 +..+a’)+al, (b7 +..+ b)) =
(ab,., -a.,b)*+(@b,.,-a.b)’+..+(ab,, -a.b)*>0 adevirat =

= P(k+1) adevarata.

Tn concluzie propozitia P(n) este adevarata oricare ar fi n >1, n numar natural.

3). Obtinerea inegalitatii Cauchy -Buniakowski-Schwartz cu ajutorul functiei degradul al I1-lea
Consideram functiile f, :R— R, f (X)=(a,x+b,)?, k=1n.
f (X)=a’x* +2a.b, x+b}
Evident, f, (x)>0 Vxe R side aici rezultaca A, <0.
Definim functia f:R—>R_, f(x) =) f () =) a’x*+2) ab,x+> b . Deoarece f este suma de
k=1 k=1 k=1 k=1
functii pozitive, atunci si functia f este pozitiva si avem:
2
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n 2 n n 2 n n
A= Zakbkj _ Zafj(beJsO - (Zakka g(zagj(zbgj .
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

k=1

(ab, +ab, +..+ab, )’ < (612 +a,” .ot anz)- (bl2 +b +..+ bnz) :
Cateva aplicatii ale inegalitatii Cauchy -Buniakowski-Schwartz (C-B-S)

1). Fiex, y, ztrei numererealestrict pozitive astfel incat ! + 1 + 1 =2.
1+x 1+y 1+2z

Sa se arate ca 8xyz<1.
(G.M. 5/2007, O.B.M.J. 2006-proba de baraj)

Solutie : Putem aplica C-B-S pentru fiecare fractie din egalitatea data, astfel :
[1+1+ xj(2+ 2+1J2 1+1+1° =
2 2 X
@+ X)(4+1]29 = LSl(4+1] .
X

1+x 9 X
Tn mod analog scriem celelalte f ractii si Tnsumand relatiile, obtinem:

1 + 1 + 1 Sl(4+1+4+1+4+1j:>

1+x 1+y 1+z 9 X y z
2£l(12+1+1+1J =
9 X 'y z

1 1

_+_+l26 = XY+ YyZ+ ZX>6XyzZ. )
X Yy z

Tn relatia din ipoteza elimindm numitorii si avem :
14+ 2X+ 2y + 22+ Xy + YZ+ X=2(1+ X+ Y+ Z+ Xy + YZ+ ZX+ XyZ) =
l=Xxy+yz+ zx+2xyz =
Xy + YyZ+ zx=1-2xyz.
Tinand cont de relatia (1) , obtinem :
1-2xyz>6xyz = 8xyz<1,

ceea ce trebuia demonstrat.

2). Dacad a,b,ce R si Jab ++/bc ++/ca =1, si se arate ci:

a’ b? ¢ 1
+ + >,
b+c a+c a+b 2
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Solutie: Aplicam inegalitatea C-B-S:

[bafc+abfc+ afbj[<b+c>+<a+c>+<a+b>]z<a+b+c)z

a’ b? c? »
+ + (2a+2b+2c)>(a+b+c)
b+c a+c a+b

a’ b? c? a+b+c
i >

+ >
b+c a+c a+b 2

Dar a+b22\/£, b+022\/E, c+a22\/a = a+b+c> \/%+\/E+\/a = a+b+c>1,

2 2 2
. - ., a b c 1
obtinem 1n final ca + + >

b+c a+c a+b 2

3). Aratati ca oricare ar fi numerele reale strict pozitive x,y,z are loc relatia:

3 3 3
X z Z°X 3
y y >

XZ3+y222 yX3+22X2 Zy3+X2y2 _2 '

Solutie: Amplificdm prima fractie cu xy, a doua cu yz si a treia cu zx n vederea aplicarii inegalitatii
C-B-S:
x4y2 N y422 Z4X2
X2y23 + Xy322 X3y22+ X2y23 XySZZ + X3y2Z

3
Z—.

2
Aplicam inegalitatea lui C-B-S:

4. .2 4.2 4.2
X VA Z'X
[ ' . ]

X2yz3+xy322 X3y22+x2y23 Xy322 +X3y22
J(xPyz® + xy®z?) + (XPy?z+ x*yz®) + (xy®z® + X°y?2)]| >
> (X’y+y*z+ 2°%x)° =

x4y2 y422 742

(X°y + y?z+ z°X)?
2 3 3,2 +
x*yz® + xy*z

x}y?z+ x2yz®  xy?z® + X*y?z  xyz(xz® + yiz+ X2y + xz2% + y’z+ x%y)
x*y?2 N y4z2 2452 (XY + Y2z + 2%%)?
X2yz3 + Xy322 X3y22+ X2yZ3 Xy322 + X3y22_ 2XyZ(X22 + y22+ Xzy)

=
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4,2 4.2 4,2 2 2 2 3 [y3y/33

X z Z"X XY+Yz+2°X x’y°z® 3
2.3 d 32T 3 2y 2.3 3,2 3 2.2 y*y 2 Y =—, rezultat
x2yz® + xy®z?  XPy?z+ x2yZ® xyPz? + x%y?z 2Xyz 2Xyz 2

obtinut Tn urma aplicarii inegalitatii mediilor: m, >m,_.

4,2 42 42
. X Z Z°X 3
Deci 23y32+32y 73 T 3.2 322_:>
x2yz® + xy®z?  xXPyPz+ xPyz®  xyPz? +x%y?’z 2

x%y yz 2°x 3
3 22 T3 202 T3 7 225
XZ° +y°z° yX*+2z2°X° zyT+ Xy 2
4). Sa se arate ca :
(a +a, +...+a,)’ a a, a,
> o < + ot :
2(a; +a, +...+a;) a+a;, a,+a, a, +a,

Solutie: Conform inegalitatii C-B-S avem:

a a,
[aziiae+a3+2a4+ ----- +a1+a2](al(az+a3)+a2(a3+a4)+ ..... +a,(a +a,))2

a,+a, a,+a, a+a, aa,+a)+a,(a,+a,)+...+a,(a+a,)
Stiind ca m, <m_, rezulta:

a’+a’ a1a<af+a§ az+al a’+a’
’ 3 —

2, <

a(a,+a,)+a,(a;+a,)+....+a,,(@,+a)+a,(a +a,) =

=aa, +aa, +a,a; +a,a, +...+4a,,a, +a,,a +a,a +a,a, <

5
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si tinand cont de relatia (1) deducem ca:

2
a a +a, +...+a
a S B | z(alz 2 ”)2
a,+a, a,+a, a,+a, 2@ +a,+...+a,)
(a +a, +...+a,)’ a a, a,
> o< + + ot .
2(a; +a;, +...+a;) a,+a, a;+a, a +a,

5). Aratati ca daca a,b,c sunt numere reale strict pozitive, atunci

a+b b+c c+a 1 1 1
2 + 2 + 2 2
c a b a b C

O.M .- etapa judeteana, Galati, 5 martie 2005

Solutie: Membrul stang al relatiei date se poate scrie:
a+b b+c c+ta a b b ¢ ¢ a

+ + = = —
c? a’ b> ¢ ¢ a* a*> b?* b?

Folosind inegalitatea C-B-S obtinem:
[abbCcaj(llllll)(lllllljz
et — b [ S T St T S D S S S S s S| &
czczazazbzbzabbcca c caabb
c 1 1 1 1 1)
cC a a b b

a b b c a 1
S R R R T aee e s
C

¢ ¢ a? a’> b* b?

a+b b+c c+a 1 1 1
2 + 2 + 2 _2

c a b a b C

6). Fienumerelerealestrict pozitive a,,a,,....a,, ne N, n>2 astfel incat a, +a, +....+a,

Cox a a,
Demonstrati ca : —+a,,—+.... >\/_
¢ I \/ on-
Solutie: Prelucram membrul stang al inegalitatii amplificand fiecare fractie cu numaratorul ei:

a, _a & a,
—4+a,.,—= +...... = + + e . 1
\/7 2\/7 n-1 \/E 3a, (2n-Da @

AplicandlnegalltateaC-B-S obl;lnem'

..... (Va, ++/3a, +....+/(2n-Da, )>(a, +a, +..+a,)* =n?
[J— @ = }@ :

r @ """ T e o @
(Ja +4/38, +.t/2n-Da,)? = (&, ++/34/a, +...+2n-1/(a, ) <

6
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<A+3+....+(@2n-D) (&, +a, +...+a,) =
=n’(a, +a, +...+3,)=n° =

= \/an 3a, +....+4/(2n=-Da, < m/n =

2 2

& & a, m a . [a & | =
+ Fot ——=——2N = a8 Fent >/n,
Jla,  4/3a, J(@n-1a, i T 2n-1

ceea ce trebuia demonstrat.
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Studiu privind metoda analizei Tn rezolvarea problemelor de geometrie
Prof. Antohe Florin Mihai

Scoala Nichita Stanescu Galati

1. Metoda analizei in rezolvar ea problemelor de calcul

Analiza in rezolvarea unei probleme de calcul se aplica astfel: se pleac a de la intrebarea
problemei, deci de la necunoscut spre cunoscut. Se formuleaza o problema in asa fel incét
raspunsul ei sa fie acelasi ca si la problema propusa. Datele problemei formulate pot fi
cunoscute, iar atele necunoscute. Cu alte cuvinte se formuleaza o a doua problema, a carei
intrebare trebuie sa fie Tn asa fel pusd incat prin rezolvarea ei s& ducd la gasirea valorilor
marimilor necunoscute din problema formulata.

Se poate intdmpla ca si in a doua problema formulata unele date sa nu fie cunoscu te;
atunci se formuleaza o a treia problema a carei intrebare trebuie sa duca la gasirea datelor
necunoscute din problemaall -a, si asa mai departe.

Acest proces se repeta pana cand se ajunge la o problema ale carei date sunt cunoscute.

Din acest moment operatiile se desfasoara pe calea sintezei.

Exemplu. Se dau doua cercuri tangente exterioare, unul cu raza de 15 cm si celalalt cu raza de
5 cm. Se cere sa se afle aria suprafetei cuprinsa intre cele doua cercuri si tangentele

exteriare comune celor doua cercuri, stiind ca ele formeaza un unghi de masura 60 °.

Rezolvare. Fie O si O; centrele celor doua
cercuri tangente exterioare. AC si AC; cele
doua tangente exterioare comune, duse din
punctul A, unghiul « CAC; avand masura de
60°.

a) Se aplicd metoda analizei. Tn rezolvarea acestei pr obleme, plecdm de la ceeaci:le se cere Si

anume, gasirea ariei cuprinse intre cele doud cercuri si tangentele comune exteri oare (fig 1).
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Examinand figura, observam ca jumatatea ariei care se cere este egalda cu aria trapezului
OCBO; din care se scade aria sectorului circular COE si a sectorului circular EO1B. Deci:
o = 2[c[OCBQOq] - ([ o[COE] + o[EO;B])]

Din analiza acestei egalitati observam ca nu putem calcula direct pe o pentru ca nu se cunoaste

aria trapezului si ariile sectoarelor de cerc, deci atentia noastra trebuie sa se indrepte spre

calculul acestor marimi. Am redus problema data la gasirea ariei trapezului si a sectoarelor de
cerc.

b) Pentru calculul ariei trapezului OCBO; sunt necesare lungimile bazelor si a tnaltimii. Avand
lungimile bazelor || OC || = 15si || O1B || =5, este necesar sa calculam inal{imea trapezului.
Rezultd ca aflarea ariei trapezului se reduce la aflarea Tnaltimii acestuia.

¢) Ducénd din O, o paralela la tangenta comuna BC, se formeaza triunghiul dreptunghic OFO,
din care calculam lungimea segmentului O;F, care este si inadltimea trapezului OCBOs;.
Avem:

| OsF || = [|O10 || - || OF ||?
|| O+F ||? = 20° - 10° = 300
|| OsF || = +/300 =10+/3

Tn concluzie, bazele si inaltimea trapezului fiind cunoscute putem calcula aria trapezului.

o[0CBO, = 12 * 52)'10*/5 = 1004/3.

d) Calculam aria sectorului circular COE, aplicAnd formula care ne da aria si obtinem:
nR’n
360

Din cele doua marimi care se repeta sa calculam aria sectorului; una este cunoscuta

o[sect OCE] =

R = 15, insa nu cunoastem pe n. Rezultd ca problema care se refera la calculul ariei sectorului
circular COE se reduce la calculul masurii unghiului la centru COE.
Tindnd seama cd unghiul < CAC; are masura de 60° rezultd cd m(¢ CAO;) = 30° si deci
m(¢ CAO) = 60°, adica n = 60°. deci:
o[ sect OCE] = 1.15%.60 _m75
360 2

€) Pentru acalculaariasectorului O,EB, procedam Tn mod asemanator si avem:
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n.rén
360

Pentru a putea continua calculele sunt necesare r si ny. Per 1l cunoastem din enuntul problemei

o[sect O,EB] =

date fiind egald cu 5, Ins& nu cunoastem pe n;; masura unghiului « BO:E. Deci problema
calculului ariei sectorului O,EB se reduce la calculul masurii unghiului ¢ BO,E.

Avem: ¢ COA = ¢ BO;A ca unghiuri corespondente, deci m(¢ BO;A) = 60°. Unghiul < EO;B
este suplementul unghiului ¢ BO;A, de unde m(+ EO:B) = 120°. Cu acest rezultat putem calcula

aria sectorului circular EO4B.

2
o[sect O4EB] :71:.5 120 _ n.25.
360 3

Tnlocuind Tn egalitatea (1) marimile necunoscute din membrul al doilea prin valorile lor aflate pe

parcurs si facand calculele indicate obtinem aria ceruta de problema data:

o= % (244/3 — 1)

2. Metoda analizei in rezolvarea problemelor de demonstratie

Larezolvarea unei probleme de demonstratie prin analiza se porneste de la concluzia B si
se cautd o propozitie C care s-o implice pe B. Cautam o alta propozitie D prin care s -0 deducem
pe C, apoi o propozitie E din care s-0 deducem pe D si asa mai departe, pana cand reusim sa
gasim o propozitie A prin care sa putem deduce propozitia precedenta.

Practic se procedeaza astfel:

a) se presupune cé propozitia de demonstrat este adevarata;

b) se pune urmatoarea intrebare: de unde reiese imediat concluzia teoremei? Raspunsul la
aceasta intrebare duce la formularea unei propozitii mai putin necunoscuta decat cea data de
teorema. S& numim aceasta propozitie, de exemplu C.

c) O intrebare asemandtoare se pune si pentru propozitia C. De unde reiese imediat concluzia
propozitiei C. Raspunsul la aceasta intrebare duce la formularea unei noi prpozitii mai putin
necunoscuta decat C. Sa numim aceasta propozitie, de exemplu D.

d) Acest procedeu se repeta pana cand se obtine o propozitie cunoscuta, stabilitd mai inainte.
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e) O data ajuns la acest adevar, rationamentul decurge mai departe dupa metoda sintezei.
Dupa felul cum se aplica metoda analizei, se poate vedea clar ca fiecare etapa nu se desfasoara
prin ncercari, ci este o legaturd intre propozitiile precedente, asadar rationamentele sunt

motivate.

Exemplu. Produsul lungimilor a doua laturi ale unui triunghi este egal cu produsul lungimilor
diametrului cercului circumscris prin lungimea naltimii corespunzatoare laturii a

trela. B

Demonstratie. Fie ABC triunghiul Tnscris n
cercul C(O, r). (BD) indltimea dusa din varful B
pe latura (AC) si (BE) diametrul dus prin véarful B.

o aixex s A
Trebuie sa aratam ca:

IAB ||| BC | = I|BE ||| BD || Fig 2

a) Presupunem ca cele afirmate de teorema in concluzie sunt aEevérate. a vedem ce consecinte

decurg din acestea. Din relatia:

IAB|[]|BC|[= [[BE|IBD | 1
rezultd imediat egalitatea de rapoarte:
AB BD
I AB | _ |l | @
I BENl Il BCI|

b) Examinand proportia de la punctul precedent, observam ca segmentele care o formeaza sunt
laturi ae triunghiurilor ABE si BDC. Pentru a avea proportia de mai sus ar fi suficient ca
triunghiurile ABE si BDC sa fie asemenea, adicé:

AABE ~ ABCD (3)

c) Propozitia pe care o exprima (3) este un adevar pe care il putem pune imediat in evidenta,
triunghurile mentionate fiind triunghiuri d reptunghice avand cate un unghi ascutit congruent.

+ DCB = « AEB ambele avand ca mésura jumatate din masura aceluiasi arc AMB.

d) Pentru a stabili relatia din concluzie, se face un rationament pe cale inversa (4), (3), (2), (1) si

teorema este demonstrata.
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O SUMA generatoare
de alte sume

de Nicodim A. Negrea

Sotiei mele, Mia

Desenam un dreptunghi de lungime a; + a, + ---+ a,, si latime b, 1, pe
care insemnam by, b, ..., b,, ,apoi calculam aria suprafetei dreptunghiului,

in doua moduri :
(1) ra b+ 3t (}:j'jlaj)(le — b)) =(ZiZt a;)bnys .
Aceasta este 0 suma generatoare .

Suma (1) poate fi utilizata pentru calculul multor sume.
Vom ilustra aceasta pentru calcularea sumei puterilor esamenea a
primelor 7 numere naturale nenule.

Notam:

(2) S(n) =1%+ 2K 4+ ...+ nf |
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Din (2), obtinem:
(3) So(n) =n.
Inlocuind in (1), pe a;cul, pe b; cui, obtinem:

Si(n) +S;(n) =n(n+ 1), de unde:

nn+1)

(4) 5 (n) =

1 1
=-n‘+-n
2 2

Inlocuind in (1), pe a; cu 1, pe b; cu i¥ s tinand seama de
1 k — r=k k .y . .
(+1)<= TZO(T) i" , obtinem:

Sk + 3121 i ( 372 () —i*Yy=n(n+1k =

k-1 (K <i= k
S + 3727 (1) S = S + T2 (F) S (0
de unde obtinem:
/ _ k r=k-2 k
(5)  (k+ DS =nln+ 15— 57 () Spa(m).
Inlocuind in (1), pea; cu 1, pe b;cu (i — 1)* si tinand seama de

(i— 1)k =3rZk(—1)k (?if) i", obtinem:
Se(m) =k + 31201 (= sk 0R (4)ir) =k
LRSS 1= ICENy (WESNCOP

(5) Gt DS =n*(n+1) + 57252047 (4) 5,00 )

Adunand membru cu membru cele din (5') si (5"") ,obtinem:

(5) 2(k+1DS.(n)=nn+D+nm+1)n*-2 Z[j] (Qili l) Sk_oi(n).

Din (5'), pentru k = 2, obtinem:

2
3S,(n) =n3 + 2n? +n-211 > , de unde:
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3 2
(6) Sz(n) =2n +Zn +n:n(n+)6(2n+1) 1 3+ n 41 n

Pentru calculul lui S, (n) , k = 3, se poate folosi numai una dintre

relatiile (1) sau (5") (sau (5)).
Vom obtine si alte relatii, folosind ,integrarea”.
Prin inductie dupa k , din (3), (4), (6) si (5') [sau(5) ), rezulta pe rand:

(7 Exista P41 , Pryq € Q[X],grad P,y = k + 1, pentru

fiecare , k € N, astfel incat:

(70)  Pepr(X) =228 cpppr i X K EN

(7.1 Pep(m) =S (n) = 3156 S

Cr k+1-iN ,oricarearfin ,

nE€N" ,unde kEN;
(7.1")  Py1(0) =0 (P41 nu are termen liber), ¢ o =0,
kEN.

k+1-i

(7.1) Pii1(n) =S (n) = I_ oCkk+1 in )

oricareari n ,n€N* ,unde k€N ;

(7.2") P,.,1(1) = 1 (suma coeficientilor lui P, este 1), k EN;

i=k+1
(7.2) ZL OCkk+1 i = %:o Crk+1-i =1;

(7.3") Py +1(—=1) =0 ( suma coeficientilor termenilor de grad
par ai lui P, = suma coeficientilor termenilor de grad impar ai lui P, 1 == ),
keN™ ;

[kt [k
(73) Yo% Ckk+1—2i =2 g : Chk—-2i =5 ~ pentru orice k k € N*;

(7.4) Piiq (x) — cxq1 = kPi(x) , oricarearfi x,x ER;

I. . .
( Pxyq inseamna derivatalui Pryq );
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(7.5 Pepi() =k [ Po(t)dt + c1x ,x ER;KEN.

Definim peratorul liniar I, numit “operator de integrare”,astfel:

k+1-i _ k+1-i _

(I) Isk(n) _IZL Ockk+1 in i= gckk+1 lln

Zl Kk Ckk+1- Lnk+2 i
1=0 k42— :

Din(7.1),(7.5")si (I) ,deducem :

(7.5) Sk(n) =klIS;,_1(n) + cxyn si suma coeficientilor de
grad impar ai lui Sy, (n) este% :

1 S . . 1
C11=75, deoarece : suma coeficientilor termenilor de grad impar este >

(752)  Sy(n) =2.18,() + cpan=2.(5n? +55n) + cpan =

1 1
I3yl on —|—621n—§n3+ “nf 4= n , deoarece = +C2 =3

3

Prin inductie dupa k. tinand seama de (7.5) si (7.3) , mai obtinem:

,oricarearfi ,kEN™ ;

Nl =

(76.1") Crk =

(7.6.1) Cxk—2i =0 , oricarearfi i,i EN”, i Sg .

Tinand seama de (7.6.1) si (7.5) , apoi de (7.6.1") si (7.3) , obtinem:
(7.7) Se(n) =k(k—1).1?S,,_,(n) + ck,a(k)n“(k) , unde

=11

’

{1,pentru kpar,k=4,

2. pentruk impar,k=3 Si

a(k) =
suma coeficientilor de grad par/impar este% ,pentru fiecare k,k € N, k > 3;

(7.5")  Six(n) =kiS;_,(n) , numai pentru k impar k= 3.

Calculam:



Revista Electronica Matel nfo.ro 1 SSN 2065 — 6432 Decembrie 2010

53(7’!) = 3152(7’1) +C4’1n - 3[(%”3 1n2 + - Tl) ==

2 2
) = In4 + + U GO

3( n+ n+
3.4 4

Ss(n) = 3.2.1°S;(n) +c3,n* = 3.2.1% an + %n) +c3,n% =

1

1 L 2 _1 4 :
32(23471 +223n )+c3,2n —4n + - n + - n ;

Ss(n) =4.1S3(n) + c4n = 4( n° + n +—n )+C4,17’l=

4, 1.3 (__l_l) 1.5 ——
+n+ + 53n5n+n+n30n
_ 12)_16155412.
SS(n)—S( n® +25n +34n —30z ) =gn +2n +12n =N
56(7’1):6(Ln7+ +_n5_in3)+c61n=
6.7 12.5 12.3 :
1 1 1 1 1. 1
n’+-n°+:5n n +( ————— +—)n=
2 2 7 2 6
1.3, 1
742 n + - n -n°+—n .
71 6 42 ’ sau
_ 1 n 1 5 1 3)
Se(n) = 6.5. (567” +256 +3_4_5n 3023 T el etC

Pentru calcularea lui S, (1) se poate folosi numai una din relatiile

(75) ( sau (7.5") ,numai pentru k impar) sau (7.7) .

Va invitam sa comparati "viteza de calcul" de aici cu cea din [2] si
sa calculati S, (n) pentru k € {13; 14} ,in toate modurile prezentate aici si

in [2] , apoi sa folositi (1) oentru altfel de sume!
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Progresi aritmetice sl geometrice
(dela smplu la complex)

Prof. Cojocaru Camelia
Scoala Nr. 1 Chiraftei, Jud. Galati

Progresia aritmetica.

Definitia 1. Sirul numeric (a,)n < n Se NUMeSte progresie aritmetica,
dacaexistaun numar rea d, numit ratia progresia, astfel incat

An+1 - On = d, (vn € N) (1)

adica dacafiecare termen a sirului (incepand cu a doilea) este egal cu
precedentul plusunul si acelasi numar (ratia).

Elementul a, se numeste termen general al progresiel sau termen de rang n.

Exp 1. Sase verifice daca sirurile ce urmeaza formeaza o progresie
aritmetica

da,=2n-1, b)3,69..,3K.. C)a,="n.
Rezolvare. @) Cum diferenta an.; - a, reprezinta un numar constant
d-an=2(n+1)-1-(2n-1)=2
pentru orice n € N, rezultacasirul dat de termenul general a,=2n-1

reprezinta o progresie aritmeticacu ratia 2, s anume
1,35, ..,2n-1, ..

b) Similar exemplului a) se obtine

aw1-a,=3(n+1)-3n=3, (VheN)
s prin urmare sirul dat formeaza o progresie aritmetica cu ratia 3.
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c) Se scriu primii trei termeni ai sirului &, = 1, a, = '/, as = /5 S se observa
caay-ay =-'1,# ag- a = -'/g, adicasirul dat nu formeaza o progresie
aritmetica

1

_ 1 1
_-n+l_-:r:-

Altfel, se considera diferenta - (n +1)nsi seobserva
ca ea depinde de n (nu este un numar constant) si prin urmare sirul dat nu
este 0 progresie aritmetica.

Ig4] — g

Proprietati ale progresiel aritmetice
Demonstratiile proprietatilor ce urmeaza, pot fi gasite, de exemplu, in[ 1].

P1. Termenul genera al progresiel aritmetice se poate determina prin
formula

a,=a, +(n-1)d, (2
unde a; - primul termen al progresie, d - ratiaei.

P2. (Proprietatea caracteristica a progresiel aritmetice). Termenul derang n
este media aritmetica a termenilor echidistanti de €l:

Qi+ Bnk=2:@,, F=171—1 3)

Obs. Din propretatea P2 rezulta ca conditia necesara si suficientaca
a) trei numere a, b, ¢ (in ordinea data) saformeze o progresie aritmetica este
2b=a+h, (4)

b) trei numere a, b, c (fara precizarea consecutivitatii) saformeze o
progresie aritmetica este

(2b-a-c)(2c-a-b)(2a-b-c)=0. (5)

P3. Dacaa,, a, ..., a,, ... este o progresie aritmeticasi k+ n=m+ p (k,n,m,p
e N), atunci
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8y + 8y = an + a. (6)

P4. Formulasumei S, primilor ntermeni ai progresiel aritmetice:

iy + iy
Sp = IT L (7)
sau tinand seama de (2)
. 2a; + {f —1)d . 8)

Definitia 2. Progresia aritmetica este un sir crescator (descrescator),
dacasi numai dacaratiae este un numar pozitiv (negativ). Dacaratia
progresiel este zero avem un sir constant.

In continuare sa anlizam cateva exemple.
Exp 2. Sase determine progresia aritmetica, daca a; =2 S as = -2.

Rezolvare. Se aplicaformulateremenul general al progresiel aritmetice s se
obtine sistemul

{ az=a; +2d,
as = ay +4d,
sau, tinand seama de conditiile problemel obtinem
{ a + 2d =2,
a;+4d=-2,
de unde se obtine primul termen al progresiei a; = 6 sl ratiaprogresiel d = -
2.

Exp 3. Sase determine numarul x, astfel canumerele a- x, x, b (a, b fiind
date), luate in aceasta ordine saformeze o progresie aritmetica.

Rezolvare. Se utilizeaza proprietatea caracteristica a progresiei aritmetice s
se obtine ecuatialiniara

2Xx=a-x+Db,

. R
cu solutia 3
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Exp 4. Sa se determine progresia aritmetica, suma primilor n termeni ai
careia se exprima prin formul a

S =3n°+6n (nx>1).
Rezolvare. Cum sumaprimilor (n - 1) termeni este

S1=3(N-1)*+6(n-1)=3n"-3, (n>2)
sicum S, - S.1 = a,, rezulta
a,=3n*+6n-3n°+3=6n+3.

Substituind in formula termenului general, consecutiv n=1, 2, 3, ... se
obtinea; =9, a, =15, a3 =21, ...

Exp 5. Sa se determine suma primilor nouasprezece termeni ai progresiel
aritmetice a, ay, as, ..., daca

ay+agtapt+ae =224

Rezolvare. Seobservaca4 + 16 =8+ 12 9, prinurmare, (ase v edea (6)) a4
+ a5 = ag + a10. Setine seama ca suma acestor termeni este 224, si se obtine
as+a =112

S, _ iy + g .
Cum (asevedea (7)) " 3 “Siay + g = as + ag = 112 (1 + 19=4
+ 16), rezulta

Sip — l‘la—!' -19 — 1054.

Exp 6. Pentru ce valori ale parametrului a existaasavalori ale variabilei x
astfel incat numerele

51+X + 51—X, a/2’ 25X + 25-X
sunt termeni consecutivi ai unei progresii aritmeti ce.

Rezolvare. Conform proprietatii caracteristice aprogresiel aritmetice, se
obtine ecuatia

a=5"%+ 5 4 25X 4 25X
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Se observa ca pentru a < 0 ecuatia nu are solutii (membrul din dreapta, ca
suma de termeni pozitivi, este un numar pozitiv).

at=— . .
Cuma**Y=a%a, © ~a* (a>0,a=1),ecuaiasescrie
57 4 o +'=(5f+ ~)=a
s o\ )T
54 - =t
Se noteaza 5%, t>2(sumaadouamarimi pozitiveinverse), atunci

Si ecuatiadevine
t?+5t-(a+2)=0.

Cel putin o radacina a acestei ecuatii urmeazaafi ma mare cadoi (ecuatia
data are douaradacini reale distincte, deoarece pentru a>0, -(a+2) <0 s
coeficientul de pe langa t?, 1 > 0), pentru ce este suficient ca sa se verifice
sistemul

{_b/2a<2’ sal {_5/2<2’ deunde a> 12
f(2) <0, 4+10-(a+2)<0, S

Exp 7. Sase determine suma tuturor numerelor pare de trei cifre, divizibile
la 3.

Rezolvare. Primul numar par detrei cifre, divizibil a3 este 102. Cum
numarul par, divizibil la3 sedivide si |a6, se obtine progresia

102, 108, 114, ..., 996,
cua; =102, d=6 g ultimul termen a, =996 (X € N).

Setineseamacaa,=a; + (X - 1)d sau

102 + (x - 1)-6 = 996,
de unde, numarul tuturor numerelor pare de trei cifre divizibileprin trei, x =

150. Astfd, utilizand formula (7) se obtine

102 + 4G
S150 = — 150 — 74830
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Exp 8. Fie S,, Sy s S, sumaprimilor n, respectiv msi p, termeni ai
progresiel aritmetice ay, ay, ag, .... Sase arate ca

S Sm 5
2 = p) + 2 (p =)+ “E{n —m) — 0. 9)

Rezolvare. Setine seamade formula (8) s egdlitatea (9) devine

Btz Wl -y 4 2o 202Dy o 202002 0 iy
Sau
2g[m-p+p-n+n-m+[(n-1)(m-p)+(m-I)(p-n)+(p-I)(n-md
=0,
Cum

(n-1)(m-p)+(m-1)(p-n) +(p-1)(n-m) =
=nm-np-m+p+mp-mn-p+n+pn-pm-n+m=0
se obtine
2a;:0+0-d=0, adica 0=0,
S prin urmare, egalitatea este demonstrata.

Exp 9. Sa se determine numerele, ce sunt termeni comuni ai progresiilor
aritmetice 2,5, 8, ...,,332¢ 7,12, 17, ..., 157.

Rezolvare. Fie b este termenul de rang n in prima progresie si, prin urmare,
b=2+(n-1)-33 inacelas timp, este termenul derang min adoua
progresie, adicab =7 + (m- 1)-5. Asadar se obtine ecuatia

2+(n-1)-3=7+(m-1)-5,
sau
3(n-1)=5m
de unde, tinand seama ca m, n sunt numere naturale, seobtine n=5k+ 19
m= 3k, k € N, adicatermenii ag, a;1, ass, ..., as+1 din prima progresie
coincid cu termenii cs, Cg, Co, ..., Ca, din @adoua progresie. Asadar, termenii
comuni sunt: 17, 32, 47, 62, 77, 92, 107, 122, 137 s 152.

Exp 10. Sumaatrel numere pozitive o,  Si y esteegalacu "/,. Sase
determine produsul ctga.- ctgy daca ctga., ctgp, ctgy formeaza o progresie
aritmetica
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Rezolvare. Se tine seama de proprietatea caracteristica a progresiel
aritmetice s seobtinerelatia

2ctgp = ctga + ctgy.
Cuma +p+y="/,implicaP ="/, - (o + ), se utilizeaza formulade
reducere ctg("/, - X) = tgx si se obtine
2tg(a + ) = ctga. + ctgf

sau, folosind formulea tangentei sumei a doua unghiuri
) tgat+tgy 1 + 1

l—tgatgy iga igy

de unde,

9 g+ gy _ gy +igo
l1-tgatg-y tgatgy
sau, tinand seama ca a, B Si y sunt numere pozitive si sumalor este "/,
(tgatgy = 1, tga # O, tgy # 0) se obtine
2tgatgy = 1 - tgotgy
de unde rezultatgotgy = /5 Si, prin urmare, ctgoctgy = 3.

Exp 11. Fie ecuatia patrata x* + px + q = 0 cu radacinile reale x, Si %,. Sase
determine p s q astfel incat q, x;, p, X (in ordineaindicata) saformeze o
progresie aritmetica crescat oare.

Rezolvare. Se utilizeaza proprietatea caracteristicaa progresiel aritmetice,
teoremalui Viete si se obtine sistemul

2x =g+ p,

2P = X1 + X,

Xy +X2=-p,

X1X2 = q,

cu solutiile

q=-4 q=0,
X1=-2, | X1 =0,
p=0, > }p=0,
Xo = 2, X, =0

Cum progresiaurmeaza afi crescatoare, ramane q=-4,x,=-2,p=0,% =2
si prin urmare ecuatia patrata ce verifica conditi ile problemei date este X2 - 4
=0cup=0sq=-4.
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Exp 12. Sase determine primii trei termeni ai unel progresii aritmetice,
descrescatoare, daca a; + a3 + a5 = -24 9 a;aza5 = 640.

Rezolvare. Se utilizeaza proprietatea P3 s se determina az = -8, dupa ce se
obtine sistemul

{al + as = _161
ayas = -80,
cu solutilea’; =-20,a's5=4d a’'; =4, a's =-20. Cum progresia este

descrescatoare (d < 0) ramane a; = 4 s a5 = -20. Se utilizeaza P3 s se obtine
_ttay A4(-&

1o — =

2 2~ TAsadar primii trei termeni ai progresiei sunt 4, -
2s -8,

Progresia geometrica

Definitia 2. Sirul numeric (b,), < N S8 NUMeSte progresie geometrica,
daca exista asa un numar g, numit ratia progresiel, astfel incat

brii =bpd, (VN e N)
adica daca fiecare termen al sirului (incepand cu a doilea) este egal cu
produsul dintre termenul precedent si unul si acelasi numar (ratia).
Elementul b, se numeste termen general a progresiel de rang n.

Urmatoarele siruri reprezinta progresii geometrice:

2,4,8,..,2" ... cub,=2siq=2,
3,-1, Y3, -5,... cub,=3s q=-;
a a a, .. cub,=asig=1,
a,0,0,.. cub;=asig=0

Tinem sa mentionam, ca daca unul din termenii progresiei geometrice este
egal cu zero, atunci sau b; =0sauq=0.

Proprietatile progresiel geometrice
P5. Termenul derang n al progresiei geometrice se determina prin formula

b,=bi-g", (Vne N). (11)
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P6. (Proprietatea caracteristicaa unel progresii geometrice). Patratul
termenului de rang n este egal cu produsul termenilor echidistanti de €l:

b:i:bll—j'-.hll-bk! (nz 2g kzlnglllq'n_ ].j (12)
in caz particular, pentru orice trel termeni consecutivi
b =bn_1-bat (13)

Nota. Formulele (12), (13) se pot scrie s astfel

|5'u| = hn.—i'. " 6u+|§1e (14)
|F}J:| o \f’l,h:—J " f3“J:+Je (15)

adica modulul termenului de rang n este media geometrica a termenilor
echidistanti de el. In cazul progresiel cu termeni pozitivi insasi termenul de
rang n este media geometrica atermenilor echidistanti de e

by = VBn—k bk (i 20,8 =1.2,...) (16)
P7.Dacak+n=m+p (k,n,m, p € N), atunci
by:bn = byeb, (17)
unde by, by, by, b, - termeni ai progresiel geometrice by, by, ...

P8. Trei numere a, b, ¢c formeaza o progresie geometrica (faraapreciza
consecutivitatea lor) dacasi numai daca veri ficarelatia

(a? - be)(b? - ac)(c? - ab) = 0, (18)

lar numerele a, b, ¢ formeaza o progresie geometrica (in ordinea indicata)
dacasi numal daca

b? = ac.

P9. Suma primilor ntermeni S, a unei progresii geometrice se determina
prin formula
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_ f]J - h::q
Sn =5 —— (g71) (19)

unde b - primul termen, q - ratia, s by, - termenul general a progresiel
geometrice.

In caz g = 1 suma primilor n termeni se determina prin formula
S =bygn. (20)

P10. Suma Satuturor termenilor a progresiei geometrice infinit
descrescatoare (|q| < 1) se determina prin formula

g2 (21)

In continuare sa analizam cateva exemple.

Exp 13. Produsul primilor trel termeni a unel progresii geometrice este egal
cu 1728, iar sumalor este egala cu 63. Sa se determine primul termen si ratia
progresiel.

Rezolvare. Fie primii termeni a progresiel by, b, s bs. Atunci din conditia
b.b,bs = 1728 rezulta (a se vedea (12)) b2 = 17285 b, = 12. Astfel se obtine
sistemul:

{b1b3= 144,
b1+ b3:51,
solutiile caruia sunt si sol utiile (a se vedea teoremareciprocaalui Viete)
ecuatiei patrate

7 -51z+ 144 =0.
Serezolvaecuatias seobtine zz =3 s 7z, =48, adicab; =3, b; =48 sau b, =
48,b3=3.Cumb; =3, b, =12saub; =48s b, =12 seobtineg=4sau g =
'/,. Asadar solutiile problemei sunt b; =3siq=4sau b, =48si q="/,.

Exp 14. Intr-o progresie geometrica cu termeni pozitivi termenul de rangul
(m+ n) esteegal cu p, iar termenul derangul (m-n) (m>n) estes. Sase
determine termenul de rang msi termenul de rang n.

Rezolvare. Cum (ase vedea (11))
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Y ﬁm— " bm—f— "n h:,;zn
rezulta¥s =Pss cum by, > 0, se obtine m = /P5

Conform conditiilor problemel si formulel (10 ) avem

{ blqm-l-n-l — p,
blqmn-l =g
b I g I8 E
deunde? ™ s prin urmare ! \/ s'Cum
by g™ = byg™ g™ = byq" = p,

rezulta

F;‘:uz % =L=P J (i )

g ‘,\ (E}m PJ)

n cire

Rezolvare. Avem

Su=TA+11+111+...+111...11),

2 cifre

05, =7(94+99 49994 ... 4+999...99)
n cifre

sau
7S, = (10-1) + (100 - 1) + (10%- 1) + ... + (10" - 1)
deunde
%S, = (10 + 10° + 10° + ... + 10") - n.
Cum in paranteze se afla suma primilor n termeni ai progresiei geometrice
cu primul termen b; = 10 s ratiaq = 10 se utilizeazaformula (19) s se

obtine
g lU - lU | !

.':S'n_]——][_]_ﬂ
de unde
. T{1I0-10"" +9n T —gn+1)-1 7w -1
som g (g ) - () (5 e
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Revista Electronica Matel nfo.ro | SSN 2065 — 6432 Decembrie 2010

SUFLETUL MOROMETIAN SI LOGICA MATEMATICA

MOTTO

De Acolo de Sus si din opera lui Marin Preda, intr-o superba zi de primavara,coboara
pe prispa casei parintesti din Silistea Gumesti sufletul lui Moromete , tatal, si
provoaca sufletul lui Niculae |fiul, la o fascinanta lectie de logica matematica .

AURORA

Marin Preda, prozator contemporan, a carui intreaga activitate s-a desfasurat in
secolul XX, a scris celebrul roman ”Morometii”. Aflati in ce an a aparut primul volum al
romanului stiind ca cifra unitatilor este media aritmetica a cifrelor sutelor si miilor, si ca
numarul format de cifra zecilor si a unitatilor este divizibil cu 11.

,,La inceputul campaniei o fata de la U.T.M.,secretara raionului cu tineretul ,| -a cautat
pe Niculae pe camp si a incercat sa-lI convinga sa-I sprijine pe Vasile in intentia lui de a
forma aici o gospodarie colectiva si de a lupta necontenit contra noastra ,a mea si a lui
Plotoaga ,care stii si dumneata ca ne-am opus.” ( Morometii vol. Il pag 340)

Sa resupunem ca a lui Plotoaga era cismar si intr-o duminica a mers in tirg la Pitesti si
a cumparat o bucata de piele tabacita de vita care avea forma unui trapez dreptunghic
ortodiagonal cu bazele de 90cm si 40cm.Cate opinci ale oamenilor din Silistea Gumesti
putea el potlogi daca pentru una folosea in medie 30cm? de piele ?

,,Acum masina strabatea cu grija drumul deloc neted si Niculae statea tacut si se uita
pe fereastra. Era toamna tirzie ,dar era soare si uscat si cimpia zacea impacata sub
lumina inserarii.Soferul manevra des,si intr-o vreme masina se opri cu botul chiar sub
fundul unui magar pe care nu-l putuse ocoli ca sa nu dea intr-o groapa mai mare.
Proprietarul,un taran foarte tinar,ridica o jordie si 1i aplica magarului o lovitura energica
pe spinare si facu loc. " ( Morometii vol. Il pag 389 )

Sa presupunem ca Niculae venea de la Bucuresti si de la Bucuresti la Silistea Gumesti
masina a mers cu viteza constanta de 65km/h ,iar la intors cu viteza constanta de
75km/h.Care este viteza medie de deplasare a autoturismului ?
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' -Eu am fost ,in armata , magazioner ! explica Paraschiv suparat ca Nila uita acest
lucru . Prin mina mea treceau mii de kilograme de arpacas si de undelemn si de
vite taiate ,eu mergeam la oras si achizitionam, continua Paraschiv sa-i explice.”El
scotea bani “"Pentru ca socoteam la scazamint si putea sa vie el mama intendetei,
ca socoteala iesea asa cum o faceam eu “( Morometii vol.l pag 317 )Presupunem ca
intr-o zi el a cumparat : 50 kg arpacas ( 2,50lei\ kg) , 12litri undelemn (3,50lei\l)si 70kg
carne ( 5,50lei\kg) Ajuns la cazarma el a aplicat urmatoarele scazaminte;12 %la
arpacas 5%la undelemn si 3% la carne . Care a fost cistigul lui Paraschiv in acea zi ?

" Tudor Balosu si muierea,gatiti si ei de sarbatoare —Tudor Balosu purta vesta neagra
peste camasa alba cu mineci bogate , Aristita rochie de catifea albastra-stateau pe
scaun avindu-| pe Victor intre ei .Nu orcine putea primi calusul ,caretinea mai bine de
un ceas .Calusul tinea trei zile ,de Rusalii,si istovea cumplit pe calusari ,caci era un joc
cu atit mai frumos cu cit ritmul sau ajungea mai incordat si mai intens”.(Morometii vol.l
pag 142) Daca suprafata bataturii ,unde se juca .era de forma unui trapez
dreptunghiccu baza mare de 12m , baza mica 1 \3din baza mare si un unghi de 45
grade citi mp avea batatura ?

Marele prozator Marin Preda s-a nascut in anul 1922 in comuna Silistea
Gumesti si in acelasi secol se stinge din viata . Aflati anul stingerii din viata a marelui
scriitor stiind ca acesta este divizibil cu zece iar cifra zecilor este predecesoarea
cifrei sutelor.

Prof grl1 Anghel Aurora

Scoala cu cls I-VIIl ,, Marin Preda” Silistea Gumesti .

Asteptam solutii pana pe data de 30.01.2011.

Trei dintre elevii cu cele mai multe probleme rezolvate vor fi premiati

Solutiile le puteti trimite pe office@mateinfo.ro cu subiectul MOROMETE
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NUMERELE COMPLEXE IN GEOMETRIE (Il)

Corneliu Manescu-Avram

Problemele selectate si prezentate Tn continuare sunt clasice ' si au rolul de a ilustra aplicarea
metodel numerelor complexe in geometrie.

PROBLEME

1. Tntr-un triunghi Tn care una din Tnaltimi este tangent & cercului circumscris, centrul cercului
Euler se afla pe latura opusa varfului din care pleaca acea inal{ime.

2. Dreapta care uneste centrele cercurilor inscris si circumscris ale unui triunghi dat este dreapta
Euler atriunghiului antisuplementar. (Triunghiul antisuplementar al unui triunghi oarecare T
este triunghiul format de bisectoarel e exterioare ale acestui triunghi T).

3. Dreapta Smson a unui punct oarecare se intersecteaza cu dreapta care uneste acest punct cu
ortocentrul pe cercul Euler al triunghiului dat.

4. Doua drepte Smson perpendiculare se intersecteaza pe cercul Euler a triunghiului.

5. Tntr-un patrupunct inscriptibil, perpendicularele duse din mijlocul fiecarei laturi pe latura
opusa sunt concurente intr-un punct care este simetricul centrului cercului circumscris fata de
punctul comun al bimedianelor pat rupunctului (punctul lui Mathot). (Un patrupunct este figura
geometrica formata din patru puncte coplanar e, oricaretrei dintre ele fiind necoliniare).

6. Fie un pentagon oarecare inscrisin cercul (O). Punctele lui Mathot ale celor cinci patrulatere
avand varfurile in cate patru varfuri ale pentagonului sunt pe un cerc avand raza egala cu
jumatatea razei cercului (O).

7. Daca H este ortocentrul, O centrul cercului circumscris, G centrul de greutate si M un punct
oarecare din planul triunghiului ABC, atunci

MH? + 2M0? — zMG? =60G?,

8. Intr-un triunghi dreptunghic, tangenta dusa cercului descris pe una din catete ca diametru, prin
punctul unde acest cerc taie ipotenuza, trece prin mijlocul celeilalte catete.
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SOLUTI

1. Fie AABC inscris n cercul unitate. Ecuatia naltimii din varful Aestez—a=bc(Z — @), iar
ecuatia tangentei in punctul A lacercul circumscris este z + a®Z = 2a. Aceste drepte coincid dac

a+b+c
si numai daci a® + bc = 0. Centrul cercului Euler are afixul e = S iar ecuatia laturii BC
~ 5 _ a+b+c ab+bc+ca a’+ bc
estez+ bcz =b + c. Calculam e+ bce = > + > =b+c+ =b+c,

deci centrul cercului Euler a triunghiului ABC se afla pe latura BC.

2. Cercul circumscris al unui triunghi oarecare este cercul Euler a triunghiului antisuplementar,
deoarece varfurile triunghiului dat sunt picioarele Tnaltimilor antisuplementarului '¥. Fie a® b?,
c? afixele varfurilor triunghiului dat (Tnscrisn cercul unitate), atunci afixele centrului cercului
nscris Tn triunghiul dat si ale cercurilor exinscrise (varfurile antisuplementarului) sunt
respectiv!? | = —ab-bc-ca, iy =ab-bc +ca,ig=ab+ bc-ca, ic=—ab+ bc+ ca,
ortocentrul antisuplementarului are afixul is + ip + {c = —I, deci acest punct se afla pe dreapta
Ol. Aceasta dreapta contine punctul O, centrul cercului Euler a antisuplementarului, deci este
dreapta Euler a antisuplementarului.

3. Fie M un punct pe cercul circumscris triumghiului ABC, H ortocentrul triunghiului si p afixul

h+m
mijlocului segmentului HM. Avemh=a+b+c,u= — si ecuatia dreptei Smson a punctului
h 1
M este! z—p=abcm(z — ). Centrul cercului Euler estee= - faza lui este egald cu =,
. . . . Im| 1
iar punctul de afix y apartine acestui cerc, deoarece |4 —eé| = — =3

4. Intersectia a doud drepte Simson corespunzatoare punctelor M si N are afixul %

m+n abcmn
e+ +
z=e > > ,

unde e este afixul centrului cercului Euler. Cand punctele M si N sunt diametral opuse, dreptele
Smson corespunzatoare sunt perpendiculare si se intersecteaza pe cercul Euler, deoarece m+n =
=0.

a+b
5 Mijlocul laturii AB are afixul - , coeficientul unghiular a laturii CD este egal cu cd, deci

a+b — a+b
perpendicularadin mijlocul lui AB pe CD are ecuatia z — = = cd ( Z — —— ] Punctul M

2ab
a+b+c+d

cuafixul m= =——— — apartine acestei perpendiculare, iar din motive de simetrie deducem

ca el apartine si celorlalte trei.



Revista Electronica Matel nfo.ro 1 SSN 2065 — 6432 Decembrie 2010

6. Daca ABCDE este pentagonul inscriptibil dat, inscrisin cercul unitate, atunci punctul Mathot

_ _ a+b+c+d ) ] ~ )
al patrulaterului ABCD are afixul — ¢ apartine cercului cu centrul in punctul de afix
a+b+c+d+e . 1 o
—5  siraza de lungime > Un rezultat ssimilar are loc pentru celelate patru

patrulatere cu varfurile in varfurile pentagonului, deocarece patrulaterul ABCD afost ales arbitrar.

7. Avand in vedere egalitatea h = 3g, avem de demonstrat identitatea

|m —23g|? +2|m|* — 3Im —g|*>=6|g|?>, me C.
Folosim egalitatea |z|? = zZ, z e C si obtinem

Im —2g|* +2|m|* —3m —g|*=(m —3g)(M —3g) +zmm-3(m —g)(M — §) =
=mm— 2(mg + mg) + 99 g + zmin — 2mm+2(mg + Mmg) — 2gJ =693 = 6|g|%

8. Fietriunghiul ABC Tnscrisin cercul unitate, el este dreptunghic in A daca si numai daca

mijlocul laturii [ BC] coincide cu centrul cercului circumscris, deci daca si numai dacd b+ c=0.

. . . a+b\ [ _ a+ b\ _ (a-b)@->b)
Ecuatia cercului cu diametrul [ AB] este(Z— T) (z - ) = n ,

deci

_ a+b a+b _ a?+ b?

_ ~ . - c o= h27 2
Z—s=Z >—— - Acest cerc intersecteaza ipotenuza (BC) : z b“Z in punctul cu
. a?+4+ b2 | " . " o .
afixul Zp = ——" Tangentaintr-un punct la un cerc este perpendiculara pe raza, deci
.. o . Zo—0 b3 a+b . R .
coeficientul sau unghiular este A = — Z-5- g unde 0 = =~ Ecuatia acestei tangente este deci
a*+b* b3 (_ a’+ b? B . . . . ) . )
Z—=—=7 (Z = Sapz ) 51 se verifica simplu ca aceasta dreapta trece prin mijlocul catetei

o« g -b
[AC], al carui afix esté‘%
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Motto:

*’Cel ce se lupta murmurand,
De s-ar lupta si-n primul rand,
Ei tot atat de buni ne par
Ca orisicare las fugar!
Murmurul, azi si orisicand,
E planset in zadar!
lar a tacea si lasii stiu!
Toti mortii tac!

Dar cine-i viu Sa rada!”’

George Cosbuc

Un algoritm general pentru ridicareala
putere a matricelor de ordinul 3

NECULAI STANCIU?

L Prof. , Sc.”George Emil Palade”, Buziu
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Abstract. Square matrices can be multiplied by themselves repeatedly in the same way
that ordinary numbers can. This repeated multiplication can be described as a p ower of
the matrix. The article presents a method(eigendecomposition of a matrix-decompositions
based on eigenvalues, also called spectral decomposition) for power of matrix and many
applications of this method.

Keywords: matrix multiplication, eigenvalue, eigenvector.

MSC: 15-XX, 11C20, 15A24 .

Dacd A=(a;)e M,(C)(vezi [1],[2],[4],[6])si 2.2, %, (valorile proprii ade matricei
A) sunt radacinile ecuatii caracteristice,

A2 —sh?+un—-D =0, unde
a, a
s=tr(A)=a, +a,+a,,u=| =2 2|, B G| 18y 812’
Ay x| (8 Gp| [An Ay
D = det(A) definim
7\4; }\‘n kn )

daca

o=Vl bk = G T T i =) G i =)'

Ay Ay, Ay Sunt distincte doua cate doua.
Vo (R ko hy) = xliirx] VoA dp ha) Ay # Ry = Ry
Pentru celelete cazuri v, = o
Vo (Aps A, hy) = lemlvn (A hp ho) Ay =y =g
Tn continuare vom calcula v, (A,;,A,,%,) , V, (A, A, %) Si vom aréta ca :
vy, =v,=0,v, =LV, =2 + A, +As.
LT g AP AT =Y AN i definim

i j k=1

Daca A, #2; , notam d; (n) =

d, (n) = I|m d; (n) = n\™.

Astel v, () = 920292 by Lo s 2, atund

7‘*3_7“1
A A n
r]kn—l_ 2 1 Kn—l_ xn—kkn—k
Y _d22(n)_d21(n)_ ? }\‘2_}\‘1 _; ? ; ? ! _
nlhhede) = ho=h A=k s -

k-1 k-1 n k-1 k-1 n
27\4” k 7\‘ }\‘ z }\’ 7\‘ _Z}\‘n kz;\‘k 1—]7\‘1 -1
k=2

k=1 - k=2 -
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n k-1 o n
Deci v, (A, hp0hp) =D > A5 I (A % 1,) In situatia Tn care A, =i, =L,, gasim

k=2 j=1

V(oA hy) = zzwz k”2221 n(n - 1)k”’2.EgaIité§ile(2)severificéimediat.

k=2 j=1 k=2 j=1
Dacd A,,A,,A, sunt radacinile ecuatiei A° — sxz +UA — D =0, avem urmatoarea relatie de
recurem;é'
B V,.,= —-uv, +Dv,_ ;.

Intradevar, d|n A? = s\2 —uj, + D, prin inmultire cu A", avem
A2 =AM —UA! + DA, ceea ce implica

v B 7\‘;1+2 )Ln+2 Kn+2 ~
RSN FYRPY CYRRPYY R CHPY CYFYY MY FYRFY FYFYY
n+l n n-1 n+l n n-1 n+2
_ ST -u + DA ST —uhg + DA Al .. 4DV,

(k _kz)(}L _7‘3) (7*2 _7‘1)(7‘2 3) (7”3 _7”1)(7*3 _}‘2)
Acumcu G, = {xl,xz,x }c C si v, precizat mai sus demonstram prin inductie completa
egalitatea
(4) A" =v,A*+(v,, —sv,)A+Dv,,l,,neN.
Demonstratie. Avand in vedere (2) si (3), egalitatea (4) este verificata pentru ne {L2,3}.
Pentru k e {1,2,3,...,n} presupunem ca avem A" =v, A® + (V,,, — SV, )A+ Dv, ,|.
Deci pe baza teoreme Hamilton-Cayley  (vezi [7])  obtinem:
At = AAS =y, A + (v, — SV, )A® + Dv,_, A=V, (SA” —UA+ DI,) + (v, — SV, )A’ + Dv, A=
= Vi A® + (DViy = W ) A+ DVl = Vi A% + (Vi = SVy0) A+ DY, .

Din cele de mai sus rezulta urmatorul algoritm pentru matricile patratice de ordinul 3:
a. Se rezolva ecuatia caracteristica,
M-S +ur-D=0;
b.Se calculeaza v, (definit si calculat mai sus );
c. Se aplica formula A" =v, A +(v,., —sv,)A+Dv, ..

n+l

e In numirul urmitor vom prezenta un caz general si cateva aplicatii
practice.
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M etode de calcul pentru sin36°. Constructia pentagonului regulat

Tnscrisintr-un cerc dat, folosind numai rigla si compasul.

Prof. Gherasa loan-Doru

Colegiul ,,Henri Coanda” Bacau

M etoda 1

3t 2n 2n 3
Deoarece —+—=— rezulta ca sin— = cos—.

10 10 2 10 10

Se stie cd sin2o. = 2sina coso Si cos3o = 4¢os’ o — 3coSa .

Relatia §n2" = cos o 26in™ cos ™ = 4cos® ~ — 3cos . Tmpértind prin
10 10 10 10 10 10

cos %0 se obtine 2sin ™ = 4cos? -~ 3 si notand sn’ cu xavem:
10 10 10 10

1+
2x = 4(1- x?)-3 < 4x? + 2x—1=0, ecuatie care are solutiile: X,, = LT\E :
Din 0<smE<1 ( primul cadran) rezul ti c& sm—: _1+[
cos™ =1-2sin? X = 1+\/— in—=/1- _V10-2v5 2\/—
5 10

Metoda 2
Vom aréta in prealabil ca s:m—cosz—JT = 1

10 10 4°

2n 2n 1
Din cos~ =sin <% = 2sin - cos™- = 4sin - cos— cos rezultd sin—-cos<~ = - .
10 5 5 5 10 10 5 10 10 4

Revistd Electronicid de MATEMATICA-office@mateinfo.ro Page 1
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" LT . . T 2r 1 .
Notand sin— = X, relatia sSin—cos— =~ o rescriem:
10 10 10 4

x(1—2x2):%<:>8x3—4x+1:0

- y o . . R .1 . o
Va trebui sa rezolvam aceasta ecuatie de gradul trei. Observand ca > este solutie, rezulta

_1+4/5

8t° — 4t +1= 0.<> (2x—1)(4x? + 2x—1)= 0 de unde solutiile x, :%; X, 5 = :

4
~1+4/5

LT .t 1 .. . .z
Cum O0<sin—<sn—=—= gasimca Sih— = .
10 6 2

10 4
cos%:1—23in2n—= 1+5 sin%= /1—0052%:—“10212\/g

10 4
Metoda 3

T . . T ° " . . T .
COS—+iSin— | =cosS—+isSin —=i Q)
10 10 2 2

Notdm cosf—0 =X, sinf—oz y . Aplicand formula lui Newton in (1) si egaland partile

_l_
reale rezultd : 16x* —20x*>+5=0. Notdm x*=t . Ecuatia In t are solutiile: t1'2:—5_8\/§'
10 4 2° 8 2

1 545 n \10+2.5
C —=—=>C0S—= ——"7——.

10 8 10 4
cos™ = 2cos? X — :1+\/§, snX = 1—coszn—=10;2\/§-

5 10 4 5 5 4
M etoda 4

5
[cos%ﬂsin%j =cost+isint =-1 (1)
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Notam sin% = X. Aplicand formula lui Newton in (1) si egaland partile imaginare rezulta

5+./5
—

1 16x" —20x* +5=0. Notdam x* =t . Ecuatia in t are solutiile: t,, =

5+\/§
8

t:xzzsin2£<sin2£=1,
5 4 2

1
>—.
2

Metoda 5
. T .. T
Fle z=cos—+isih—.
5 5

Z=cosn+isnt=-1< 2" +1=0< (z+1)(z4—23+ 22—z+1)=0.

Evident z=—1. Tmpartim prin Z*si rezultd (zz +i2j—(z+ l}le 0
z z

145

Notim z+ 2 =w si rezultda w*-w-1=0, w,, 5
. ,

1+\/§

2

este numarul de aur.

T \/§+1

1 _ T
Z+—=2+Z=2c0S—>0 = cos—= .
z 5 5 4

1-cos? & 10215

5 4

. TC
sin—=
5
M etoda 6

Consideram un triunghi isoscel ABC cu unghiurile de la baza de 2% .

Notam X = T
5

Revistd Electronici de MATEMATICA-office@mateinfo.ro Page 3
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B

Fie BD bisectoare. Aplicand teorema bisectoarei rezultd ca :E _AD = DC= R :
BC DC a+b
2
AD=-2
a+b
Aplicam teorema sinusului in ABC si BDC si avem:
_L: _a = a=2bcosx (1)
sinx sSin2x
c_:—D: - b = b=2CDcosx< b= @ cosx (2)
sinx sin2x a+b
Din (1) si (2) rezultd b= MZCOSX < 4c0s*x—2c0sx—-1=0.
2bcosx+Db

Notam cosx=t >0

T 1+\/§

Rezolvand ecuatia de gradul 2 se obtine cosg ==

,m 10-245

. T
sin—=,[1-cos”* — = ~+"———.
5 5 4

M etoda 7
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O B D C

Fie triunghiurile isoscele OAB si ABC cu masurile unghiurilor precizate in figura.
Notam OB=a, BC=x.

Din triunghiurile asemenea OAB si ABC rezulta:

oc _0B a+x:9,deundex:f—_l
AB BC a X
2a 4
cos—=1—25m2n—:l+\@, snl = 1—coszn—:—“1o_2\£.
10 4 5 4
M etoda 8

Fie un pentagon regulat inscris intr-un cerc.
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36°

Triunghiurile AIE si ABE sunt asemenea , % = B_Ei deunde AB® = IE-BE.

|E=BE-BI =BE- AB
BE2-BE-AB- AB? = 0/ : AB?

2
BE —E—lzo, notam t=E>O
AB AB AB
Rezolvam ecuatia t*—t—-1=0, t= 1+V5 Deci 2E - 1+5 :
2 AB 2
Tn triunghiul isoscel ABE daca ducem inéltimea din A avem cos36° = % = 1+f .

Revistd Electronicid de MATEMATICA-office@mateinfo.ro Page 6
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Constructia pentagonului regulat inscrisintr-un cerc dat, folosind

numai rigla si compasul

Metoda 1

A!

Ducem diametru AA' cu rigla. Apoi folosind compasul se construieste mediatoarea
diametrului AA’ ducéand arce de o parte si de alta a segmentului  AA’ (constructia
mediatoarei unui segment). Se construieste mijlocul segmentului OB .

Rotim AM in jurul lui M péna arcul de cerc intersecteaza diametru OB Tn N.

Vom arata ca AN este latura unui pentagon regulat Tnscrisn cerc.

Daca R este raza cercului initial atunci AM = @: MN si
ON =MN -OM =@—§:$R.

Tn triungiul dreptunghic AON, AN =+ AO?+NO? = —“10_22\/5R .

Rotim AN 1n jurul lui A si intersecteaza cercul initial in P, AN = AP.
AP AN 410-2y5

= . Rezulta ca
AA 2R

In triungiul dreptunghic AA'P, sin(«<AAP)

m(<AAP) =36 de unde m(«AOP)=72".
Am aratat ca AP reprezinta latura unui pentagon regulat inscrisin cerc.
Prin arce de cerc se obtin cele 5 varfuri ale pentagonului .

Revistd Electronici de MATEMATICA-office@mateinfo.ro Page 7
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M etoda 2

Ducem diametru AA’ cu rigla. Apoi folosind compasul se construieste mediatoarea
diametrului AA’ ducéand arce de o parte si de alta a segmentului  AA’ (constructia
mediatoarei unui segment). Se construieste mijlocul segmentului OB, apoi se traseaza
cercul cu centrul in C si raza CO. Unim A cu C si notam cu D punctul de intersectie al
dreptei AC cu cercul de centru C.

Rotim AD 1n jurul lui A si intersecteaza cercul initial in E.

Vom aradta ca AE este latura unui decag on regulat inscrisin cerc.

Daca R este raza cercului initial atunci AC = @ si
AD = AC-CD = *ER—gz ‘/52_1R :

_AE_AD +f5-1

Intriungiul dreptunghic AEA', sin(<AAE) = NSRS 4 Rezulta ca

m(<AA'E ) =18 de unde m(<AOE)=36".
Am ardtat ca AE reprezinta latura unui decagon regulat Tnscris n cerc.
Prin arce de cerc se obtin cele 10 varfuri ale decagonului.

Unind cinci varfuri nealaturate ale decagonului se obtine pentagonul regulat.

Observatie
Dacé ducem bisectoarele unghiurilor la centru ale decagonului(constructia bisectoarei

unui unghi) obtinem un poligon regulat cu 20 laturi inscris in cerc.

Bibliografie
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O metoda de calcul ainversel unel matrice

Prof. Antohe Florin

Metoda clasica de calcul ainversei unei matrice ce se studiaza Tn clasaa Xl-a
este oarecum grea pentru unele matrici patratice de ordinul n. In cele ce urmeaza voi
prezenta un procedeu pentru calculul inversei unel matrici cu gjutorul sistemelor Cramer

si anume :
Fie A o matrice patratica de ordinul n, cu det A#0. Consideram ecuatia AX=Y (1)
X Y1
X
in care X si Y sunt matrice coloana si anume: X=| " | ; Y= y:2 .
Xn Yn

Ecuatia AX=Y , este echivalenta cu un sistem Cramer de ecuat ii de forma Zam X =Yy,
i=1

unde h=1,2,..,n. (2).

Rezolvand acest sistem pe o cale convenabila , gasim formulele : x,= Zbij y, (), iar
i=1

sub forma matriciald se scriu X=BY.

Inlocuind pe X in ecuatia (1) , se obtine ABY=Y dar Y=UY , unde U este matricea

0

unitate , rezulta ca avem: (AB-U)Y=| . |. Observam ca elementele matricei Y au fost

0
alese arbitrar deci putem presupunecd y, =1; y, =0; Vi#k;1<i<n.
g 8y ... &, Ay 0
ay a, .. a a 0
Daca AB-Y=| * "2 " | aunci (AB-U)Y=| ** |.Dar AB-Y=| .|, deci:
a, a, ... a, ay, 0
ay | (0
a2k O .
. |=|.|; deunde a, =a, =...=a, =0, cum k a fost ales oarecare , atunci
a, 0
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a, =0 vk=12,..,n. Deci AB-U=0 , AB=U Si
det(AB)=det(U) < det(A)det(B)=det(U)=1.
Deci det(A)20 , de unde rezultd cd B=A .

Am obtinut astfel urmatoarea regula :

Pentru a calcula matricea inversa a matricei A se scrie sistemul de ecuatii (2) In care
coeficientii necunoscutelor sunt coeficientii matricel A iar termenii liberi sunt parametrii.
Se rezolvd acest sistem , se scrie solutia cu forma (3). Matricea B a coeficientilor
parametrilor Y esteinversa lui A.

Aplicatie : Sa se gaseasca inversamatricel A ,undeA=| 1 1

X X+ X, =Y,
X+ X+ X, =Y,
Se formeaza sistemul {X, + X, +...+ X, =Y, , care se rezolva astfel :

X 4+ Xy ot Xy =Y,
Se scoate din prima ecuatie adoua, apoi ecuatia a treia si asa mai departe Si se obtine:

Xx=Y1—Y,
X3=Y17 Y3
Xn:yl_yn

Se aduna aceste relatii si se obtine:

X, + X3 +...+ X, =(N=Dy, — (Y, + Yz +...+ Y,)-

Deci x, =y, —(N-Dy, + Y, + Vs +...+ Y, =(-N+ 2y, + Y, + Yo +...+ Y,.
Rezulta matricea inversa este:

-n+2 1 1 .. 1

1 -1 0 ... O

A'=| 1 0O -1 ... 0
1 0O o0 .. -1

Bibliografie :
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Motto:

“Ca tot ce esti si tot ce pati,
Parere-i tot daca socofi -

De mori tarziu ori mori curand,
De mori satul, ori mori flamand,
Totunae! Si rand pe rand
Ne ducem toti !”

George Cosbuc

SOLUTIONAREA UNEI CLASE DE PROBLEME

RoOXANA MIHAELA STANCIU?

Tn paginile acestei reviste cat si in alte reviste din tara noastra si din strdinitate s-au

publicat unele probleme, care permit evidentierea unei clase cu proprietati comune.O
asemenea clasa de probleme este ridicarea la putere a matricilor de ordinul 2 si a matriclor de
ordinul 3(atunci cand putem afla valorile proprii).
Dacd AeM (C) iar ke Nse pune problema de a gési elementele matricei A .Astfel de
probleme sunt propuse adesea la examene, concursuri sau in reviste de profil.in cele ce
urmeaza indicam un algoritm genera destinat rezolvarii(rafinarii) acestor probleme pentru
ne{23}.

1. Daci A:(il Zj pentru gasirea elementelor matricei A" (vezi [3],[4],[5].[6].[8])se

parcurg urmatoarele trei etape :

! Prof., Liceul cu Program Sportiv “lolanda Balas Sotter”, Buzau
e-mail: roxanastnc@yahoo.com



Revista Electronica M atel nfo.ro 1 SSN 2065 — 6432 Noiembrie 2010

a.Se rezolva ecuatia caracteristica, det(A—Al,) =A% —tr(A)AL +D =0,

(unde tr(A)=a+d,D =det(A) =ad —bc) si se determina spectrul matricei A (multimea
valorilor proprii ale matricei A), o, = {A,,A,}c C.

y Aoy Y
b. Senoteaza v, =< A, -2,
A A, =4

c. Seaplicd formula (1) A" =v,A-Dv,,l,,neN.
2. Dacd A=(a,)eM,(C)(vezi [1],[2],[4],[6],[9])si A.,7,,%,(valorile proprii de matricei

A) sunt radacinile ecuatii caracteristice,

a, a
A —s2+ur-D=0,unde s=tr(A)=a, +a, +a,,u=| - z (A Gl 1P %)
a32 a33 a3l a33 a21 a22
D = det(A) definim
A A Al

Vn :Vn(k]g}\'z)}\'g): , daCé 7\.1,7\.2,7\,3

(=1 e —73) Oy =2y =) (g = PN — 1)
sunt distincte doua cate doua.

V, (A, Ay, 0,) = xIiﬁrr; V(A g A5), A # A, =g
Pentru celelete cazuri v, = o
Vi (7‘1’7“1’7‘1) = J2|_r)';‘1vn (7“177‘217‘2)’7‘1 = 7L2 = 7L3

Tn continuare vom cacula v, (A,,1,,4,) , V, (A, A, A,) Si vom arta c& :
AV, =v,=0,v, =Lvy=A + A, +Aj,.

n n

Dacd A; #A, , notdim d;(n)= kl L= o+ A= DA si definim

i k=1
I _ n-1
d.(n)= xIjlmi d; (n) =np.
Astfel v, (2 h;) = 32(;) 221(”) Dacé A, # 4, $iA, = A,, alUnci
37 M
A=A L n
I"I}\,n_l— 2 1 7»”71— xn—k;\‘n—k
v (?\‘ Yy ):dZZ(n)_d21(n): ’ }\‘2_7\’1 :; ? ; ? ' —
e Ay =Ny A, =Ny A, — Ay

_ C n—k>";_1_}\‘ll(_l N nk}‘kl A'kl C n—k k—1-j 11
=D A S =>4 —x . = Zx M

k=2 k=2


roxanastnc@yahoo.com
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n k-1
Deci v, (A, A, A,) = MM (0 #),) In situatia Tn care A, =L, =A,, g&sim

k=2 j=1

Vo O k) = 3 S0 22023 S “(” D02 Egalitatile (2) se verifica imediat

k=2 j=1 k=2 j=1

Daca A,,A,,A, sunt radacinile ecual;leiﬁ—s.k2 +Uk —D =0, avem urmatoarea relatie de
recurem;é'
(©)Y

Intradevar, din 7»? =S\2 —uh, + D, prin inmultire cu A", avem

-uv, +Dv,_,.

n+2=

A2 = s\ — Ul + DA, ceea ce implica

v B 7\4;_1+2 }\’n+2 xn+2 B
" (7‘1 - 7‘2 )(7”1 - ) (}‘ -\ )(7‘2 - ) (7\' - )(7” - }“2)
STt —u DA ST —UAS + ng ! Aa

+ =sv,,,—uw, +Dv_ ,
(7L - 7\'2)(7\' - )"3) OV - }“1)(7\'2 - 7”3) (7L 7“1)(7\' }\'2)

Acum cu o, = {xl,xz,x }c C si v, precizat mai sus demonstram prin inductie completa
egalitatea:
(4) A" =v A*+(v,,,—Sv,)A+Dv_,l,,neN.
Din cele de mai sus rezulta urmatorul algoritm pentru matricile patratice de ordinul 3:
a. Se rezolva ecuatia caracteristica,
A —s\?+un-D=0;
b.Se calculeaza v, (definit si calculat mai sus );

c. Se aplica formula A" =v, A* +(v,,, —sv,)A+Dv, .

n+1

Remarca.Osatura, ridicarii la putere a unei matrici o reprezinta valorile proprii ale acesteia.

e nincheiere propun ca exercitiu rezolvarea problemelor :

-2 4
1. Fie Ae M,(R), A:( 5 7).Calculagi A" pentru ne N*( publicatd In RMT, nr.

1/2009 cu numarul O.X1.170);
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113
2. Se considerd matricca A=|1 5 1|eM,(R).S& se calculeze A" pentru
311

ne N*(publicata in G.M.B — nr.12/2006 cu numarul 25687 si datda la Olimpiada de
Matematica, faza locala, Bucuresti, 2008);

01 1Y
3. Calculati|1 O 1| ,¥ne N"(publicatda in RMT, nr. 3/2009 cu numarul X1.270)
110
140
4, Calculati A", unde A=|0 2 O |(publicatd iIn RMT, nr. 4/2009 cu numarul
5 6 3

X1.275).
Observatie.Metoda functioneaza atunci cand se pot determina valorile proprii ale
matricei (intotdeauna in cazul matricilor de ordinul 2).
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Solutionarea unei conjecturi

din 1932 a lui D.H.Lehmer in 2010

de Nicodim A. Negrea

Mamei mele, Elisabeta

Pentru k intreg,notam :

N, = {n: nesteintregsin=kj.
Pentru nintregsin = 2 , @(n) este numarulelementelor din N, care

sunt relativ prime CUN simai micican; ¢ este indicatorul lui Euler .

Reformulam o conjectura din 1932 a lui Derrick Henry Lehmer, astfel :

CONJECTURA 1. Dacan € N, stk € N, , atunci :

1. ke(n)=n—1,dacasi numaidaca, neste primsi k=1;
2. ¢(n) divide n— 1,daca si numai daca, 1 este prim. ([2D

Pentru a rezolva aceasta conjectura, vom utiliza
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TEOREMA 1.Dacaa €N, , TNy, X, %5, ..., X, EN, X < X5 .o < X, Si
(1.T.1) alx;— D0 — 1) (x, — 1) = xy%5...x,— 1 , atunci:

(L1 x,=x1XpXp_q 5
(1.2) a= 2 sau a=3 (anumaipoate fi alt numar,decat 2 sau 3);

(1.2.1) Daca @ = 2 ,atunci :

x,=3=22"+1; x,=x,+2=5=4"+1=2%"+1;
X=Xy +2= (0 —1)2+1=42"41=22""+1,ieN,,

(<T; X =XXpud, =, —1)2—1=42"7"_1-27"_1,

(1.2.2) Daca a — 3 ,atunci :

x, =2=32"-1; X, =X, +2=4=32"+1;
Ii=xlxg...xi_1+2 = Exl_l—le-F 1 ZBEE_Z_I_ ].Ji ENE,I: {:T;
X, =X X =, —1)?—1=32"_1.

Demonstratie. Din (I.T.1), obtinem :
alx, — 1), —1) g, — 1) =x0.. %, — L =%, %%, (%, — 1)
X3 X5 %1 — 1;
X9Xp-Xp g —1=[alc; —1)(xo— 1) - (g — 1) — X9 X5 X4 ] (x, — 17

alx,—1D)0—1) (e — 1) =% %0, +1 =
XqXgewXpg (g — 1)+ 2%, %, 5+ 1;

lalx; — D — 1) (o — 1) — 425 w25 [ (0, — 1) =
X XpeeXpy +1;

a(x;— 1), —1) vl — 1) = xy%5..%,_, +1;
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alx; — 1), —1) (., — 1) = x%, . X,_; + 1, pentru i EN,, i< T;
alx;—1D)z=x,+1=x,—1+2;
(a—1)(x,—1)=2.

Cel mai mic x4 se obtine din egalitatea urmatoare :
(my)  (a—Dx—-1)=2,

daca si numai daca,
(m;") alx;—1)=x,+1 .

Din (1m,), obtinem numai doua cazuri :

CAZUL1l:a=2 six, =3 ;

sau

CAZUL2:a=3si x;=2 .

Pentru @ st xy ,in fiecare CAZ, dintre cele doua , inmultim ambii
membri ai egalitatii (m,')cu (x, — 1) si obtinem :

a(x,—1)0,—1)=(x+1)(x,— 1);

X, —x—1=alx;—1)(x;,—1)—x,x,=1;

X, =x,+2.

Pentru a 51 x4 determinate anterior, cel mai mic x, verifica egalitatile
urmatoare :

. 5, dacaa=2,
(m,) Xy =X1+2=14 dacaa-3 -

daca si numai daca,

(m,") alx; — 1), —1)=x,x,+1.
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Pentru @, X, si x, determinate deja, in fiecare dintre cele doua CAZURI,
inmultim ambii membri ai egalitatii (m,")cu (x5 — 1) si obtinem :
alx; —1)0; — 1D (x;— 1) = Cepxp +1) (e — 135
Xy — X%, —1=alx, — D(x,— 1(x;— 1) —x,%,%;.
Daca = 3,atunci al{x; — 1)(x; — 1)(x3— 1) — xyx,x3 = —1
(care este echivalenta cuegalitatea (I.T.1),dinipoteza) si obtinem :

pentru a, x; si X, determinate deja, in fiecare din cele doua cazuri . cel

mai mic x; verifica egalitatile urmatoare :

) 4%-1, dacaa=2,
(mg)  x3=x320, = (% — 2)x, = (3, — 1)°-1= { 32-1, daca a=3 ’

daca si numai daca,
(m,") ale; — D0 D —1) —x20,x, = -1
Daca r € N,, atunci
X3 — X%, — 1= m:x1 — 1)(7"52_ 1)‘:?53 —1)—x,%,%322 1;
X3 = XX, +2.
Cel mai mic x5 se obtine din egalitatile urmatoare :

o 4*+1,daca a=2,
Lﬂlgj 1‘?3 =I1x2 + 2 —_— l:xg_ 2]1-2—1'2: (JCE— l]z—l_]. ={32+1,fiﬂ-ﬂﬂ- G:E I}

daca si numai daca,
(my") a(x; —1)(x;— 1)(xg— 1) = x4 X x5 +1 .

Dacai € N3si i <7, atunci :

X, — XXX — 1l=alx;, — 16— .. (6 —1)—x,%,..0,>=1;
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cel mai mic X; se obtine din egalitatile urmatoare :
::ﬁlij X;=Xi1X5...X;_4 + 2 — I:Jfl-_i - 2]):1'_1 + 2 — [Xl-_i — 1)2_|' ]. -
4 +1=2 +1, daraa=2,

(x,—1)2 7+ 1= 2
. {32I +1, daca a=3

daca si numai daca,
(m;")  ale;—1)0—1)dx;— 1) =xy%5..%;+1 ;
daca i+ 1 < r,atunci inmultim ambii membri ai egalitatii (") cu
(x,,, — 1) si obtinem :

alx;— 1) —1)(xe;— 1) = (025 + 1) (30, — 1)
IH_]_— xlxz ...Il-— 1 = (1(1'1— 1:”:9(:2 - 1)...':1:1'4_1_ 1] - xllel-x{+1 :i: 1 ;

Xioq = XyX5...X; + 2.
cel mai mic x;, , se obtine din egalitatile urmatoare :

(M;41) Xipr = XX % +2=06—2x,+2= (x,—1)*+1=

42£_1+1— 22i+1 dacaa=2
(,— 127 +1= {1 T LR
3 +1, daca a=3

daca si numai daca,

Cel mai mic x,._; se obtine din egalitatile urmatoare:
(?nl'—l: I -1 - xlxz "':E']"—E + 2 - (:ET—E - 2)1:].-_2 + 2 - I:’T’-T—z — 1)2+ ]_ =

4* "+1-22"""+1, dacaa=2
- r—a — ’ = »
(= D% +1= {32r_3+1 dacaa=3 ’

daca si numai daca,
(m,_," alx, — D0 —1) (0 — 1) =x%,..%,_; +1 .

Inmultim ambii membri ai egalitatii (7, _;'}cu (x, — 1) si obtinem :
a(x;—1)0—1) (- 1) =50, +1) (.- 1) ;

Xy — Xy XgeaXpog —1=alx; — 1) — 1) (x, — 1) — 2725, = —1
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(conformegalitatii (I.T.1),dinipoteza).

Cel mai mic x,. se obtine din egalitatile urmatoare :

(m,) Xy =Xy XpunXp =X 1 —2)X = (%, 4 —1)*—1=
42" " 1-22" "1, dacaa=2

(xz—l)zr 1= { -z ' !
3° —1, daca a=3

daca si numai daca,
(m,") a(x;—1)x;—1)..(x,—1)=x7%..x, —1

(aceastaeste chiar egalitatea (I.T.1),din ipoteza) .

Pe de alta parte,
Xy XpeXp g — 1 =Jalx; — D)0 —1) (g — 1) —x %5 X4 ] (X, — 1)
=x.—1;
Xp =X Kg Xyl q -
Cel mai mare x, posibiiverifica egalitatea urmatoare :
(M,) Xp=X1X3 - Xp_q,
daca si numai daca,
M__." alx, — D0, -1 (xy—1)=x%,...%,_; + 1.
Notam :
(M,") alx; — 10— 1)e(x, — 1) = x4%,...x,.— 1.
Din (M__,"" ,obtinem :
a(x; — 1) - 1)y — D) =242 %, 4 1=

XIIE...XT_E {:XT_]_ - 1) + xlxﬂ l"x-r—g + ]' ; llxz "'I'I"—E + 1 =

[a(x, — D(x,— 1), — 1) — X X0 Xp o] (o, — 1) 22, — 1

Yo =X1X5 .. X 2+ 2 .
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Cel mai mare x,_, posibiiverifica egalitatea :
(M,_1) Xpog —X4XgeXp s+ 2,
daca si numai daca,
(M, _,") a(x;— D, — Do, — 1) =xyx5 ..., + 1.

Cel mai mare X,_;,; posibiiverifica egalitatea :
daca si numai daca,

(M

r_jr) a(x, —1)(x;—1) ...(x,r_j —_ 1) =X %X+ 1,
pentru JEN,SIj<1 .

Notam :

t=7—j+1 siobtinem:
Cel mai mare x, posibiiverifica egalitatea :
(M,) Xp = X1 Xg...Xp_g +2,

daca si numai daca,

(M,_,") alx,— D0 — 1) e(xy— 1) =232, + 1,
pentru tE N, sit<r .

Renotam pe (M;") cu (M, ]si constatam ca (M;) este echivalenta cu (1),

iar (M,") coincide cu (m,"), pentrui €N, si i <7 ,deci cele mai mari
numere x; Posibile coincid cu cele mai mici numere x;, oricare ar fii,
L€ Ny st i =7 ,infiecare dintre cele doua CAZURI posibile,deci x; sunt unice,
in fiecare dintre cele douwa CAZURI si sunt chiar cele din concluzia TEOREMEI 1.

Am demonstrat in intregime TEOREMA 1.
Acum putem solutiona CONJECTURA 1.
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TEOREMA 2. Dacan € N, sik € N, , atunci :
1. kg(n) = n— 1 ,dacasi numai daca, 1 este primsi k= 1;

2. @(n)divide n— 1,daca si numai daca, 1 este prim.

Demonstratie. Deoarece & N5, exista si sunt unice urmatoarele
2r+1numere : 7, p., P, e, Py Ji1, ] 25---5 )y » astfel incat
Ty i1z, Jr € Ny, Dy, D3, e, B ENy, p1< P2 <o <,
p;esteprim oricarearfii ,i EN,, i =71 si

(W) n=ptp,2..p. 7. ([1D.

Se stieca:
(E) o) =p+ (p,— Dp, 2 (p,— 1) .op /o, — 1), ([1D).

1. Dink@(n)=n—1,unde ne N, sikeN;, (W) si (E),
obtinem j3 = j, =---=],.= 1,apoi, perand:

(21) n=p1Ps-Pr;
220 e =0@E:-DE.-1..(o,-1);
(23] k(pi—-D@:-D-.(p,—D=pipy..p,— 1.
Daca r € N, , atunci numerele k,p,,ps,..., Py indeplinesc,

in locul numerelor a,x,,%,,..., X,, toate conditiile ipotezei TEOREMEI 1 ;

(2.3)este (I.T.1); rezulta ca egalitatea X, = X;X,... X,._; se inlocuieste cu
(2.3.1) Pr=DiPz Proa, TEN;, 71212,
din care rezulta ca p, nu este prim, ceea ce contrazice ca p,. este prim.
Deducemca << 3.

Dacat = 2, atunci din (2.3) rezulta :
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k- D@~ D=pp,—1=pp:-D+p; - 1;
p, — 1 divide p; — 1 , p; —1EN; ;
p,—1=p,—1 ;
D, = P, , carecontrazice P, < P, .Rezulta 7# 2.
Deoarece T€ N, , 7 <3 si T #2 ,rezultaca 7= 1, apoidin (2.1)si
ca p, este primrezulta ca n. = p, este prim, iar din (2.3] rezulta ca

k(p;—1)=p,—1 si,decarecep, —1 EN, ,rezultak =1.

Am demonstrat ca neste primsi k=1.
Reciproc, dacan € N, , neste primsik =1, atunci :
kpn)=1n—1)=n—1, deci ko(n)=n—1.
Am demonstrat 1.

2. Rezulta din 1. .Se tine seama de definitia relatiei de divizibilitate
intre doua numere naturale.
Am demonstrat TEOREMA 2. ,deci am rezolvat CONJECTURA 1. .

Domnul profesor universitar Marian Deaconescu ,care ,in prezent, preda la
Kuwait University, mi-a prezentat aceasta conjectura acum vreo 3 ani si mi-a

spus ca nu a fost rezolvata pana atunci.ln vara anului 2010, cand i-am
prezentat o varianta de rezolvare, d-I prof. univ. Marian Deaconescu a
manifestat unele indoieli privitor la corectitudinea solutiei date de mine.
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Numere prime Mersenne
Parteaall-a

Dumitru Panturu*

Vom studia numerele Mersenne de forma 2% —1=...07,2% —-1=...47, ce pot

realizamici variante x* — y? si care formeaza minim trei grupe de cifre, fiecare grupa de

cifre fiind un numar prim, incepand cu ultimile doua cifre 07, 47, apoi ultimile trei cifre,
ultimile patru cifre, etc.

Numerele 2% —1=...07 si 2% —1=...47 ce admit o descompunere unica intr-o diferenta
de patratea doua numere intregi, sunt numere lent pri me Mersenne.

Exemplul 1.2°°%%* _1= 1979460607 .
500045423-numar prim;

07-prim;

607-numar prim;

0607-numar prim;

60607-numar prim;

(...989730304)% —(...989730303) = (...4655932416) — (...2676471804) = ...1979460607 ;
07 = 04* - 03%;

607 = 304° —303?;

0607 = 0304° — 0303%;

60607 = 30304° — 30303?;

1460607 = 730304° — 730303°;

19460607 = 9730304° — 9730303%;
179460607 = 89730304* —89730303%;1
1979460607 = 9897303047 — 989730303
1979460607 = 0989730304° — 0989730303,

! Prof., Dr.ing
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Varianta x* =...16;y* =..09 = x* - y* = .07 .
Celdatevariante (x*,y?) € {(...36,...29);(...56,...49);(...76,...69); (...96,...89) }, nu
realizeaza.

Deci numarul —1=...1979460607 este numar lent prim Mersenne si are
150.528.685 cifre.(vezi M47? 2742 643 801-1 has 12 837 064 digits[12th April 2009,
Magnar Strindmo, Norway]).

2500045423

Exemplul 2. 2°°%%¥% _1 = 6287300607 .
9000058423 — numar prim;

07-prim;

607-numar prim;

0607-numar prim;

00607-numar prim;

(...3143650304)* — (...3143650303)° = (...3839292416) — (...7551991809) = ...6287300607;
07 = 04° — 03’;

607 = 304° —303?;

0607 = 0304* — 0303?;

100607 = 50304° — 50303%;

1300607 = 650304° — 6503037;

7300607 = 3650304° — 36503037;

87300607 = 43650304° — 43650303°;
287300607 = 143650304° —143650303%;
6287300607 = 3143650304* — 3143650303°.
Varianta x* =...16;y* =..09 = x* - y* = .07 .

Celdatevariante (x*,y?) € {(...36,...29);(...56,...49);(...76,...69); (...96,...89) }, nu
realizeaza.

Deci numarul 2%°%%%2 _1 - 6287300607 , este numar lent prim Mersenne si are
2.709.287.798 cifre.

Alte numere prime:
04807423 _ 1;

4100428 _ 1.
9000045428 _ 4.

9000053423
2 -1
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Q1B _q.
%23 _ 1.

28423 _ 1.

30125423 _ 9.
330052423 _ 1.
0330002423 _ 4.
30097423 _ 9.
3012 _ .
9500042423 _ ¢

(Notd:sunt date numai céteva numere).

Exemplul 3. 2% _1= 8642050047

500555611-numar prim;

47-numar prim;

047-numar prim;

0047-numar prim;

50047-numar prim;

050047-numar prim.

(...4321025024)% — (...4321025023) * = (...8034200576) — (...9392150529) = ...8642050047

47 = 24% - 23%;

047 = 024% — 023;

10047 = 5024% — 5023%;

50047 = 250242 — 25023?;

050047 = 0250242 — 025023?;

2050047 = 10250242 —1025023?;

42050047 = 210250242 — 21025023?;
642050047 = 3210250242 — 321025023;
8642050047 = 43210250242 — 4321025023?;
Varianta x* =..76,y* =..29 = x* —y* = .47 .
Celddtevariante (x*,y?) € {(...16,...69);(...36,...89);(...56,...09); (...96,...49) }, nu

realizeaza.
Numérul 2% _1 = 8642050047 este lent prim Mersenne si are 150.682.267 cifre.

Exemplul 4. 2%°°%% _1 - 2507650047
3600000611-numar prim;
47-numar prim;
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047-numar prim;

0047-numar prim;

50047-numar prim;

(1253825024)? — (1253825023) = (...0808600576) — (...8300950529) = ...2507650047
47 = 247 — 237;

047 = 024 — 023%;

10047 = 5024° —5023?;

50047 = 25024% — 25023%;

1650047 = 825024 — 8250237;

7650047 = 3825024% — 38250237;

107650047 = 53825024° — 538250237;
507650047 = 2538250247 — 2538250237;
2507650047 = 12538250247 —1253825023%;
Varianta x* =...76;y* =..29 = x* — y* = ..47.

Celdatevariante (x?,y?) € {(...16,...69);(...36,...89);(...56,...09); (...96,...49) }, nu
realizeaza.

Numérul 2300000611 _ 9
1.083.708.268 cifre.
Alte numere:

2611 _ 1,
%61 _ 7.

22055611 _ 1'

...2507650047 , este numar lent prim Mersenne si are

QUSSEIL _ 7.
QEU0STSBLL _ 1.
OUOEELL _ 4.
9000045611 _ .
3U00S6LL _ 1.
7000025611 _ 1.
95000015611 _ 1

(Nota:sunt date numai céteva numere).
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SUFLETUL MOROMETIAN SI LOGICA MATEMATICA

MOTTO

“Sper, ca de Acolo de Sus , sufletele Morometilor care inca mai bantuie prin comuna
noastra Silistea Gumesti, sa inteleaga ca au loc si in fascinanta lume a matematicii si
se simt tot atat de bine ca in romanele lui Marin Preda”

Marele scriitor Marin Preda s-a nascut in Silistea Gumesti in secolul XX.
Aflati anul nasterii marelui prozator stiind ca suma si produsul cifrelor zecilor si unitatilor,
diferite de 0, sunt egale.

Marin Preda, prozator contemporan, a carui intreaga activitate s-a desfasurat in
secolul XX, a scris celebrul roman "Morometii”. Aflati in ce an a aparut primul volum al
romanului stiind ca cifra unitatilor este media aritmetica a cifrelor sutelor si miilor, si ca
numarul format de cifra zecilor si a unitatilor este divizibil cu 11.

intr-o zi la secerd au venit toti barbati din familia Morometilor .Seara
s-a constatat ca : Niculae a secerat mai putin decat Moromete. Raportat la cei
doi:Achim a secerat cat media geometrica , Nila cat media armonica, iar Paraschiv cat
media aritmetica a lor. Ordonati crescator cantitatile secerate de toti membrii familiei.

” In aceeasi zi Moromete isi facu socoteala datoriilor si spre seara batu la poarta lui
Tudor Balosu cu care se intelese sa-i vinda o parte din pamintul familiei Tudor Balosu
ridica din nou chestiunea locului din spatele casei, ceea ce Moromete acepta fara
sovaiala. Tudor Balosu nu avu totusi satisfactia pe care si-o dorise : Moromete arata
ca si atunci cind vanduse salcimul,indepartat si nepasator “( Morometii vol.l pag 390)
Cu banii luati el a platit 2\5 fonciirea, 3000lei pe doi cai, 1\5 rata la banca ,1000lei
datoria lui Aristide sil\5 taxele de internat ale lui Niculae raminindu-i 16% din

suma . Citi bani a luat el pe pamint ?

. » Moromete era abonat la ,Miscarea’ , locan la ,Curentul’ , iar Cocosila primea
,Dimineata’ "( Morometii vol. | pag 116). Un abonament pe o luna la fiecare dintre
acestea costa 1n functie de numarul de pagini continute, in sensul ca la fiecare 4 pagini
se mai adauga un pol la pret. Diferenta (ca numar de pagini) dintre , Curentul’ si
,Dimineata’ este egala cu 3/4 din numarul de pagini ale , Miscarii’. Numarul de pagini din
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,Dimineata’ este primul numar prim de 2 cifre distincte. Stiind ca Moromete a platit un
pol pentru o singura luna, aflati cat I-a costat pe locan abonamentul sau pe 2 ani.

'De la o vieme Moromete incepuse sa se intereseze mult de dezbaterile din
parlament mai ales de cind aflase ca lorga ia parte la ele .Soco tea ca marele
invatat trebuia tocmai de aceea sa fie si un mare om politic ,si Moromete
urmarea in dezbateri ceva care dupa parerea lui numai un om invatat putea
sa infaptuiasca . "Daca el spune ca face lucrul asta ,eu il sustin ,domnule,
sa ia puterea “declarse Moromete la fierarie ,dar fara sa dazvaluie care era
lucrul acela” (Morometii vol. | pag 87 )

Presupunem ca el se gindea la fonciirea lui ca daca are 14 pogoane de pamint iar
pentru fiecare ha platea 500lei iar parlamentul ar face o reducere de 30%pe an, ,dupa
2ani cit ar avea el de platit?

,Deschideau ziarele,citeau cu glas tare articol ele care apareau in ziarele partidelor lor
“Istorice” si faceau pronosticuri cine o sa vie intii in tara sa -i goneasca pe rusi,englezii
sau americanii?.Pina intr-o vreme cind pe linga ei incepu sa intre in acelasi birou si unul
al lui Gogonaru ,un baiat cam de virsta notarului care nimeni nu intelese ce cauta el
acolo,fiindca nu vorbea nimeni cu el” ( Morometii vol. Il pag 51 )

Al lui Gogonaru avea o gradina de zarzavaturi sub forma unui triunghi echilateral de
latura 12m. Suprafata cultivata cu gogos ari reprezenta aria triunghiului ortic al gradinii.
Cati m? de gogosari cultiva el ?

,,Casa Morometilor era asezata la soseaua mare si se putea ajunge la ea usor din orice
parte a satului. Casa era veche,dinainte de primul razboi,si numai pridvorul,graj dul si
finarul erau facute mai de curind. In pridvor era vazut de obicei Moromete ,care
parasise prispa de dinainte de cel de -al doilea razboi si dormea acum aici si ridicase in
acelasi timp de-a lungul prispei un parmalic cu cite -o floare romboidala taiata in mijlocul
fiecarei scinduri” ( Morometii vol. 1l pag 117 )

Parmalicul era un dreptunghi cu lungimea de 4m si inaltimea de 0,80m iar floarea
romboidala un romb cu inaltimea de 6 cm si un unghi de 30 °. Stiind ca erau 5 romburi,
cit la suta din suprafata parmalicului reprezentau florile romboidale ?.
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