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Inegalitatii Integrale
Prof. Nicusor Zlota

Colegiul Tehnic Auto “ Traian Vuia” Focsani

1.Fie f, g:[0,1]->R doua functii integrabile

Sa se arateca :

 (0g00d_ (] £ (90([ a0
6 109+909

f (x)dx +Jl' g(x)dx

Demonstratie

1.Vom demonstrata mai intdi inegalitatea :

n (> a)>h)
a,q < i:l i:nl ,aj’qe Ri,(*)

Fam” >a+h

i=1 i=1

Vom utiliza inductia matematica
Pentru n=1, are loc egalitatea;

Pentru

_,.ab _ab _(@+a)h+h)
a+h a+b a+a-+h+b,

< (ap,-ah)’>0

Presupunem inegalitatea adevarata pentru n=k si o demonstram pentru n=k+1, avem succesiv :

¢ ap <(§a)(§h)+ a b <(§&)(§h)

k - k+1 k +1

Ta+h Zai_,_zl:h . th Zl:q +Z_l:h

i=1 i=
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Deci inegalitatea (*) este adevarata.

2.Consideram diviziunea

%, ..... ,2:1) cua-—> f(iﬁ)’h_>g(iﬁ)'

Inegalitatea (*) devine

i = gy
¢ 1o i e 2 .n’m%g%)(n. .n])]
T +0) n.n Zf(')(;—';]MZg(')('—' )

n nn n

Avem sumele Riemann corespunzatoare diviziunii, trec and la limita pentru n->eo, obtinem
inegalitatea din enut.

2.
Fie f:[0,1]->R o functie integrabila

Sase arateca:

f 4 (x)dx > (j f(x)dx)* k >1

Demonstratie
Vom demonstrata ca :

. (ia)“

aikz =1 aeR,i=LnkeN’

nk—l !

i=1

Vom utiliza inegalitatea lui Jensen pentru functia, avem succesiv:
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f:R->R,f(x)=x"

>d Ya
i=1 > (l:l )k
n n

. [
Consideram f:[0,1]->R . integrabila cu a—> f (=)
n

Sitrecand la limita pentru n->eo,0btinem inegalitatea din enut.

3 Fie f,g:[a,b]->R integrabile

Sa se arate ca:

a

[ fz(x)+gz(x)dxz\/(jf ()dx)° + ([ g(x)dx)?

Demonstratie

Intr-adevar vom considera inegalitatea

pINCRS \/<zak> Sy

k>=1, care se demonstreaza prin inductie

A,odiviziune:a = X, < X; < ....... <X, =b
b-a a_,

Ko™ K =

k
= —_ b—
X, a+n( a)

f fz(x)+gz(x)dx:|nimb;rf§": /fz(xk)+g2_(xk)zlnim\12f (X (X=X, )2 +Zg (X (X=X, ) \ﬁf (x)dx)? +(jg(x)dx)
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4. Aplicatii
Fie f:[a,b]->R o functie integrabila

Sase arateca:

1 b
1 aj'|nf(x)dx

T
b-a) 100°

Ind. Se utilizeaza inegalitatea mediilor dintre media armonica, geometrica si artitimetica

5.Fie f:[0,1]->R integrabila

Sa se demonstreze

(Jl. f*(x)dx)" Z(T f P (x)dx)"P
o,peRa=p

Ind. Se aplica inegalitatea mediilor generalizate

n n

>a >l

( i=1 )1/cx > ( i=1 )1/[3
n n

acRa=p

Obs. Pentru a =2, B =1 se obtine inegalitatea mediilor
6.Sa se demonstreze inegalitatea
a(a®-12)sin2a+6(a’-1)cos2a<2(a*-3a’-3),acR

(Mihai Haivas, lasi, Problema 17812, G.M.B. 6/1979, pag. 246)
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Indicatie.

Se foloseste inegalitatea lui Holder
b b b
(] F09g(dx)? < [ £2(x)dx[ g*(x)dx

unde f.g:[a,b]->R sunt functii integrabile, in care consideram a=0, b=a, f(x)=x si g(x)=sinx si
dupa efectuarea calculelor se obtine inegalitatea din enut.

7. Sa se demonstreze

(Jl. f,(x) f,(x) f(x)dx) < i/j. ff(x)dxj ff(x)dxi f2(x)dx

Unde, f;, i=1,3, sunt functii integrabile pe [0,1]

8.Fie f,g:[0,1]->R, functii integrabile, sa se arate ca :

(RISENE

1 p=1
(J 90y P*
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PATRULATERE INSCRIPTIBILE
Prof. Gurau Cornelia, Scoala cu clasele I - VIII nr.4
Moinesti, Bacau
Spunem ca un patrulater ABCD este inscriptibil daca exista un cerc (
circumscris lui, adica C sa contina varfurile A, B, C, D. Se mai spune ca ABCD
este Tnscrisin C.

Teorema 1. Un patrulater inscriptibil este convex.

Demonstratie.
FieA, B, C, D varfuri ale patrulaterului ABCD inscrisin C.

A\_/c
D

: (Fig.1)

Notam prin a arcul de extremitati A, C ce nu contine B, prin B arcul de extremitati
B, C si nu contine A, prin y arcul AB caruia nu-i apartine C. Daca al patrulea varf ,
D ar fi pey, atunci laturile | AB| si |CD| ar avea un punct comun deci
ABCD nu ar fi patrulater. Analog, D ¢ . Deoarece D nu poate coincide cu o
extremitate A, B,C a arcelor considerate, urmeaza D <a drept unica solutie
posibila. Rezulta ca C, D sunt pe un acelasi arc de extremitati A, B deci intr -un
acelasi semiplan delimitat de AB. Se verifica analog celelalte conditii ce asig urad
convexitatea lui ABCD.

Teorema 2. Fie ABCD un patrulater convex; ABCD este inscriptibil daca si
numai dacd ~ABC + ZADC = 180°.

Demonstratie.
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Daca ABCD este inscriptibil, fie C cercul circumscris lui; atunci masurile
unghiurilor £ ABC si  ~ADC sunt jumatati ale masurii arcelor lui  C de extremitati

A, C deci Tnsumeaza %3600 = 180°.

Dacd ~ABC+ ~ZADC = 180° consideram cercul C cetreceprin A, B, C.
Conditia de convexitate impune plasarea lui D intr-un semiplan H delimitat de AC
si necontinand A. Deci D se gaseste in H, ~ADC = 180° - ~ABC. Conditiile
mentionate impun plasarea lui D pe un arc capabil de unghi 180°- ~ABC situat
in H, arc ce coincide cu CN H. Rezulta DeC.

Observatie. Tn absenta ipotezei ci ABCD este conveX nu mai este
suficient sa stim  ~ABC + <ADC = 180° pentru a deduce ci& ABCD este
inscriptibil (vezi fig.2).

(Fig.2)
Teorema 3. Fie ABCD un patrulater convex . ABCD este inscriptibil daca si
numai daca ~ABD = ~ACD.

Demonstratia este analoaga celei de mai sus. Conditia enuntatd se poate
formula: ,, o latura este vazuta din varfuri consecutive sub unghiuri congruente” sau
,» un unghi format de o diagonala cu o latura este congruent celui format de latura
opusa cu cealalta diagonald”. Ca o regula formala mentionam ca n cadrul unui
patrulater inscriptibil se compara ~ XZY cu ~ MNP ( pentru a decide ca sunt
suplementare sau congruente) numai cand X =M, Z =P, Y #Nsi { X, Y, Z, N}
este multimea varfurilor patrulaterului.

Teorema 4. ( Prima teorema a lui Ptolemeu ) Un patrulater convex ABCD
este inscriptibil daca si numai daca AB - CD + AD - BC=AC - BD.
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Demonstratie.

f E

(Fig.3)
De acea parte a lui AB de care sunt varfurile C, D construim semidreptele
| AX, | BY 1incdt ~XAB = /BDC si «YBA = /DBC. Deoarece ~XAB +
Z/YBA = ~«BDC + ~«DBC = 180° - ~BCD < 180° cele doud semidrepte au in
comun un punct E. triunghiurile  ABE si DBC sunt asemen ea (cazul UU) si din

proportionalitatea laturilor deducem
(1) Ap - AB-CD BE AB

st (2) BC DB

Constatam apoi ~EBC= #ABC- ZABE= ZABC- ~DBC= ZABD.
Congruenta de unghiuri dedusd, «EBC = ~ ABD si proportionalitatea (2) asigura
A EBC ~ A ABD. Din proportionalitatea laturilor retinem

3) ec - AD-BC
BD
Acum, daca patrulaterul ABCD este doar convex, are loc
(4) AE+EC > AC.
Tnlocuind aici egalitatile (1) si (3), dup amplificare cu BD deducem
(5) AB-CD+AD - -BC=AC - BD.

Inegalitatea (5) devine egalitate atunci si numai atunci cand E < |AC| , adica | AE
= | AC, adica «BDC = «BAC. Conform teoremei precedente aceasta conditie este
echivalenta cu inscriptibilitatea lui ABCD.

Teorema 5. ( A doua teoremd a lui Ptolemeu). Tntr -un patrulater inscriptibil ABCD

are loc egalitatea:
AC AB-AD+BC-CD

BD AD-CD+AB.BC’
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Demonstratie. Fie | punctul comun diagonalelor | AC|si | BD| (fig. 4).

(Fig.4) Sunt evidente: A AIB ~ A BIC si
AAID ~ ABIC ce ne conduc la urmatoarele proportionalita {i de segmente
QA_B_AB G A_D_AD

DI CI CD Bl CI AC

Urmeaza de aici

Al _ Al DI _AB-AD
Cl DI'Cl CD-AC
AC AB-AD+CD-AC Bl Bl CI _AB-AC

si deci

(3 e ,
Cl CD-AC DI CI DI DC-AD
deci
BD AB-AC+AD-CD
(4) = )

DI AD-CD
Tmpartind membru cu membru egalitatile (3) si (4) obtinem:
AC DI _ AB-AD+CD-AC AD
BD CI AB-AC+AD-CD AC’

Dar, conform

(2) % = % si dupa simplificare obtinem tocmai relatia din enunt .

Bibliografie
1. Bazele rationamentului geometric, Dan Bréanzei, Eugen Onofras, Sebastian
Anita, Gheorghe Isvoranu, Editura Academiei, Bucuresti, 1983.
2. Metodica predarii geometriei in gimnaziu, Olimpia Popescu, Valeria Radu,
Editura Didactica si Pedagogica, Bucuresti, 1983.



Revista Electronica M atel nfo.ro I SSN 2065 — 6432 lulie 2011




Revista Electronici Matel nfo.ro | SSN 2065 — 6432 | unie 2011

PROBLEME DATE LA EXAMENUL DE ADMITERE IN FACULTATEA DE
MATEMATICA A UNIVERSITATII DIN MOSCOVA INTRE ANII 1970 — 1980

Corneliu Manescu-Avram
Asteptam solutii de la cititori pentru aceste probleme.

1.Punctul K este mijlocul unei coarde AB, MN si ST sunt coarde care trec prin K. MT
intersecteaza AK in punctul P, iar NSintersecteaza KB Tn punctul Q. Sa se demonstreze
egditatea KP = KQ.

2. Un patrulater Tn spatiu este tangent unei sfere. Demonstrati ca punctele de tangenta sunt
coplanare.

3. Fetele unei piramide triunghiulare au aceeasi arie. Demonstrati ca ele sunt congruente.

4. Numerele naturale msi n au aceiasi factori primi. Aceeasi proprietate o au numerele m+ 1
si n+ 1. Numarul unor astfel de perechi (m, n) este finit?

5. Sa se duca o dreapta care injumatateste perimetrul si aria unui triunghi.

1

6. Sa se demonstreze inegalitatea <—=+1- iz pentru 0< x< %
T

sin?x X

7. Se alege céte un punct pe fiecare dintre muchiile unui tetraedru. S& se demonstreze ca

volumul cel putin unuia dintre tetraedrele astfel obtinute este < % din volumul tetraedrul ui
initial.
8. Sé se arate ca dacd a® + 4b” = 4, cd = 4, atunci (a—d)2 + (b—c)2 >1,6.

9. Se da un punct K pe latura AB atrapezului ABCD. Sa se gaseasca un punct M pe latura CD
care maximizeaza aria patrulaterului obtinut prin intersectia triunghiurilor ABM si CDK.

10. Se poate taia un unghi triedru printr-un plan astfel incat intersectia sa fie un triunghi
echilateral?

11. Fie H,,H,,H,,H, lungimile Tnaltimilor unei piramide triunghiulare, O un punct interior
al piramidei si h, h,,h,, h, lungimile perpendicularelor duse din O pe fetele tetraedrului. Sa se
demonstreze ca

H/+H;+HJ+H;>1024hhhh,.

12. Sa se rezolve sistemul de ecuatii

y(x+y)°

-9
y(X-y*)=7

13. Sa se demonstreze inegalitatea
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b+c-2a c+a-2b a+b-2c
+ + >
. A . B . C
sin— sin— sin—
2 2 2

0.

notatiile fiind cele uzuale ntr-un triunghi.

14. Tn cate moduri se poate reprezenta un patrulater ca reuniunea a dou triunghiuri?

. . 1000 1 1
15.Sasearate cd » ——————< .
N’ +3n°+2n 4

16. Sé se rezolve ecuatia x* —14x° + 66x*> —115x + 66, 25= 0.

17. Se poate nscrie un cub Tntr-un con astfel incat 7 dintre varfurile cubului sa fie situate pe
suprafata conului?

18. Sa se arate ca bisectoarele unghiurilor exterioare A si C ale unui triunghi ABC nu se
intersecteaza pe cercul circumscris triunghiului ABC.

19. Un tetraedru regulat ABCD cu muchia de lungime a este Tnscris intr-un con cu masura
unghiului din véarf de 90° astfel Tncéat AB este pe generatoarea conului. Sa se gaseasca distanta
delavarful conului ladreapta CD.

20. Sa se compare numerele log,4-log,6-...-10g,80 si 2log,3-l0g,5-...-log, 79.

21. Un cerc este inscris intr-o fata a unui cub cu muchia de lungime a. Un at cerc este
circumscris unei fete vecine. Sa se gaseasca cea mai mica distanta dintre doud puncte ale
acestor cercuri.

22. Sa se demonstreze c& numarul triunghiurilor cu laturile care apartin unei multimi date de

k segmente este mai mic decét Ck%, pentru 0 anumita constanta pozitiva C independenta de
k.

23. Sa se construiasca cu rigla si compasul axele de coordonate pentru parabola y = x°.

24. Sa se gaseasca numerele reale a astfel Tncét pentru orice x < 0 sa fie adevarata inegalitatea
ax’ —2x>3a-1.

25. Sa se demonstreze inegalitatea

60 < M <90,
a+b+c

notatiile fiind cele uzuale intr-un triunghi.

Bibliografie

[1] Shifman, M., You Failed Your Math Test, Comrade Einstein, World Scientific Publishing
Co.,Singapore, 2005
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ASUPRA UNEI PERECHI DE SIRURI LINIAR RECURENTE
STUDIATA PRIN METODE MATRICIALE

NECULAI STANCIU?

Abstract.In this study, we define the Jacobsthal F-matrix, the Jacobsthal ff-matrix and the
Jacobsthal — Lucas E-matrix, the Jacobsthal — Lucas R-matrix alike to Fibonacci Q-

matrix.Using this matrix representation we have found some equalities and Binet-like
formula, Cassini-like formulas for Jacobsthal and Jacobsthal — Lucas numbers.
Keywor ds: Jacobsthal numbers; Jacobsthal — Lucas numbers; Matrix method

M SC: 11B39; 11K 31; 15A24; 40C05

Introducer e.Spunem cd un sir (a, )., de numere reale, satisface o recurent liniara (reald),
omogena de ordinul al doilea, daca existd &, 5 € R, § = 0si existd k € F astfel Tncat:
a, =caa,_, +fa,_, vn=k.
Tn functie de valorile coeficientilor @, # € R si de conditiile initiale,a, = u € R,
a, .1 = v € [, se obtin diferite siruri, dintre care unele cunoscute si de elevii de liceu.
De exemplu, pentru (e, ) € {(1,1),(1,2),(2.1)si (ag.a,) € {(0,1),(2,1).(2,2)] se obtin

sirurile: ) )
=) - ( )]

1. Sirul Fibonacci:F, = F,_y +F,_5 Fy = 0.F; = 1, Fn_iﬁ[
'§

_ _ 1+5\" | (1=
2. SirulLucasilp, =Ly g +Lyp Ly=2L; =1L, = [ 2 +(

(1+7) —Il—-\u:l

3. Sirul Pell:E,=2F,_,+P, ., P,=0F =1F, =
4. Sirul Pell-Lucas.@, =2@,_, +@Q,_,. @, =2,0, =2;
Q, —(l-I-ME} —[ —MZ)

5. Sirul Jacobsthal:/,, = Ju_s +2Jn—zs Jo=0,Js= L;], =

6. Sirul Jacosthal-Lucas:j,, = ju—1 + 2jn_2 Jo = 2.J1 = 1;j,, = 2"+(—1)"
Rezultatele principale.In aceastd notd matematicd vom evidentia cateva proprietati, stabilite
prin metode matriciale, pentru perechea de siruri - Jacobsthal - Jacosthal-Lucas.
Studiul sirurilor prin metode matriciale, dateaza din 1960, cand, Charles H. King a studiat
urmatoarea ¢ - matrice

g8 ]

T
4

-

1 1
=(; o) det(@=—1 (1)
si a aratat ca
n_ [ F,
=5 ) @

de unde adedus formulalui Cassini

! Profesor, Scoala cu clasele I-VI111 ,,George Emil Palade”, Buziu
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Fn+1Fn—1_FnI: (_ljn (©)
Egalitatile de mai sus demonstreaza legatura dintre numerele lui Fibonacci si matrici.
Tn [6], Slvester demonstreazd un numar mare de proprietati ale sirului lui Fibonacci utilizand
reprezentarea matriciald.Se pleaca de la matricea

0 1
A= {1 1) (4)
si se arata ca
7l ':' _ F?'! )
A [:1]_(5”1 (5)
Tn [1], este definit sirul Jacobsthal astfel:
Jo=0. =L =l +2, 5 n=2 (6)
Tn [2], sunt definite matricile:
1 2
F= (1 | @)
3 2
M= . 2] ®)

Se vede usor ca

(7)=70) ©

Tn [1], este definit sirul Jacobsthal-Lucas astfel:
.-FII} = 2-" j:l_ = 1’ .jl.:n = jn—i + z.jl:u —2r n=2
Tn [3], sunt definite matricile:

E= (i‘ ﬁj (10)
R= @ j1) (11)

Se vede usor ca

(-}Inl-fl): F[' I-}In ]
.jn \j?‘!—l
Propozitia 1. Daca F este matricea definita in (7), atunci:

no__ .-rn+1 E-In k
= o) (12)

Demonstratie.Se foloseste principiul inductiei matematice

Dacan =1,
(L 2\ _(]- 31’1)
F=(; D)_(h 2],/
rezultatul este adevarat.

Presupunem cd relatia (12) este adevarata pentru orice numar natural n = k:

(Fer )
= )

si 0 vom demonstra pentru n =k + 1,
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' 20 \(1 2\ (Tesz 2]
Fk-l-l:FkF: fk‘l‘l K — Ttz k+1).D
{~ Ji sz—i){ ':'} k+1 2l

Propozitia 2. Pentru orice numar natural n, avem egalitatile:

(iydet(F™)= (—2)",

(6i)ysr)u—y —JE = (—1)"2"" (similara formulei lui Cassini)

Demonstratie. Se observa ca det(F ) = —2,

apoi det(F™)= det(F)-det(F)---det(F )= (—2)"(relatia (i)) si din propozitial.
rezulta(ii). O

Propozitia 3.Daca n este un numar ntreg atunci

. =

-7
= =l

. (similara formule Iui Binet).

Demonstratie.

Se utilizeaza o teorema din algebra liniara (procedeul de diagonalizare a matricilor), care
spune ca o matrice este similard cu o matrice diagonala.

Avem relatia A= C~*-F - C, unde A este matricea diagonala a valorilor proprii a matricei A4

iar matricea € este matricea vectorilor proprii corespunzatori valorilor proprii.
Calculdm valorile proprii din ecuatia det(F — AI') = €, unde I este matricea unitate.
Incazul nostru 4, = 2, A, = —1.Rezultd a =2, b= —1,

Calculadm vectorii proprii corespunzatori valorilor proprii din sistemul de ecuatii
(F-AD)X, =0.

v . —x;+2x;, =10
Pentru A4 = 2 rezolvim sistemul ~ _,deunde x; = 2a, x, = a.

) . 2
Vectorul propriu corespunzator este X, = [ o )

¥ - 2 2 a = ':'
Pentru 4, = —1 rezolvam sistemul { Tt 2= " deundexy = —f.x, =F.
%, +x,=0
Vectorul propriu corespunzator este X, = (_; )

rz —
Prin urmare avem o infinitate de matrici € = [ ]: ;), a,ff e R

. 2 -1 o .
Alegem matricea £ = (1 L ]corespunzatoare valorilor& = 1,5 = 1.

DinA = C71-F-Crezultd A = CAC™si de aici
F*" = eACTICACTICACT Y - oA = o0t

N . {2 0 j — [E ——1]
Se inlocuieste A = (n _sie= de unde
220 -1y 2™ —2-1)™
3 3
F?ﬂ = zﬂ_l:_i}.'l. :i'l_l_zl:_l}i'l (13).
3 3

Din (12)si(13) C
Propozitia 4. Daca M este matricea din (8), atunci
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Fns1 Zzn )
M”=(‘” ) vnz=1
fi‘n zfﬂn—l)

Demonstratie.Se demonstreaza usor prin inductie matematica.
Propozitia 5. Pentru orice numar natural n, avem relatiile:

(i) det(M™) = 22,

(1))3n +1S20-1 — J3 = 2777,

Demonstratie.Relatiile rezulta usor din propozitia 4.(se procedeaza ca in propozitia 2.).
Propozitia 6. Pentru orice numar natural i =1, avem:

" T 1
Z”f_ 2
=0

Demonstratie.Ecuatia caracteristica a matricei F este A* —4 — 2= 0.
Din Teorema Cayley-Hamilton avemF* — F — 21 = 0.
De asemenea are loc relatia:
(I+F+Fi+-+ P WF-1)=F"*1_| (14)
Din det(F —I) = —2 # 0,rezultd c& F —I este inversabild.Din F? = F + 2Isi
F—F = 21, avem F(F —I) = 21Deci =(F — 1) = F~*Inmultim ambii membri ai ecuatiei
(14)cu(F—nt= ;—LF si obtinem :
[+F+F24 -+ Fr=2(F™ —1).F = (F™2—F) (15)

Adunand elementele (2,1) din ambii membri se obtine

n _f 1
ntd
=" C
ZL 2
=0

. 27,
- Bﬂ(f}fﬂ EF{L ),dmcﬁ T este par
Propozitia 7. E® = ST (16)
gn—1 (.-inl+l 2;'-3” ), daca n este impar
In n—1

Demonstratie. Se utilizeaza principiul inductiei matematice.
a) n este impar
15 2\ _ (i 2y ‘o
E*t = ( Y [J'l 2.}.‘}‘], adevarata.
Presupunem (16) adevarata pentru n. = k si 0 demonstram pentru n = k + 2.
b ] En ] [ 2 [ ﬂ\
EF*? — pk.E?— gkt G."” 742 adevarata.
) Y
b) n este par
2 27 18 215 3!«) o
E® = = 39 "~ |, adevarata
9 18) (!2 21,
Presupunem (16) adevaratd pentru 7t = K si o demonstram pentru 1 = k + 2.
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. ) 20 L
pktl _ pk . gl _ gkiZ Gkﬁl sz-h ) adevarati.o
k+2 fk+1'

Propozitia 8.

i) det(E™) = 320 .27,

i'i’:]fn+lfn—1 - fn: = [_1:] e En_l,
iiijjrﬁijn—l_ .-i.;-f = (_1:]?”1 . 32 . En_l.

Demonstratie.Relatia () se demonstreaza prin inductie matematicd.Pentru = = 1 relatia este
adevarata.Presupunem (f) adevarata pentru n = k si 0 demonstrdam pentru n = k + 1.

Avem det(E¥*Y) = det(E¥)- det(E) = 32k*2.2%%1 si demonstratia este completa.

Din relatiile (i) si (16) rezultd usor (it} si (£if). O

Propozitia 9.

o =T s, = 2 (0"

Demonstratie. Se procedeaza ca in propozitia 3.

Avem relatia A = C71-E - €, unde A este matricea diagonala a valorilor proprii a matricei E

iar matricea C este matricea vectorilor proprii corespunzatori valorilor proprii.
Calculdm valorile proprii din ecuatia det( E — AI') = 0, unde I este matricea unitate.
Tn cazul nostru 4, = 3, A, = 6.Rezultd a = 3, b = 6.

Calculam vectorii proprii corespunzatori valorilor proprii din sistemul de ecuatii
(E—-A1)%=0.

2%+ 2x,=10

Pentru A4 = 3 rezolvam swtemul{ X +x,=0"

deundexy= —@, X, = .

_ —t
Vectorul propriu corespunzator este X, = ( o ]

— ] —
xq + 2x5 0

X, =208, x,=/,
xl_zxzzﬂ,deunde 1=2Bx,=F

Pentru 4, = 6 rezolvam sistemul {

) . 2
Vectorul propriu corespunzator este X, = ( B )

g

F__ 2 i
Prin urmare avem o infinitate de matrici £ = { ; ,B‘ﬁ

2 . .
1] corespunzatoare valorilor @ = 1,5 = 1.

), a,f € R
1
DinA=C""+E-Crezultd E = CAC ™" si de aici
E" = CACTICACTICACTY . cAC™ = cAn L,
3 0y . _/—1 2
0 Ejsl C= ( 1 1)deunde
ngn-l-l +1 2(2.‘4__ 1] !

" _— gn—l E
Er=3 [ 2" —1 202"+ 1:1;}
Din (16) si (17) rezultd 0.
Propozitia 10.
RE™ = (-‘fn+1 2jn )si R(.-F.n+l 2y —gf™

-jln E-jln -1 -Fln Z_j n—1+

Alegem matricea C = (

Se inlocuieste A = (

(17)
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Demonstratie.In [1] sunt demonstrate relatiile:
It Tl T4 0n = 2ns1— Do Vs = Fnsa T4 O = 20001 — e
Folosind relatiile de mai sus rezultd usor identitatile matriciale din teorema. o
Tn Incheiere propunem ca exercitiu demonstrarea identitatilor de mai jos:

1) 9_}'m+n = .jlm.j?Hl + Z.fl.-—n—l.jli*z’

2) Im+n =Indns1 T 2m-1Jn,

3) Jmin =Jnfme1 + 2m-1/m

4) 9- (_ 1:]?”1 -2nt '-!m—n = -jlrz—l-jlm+1 _jn-jmy

5) (1) 2" o = Joiua = Jn—a)

6) (—1)" 2" = Tndne1— Jn-1)ns

7) (12" = Fpey = Jathn
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APLICATII ALE ANALIZEI MATEMATICE IN GEOMETRIA TN SPATIU (1)

Prof. Poenaru Dan, Colegiul Economic ,,1.Pop” Cluj- Napoca

Aplicatia nr.1

Se dau patratul ABCD si triunghiul echilateral
EDC astfel incdt (EDC) L (ABC)cu AB=7.
Sa se determine pozitiile unui punct mobil
M € [DC] astfel incét ariatriunghiului MBE sa
fie minima respectiv maxima.

OLUTIE: Fie F €[DC] astfel incdt EF 1. DC. Din EF L DC si (EDC) L (ABC)

= EF 1 (ABC). Construim P e (BM astfel incdt FP L BM . Din EF L (ABC) si
T3L

FP L BM = EP 1 BM ceeaceinseamna ca EP este Tnaltime in triunghiul MBE

Astfel, A ee = M (1) . Notéam cu x=DM = MC=7-x. Din triunghiul

D FAFV —X
< >

dreptunghic BCM avem MB = /(7 - x)? + 72 = /x* —14x+98 (2)
FM -7 _7(2x-7) .
AAMBF

; aria aceluiasi triunghi este

MB FP _ 7(2x-7) _ MB-FP 7(2x-7)@  7(2x-7)
AAMBF 4 = = FP= =

2 2:MB  2../x2-14x+98
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Din triunghiul EFP , dreptunghicin F , obtinem:

4(x*-14x+98) 2 /x?_14x+98

2 2 oo 2 7 -
EP—«/EF2+FP2—\/{7\2/§] LT 7 ADE-T0x4 7t

Tn final din (1) si (3) avem Auvee= %-\/7X2 —70x+ 7° ceea ce permite constructia

functiei: f:[0,7] > R, f(x)= %\/YXZ —70x+ 7°

Functia este continua si derivabila pe [0,7] iar derivata ei are expresia:

X-5

f'(x)=— ;ecuatia f'(x)=0
4 7 —70x+ 7
are solutia x, =5 iar f(5) :@ y
49ﬁ4
Prezentam aldturi tabelul de variatie si
graficul aferent ce pune in evidenta si valorile
minima si maxima a functiei respectiv a ariei
invocata Tn problema.
a2/
X |0 5 7 7
x| Tt 0 ++++++
49[ 7J_ 49
() A

v

Xvy

ol 5 7
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Aplicatia nr.2

Se da patratul ABCD de latura AB =1. Pe
planul patratului, in A si B, se ridica perpendicularele
PA si QB astfel incat PA = 2 respectiv QB =1.

M este un punct variabil a segmentului [AC].

Sa se studieze variatia ariei triunghiului MQP daca

SOLUTIE: Notam AM = x. Construim MM' 1L AB si MM" L PQ

MM’ L (ABQ)|TsL

Din = MM" 1 PQ=d(M,PQ)=MM". Asadar MM " este Tnaltime

MM” L PQ

Tn triunghiul PQM , asfel A, =210 (1)
Tn planul trapezului dreptunghic PABQ |,

utilizand metoda calculului de arii Tn doua moduri,

242 - x
2
fiind dreptunghicin M ', aplicam teorema lui Pitagora

avem: MM " = %«/3x2 — 4/2x+8 . Inlocuind in (1)

se obtine MM" = ; @poi, triunghiul MMM "

obtinem ariatriunghiului MQP :

Auior = g-Jsxz —4/2x+8

Functia cu ajutorul careia vom studia variatia ariei triunghiului MQP este:

N

fi0N2] > R, f(X) =223 aV2x+8

4
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Tn vederea intocmirii tabloului de variatie sunt utile u rmatoarele calcule:

3

f(O)=1sif (\/5) = 73 (valorile functiei la capetele domeniului)

Derivata functiei este data de f'(x) = Q 3x— 242
4 \3x*—aJ2x+8
2y2

pentru X, =3 iar valoarea functiei este f(><o)=\/%-

: derivata se anuleaza

Urmeaza tabloul de variatie si graficul functiei ilustrandu -se conexiunile aferente:

x | o 2@4 5

f'(x)| ————————— 0 o+ Er b+

(], SO (% g VY

v

7
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Aplicatia nr.3

Padtratele congruente ABCD (A si C opuse)si EFGH
(E si G opuse) sunt situate in plane perpendiculare
astfel Tncét A si B sunt mijloacele laturilor [ EF]
respectiv [FG]. Fie P €[DB],Q €[EG] puncte
variabile astfel incét [DP] =[EQ)].
Dacd AB =1, sa se studieze variatia distantei PQ.

SOLUTIE: Notdm DP = x=EQ. Construim PK 1 AB; dar PK < (ABC)si

(ABC) L (EFG) = PK L (EFG).Din PK L (EFG) si
KQ c (EFG) = PK L QK = APKQ este

o
D 7 | _c
B
c

dreptunghicin K. Din PK || AD = PR_BP D
AD BD
— pk = AD-BP_ V2 x . Asemanator se
BD 2 1
afld si OK = 1‘;@‘ . Aplicand teoremalui
Pitagorain triunghiul dreptunghic PKQ
obtinem:

PQ=/PK?+QK? =

\/E—xz l—ﬁxz_\/4x2—6\/§x+5
V2 172 B 2

Relativ lavariabila x si distanta PQ se construieste functia:

f 3[0,\/5]—> R, f(x)= Vax? —2\/§x+5

Elemente premergatoare trasarii graficului: f(O):g, f(ﬁ):




Revista Electronica Matel nfo.ro 1 SSN 2065 — 6432 lulie 2011

1 4x-32

Derivata functiei este data de f'(x) ==

2 \Jax? —6J2x+5

solutia x, = # lar valoare functiei este f(x,) = %\/5

, apoi ecuatia f'(x)=0 are

Urmeaza tabloul de variatie si graficul functiei:

x| o 32, 7z

f'((x)| @ ———————— 0 + o+ttt b

9] Y84 oo W2 g Y

J5
po- Y2
max PQ 2 maXf(X)zg
. 1
PQ="+~2
min PQ 4\/_ minf(x):%ﬁ
C
Ne | 6
> [ —
F X
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Aplicatia nr.4

Patratele congruente ABCD (A si C opuse)si b
DCEF (D si E opuse) sunt situate in plane
perpendiculare.

Doud puncte mobile P € [ED],Q<[CAl parcurg D

distanta de la ElaD respectivdela ClaA pornindin
acelasi moment si cu aceeasi viteza. Q

SOLUTIE: Notdm EP = x=CQ. Construim PP’ 1. DC; dar PP’ = (DCE)si
(DCE) L (ABC) = PP’ 1 (ABC). Din PP’ L (ABC) si

P'Q « (ABC) = PP’ | P'Q = APP'Q egte

dreptunghic in P” . Se pot calcularelativ usor F E

catetele acestui dreptunghi si anume: b X
X X . g
P'=— si PP'=1-—— , apoi aplicand
Q NG S NA apol ap
teorema lui Pitagorain triunghiul dreptunghic PP Q D)— C
Q
X ? X 2 A B
seobtine PQ=.|| = | +|1-—=| .
e P[5 +[a- 5]

Segjungela PQ =+/x?—+/2x+1. Studiem in continuare aceasta distanta prin studiul
variational al functiei:

f :[0,&]—) R, f(X)=4x*—/2x+1

Elemente premergéatoare trasarii graficului functiei: f(0)=1= f(ﬁ) ; derivate functiei

areexpresia: f'(X)=E-M. Ecuatia f'(x) =0 are solutia XO:Q iar
2 \x?-[2x+1 2
V2

>

valoarea functiei in x, este f(x,)=



Revista Electronica Matel nfo.ro 1 SSN 2065 — 6432 lulie 2011

Prezentdm in continuare tabloul de variatie

* o % J2
N ] e 0 + A+ FEE R
O NN V2 A

Graficul functiel este prezentat a aturi de figura geometrica aferenta problemei; aceasta
pune Tn evidenta posibilitatea de ,,monitorizare” adistantei prin studiul variatiei functiei.

max PQ =1 max f(x) =1
. 1
mmPQ=§x/§ minf(x)=%x/§
y
1 -
. A2
B R
"

O
N
N

XV



