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APLICATII ALE ANALIZEI MATEMATICE IN GEOMETRIA TN SPATIU (2)

Prof. Poenaru Dan, Colegiul Economic ,,1.Pop” Cluj-Napoca

Asa cum s-a putut urmari in articolele precedente, pentru rezolvarea unor
probleme de geometrie clasica ce vizeaza studiul variatiei distantelor, ariilor, volumelor
in conditii determinate de puncte variationale, instrumentul de investigatie cel mai
potrivit este analiza matematica.

Consider ca aplicatia ce urmeaza este un exemplu el ocvent in acest sens:
rezolvarea problemei de geometrie conduce la constructia unei functii al cérei grafic
evidentiaza un numar semnificativ de ,,evenimente” matematice specifice analizei, toate
studiate in cadrul programei de liceu:

- asimptota;

- puncte de extrem local;
- punct unghiular;

- puncte de inflexiune.
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Aplicatie

Se dau patratul ABCD de laturda AB =2
si triunghiul isoscel AMB, de baza AB , situatein | P
plane perpendiculare. Se duc perpendicularele
din C pe AM in punctul P, respectiv din D pe
BM in punctul Q . Fie si Rmijlocul laturii AB.
Sa se studieze variatia ariei triunghiului RPQ
dacd punctul M este variabil.

A

M

SOLUTIE: Mai intdi vom considera céteva afirmatii adevarate ce pot fi demonstrate usor
cu ajutorul ,,tehnicilor” specifice geometriei in spatiu cum ar fi : [ AP] =[BQ],
[CP]=[DQ], PQ]|l AB||DC, CP si DQ sunt concurenteiar BP respectiv AQ sunt
fndltimi n triungiul isoscel AMB cu [BP] =[ AQ] . Deasemenea in problema se disting

trel cazuri: |. x>1= AAMB ascutitunghic
Il. x=1= AAMB dreptunghic = P,Q,R coincid= AAPQR
I11. x<1= AAMB obtuzunghic

Tratdm mai detaliat cazul |. M

Notam MR = x si cautam sa exprimam aria
triunghiului PQR in functie de x.

PQ R
Auvor = Q (1) (S=MRNPQ)
X
Din PQ || AB = MS PQ (2) : din AMRB
X
. P S Q
dreptunghic= MB =+/x* +1 (3) . Calculam [ =\
ariatriunghiului AMB n doua moduri:
A B
R
AB-MR 2x
Awe=""75 =75 " _ PBAX4L

PB- MA PB- \/X +1 2

AAAM B
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(4) 2
— PB = 22X (4) . din AAPB dreptunghic= AP =+ AB? - PB® = ,/4— zlx 1=
VXS +1 X+

4 2

X +1 VX2 +1

(5). Tnéltimea triunghiului dreptunghic APB este lungimea SR

2 . 2X
: @.6) [y2 2
si este data de SRzAP PB VX241 3x 1 22x , astfel
AB 2 X“+1
3 _ 3
MS=MR-SR=x- 22X = X2 X Din MS= Xz X si relatia (2) rezulta
X“+1 x°+1 X +1
x® —x
2 2 _
x+1 PO e inde PQ :M si revenind la relatia (1) obtinem aria
X 2 X +1
2(x* -1 2x
. _ 2 2 X3 — X . .
triunghiului: - X+l x'+41_o5. . Consideram functia :
g AAPQR 2 (X2+1)2 E
x% —x
f,:(L4+0) >R, f(X)=2-——
1 ( ) 1( ) (X2+1)2
Pentru cazul 111. Tn urma unor deliberari asemanatoare cazului 1. obtinem functia:
- x¥+x
f,:[0) >R, f,(X)=2-————
2 [ ) 2( ) (X2+1)2

Din cele trei cazuri functia corespunz atoare studiului variatiei ariei triunghiului este:

—x3+x

‘W, XE[O,l)
3
f[0400) >R, f(x)=2. X=X _ 0, x=1
(X*+1 R
X =X
Z'W, XE(:LOO)

Preliminarii pentru intocmirea tabloului de variatie si trasarea graficului:
Comportamentul functiei la ,,capete” estedatde f(0)=0si Iimf(x)=0=y=0
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este asimptota orizontalda. Functia derivaté a functiei f este:

x* —6x%+1
(2 +)°
—x*+6x*-1
2 +1)°

, Xxe[0])
f:[0)u (L+o) > R, f'(X)=
, Xe (L)

4 2
X(X26—+X1):1; ecuatia f'(x)=0

conduce la x* —6x* +1= 0. Prin rezolvarea ecuatiei bip atrate se ajunge la unica solutie

Derivata functiei pentru x €[0,1) este f'(x) = 2-

dinintervalul [0) sianume x, =~/2 -1 iar f(xl)zé.
. . , -x*+6x° -1 .,
Derivata functiei pentru x € (1,) este f'(x) = Z-W, ecuatia f'(x)=0
X° +

conduce la aceeasi ecuatie bipatratd x* —6x* +1= 0 si obtinem unica solutie din
intervalul (1,00) si anume X, =J2+1liar f(x,) =%.

Functia f este continua pe [0,00) dar nu este derivabila in punctul x =1; n acest punct
derivatele laterale sunt f'(1-0) =—1 respectiv f'(1+0) =1 iar f (1) =0 ceeace

Thseamna ca punctul (1,0) este un punct de intoarcere pentru graficul functiei .
Din studiul derivatei a doua obtinem doua puncte de inflexiune (vezi tabloul...)

Tabloul de variatie:

f')) +++ 0 ————————— -1 +++ 0 ——mm——————————

f"(x)| —————————— O+++ | —m——————————— 0 + + +

00 (072 10N TN 0 A7 2N F(X2) NN 0

e N 2 e N
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Graficul functiei - conexiuni

C

minAAPQR:minf(x):O

maxAAPQR:maxf(x):%

x1:\/§—1, X2=\/§+1,
Xi1:\/§_\/E

A <_ o= V82

QI

C
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DOUA APLICATII PRACTICE,
INTERESANTE,
PENTRU VACANTA

NECULAI STANCIU?

Problema 1.
Istoria SSM R

Revista Gazeta Matematica s-a infiintat Tn anul 1895.Apoi s-a infiintat si Societatea
Gazeta Matematica, care si-amodificat denumireadetrei ori in anul 19AB (Societatea de
Stiinte Matematice si Fizice ), Tn anul 19CA (Societatea de Stiinte Matematice ) si de la
centenarul revistei poarta denumirea de astazi Societatea de Stiinte Matematice din
Roméania.Daca anul acesta sarbatorim centenarul Societat ii si AB respectiv CA sunt
patrate perfecte consecutive aflati cei patru ani in care Societatea a avut denumirile SGM,
SSMF, SSM si SSMR.

(prin patrat perfect se intelege produsul dintre doua numere egale)

Solutie.

e Daca anul acesta serbdm centenarul soci etatii rezultd cd SGM s-a infiintat in
1910.

e AB=49= Anul modificarii denumirii in SSMF a fost 1949.

e CA=64= Anul In care aluat denumirea SSM afost 1964.

e Deoarece centenarul revistel s-aserbat in 1995 = anul Tn care alut denumirea
actuala SSMR a fost anul 1995.

Problema 2. (de magie-matematica)

CALENDARUL PERPETUU
dedicata

pt.
DUMITRU M. BATINETU GIURGIU

&
MARCEL TENA

! Profesor, Scoala cu clasele I-VI11 ,,George Emil Palade”, Buziu
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&
oricarei persoane care doreste sa afle in ce zi a saptamanii a picat sau va
pica 0 anumita data din calendar

Pentru orice data din calendar, notata de exemplu x, avem corespondent una si numai
una din zilele Luni, Marti, Miercuri, Joi, Vineri, S&mbata si Duminica, notate de exemplu
y .Rezulta ca putem defini o functie y = y(x).
Se cere:
a) sagasiti formula y=y(x) ;
b) sa determinati ziua In care “picd” data de 27.01.1936 (DMB-Giurgiu), respectiv
data 28.01.1951 (MT-redactor sef al G.M.-B);
c) sa determinati ziua Tn care v-ati ndscut si sa intrebati parintii(sau oricine stie, sau
vezi telefonul mobil) pentru confirmare.

Solutie.
a) Avem sapte zile(Luni, Marti, Miercuri, Joi, Vineri, S&mbéta si Duminica ), doisprezece
luni si multi ani(dintre care unii besecti).
Formula cdutata trebuie sa tind seama de toate acestea si unele in plus(exercitiu!:vezi pe
google, despre anii bisecti).
Noi(poate si altii) am gasit urméatoarele doua formule:

@ y= [A+ [%} +L+ Zj(mod?), pentru anii 1900,...,1999;

(2) y= (A+ [ﬂ +L+Z —1j(mod 7), pentru ani 2000, ...,2099;
unde am notat prin A=numarul natural format din ultimile doua cifre ale anului
cautat; {%} = partea intreaga a numarulului %;Z = numarul natural care reprezinta cifra

cautatd si L = cifra corespunzatoare lunii cautate(vezi tabelul (3)).

3)

Luna| lan | Feb | Mar | Apr | May | lun | lul | Aug | Sep | Oct | Nov | Dec

L 1 4 4 0 2 5 0 3 6 1 4 6

Tabelul de mai sus se poate retine foarte usor: 144 - patrat perfect; 025 — patrat perfect;
036 — patrat perfect; 146=144+2.
Deoarece y este congruent modulo 7, avem y e {0,1,2,3,4,5,6} .
Facem asocierea:
(40— Sédmbatd; 1-—Duminicd; 2-—Luni; 3— Marti; 4—Miercuri; 5— Joi;
6 — Vineri.
Remarca.in anii bisecti, ziua din lunile ianuarie, respectiv, februarie corespunde cifrei
y—-1.

b) ziua corespunzatoare datei

e 27.01.1936 (an bisect)
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Restul Tmpartirii:

w = 773 este y =3, iar din (4) si remarca, rezulta, ca ziua cautata este Luni

(D.M.B -Giurgiu).
e Data28.01.1951
Restul Tmpartirii:

Sl+12+1+28 = % este y =1, iar asocierea (4) rezultd ca redactorul sef s-a nascut in

7 7
ziuade Duminica.
c) Se aplica metoda descrisa la punctul a).
Bonus.1.01.2012 — an bisect, lunaianuari(vezi remarcal ).
Restul impartirii:

12+3+71+1_1:$, este y=2, dar facem y-1=1, de unde rezultd ca ziua

corespunzatoare este Duminica.

Nota. Cele doua formule de calcul (calendarul perpetuu ) au fost date de cel mai mare
geniu a omenirii - William James Sidis(1898 — 1944), care avut cel mai mare |Q (intre
250 si 300).Se pare ca cel mai mare 1Q printre matematicieni | -aavut Gottfried
Willhelm von Leibniz — 210.Dupa unii se pare ca 1Q-ul cel mai mare dintre
matematicieni |-ar fi avut Srinivasa Ramanujan (1887 — 1920) — numai cd nu a putut fi
determinat deoarece erafoarte slab la orice altceva in afara de matematica.
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PATRULATERE CIRCUMSCRIPTIBILE SI PATRULATERE COMPLETE

Prof. Gurau Cornelia, Scoala cu clasele I - VIII nr.4
Moinesti, Bacau

PATRULATERE CIRCUMSCRIPTIBILE

Spunem ca un patrulater ABCD este circumscriptibil daca exista un cerc C
tangent laturilor AB, BC, CD, DA. Se mai spune ca C este inscris in ABCD sau ca
ABCD este circumscrislui C.

Teorema 1. Orice patrulater circumscriptibil este convex.

Demonstratie.

Tntr-adevar, dacd ABCD este circumscris unui cerc C, dreapta AB este
tangenta lui C si lasa de o parte o anumita parte a ei, H, cercul C( mai putin punctul
de tangentd) deci si punctele de contact cu celelalte laturi. Urmeaza ca BC si AD
sunt incluse in H, apoi ca C, D sunt in H.

Teorema 2. (Pithot). Patrulaterul convex ABCD este circumscriptibil daca si
numai daca AB + CD = AD + BC (sumele lungimilor laturilor opuse sunt egale).

Demonstratie.
Fie ABCD circumscris cercului C, punctele de contact pentru AB, BC, CD,
DA fiind notate prin M, N, P, Q (fig. 1).

0 o
Fig.1
Au loc urmatoarele egalitati de tangente din diverse puncte la cercul C: AM = AQ,
BM = BN, CN =CP, DP = DQ. Urmeaza imediat:
AB+CD=(AM +MB) + (CP+PD)=AQ+BN+CN +DQ=
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=(AQ+ QD) + (BN +CN) =AD +BC.

Sa presupunem acum ca are loc egalitatea AB + CD = AD + BC. Vom
considera ca dreptele suport ale doua laturi opuse, de exemplu AD cu BC, sunt
secante Tn E. Mai presupunem ca notarea v arfurilor asigura ca are loc A - D - E,
deci B — C — E. Fie C cercul inscris in triunghiul ABE. Presupunem prin absurd ca
CD nu este tangenta lui C. Exista doua tangente la C paralele cu CD; alegem acea
paralela c'D’la CD ce separa punctele cercului C si E Tn semiplane distincte.
Deoarece ABC'D’este ciurcmscriptibil rezultda AB + C'D’ = AD'+BC’. Scazand
aceasta egalitate membru cu membru din ipoteza adoptata obtinem(pentru cazul din
fig. 2)

AN

CD - cD’' = D'D+C'C. Ar urma segmentul CD sa aiba lungime egald cu a
liniei frante de aceleasi extremitati CC'D'D, absurd.

Observatie. Conditia de convexitate a patrulaterului ABCD intervine n
demonstratie suficient de subtil, poate insuficient de clar scos in evidenta de schita
de demonstratie prezentata. Fig. 3 infatiseaza un patrulater in care AB =AD, BC =
CD, deci areloc AB + CD = AD + BC fara a fi circumscriptibil.

b

Fig.2

Fig.3
Teorema 3. Bisectoarele interioare ale unui patrulater ABCD sunt
concurente daca si numai daca ABCD este circumscriptibil.
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Demonstratia este imediata. Daca cele patru bisectoare sunt concuren te intr-
un punct | ce se proiecteaza ortogonal pe laturi in punctele M, N, P, Q are loc
IM= IN =IP = 1Q si cercul C(l, IM) va fi tangent tuturor ,laturilor de unghiuri”
adica laturilor patrulaterului. Daca ABCD este circumscris cercului C(l,r), cele
patru bisectoare interioare concura in I.

PATRULATERE COMPLETE

Mentionam utilizarea denumirii de patrulater complet ABCDEF pentru un
patrulater ABCD, unde {E}= AB n CD, {F}= BC n AD. Segmentele AC, BD, EF

se numesc diagonale ale patrulaterului complet(fig. 4).
A

Fig.4
Teorema Newton-Gauss. Mijloacele P, Q, R ale diagonalelor AC, BD, EF
unui patrulater complet sunt coliniare.
Demonstratie. Fie G, H, | mijloacele segmentelor CE, EB, BC. Punctele G, I,
P sunt pe o paralela la EBA; H, I, Q pe o paralela la ECD, iar H, G, R pe o paralela
la BCF. Deci, P, Q, R sunt pe prelungirile laturilor triunghiului GHI. Conform
teoremel lui Menelaos coliniaritatea punctelor P, Q, R este echivalenta cu
Tndeplinirea egalitati
(1) PLRG QH
PG RH Ql
Folosind linii mijlocii convenabile vom constata insa usor:
Pl AB RG FC QH DE
PG AE'RH FB Q DC’
Cu aceste egalitati, relatia (1) este echivalenta cu

AB FC DE _,

AE FB DC
Ultima egalitate constituie relatia lui Menelaos pentru triunghiul BEC si punctele
coliniare A, D, F, deci este adevarata (fig.5).




Revista Electronica Matel nfo.ro | SSN 2065 — 6432 August 2011

A

Observatie. Dreapta PQ se numeste dreapta Newton -Gauss a patrulaterului compl et
ABCDEF.

Bibliografie
Bazele rationamentului geometric, Dan Branzei, Eugen Onofras, Sebastian
Anita, Gheorghe Isvoranu, Editura Academiei, Bucuresti, 1983.
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CONCURSUL PENTRU TITULARIZARE
13 IULIE 2011
Proba scrisd la MATEMATICA

Corneliu Manescu-Avram

Aceasta nota contine solutii alternative si generalizéri ale subiectelor. Problemele si solutiile
originale sunt date n anexe.

SUBIECTUL I.
1. Fie (b,) - 0 progresie aritmeticd de numere naturale, S, =b’+by+...+b’si a, =u(S,),unde
u(m) este ultima cifra a numdrului natural m.

(n-1)(2n-1)r? nsl

a) Aratatica S, =n|bb, +

b) Calculati a,.
c) Aratati cd sirul (a,) . este periodic de perioadé 20.

d) Calculati a, pentru m= 2011,

2. Se considera triunghiul ascutitunghic ABC si A’, B’ respectiv C’ mijloacele arcelor mici

BC, CA respectiv AB  ae cercului circumscristriunghiului ABC. Fiel centrul cercului Thscrisin
triunghiul ABC.

a) Demonstrati ca dreptele AA’, BB’ si CC’ sunt concurente.
b) Ardtati cd triunghiul BIA” este isoscel.
c) Demonstrati cd punctul | este ortocentrul triunghiului A’B’C’.

d) Demonstrati ca Al = 1A’ daca si numai dacd r = R (1 — cos A), unde r este raza cercului inscris
Tntriunghiul ABC, iar R este raza cercului circumscris triunghiului ABC.

SUBIECTUL al ll-lea

1L.FiemeN,d=nf+1,x=a+bvdsiN(x)=a*—db?
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a) Verificati daca v/d + 1 + 2vd e Z[vd].

b) Arstati c3 dac3 x, y € Z[vd], atunci X+ y -xy e Z[Vd].

c) Demonstrati ci x € U (Z[vd|) daci si numai daci |N(x)|= 1.

d) Aratati c& multimile U, = {x e Z[Vd||N(x) = 1} si U_={x e Z[vVd||N(x) = —1} sunt
infinite.

2. Fiefunctiaf: R — R, f(X) = ,undea € (1, 00) 2ste 0 constanta.

a+cosx

a) Aratati ca orice primitiva a functiei f este strict crescatoare pe R.

b) Calculati [ f (x)sinxdx,x € R.

c) Demonstrati ca functia f nu are limita la +oo.
2
d) Caleulati | f (x)dx.
0
Solutii :
|. 1. a) Demonstram egalitatea prin inductie dupa n.
Dacin=1,atunci S1 = bi= by - by

Presupunem ca egalitatea este adevarata pentru nsi o demonstram pentru n+ 1. Acest fapt
revine la verificarea identitatii

n blbn+(n_1)(625n_1)r2}+b2 —(n+1)[blb +”(2”—”)r2},n21,

n+l — n+1
6

ceea ce se poate face cu usurintd, exprimand by, si by41 1n functie de b1 sir.

b) Avem S; = 7(byby + 13r%) = 7(bi + 6by1 — 712) = 7bobg (mod 10), deci a7 = u (7bobs),
undebg=b; —r.

v 2 2 2 A % .
c) Calculdm Sn+20 — Sn=bay1 + biyz + ... + Dyio0 observand cé putem aplica formula de la a)
pentru o progresie aritmetica de 20 de termeni., cu primul termen by,44 si ratia r. Rezulta

Sn+20 —Sn = 10(28n + 180 + 20 + 13 - 19r%), asadar an+20= U(Sn+20) = u(Sy) = ay.
d) Din 20112 =11 (mod 20) rezultd Gm = @11 = u(Sy1) = u(bybyy + 572) =u(bg).
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2. a) Folosim coordonatele complexe si presupunem ca AABC este inscrisin cercul unitate. Fie
a®, b?, ¢ afixele varfurilor A, B, C respectiv. Schimband eventual semnele numerelor a, b, ¢

deducem @ ¢ afixele mijloacelor arcelor ’BE,@, AB sunt respectiv —bc, —ca, —ab, Ecuatiile
bisectoarel or sunt

z—a’bcz=a?—bc, z—b%*caz = b*>—ca, z—c%abz=c?—ab,
deci afixul punctului | este —ab — bc —ca. Cu notatiile
o=a+b+c, 0, =ab+ bc+ca 03 = abc,
deducem I(—a,).

b) Avem A’B = |bc + b?| = |b +c|,A’l = |—bc+ 02| =|ab+ ac| = |b + ¢|, deci A’B = A’l,
asadar triunghiul BIA’ este isoscel.

c) Dreapta B’C’ are ecuatia Z + a*bcZ = —ab —ca, deci este perpendiculard pe bisectoarea
AA’, astfel ca ortocentrul triunghiului A’B’C’ se afla pe aceasta bisectoare. Cum latura
triunghiului A’B’C’ a fost aleasa arbitrar, deducem ca acest ortocentru coincide cu punctul 1.

d) Avem Al = |a?+ ay| = |(a+b)(a + ¢)|, I4’=|ox+ bc| =|ab+ ac| = |b + ¢, deci
egalitatea Al = 1A’ este echivalentd cu [(a + b)(a+ )| = |b+¢| (D).

Calculdam lungimea r arazei cercului Tnscrisn triunghiul ABC : ecuatia dreptei BC este
z+ b%c?Z = b?+ c?
ecuatia perpendicularei din | pe BC este

bCO'1

z — b%c?z= —0y +
deci piciorul acestel perpendiculare are afixul

2= 5 (b2+c — 05 +bw1)

Rezulta

b
=[50 et —oa k) + | = Sla(h? +e) + oy + beoo
1 1
= §|(a+b)(b+c)(c +Cl)| = §|0-10-2 - 03'.

Triunghiul ABC este inscrisin cercul unitate, deci R= 1. Calculdam

1— cosA= 25anA 1ABZ_—‘b2 bc‘ _—|b+c|
2 2



Revista Electronici Matel nfo.ro | SSN 2065 — 6432 August 2011

Egalitatea r = R(1—-cosA) este deci echivalenta cu
1 1 2
E‘(a+b)(b+c)(c+ a)|= 5|b+ c[’,
care este echivalenta cu (1), deoarece triunghiul ABC este ascutitunghic, deci b+ ¢ # 0.
_— — 2 — —
11.1.8) Avem Vd+ 1+ 2vd= [(1+ vd) =1+d e Z[Vd|.

b) Se stie ci Z[v d| are o structura de inel comutativ si unitar fata de adunarea si inmultirea

obisnuite din R, deci Tn particular este parte stabila a lui R fata de aceste operatii.
c) Daci x, yeZ[vVd|, atunci N(xy) = N(x)N(y) ifunctia “norma” este multiplicativé) si

N(1) = 1. Rezulté cd x este inversabil in Z[vd| dac si numai dacd N (x) este inversabil in Z,
deci dacd si numai daca |V (x)|=1.

2n+1

d) Se verifica simplu cd x=m + vd e U., deci x e U.si X e U, pentru orice numar

natural n, asadar cele doud multimi sunt infinite.
Nota. Toate afirmatiile raman adevérate n cazul genera (d > 1 numar natural liber de patrate),
cu exceptia faptului ca daca unitatea fundamentala a corpului patratic Q?(V'd) este de norma 1,

atunci U. = @. Un astfel deexemplueste ¥'d = a*+ a — 1, a = 2 (mod 5), pentru care
unitatea fundamental este € = 4ab+4a+2b+1+4(b +1)vd b= 2a-4 si N(g)=1.

2. @) Functia f ianumai valori strict pozitive pe R, deci orice primitiva a ei este strict cresca toare

pe R (functia f este continua pe R, deci admite primitive pe R).

sin x dx

b) Avem fm: — J(a(a+cosx))'dx = —In(a+cosx) + C

c) Functia f este o functie periodica neconstantd, deci nu are limita la + oo.

. . Lery X .y
d) Se face schimbarea de variabila t = th , dar aceasta nu este definita pentru Xx=mw. Pe

intervalele [0, ) si (m,2r | o primitiva a functiei f este

2 a-1_x
Fl(x):\/azi_larctg(‘/a—ﬂtng
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(calcule elementare), deci o primitiva oarecare a functiei f peintervalul [0, 21:] este

F(x)+C,,xe[0,n)
F(x)= C,X=n
Fl(X)+C3,Xe (n,ZTC]
Din conditia de continuitate a functiei F in punctul Xx=m se obtine
limx s F(x) = F(10) = limxne F (),
de unde

+C, ¢,-—2_.c

T
Ja-1 - Jai-1

Functia F obtinuta astfel este derivabila in punctul x=mn si F (n)=f ()= il (cacule
a_

elementare). Integrala definita poate fi calculata acum cu formula Leibniz-Newton :

2n ZTC
{ f(x)dx=F (2r) - F (0)= =
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