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PROFESORUL D.M. BATINETU - GIURGIU
-UN MATEMATICIAN NOTABIL"--

Motto: “Boala cea mai grava,

care macina societatea romaneasca,
este lipsa caracterelor”

Nicolae lorga

NECULAI STANCIU!

Abstract. We dedicated this article to D.M. Bdtinetu — Giurgiu.To determine whether
any given subject deserves an entry, we uses the criterion of notability.Notability is not
temporary.A reply to a question about how you got your expertise is: by studying the
masters and not their pupils.
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Acest articol este dedicat profesorului Dumitru M. Batinetu — Giurgiu, cu ocazia
implinirii Tn anul 2011 a frumoasei varste de 75 de ani si demonstreazd multe afirmatii,
nedovedite din lipsa spatiului in [41].

N-B- Notabilitatea nu trebuie confundati cu notorietatea.

Notabil - vrednic de a fi luat in seama, remarcabil, important, cu prestigiu (toate in sens pozitiv).
Notoriu - cunoscut de toata lumea, stiut de toti, renumit, celebru, cu faima(nu neaparat in sens pozitiv).
! Profesor, Scoala generald “George Emil Palade”, Buziu
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Ca in toate articolele aniversare am tinut cont in primul rand de notabilitatea®
subiectului, si de caracterul® siu remarcabil4, pentru care acest subiect meritd sa i1 se
dedice un articol separat.

Daci scrierea unui articol autobiografic’ este privita ca lipsd de modestie, de multe ori si
articolele biografice incalcd regulile de neutralitate, verificabilitate, opinii personale® si
criteriile de notabilitate.

Profesorul D.M. Bitinetu — Giurgiu s-a nascut la 27 ianuarie 19367, in comuna
Pietrosani, judetul Vlasca — ca prim fiu al lui Marin si al Andreianei.

A fost asistent universitar titular (prin repartitie guvernamentald) la Catedra de
Matematicd a Institutului Politehnic ,,Gh. Asachi” din lasi (1965-1968), cercetator
stiintific (prin concurs) la Institutul de Cercetari Forestiere din Bucuresti (1968-1970),
asistent universitar titular (prin concurs) la Catedra de Matematica-Fizica a Institutului
Agronomic ,,Nicolae Balcescu” din Bucuresti (1970-1972) apoi profesor titular(prin
concurs) La Colegiul National ,MATEI BASARAB” si la Colegiul National ,,Ion
Creanga” din Bucuresti.

De asemenea a fost redactor principal titular (prin concurs) la GAZETA
MATEMATICA si la revista Arhimede din Bucuresti.

Cu ocazia Centenarului Gazetei Matematice (1995) a facut parte din Redactia
Centenarului Gazetei Matematice.

A facut (face) parte din Comitetele de redactie ale revistelor: GAZETA
MATEMATICA, OCTOGON MATHEMATICAL MAGAZINE, RECREATII
MATEMATICE din Iasi, SINUS din Suceava, Creatii matematice seria A si seria B din
Suceava, Revista de Matematicad ,,Dimitrie Pompeiu” din Bucuresti, REVISTA
MATEMATICA DIN TIMISOARA, Revista Arhimede din Bucuresti, , Revista de
Matematica si Informatica din Constanta, Revista Matematica din Valea Jiului , Revista
Sfera Matematicii din Bailesti, Revista ,,ALPHA” din Craioava si Erdélyi Matematikai
Lapok din Brasov (in limba maghiard).Este membru de onoare a multora din revistele de
mai sus si mai nou al revistei de la Buzdu, SCLIPIREA MINTIL

Colaboreazd(a  colaborat) la  :Buletinul  Stiintific al  Universitatii
,POLITEHNICA” din Timisoara, Analele Stiintifice ale Universitatii ,,OVIDIUS” din
Constanta, Revista de Matematica din Craiova(CARDINAL), Revista de Matematica din
Galati, Revista Matematica din Hunedoara, Foaie Matematica din Republica Moldova,
Revista Matematica din Valcea, Educatia Matematica a Universitatii ,,Lucian Blaga” din

* O persoani poate fi considerati notabild dacd a facut subiectul unor materiale publicate in surse de
incredere, independente de persoana respectiva.

? Trasaturile inrddacinate in viata unui om, care determina reactia si actiunile lui indiferent de circumstante
4 S-a remarcat prin urmatoarele trasaturi (in ordine alfabeticd):ascultare, atentie, autocontrol, blandete,
bunitate, cinstire, compasiune, constiinciozitate, creativitate, credintd, cumpatare, curaj, determinare,
discernamant, discretie, disponibilitate, elocventa, entuziasm, fermitate, flexibilitate, generozitate, harnicie,
iertare, ingeniozitate, initiativa, Intelepciune, justitie, loialitate, marinimie, meticulozitate, mulfumire,
onestitate, ordine, ospitalitate, punctualitate, prudenta, rabdare, recunostinta, responsabilitate, rezistenta,
sensibilitate, siguranta, sinceritate, smerenie, stima, toleranta, vigilenta, virtute, voiosie.

> Bineinteles ¢i nu este interzisd scrierea articolelor autobiografice, dar, nu sunt recomandate.

® D.M. Bitinetu —Giurgiu este o paradigmi pentru orice profesor de matematica din preuniversitar care
doreste sa se afirme pe tdramul matematicii, $i va raimane o prezentd vie si luminoasa in memoria celor pe
care i-a educat si cu care a colaborat .Am scris aceast articol ca ,semn al stimei mai multor
generatii”(neutralitate+verificabilitate).

" La aceasta dati (zi, lund si an) s-a niscut actorul Florin Piersic — o altd persoani notabila
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Sibiu, Lucrarile seminarului de Creativitate Matematica a Universitatii de Nord din Baia-
Mare, Lucrarile Seminarului de Didactica Matematicii a Universitatii ,,Babes-Bolyai” din
Cluj-Napoca, Mathlap din Cluj-Napoca (in limba maghiard), revista POLYGON din
SZEGED, Ungaria.

A publicat 1n reviste din tara si din strdinatate un numar de peste 500 de articole si
note matematice, a propus in reviste de matematica sau la diverse concursuri, olimpiade
matematice si la barajele pentru alcétuirea echipelor olimpice internationale ale Romaniei
peste 2500 de probleme.Are un numar mare de articole si note matematice scrise in
colaborare cu diversi matematicieni printre care amintim pe Maria Bdtinefu-Giurgiu® si
Mihaly Bencze® (vezi de exemplu lucrarile [27] si [28]) A tiparit la diverse edituri peste
35 de culegeri de probleme de matematica.

A propus o problemi'® in numele Roméniei la a XII-a Olimpiada Internationald de
Matematica, desfasurata la Budapesta in 1970.
A participat la pregatirea loturilor nationale olimpice ale Romaniei si la pregdtirea
elevilor in diverse tabere nationale de matematica.
Profesorul D.M. Bitinetu — Giurgiu:
e Este considerat expert recunoscut in domeniul siu ''(analizd matematici-siruri);
e Este considerat personalitate importantd de catre profesori independenti din
acelasi domeniu (matematica)'?;
e A publicat o serie de lucrari academice importante'* §i binecunoscute'*;
O lucrare academica este importanta sau binecunoscutd daca, de exemplu, este baza
unor manuale ( cursuri) sau daca este subiectul altor lucrari independente sau daca
este citatd adesea in literatura de specialitate;
e Are 0 operd/capodopera'’ consideratd importanti si binecunoscuti;

¥ Prof.dr., la Academia Tehnici Militara, Bucuresti — care prin optimism si tonus excelent a sprijinit
activitatea sotului ei D.M. Bdtinetu — Giurgiu

? Redactor Sef, Revista ,,Octogon”, Brasov — unul dintre cei mai prolifici §i mai premiati matematicieni
(profesor la Colegiul National Aprily Lajos — Brasov) romani (de origine maghiara)

" Fie a,b,ne N — {1}, unde a,b sunt bazele a doud sisteme de numeratie. Notand cu A, respectiv

Bn numdrul X, X, ...X,;X, scrisinbaza @ respectiv in baza b, unde x k> k = 0,n sunt cifre in ambele

. . * N . . .
baze de numeratie si unde x,, x, , € N . Notand cu A4, , si B, , numerele care se obtin prin

n’

suprimarea cifrei X, , s se demonstreze cia > b <> A, | - B, | (vezi adresa [1 6])

"' D.M. Batinetu -Giurgiu s-a ocupat in numeroase articole (vezi [5],..., [15])de sirul

L = "Kllin +1i! —W ,al lui Lalescu (G.M. 6/1900, probl.579, pp.148) si de extinderi ale acestuia,

reugind sa-l transforme intr-un sir care sa rivalizeze prin frumusetea sa cu sirul (en) care defineste

nl1

numarul e Legatura dintre aceste doua siruri este data de relatia:
n+l n
n n
<ml(n+1) =4n! <| —
n+l1 n+1

2vezi [17], [18], [19], [20], [21]. [22], [23]. [24], [25]. [26], etc.
1 vezi lucrarile [2], [3] respectiv [4]
" vezi si articolele si notele publicate — din bibliografia aferenta lucrarilor [2] respectiv [4]

15 vezi lucrarea [l] )
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e A enuntat un concept'®, o teorie sau o idee care prin noutatea si importanta sa face
obiectul unor multiple lucrari independente si semnificative, ele insele surse de
incredere conform standardelor actuale;

e Este laureat al unui premiu'’ sau titlu important'®, sau a fost nominalizat de mai
multe ori pentru asemenea premii sau titluri'’;

e Ocupi pozitia a treia in topul propunitorilor la GAZETA MATEMATICA —
seria B*.

O persoand este consideratd notabild dacd indeplineste cel putin una din cele sapte
conditii de mai sus?'.

e D.M. Bitinetu — Giurgiu s-a mai ocupat si de:

» sirul lui A.G. loachimescu introducand notiunea de Constanta de tip
loachimescu(vezi [32]), sirurile de tip Euler-loachimescu, generalizari ale
sirului lui Joachimescu, constante loachimescu(vezi [31],[34],[35],[36]);

» sirul lui Ghermanescu introducand conceptul de sir Ghermanescu si de
constante Euler-Ghermdanescu(a se vedea [37], [38]);

» unele extinderi ale sirurilor Lalescu introducand conceptele de functii
Euler-Lalescu si de functii Lalescu(a se vedea [30],[39]).

D.M. Batinetu — Giurgiu este un matematician notabil si un om de mare caracter - model
de educatie durabil®.

BIBLIOGRAFIE?:

6 g (nt1) _n | P

Sirul (bn )n>2,bn = - se numeste sirul D.M. Batinetu —Giurgiu (vezi G.M. 4/1989,

B w(n + l)! A/n!

probl. C:890, pp.139).
7 A obtinut la faza finald (pe tard) premiul I la Simpozionul de Creativitate si Eficientd in Invatimant,
organizat la Tasi in 1989.A obtinut premiul I la Concursul de articole metodice organizat de Gazeta
Matematica seria A in anul 2000.
" La centenarul Gazetei Matematice (1995) a fost distins cu diploma jubiliard “Centenar Gazeta
Matematici” si cu Medalia Jubiliard “Centenar Gazeta Matematica”.In anul 2007 a primit din partea
S.S.M.R ,,Diploma de Excelenta a S.S.M.R” iar in anul 2010 a fost distins cu Medalia Jubiliara ,,Centenarul
Societatii de Stiinte Matematice din Romania”
" A fost premiat ca rezolvitor de probleme la Gazeta Matematici in anii 1954, 1955 si 1956.
20 Aceastd informatie este preluata din editia electronica a gazetei matematice, care, ofera serviciul ,,lista
autori”. Topul 100: Probleme si articole publicate in Gazeta Matematica se gaseste si pe internet la adresa

[29].

2! Daca niciuna din conditii nu este indeplinitd, este posibil ca persoana sa fie suficient de notabila prin
publicarea unor articole cu caracter notabil prin citarea surselor.

*? Lumea si societatea in care traim, mai mult ca niciodata, sufera din lipsa de modele.Modelul in viata este

0 persoand care te inspira, care 1ti arata prin ceea ce face si ce realizeaza ca este un exemplu demn de urmat

si de la care trebuie sa inveti (vezi [40]). Promovarea valorilor (stiintifice $i morale) autentice si a rolului
acestora in dezvoltarea societatii romanesti ar fi solutia(vezi motto).

 Pentru detalii mai complete se poate studia si bibliografia din [2], respectiv [4]
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APLICATII ALE ANALIZElI MATEMATICE IN GEOMETRIA iIN SPATIU (4)

Prof. Poenaru Dan, Colegiul Economic ,,I.Pop” Cluj-Napoca

Aplicatie (sectiuni 1n cub)

Se da un cub ABCDA’B’C’D’ de muchie D’ C’
AB = a si M un punct variabil situat pe
semidreapta [DC .
Se cere sa se studieze variatia ariei sectiunii
determinate in cub de punctele fixe A’, B si
punctul mobil M. D M C

A B
Solutie: ~ Notam DM =x, x e R, . Distingem trei cazuri:

I. xe[0,a];
Il. xel[a,2a];
. xe[2a,+x).

In cele ce urmeaza, se va studia in detaliu primul caz, pentru cazurile II si III prezentind
doar expresiile algebrice ce se pot obtine prin demonstratii asemanatoare.
Cazull. xe[0,a] .Fie P e(DD’) astfel incit MP || A'B = A’,B,M, P coplanare

iar A'BMP este trapez isoscel. Suprafata trapezoidala A'BMP este sectiunea in cub
obtinuta.Din DM = x si APDM dreptunghic isoscel

rezulti PM = x+/2 . Fie M’ e AB astfel incat D’ c
MM '€ (ABB'); construim MQ L A'B din
ultimele douad propozitii rezultand (conf. T.3. 1L): A’ B’
MQ L A'B, si de aici deducem ca MQ este P
inaltime in trapezul A'BMP . Apoi, ABM'Q
fiind dreptunghic in Q si m(M'BQ) = 45° 5 N M

—a) - C
MO = MB _(x-a) 4 AMOM’ %

avem: MM'=a si MQ =

(x-2a)
V2

teorema lui Pitagora obtinem: MQ = \/ a

; aplicand

2 +(X—a)2 _sz —2ax+3a’

2 V2
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Cunoscand pentru trapezul A’'BMP dimensiunile A'B, PM si MQ putem calcula

. a+ X)Vx* —2ax +3a’ . .
aria = A,pue = ( N 5 . Se poate construi functia:

(a+X)Vx* —2ax +3a’

f,:[0,a]>R, f(x)=

2

In figura de mai sus se pun in evidenta sectiunile in cub obtinute in cele trei cazuri.
Construim in continuare o functie ce va caracteriza variatia ariilor sectiunilor obtinute pentru
orice X numar real pozitiv.

(a+ x)vx* — 2ax + 3a’  xe[0.a)
2

(3a — x)v/ x* — 2ax + 3a’
5 ,

a’v/x* —2ax + 3a’

2(x—a)

f,:[0,40) >R, f(X)= x e[a,2a] a>0

, X € (2a,+o)
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Fara a ne Indeparta de esenta studiului propus, se va cerceta in continuare variatia acestei
functii pentru a =1. Aceasta va inlesni calculele pentru intocmirea tabelului de variatie

precum si trasarea cat mai riguroasa a graficului. Asadar, in cazul particular considerat,
obtinem functia:

xe[0,)

(X+1D)Vx* —2x+3
2 L

f,:[040) >R, f(x)= (S_X)”X;_2X+3, xe[1,2]

VX2 =2x+3

200-1) , X € (2,+x)

Se constata usor ca functia pozitiva si continua pe [0,+0).

. 1 ) . 5 . .
Deasemenealim f (x) = r =>y= r este asimptota orizontald. Un studiu mai atent se va
X—>0

acorda derivatei I si derivatei a-11-a a functiei pe cele trei intervale:

x? —x+1
1. xe€[0,)) = f'(X) =——————>0, Vx€][0,1); deasemenea f'(x)=0
Vx*—-2x+3

nu are solutie si f'(0) = \/_% iar qull f'(x)= \/Eé . Derivata a-11-a este data de

3 2 _
£7(x) = X =3X"+7x-2

(X2 —2x+3)x? —2x+3

f"(0)=—%@<o

Din lem f"(x) :%ﬁ> 0| = 3i, € R astfel incat f"(i,) =0 sideci (i, f(i;)) este
f " continua pe[0,1)

un punct de inflexiune pentru graficul functiei.
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—x2+3x+3
VX2 —2x+3

f'(2)=" \/_% . Derivata a —I1-a este data de :

2. xe[l2]= f'(x)= <0wxelL2l: f'M="Y24 s

—x3+3x>-6x+6

- (x? —=2x+3)Vx* —2x+3

f"(x)

f7(1) = \/% >0
Din  f"(2) = —% <0 | =30, € W2) astfelincat () =0 si deci (i, f(i,))

f " continua pe[1,2]

este un punct de inflexiune pentru graficul functiei.

3. Xe(2,40)= f'(x)= <0, Vx e (2,+x); deasemenea

-1
(x—1)%v/x* —2x+3

lim £/(x) =~ \/_% . Derivata a-l1-a este dati de :

>0

£7(x) = (x-1)(Bx* —6x+7)

- (x=D*(x* —=2x+3)Vx* —2x+3

In continuare se prezinta tabloul de variatie al functiei urmat de graficul acesteia
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Tabloul de variatie:

X 10 Iy 1 i, 2 +00
FX)| #4444+ 4+ 44 ﬁ/Z‘_ﬁ/z _____ _3f3
f)) === 0 + 4+ ++ ‘++++o——— T
f)ysfe x ) 7 V2o (i) NN 432 NOCR2

Graficul si conexiunile aferente:
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Siruri convergente — Aspecte metodice

1. Studiul convergentei sirurilor constituie un prim moment de separare intre algebra si
analiza si el face obiectul unuia dintre capitolele importante ale analizei matematice, necesar
pentru fundamentarea notiunilor de limita a unei functii, derivata, integrala; adica pentru
fundamentul unor concepte de bazi, pentru intreaga cunoastere stiintifica. In acelasi timp
studiul sirurilor infinite permite raspunsul corect la o multitudine de probleme de algebra si
geometrie; de exemplu, progresiile geometrice, calculul cu fractii zecimale infinite, lungimea
cercului, aria cercului, volumul cilindrului, etc. Trebuie spus ca 1n predarea analizei
matematice in liceu sirurile nu sunt considerate un scop in sine, ci sunt un instrument de lucru.
Intelegerea notiunii de limiti este o piatrd de incercare pentru elev si in mod obiectiv el
intdmpina mari dificultati. Geneza acestei notiuni se afld in studiul dinamicii obiectelor care
ocupa diverse pozitii in timp. Au fost necesare eforturi mari pentru gasirea limbajului necesar
pentru elaborarea modelului matematic al limitelor sirurilor. Oricum ar fi prezentate nu se
poate evita abordarea infinitului matematic prin utilizarea unor inegalitati care sunt indeplinite
pentru valori ale unor numere naturale incepand de la un anumit rang, care la randul lui nu
este fixat. Asa cum am mai spus sirurile nu constituie un scop in sine si principalul lor rost
este acela de a oferi un instrument util in practica inlesnind intelegerea conceptului
fundamental de limitd a unei functii.

Adoptim urmitoarea definitie generald: un sir (a, ), de numere reale are limita daca

n>0

existd a € R astfel incat pentru orice vecinitate V a lui a si existe un rang N natural cu
proprietatea ca oricare ar fi N> N, sd rezulte a, €V .

Un sir se numeste convergent daca are limita si aceasta este finita.
Sirurile care nu au limitd si cele care au limita +o0sau —co se numesc siruri divergente.

Teorema privind convergenta sirurilor prin utilizarea unor siruri — tip care converg
citre zero sau o,—oo si corolarele sunt fundamentale si trebuie ilustrate prin exemple. Intr-0
prima luare de contact a elevilor cu fenomenul de convergenta aceste rezultate, ca si
fenomene asupra convergentei sirurilor monotone si marginite, pot fi la inceput luate fara
demonstratie, urmand ca ele sa fie demonstrate ulterior, dupa o familiarizare a elevilor cu
analiza sirurilor. Problema infinitului, a limitei unui sir, se va lamuri pentru elevi cand vor
face operatii cu siruri care au limité si profesorul va veni cu contraexemple pentru cazurile de

exceptie: 0- oo;%;if;lw;of’;oof’. La sfarsitul capitolului Limite de functii profesorul poate sa
o0

revind la calcularea limitelor de siruri cu cateva exemple.
VVom prezenta cele relatate prin cateva exemple:
1. Se considera sirurile (an)nZO si (b, )nzo cu a, >0,b, >0,(V)n eN. Stiind ca sirul

n>0 §1

. 1 b - N
(bn )n>0 este descrescator si a,,,, = E[a” + —”j (V)n €N, sa se arate ca sirurile (an)
- a

n

(b,).., sunt convergente si lima, = flimb, .

n—ow
Solutie: Din ipotezi sirul (b, ),
Atunci, conform teoremei lui Weierstras (orice sir monoton si marginit este convergent), deci
(b, ) ., este convergent, adica limb, =b.

n—oo

este pozitiv si descrescator, deci este marginit.

Sa aritam ci si sirul (@, ) _, este convergent.

Pentru a arata monotonia vom folosi si inegalitatea mediilorm, >m, .

n=0
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b
a, +—+

n

a b
anJrl:TnZ an'i :‘\/bn

a,, \/E >./b..., ((b,) ., este descrescitor), deci a? >b,,(V)n>1.

b, —a} . e .
a,,—a, = % <0,(V)n>1, rezulta ca sirul (a, )nzo este descrescator si fiind pozitiv, este
n

si marginit, deci este convergent, adicd lima, =a.

n—oo

Aplicand limita in relatia de recurentd, obtinem:

2
a:l(a_FEJ@a:a +b<:>2a2=a2+b<:>a2=b<:>a=\/5.
2 a 2a

Deci lima, = _[limb, .
n—oo n—oo
Rezuti cd sirurile (a,), ., si (b,),., sunt convergente.

2. Apelénd la proprietatea ,,Orice sir monoton are o limitd, finitd sau infinita®, sa
studiem convergenta urmatoarelor siruri:

o o . . g 1
a) Fie sirul (a, )n>0 definit prin a, = 1si relatia de recurentia,,, = a, +—,(V)n > 0.
N a

n

b) Fie sirul (x,) ,, cu x, > 0, definit prin relatia de recurenta x, = x2, —x,_, +1,

(V)n=>2.

n>1"?

. . . < < 1 .
Solutie: a) Din relatia de recurenta rezulti a,, —a, =—,(¥)n>0. Dar sirul (a,) _,

n
este strict pozitiv, atunci a,,, —a, > 0, deci sirul este strict crescator, adica are limita finita
sau infinita.
- . - . g 1 1 .
Fie lim a, = a (finitd), rezultd, din relatia de recurentd, a =a+— = —=0= a =+, deci
n—w a a
lima, =, adica sirul (a, ),., este divergent.

n—oo
b) Din relatia de recurentd rezultd X, — X, , = X2, —2X,_, +1= (Xn_l —1)2 >0=>
(x, )nZl aste monoton crescator. Fie | = lim x,, atunci relatia de recurenta devine

n—oo

=1 —1+1= (1-1f =0=1 =1, deci lim x, =1, adica sirul (x, ),., este convergent.

n>o

3. Sunt unele situatii in care calculdam limita sirului si dacd aceasta este finitd, atunci
sirul este convergent.

In exemplul urmator vom folosi criteriul majorarii si lema clestelui.

Pentru neN, n >3, se considera functia f, :[0,0) >R, f (x)=x"—nx+1.

a) Sa se studieze monotonia functiei f_ pe intervalul [0,00).

b) Si se arate ci ecuatia f,(x)=0,x >0 are exact doua radicini realea, < (0,1) si
b, €(1,2).

c) Cercetati dacd sirurile (a, ),_, si (b,),., sunt convergente.

Solutie: Functia f, este functie continua.

fo(x)=nx""—n

n

fr(x)=0=x""-1=0=x=1

n
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f.(0)=1>0si f,(1)=2-n<0, deoarece pentru n>3 lim f_(x)=co.

n—oo

Din tabelul de urmator reies punctele a) si b).

X 0 1 o0
fn'(x) N 0 +++++++++++++++
f,(x) 1 2-n 0

a) Pentru x € (0,1), f(x) < 0 functia f, este strict descrescatoare pe (0,1).

Pentru x [1,oo), fn'(x) >0 functia f este strict crescatoare pe [l,oo).

b) Din f,(0)=1>0si f,()=2-n<0,(¥)n>3,= f,(0)- f,(1)=2-n<0, si functia f,
fo(@,)=0.

Din f_(1)-lim f(x)=(2—-n)-o0 = -0 < 0 si functia f, strict crescatoare pe [1,00), rezultd ca

2 2
Calculam fn(gj :(gj —n~g+1:(gj —1<0 deoarece n>3 si
n n n n

f.(2)=2"—2n+1=2(2"* —n)+1>0,(V)n > 3.
Obtinem f, (1)< fn(gj <f(a,)<f (0)=a,c (O, gj respectiv
n n
f,@0)< f,(b,)< f,(2)=b, €(1,2)

conform criteriulu majorarii

c)Din 0<a, < 2 si lim==0 = lima, = 0. Deci sirul (a,),_, este

n n—oo n n—oo

convergent.
Din b, radacina a ecuatiei, b; —n-b, +1=0< b =n-b, —1. Logaritmam egalitatea
Inb” =In(n-b, —1) < ninb, =In(n-b, —-1).
Dar 1<b, <2'n<n<n-b, <2n-1<n-1<n-b -1<2n-1(V)n >3.
Prin logaritmare obtinem In(n—1)< In(n-b, —1)< In(2n-1)
Deoarece In(n-b, —~1)=nlInb, = In(n—1)<ninb, <In(2n-1):n, adica
In(n-1) <Inb. < In(2n-1)
n n

n

. |n n _1 . |n 2n _1 conform criteriului clestelui . . L
Dar lim ( )=I|mQ=O = liminb, =0= limb, =1, adica sirul
n—oo n n—oo n n—oo n—oo
(b, )nzo are limitd finitd, deci este convergent.
18 5 Lk
4. Sa se calculeze limita sirului a, = —Ze” cos’ —.
= n
k=1

Solutie: Consideram f(x)=e* cos® x si intervalul [0,] cu diviziunea x, = K, k=012,..n.
n
k

: " n, Lo Lkl 18 ¢k
e*cos® xdx =lim> f(x, Xx, =%, .)=1lim> e"cos®=-==1lim=) e"cos*— = lima_,
{ im 3% (6,6, %)= fim 3 et cos* X 2 im 3 n

n—wo N k=1 n n—o
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k k-1
deoarece x, — X, , =————=
n n

=

.[ex cos? xdx =.|‘eX -de =£.|‘exdx+£.|‘eX cos 2xdx, (1)
2 2 2

J.eX COS 2Xdx = J.(ex)' cos2xdx = e* cost—IeX(—Zsin 2x)dx = e* cos 2x + 2J.eX sin 2xdx =
=e* CoS2X + 2J.(ex)' sin 2xdx = e* cos2x + 2e” sin 2x — 2J.ex(2c032x)dx =e"CoS2X +

+2e"sin 2x—4J'eX cos2xdx = 5J'eX cos2xdx = e (cos 2x +sin 2x) =

X

jex cos2xdx = eg(cos 2 +sin 2x)+C . Tnlocuind n relatia (1), obtinem:

X X X

jex cos® xdx = %-FE—O(COSZX-FS"] 2x)+C = e7{1+%(c032x+sin 2x)|+C.

Atunci
1

=E{1+E(c032+sin 2)}—i
2778 2

1 X
Iex cos’ xdx = e—|:1+ l(cos 2X+sin 2X)}
5 2 5

1+%(cosO+sin O)} =

=E[1+1(c032 +sin 2)}—£=E{1+1(c052 +sin 2)}—3
2 5 10 2 5 5

1
Deci lima, = jex cos? xdx = E{H l(c032+sin 2)}—3
0 2 5 5

n—oo

5. Se da sirul (x, ),., definit prin relatia de recurentd: x,,, = x, —x?, X, =a, 0<a<1.
este convergent.
b) Sa se calculeze limita: lim x, .

n—oo

a) Sa se arate ca sirul (Xn )nzO

n
¢) S se calculeze limita: lim )" x? .
n—oo k=0
Solutie: a) x, = X, — X2 = X,(1 - X, ) € [0,1].(Produsul a doud numere subunitare este

subunitar)
Presupunem ca X, € [0,1]: X, =X, (1= X, ).
Din0<x,<1=>-1<-x,<0=>0<1-x,<1.

Deoarece x, si 1— x, sunt subunitare, atunci x,,, € [0,1]. Deci sirul (x,),., este marginit.

X,y — X, = —X2 <0=(x, ), este strict descrescitor.
Din, (x, )nzo sir marginit si strict descresctor, rezulta ca sirul (X, )nzo este convergent.
b) Sirul (x, )., este convergent. Fie | = lim x,, atunci, din relatia de recurenta,

n—co

l=1-1"=1?=0=1=0<limx, =0.

n—0o0

n n
c) Caleulim Y x7 =" (X, = Xy1)=Xo =Xy + X, — X, + X, = Xz +...X, = Xpq = Xg — X, ALUNC
k=0 k=0

n
- 2 -
lim > x2 = 1im(X, =X, )= X, =0 =X, .
n*)OOk 0 n—oo
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6. Fie (x, )n21 un sir de numere reale pozitive astfel incat (n+1)x,,, —nx, <0. Si se

n+1

demonstreze ci sirul (X, )na este convergent si sa se calculeze limita sa.
Solutie: Folosind relatia din enunt

(n+1)x

X n . . < .
o <1= sirul (X, )n21 este strict descrescator si 0 < X, <X,

X n+1

n

-nx, <0<

n+1

atunci sirul (x, ) _, este convergent.

n>1

~ . . X n o cq. . .
In inegalitatea —™* < ——, ddm valori lui n si obtinem:

X, n+1
X, 1
_<_
X, 2
ﬁ%
XZ
. . _ X, X3 X X 123 n
x, 3 prininmultire, rezulta —%.—=2.—%. . <=2 =, o —
— <= X, Xy X X, 2 3 4 n+1
X, 4
Xn+l n
X, n+1
X X X . X .
Mo =X, <——=0<x,<2.Darlimt=0=limx, =0.
X, n+1 n+1 n e Mo

7. Se considera sirul (1) (In x)"dx.

nzO'In

—

a) Calculati 1, si I,.
b) Gisiti o formula de recurentd pentru sirul (I, )nzo.
c) Studiati convergenta sirului si calculati limita sa.
e e
. . 0 e
Solutie: a) 1, = I(In x)’dx = Idx = x|1 =e-1.
1

1

e e
I, =J.Inxdx=xlnx|f —J.dx=elne—x|f —e-e+1=1.
1 1

b) I, = j(ln x)"dx = x(In x)"

:—J‘x-n(lnx)”'l-%dx=e—n.[(lnx)”'1dx:> I, =e-nl,_;;n>1
1 1

(In x)" dx — i(ln x)"dx =

1

), -1, = (Inx)"™*(In x —1)dx..

- C— D
- C— D

b
Stim ca, pentru orice functie f :[a,b] >Rcu f(x)>0,(v)xe[a,b]= j f(x)dx>0.

Atunci (Inx)"*(Inx-1)<0,(v)xe[Le]=1,-1,,<0,(V)xe[Le] =1 <1, , = sirul
(1,) ., este strict descrescator si0 < I, < I, = e —1, adicd sirul (I,)
Din(l,),., sir monoton si marginit, conform criteriului lui Weierstrass, sirul (1)
convergent. Deci lim 1 =1>0.

n—oo

o €Ste marginit.

este

n=0

Pentru calculul limitei folosim relatia I, =e—nl,_ ;n>1<nl,  =e-1, .
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Dacd liml, =1>0, = -1 =e—1 contradictie, deci | =0 < lim |, =0.

n—oo n—oo
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