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PROGRESII ARITMETICE CU PATRATE
PERFECTE SI NUMERE TRIUNGHIULARE

ROXANA MIHAELA STANCIU'

Incepem prin a ardta ca existd o infinitate de patrate perfecte care sunt simultan si

tit+1) fe N

numere triunghiulare(se numeste numar triunghiular un numar de forma

. C . . A tit+1 . .
Deci, trebuie si gasim numerele naturale n astfel incat n=s° = ( 5 ) ,SeN ,te N .

tr+1 o . .. .
Avem 7 = 2 5 ) 12 41 =282 , care prin inmultire cu 4 la care addugim 1, se ajunge

la:(2¢+1)° —2(2s)> =1.Substituim x = 2¢+1, y = 25, in ultima ecuatie si ajungem la

ecuatia Pell : x> —2y* =172, care are o infinitate de solutii.

< - . : X . : e
Dupa ce gasim x si y, se calculeaza ¢ = sl s= % .Deci avem o infinitate de

numere patrate perfecte care sunt §i numere triunghiulare.
Primele 4 solutii sunt:

Dx=3,y=2s=Lt=Ln=1;

2) x=17,y=12,s =6,t =8,n=36;

3) x=99,y=70,5s =35, =49,n =1225;

4) x =577,y =408,s =204,t =288,n =41616.

Propozitia 1.
Nu exista trei numere naturale patrate perfecte, In progresie aritmeticd, cu ratia progresiei
patrat perfect.

" Liceul cu Program Sportiv “Iolanda Balas Séter” Buzau
? Ecuatiile diofantice de tipul x> —ny® = 1au fost numite ecuatii Pell de citre Euler in

mod eronat, care a facut o confuzie cu Lord Brouncker (vezi link-ul:
http://en.wikipedia.org/wiki/Lord_Brouncker), primul matematician europen care a gasit
o metoda de determinare a solutiei generale pentru ecuatia de mai sus.Primul
matematician care a rezolvat ecuatia de mai sus a fost insa matematicianul Indian
Brahmagupta(in anul 628).Metoda descoperitd de Brahmagupta a fost tradusa in araba(in

anul 773) si latind(in anul 1126) Insi ecuatia x*> —2y* =1 a fost studiati in acelasi timp
in Grecia si India mult mai devreme in timpul lui Pitagora.
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Demonstratie.
Problema gasirii a trei numere naturale patrate perfecte, in progresie aritmetica, cu ratia
progresiei patrat perfect a fost propusa de Fermat( a se vedea [1])
+x’,y7, 2 = (*)x +27 =2y%,x < y <z = x,z =impare.
Avem:
xX=p—q,z=p+q,unde psi g sunt relative prime de paritate diferita, cu
p= mz _ nz
p’+q*=y>={qg=2mn ,unde (m,n)=1side paritate diferita.
y=m’+n’
Deci, solutia ecuatiei (*) este:

x= ‘mz -n’ —2mn‘
(**y=m’+n’ , unde (m,n) = 1si de paritate diferiti.

2 2
z=m"—n" +2mn

Ratia progresiei este 7 = y> —x> = 4mn(m” —n’) # p.p .

Expresia 4mn(m” —n’)nu poate fi pitrat perfect deoarece mn(m* —n’)nu este pitrat
perfect. Deci problema pusad de Fermat nu are solutie.

Remarca 1.Nu existd triunghiuri pitagoreice cu aria patrat perfect(triunghiurile
pitagoreice au laturilem® —n> 2mn,m*> +n’si aria =mn(m> —n>), care nu este pitrat
perfect).

Propozitia 2.

Existd trei numere triunghiulare, in progresie aritmetica, cu ratia progresiei numar
triunghiular.

Demonstratie.

Problema gasirii a trei numere triunghiulare, in progresie aritmetica, cu ratia progresiei
numir triunghiular, a fost pus si rezolvati de catre K.R.S. Sastry( a se vedea [2]).

Lema 1.Daca +a,b,c curatia r, atunci +8a + 1,86 +1,8c +1 curatia 8r.

Exemplu. +2,7,12 are ratia 5 iar +17,57,97 are ratia 40.

Demonstratia lemei 1. o 1asam pe seama cititorului.

n(n+1)
2

Lema 2. Daca ¢, = ,atunci 8¢, +1 este patrat perfect.

Demonstratie.Se observa ca 8, +1=(2n+1)>, numar impar pitrat perfect.

Lema 3.Daca + a(a2+ D , b(b2+ D , C(C; D cu ratia r, atunci

+(2a+1)*,(2b+1)*,(2c +1)* curatia 8r .
Demonstratie.Rezulta usor din lema 1. si lema 2.
Daca notam:
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;- a(a+1) p b(b+1) ;o c(c+1)
a 2 >%h 2 sYe 2
considerdm progresia aritmeticd +¢_,¢,,t_, atunci conform lemei 3. numerele 4°,B*,C?

2a+1=A42b+1=B2c+1=C si ,si

sunt tot in progresie aritmetica.
A=|m*> —n’ —2mn‘
Din (**) avem ci: {B=m" +n’ , unde (m,n) = 1si de paritate diferiti.

C=m’-n*+2mn

Ratia progresiei + 4%, B*,C” este egali cu 4mn(m’ —n*)si din lema 3. se obtine ci ratia
.. VR . mn(m’ -n’)
progresiel +¢,,t,,t, este de opt ori mai mica, adica este egala cu ——.

mn(m* —n*)

Pentru ca sd fie numar triunghiular avem doud cazuri:

Cazul I. m* —n* =mn+1< 2m—-n)* =50 =4.

Din relatiile :

{Lﬁk —5F2 =4
Ly =2Fy,, —Fy

Cazul Il. m* —n* =mn—1< 2m—-n)* —5n° =4

Deoarece L3, ,—5F, ,=-4k=123,., rezlti c¢d m=F, =138,.. si

n=F,  =125,..

In continuare vom exprima termenii progresiei +¢,.¢,,¢, in functie de parametrii m

k=12, rezultacda m=F,,,, =25]13,..sin=F, =138,...

respectiv n gasiti mai sus.

Avem:
A—1 |m*—n®=2mn|-1
a= =
2a+1= 4 le 2 221
2 +1=B=b=" I +2” - -
2c+1=
erl=c _C-l_miont 2wl
2 2
; _a(a+1)_Az—l_(mz—nz—Zmn)z—l
¢ 2 8
~ :b(b+1):Bz—1:(m2+n2)2—1
’ 2 8 8

; _c(c+]) _02 -1 (m*> —n* +2mn)* -1
‘ 2 8 8
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Observatia 1.Daca se aleg ca parametri m §i n cu aceiasi paritate numerele a,b si ¢ nu

sunt naturale.
Se obtin numere triunghiulare cu ratia numar triunghiular si numerele a,b si ¢ naturale

daca parametrii m si n au paritati diferite.

Exemplu numeric. Daca alegem m=8n=>5 rezulta
A=41,B=89,C=119,a=20,b=44,c=59 s1 +t, =210,¢t, =990,¢, =1770 cu ratia
r=780= 39-40 =numar triunghiular.

Din propozitiile 1 si 2 rezulta ca ceea ce este imposibil pentru patrate perfecte este posibil
pentru numere triunghiulare.

Propozitia 3.

Daca (an) este o progresie aritmetica de numere naturale, de ratie 7 si contine patratul
tit+1)

n=0

perfect a®, si numarul triunghiular P(¢) = ,atunci (an )nzo contine o infinitate de

patrate perfecte, si o infinitate de numere triunghiulare.
Demonstratie.

In general, daci o progresie aritmetici de ratie » contine patratul perfect a”, atunci
pentru orice numir natural n, termenul a’ +7(2an + n’d) este patratul perfect (a + rn)2 .

Mai general, daca progresia aritmetica (a”) contine un termen de forma P(a), unde

n=0

P este un polinom cu coeficienti intregi, atunci

(P(a +nr)— P(a)]
r

termenii P(a)+r = P(a + nr) sunt de aceiasi forma pentru orice

numar natural 7.
Din cele de mai sus avem:

e Deoarece (an )nzo contine pétratul perfect patratul perfect a” , atunci contine o

infinitate de patrate perfecte de forma (a + rn)’;

e Deoarece (a”) contine numarul algebric de forma P(¢), contine o infinitate de

n=0
numere de aceiasi forma , de exemplu numerele P(z + nr) (n eN )
Remarca 2. Patratele perfecte se pot obtine si prin iterarile urmatoare:

e dacd avem progresia aritmeticd a, = x + rn ,de numere naturale, a.i.
Jae N ,3k e N cu a’ = x+rn, atunci
2 2 2 2 2 2 2 2
x+(k+2a”+ra )yr=x+kr+@r°+2rya  =a" +(@r° +2r)ya = [(r+l)a] , este
deasemeni patrat perfect;
e dacd r>2, prin aceiasi metodd ca mai sus observim ci daci x + kr = a”, atunci
2 . - .o
x+(k—2a* +ra*)r = [(r —1a]’ .Concluzia urmeaza prin iterare.
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PATRU PROBLEME INTERESANTE

NECULAI STANCIU!

Propozitia 1. Existd o infinitate de functii polinomiale f astfel incat f(p)este numar prim
pentru orice numir prim p .(in legdtura cu o problema deschisa- GMB nr.6/2010, pag.286)
Demonstratie.Fie f o functie polinomiald astfel incat f(p)este numar prim pentru orice
numdr prim p.Vom ardta cad f este constanti(constanta fiind desigur un numar prim) sau
f este functia polinomiala identicd, adicd f(x)=x Vx € Z .Presupunem cd f nu este functia
identicd.Atunci ecuatia f(x) = x, are un numadr finit de solutii.Asadar, exista numerele prime
psi g, p#qastfel incat f(p) =g .Din teorema lui Dirichlet, se stie ca progresia aritmetica
p+kq, (k=012 )contine o infinitate de numere prime.in afard de aceasta, pentru orice
k > 0deoarece f este polinomiala avem f(p+kq)= f(p)=0(modg), si astfel pentru o
infinitate de numere prime 7, de forma p + kq trebuie sd avem f(r;) =¢q .
Dar f fiind functie polinomiala ia valoarea g de o infinitate de ori ceea ce inseamna ca
f(x) = g pentru orice x.
Propozitia 2. Dacd neste un numar natural si A este multimea tuturor numerelor de forma
f(n)=n"+n+1,atunci f(n)f(n+k)e Adaci si numai daci k=1.
Demonstratie.Produsul (1) f(n) f(n+k)=n" + (2k + 2)n3 + (k2 +3k+ 2)17 +k*>+k+1 este in
Adaci si numai daci este de forma x° +x+1 (x e N").Este evident ci x trebuie si fie de
forma x = An> + Bn+C,unde 4,B,C € N .
Avem(2)x* +x+1= A*n* +24Bn* +(B* +24C+ A)p> + BQC+1)n+C* +C+1.
Din (1) si (2) rezulta ecuatiile:
A* =1,24AB =2k +2, B> +2AC+ A=k> +3k +3,BQC+1)=k* +3k +2si
C’+C+l=k>+k+1.
Se obtin solutiile:

A=1 A=-1

B=k+1 sau<B=—-k-1.

C=k=1 C=k=-1

Deoarece, k >0, rezulta £k =1.

n -1
Propozitia 3. ) g (4k 3}: (4k+1) =(-1)""n
=l

(In legatura cu articolul.”Generahzarl ale unor formule trigonometrice”, de Marin Tolosi si
Maria Alecu, din GMB, nr. 7-8-9/2010 — mai precis Consecinta 5) — pag. 351)

n-1
Cltex—Cltg’x + Cltg’x — ...+ (=1) 2 Cltg"x
n—1

1—C5tg2x+C:tg4x—...+(—l) 2 Crltg™ 1x

daca

Demonstratie. Avem: tg(nx) =

n =impar si

! Profesor, Scoala Generald “George Emil Palade”, Buzau
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Cltex—Cltg’x + Cjtgsx—...—(—l)E C''tg"'x

tg(nx) = . ,dacd n = par .
1-CXgx+Cl1g'x — ..+ (-1)2Cl1g"x
Consideram ecuatia (*) zg(nx) =1, cu are raddcinile x, = (4k4;1)”, k =0,n—1, care se mai
n
. (4k -3z — .. L . e e ok
pot scrie x, = 4—,k = 1,n.Deci, noi trebuie sd calculam suma radacinilor ecuatiei (*),
n

adicéZtgxk .Pe de altd parte avem cid tg(nx) = Pltgx)
= Q(rgx)
(**) P(tgx) — O(tgx) = 0, unde polinoamele P(r) si Q(t) sunt date de:

=1, are radicinile date de ecuatia

n-1 n—1

P()=Cl—CH +..+(=1)2 C't" si Q(t)=1-C*t* +..+(=1) 2 C"'¢"", daca n=impar,
iar dacid n= parultimii termeni din P(r) si O(r) sunt —(-1)2C"'t"" respectiv

(—I)E C)'t" Deci, din relatiile lui Viete pentru ecuatia (**) avem ca suma radacinilor este

n+l n+l

egala cu n = (-1)""n, pentru n = impar ; respectivcu —n =(-1)""n, pentru n = par .

Propozitia 4. Daca x, y si z sunt numere reale pozitive astfel incat xy + yz + zx =1, atunci
1 1 1 33
+ + <
\/x2+1 \/y2+l \/zz+1 2
conditionate”- GMB, nr. 7-8-9/2010, pag.365)

(In legiturd cu articolul “Asupra unor inegalititi

. A B . .
Demonstratie.Ipoteza ne permite sa luam x = th , V= tg; sl z= tg%, unde 4,Bsi C sunt

unghiurile unui triunghi.

1 1 33

1 + + < este echivalenta cu:
VP41 241 N2+l 2

cos§+ cos§+ cos% < %, care are loc datoritd concavitatii functiei cos pe (O,%j , mai

Inegalitatea

-

exact avem din inegalitatea lui Jensen ca

cos£+ cos£+ c0s££3cos A+B+C = 3\/5.
2 2 2 6 2
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Calculul iterativ al radicalilor

in cele ce urmeazi vom aborda urmitoarele teme:
1. Calculul iterativ al lui 5\/; cind 0 <a<1.
2. Calculul iterativ al lui ¥a cand 0 <a <1.

Tema 2.este o generalizare naturala a temei 1 pentru orice N>1.
1.Calculul iterativ al lui 3/a cAnd 0 <a <1
De unde vine ideea ? Pentru aceasta facem cateva consideratii geometrice :

VAO

X=y

A4 !

figura 1
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In figural curba I are ecuatia x-y* = x, - ysunde x,si y,sunt coordonatele
punctului Ag.Intersectia curbei I' cu dreapta de ecuatie x=y este punctul A .Tangenta in A la
I" este dreapta notata cu t .De retinut faptul ca 0 <x, <y,.

Pornind de la A, se construieste sirul de puncte A ,A,,As, ...,Ay,...In felul urmator :
-paralela prin A; la tangenta t intersecteaza dreapta x=y in punctul Bj;

-paralela prin Bi;la axa ox intersecteaza curba I'" in punctul urmator Ajy;

Astfel fiind dat punctul Ay, paralela prin A, la tangenta t intersecteaza dreapta x=y in punctul
B, iar paralela prin B;la axa ox intersecteazéd curba I' in punctul urmator A;;
paralela prin A la tangenta t intersecteazad dreapta x=y in punctul B, iar paralela prin B, la
axa ox intersecteaza curba I' in punctul urmator A, ;si asa mai departe...

Intuitiv , deoarece dreptele A;Bi.; sunt paralele cu tangenta t, sirul de puncte
A1,A2,A3, ...,Ap,...e5te convergent la A.

Aceasta implica si convergenta pe coordonate.

Deoarece A apartine dreptei de ecuatie x=y avem ci A(A, 1)
Deoarece A apartine curbei I" rezultd A-1* = x, - yg; alegem x, =asi y, =lcu0<a<l,
de unde rezulta ci A =3a .

Deoarece A, (x,,y, )este un sir de puncte convergent la A(A,)) rezulti ci sirurile

X,$1 y,sunt convergente la A = a.

Cum calculim termenii sirurilor x si y, ?

*Ecuatia dreptei AgB; :
-mai intai calculam panta tangentei t care este i panta dreptei A¢B; :

d 4 4 4 s dy dy y . dy
—(xy" —x =0y +4xy’ —=0< —=——=daca y =x atunci— = ——
dx( Y 0¥o) Y Y dx dx 4x Y dx 4

. . 1
-ecuatia dreptei AgB;este y = —Zx +c x+4y=4c;

-deoarece A, apartine dreptei A¢gB; putem calcula constanta 4c cu formula x, + 4y, =4c;

-in final ecuatia dreptei AoB; este x +4y =x, + 4y,

*Coordonatele lui B;:

-deoarece A, are coordonatele (x,,y,)si A;Bi|| ox rezultd cd B;are coordonatele B,(y,,y,).
X, +4y,

-deoarece B, (y,,y,) apartine dreptei AoB; rezultd y, +4y, =x, +4y,adicd y, = s

*Coordonatele lui A;:

+4y

Avem A (x,,y,)sl y, :XOTO . Deoarece A (x,,y,) € rezultd x, -y} =X, ys;

Xo¥,  625%,,

de aicirezultd x, =—-= T
Yi (xo +4y,)
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*Fiind dat A (xn ,y, )se pot calcula ca mai sus coordonatele lui A, (x,,,,y,,,)cu formulele

n+l2

625x,y: . x, +4y,
X => 2 WY =
(x, +4y,) S

(in locul lui Ay punem punctul A; si in locul lui A; punem punctul A,.;).

*Sa ne amintim insd cd A (x,,y,)— A(LA)
(unde A = 3fa daci alegem x, =asi y, =1si0<a<l1).
De aceea toate aceste consideratii intuitive ne conduc la formularea urmatoarei teoreme:

TEOREMA
625xy*
(x+ 4y)4

D= {(x; y)|0 <x < y} si fie numerele x, =asi y, =1cu proprietateal <a <1.

X +4y

Fie functiile f(x;y) = definite pe domeniul

sig(xsy)=

Atunci sirurile x ,, =f(x,;y,)s1 y,., =g(X,;y,)sunt convergente la A = Va.
Demonstratie :

Pentru a demonstra teorema avem nevoie de cateva rezultate preliminare :

Propozitia 1. Dacd 0<x<y atunci x < f(x;y) < g(x;y) <y
Demonstratie :

a)

4 4
X<y<::>x+4y<5y<::>(x+4y)4<625y4<::>1<_625y - x < 625xy

(x+4y)4 (x+4y)4 < x<fxy)

b) x<y<:>x+4y<5y<:>X+54y<y<:>g(x;y)<y

4
c) f(xy)<gxiy) < 625xy 7 <X+4yc>55xy4 <(x+4y)’ o ixy* < x+4yc>
(x+4y) 5
c}5nyyy<x+y+§/+y+y

Ultima inegalitate este adevérata pe baza inegalitdtii dintre media aritmeticd si media
geometricd a 5 numere.

Propozitia 2. Daca x =f(x;y) saudaca g(x;y)= yatunci x=y.

Demonstratie :
625xy* 4 4

x=f(x;y) @x=—-"-0y) =(x+4y) ©S5y=x+4dy o y=x
(x+4y)

bgxiy)=y < X+54y Sy x+dy=>Syox=y

Consecinte :

a) Dacd in Propozitial. punem x = x_ si y =y, obtinem
Xn < f(Xn;Yn) < g(xn;Yn) < Yn adiCé Xn < Xn-ﬁ-l < Yn+1 < Yn7
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In ultimele inegalititi dim valori lui n incepand de la 0 si obtinem :
Xy <X, <X, <...<X, <...<y, <...<y, <Yy, <Y,

Ultimele inegalitati ne arata ca sirurile x,,, =f(x,:;y,) sl ¥,., = &(X,;Yy,)sunt convergente
deoarece sunt monotone i marginite;sd notdm p=limx, si n=Ilimy,

b) Dacain x ,, =f(x,;y,)s ¥, = &(X,;Yy,)trecem la limitd obtinem
u=~f(un)si g(w;n) =n (am folosit aici continuitatea functiilor f si g)
Aplicand Propozitia 2. rezulta cd p =1 .Sa notdm cu A valoarea comund a celor doud limite.

Mai avem de ardtat ca A = 5\/;; atunci teorema va fi demonstrata complet.

Propozitia 3. Fie functia W (x;y) =3 xy4 JAtunci:
a) V(x;y) = Y(f(x;y);8(x;y))

b)¥Y(x;x) =x

Demonstratie:

2) Y yse(y) = Yy -[egxy) = \/ 625y -(" * 4yj _ sty = W(xiy)
(x+4y) 5
b) P(x;x)=Vx-x* =3x" =x

Consecinte:

P(x,5y.) =Py, Y0)) = V(X5 Yaa)s

-Dam valori lui n incepand de 1a 0 si obtinem :

Y(xp:yg) =¥Y(xpy)=...=¥(x,5y,).

-Trecem la limita in ultimul sir de egalitati si tinem seama de faptul ca functia ¥ este
continua; obtinem ca :

Y(x,:y,) =YXy, =...=lim¥Y(x,;y,) = Y(limx ;limy ) =Y(;1) =L

adicd L =Y (x,;y,)

-Alegem x, =a,y, =1cu 0<a<l;obtinem:

lz\P(XO;yO):\S)XOyg =3a-1* :5\/;

Cu aceasta demonstratia teoremei este incheiata.

EXEMPLU : calculam primele patru iteratii pentru3/0,3 :

X, = 0,548437888 x, = 0,740951769
{yl =0,36 ’ {y2 =0,797687577
X, = 0,78465521 x, = 0,786001927
{y3 =0,786340415 ’ {y4 =0,786003374

-in calcule am pornit cu valorile x, =0,3 51 y, =1

-observam ca 3/0,3 = 0,78600...unde cu sigurantd primele 5 zecimale sunt exacte deoarece
Y03 -x,<y,-x,<107
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-in general putem evalua eroarea & = /a — X, <y, —X,;deci odatd cu evaluarea radicalului
avem si un control al erorii; despre eroarea € putem afirma ca este intotdeauna mai micd
decat diferenta y, —x, .

2. Calculul iterativ al lui % cand 0<a<1

In cele ce urmeaza vom urmari in linii mari etapele parcurse in calculul lui Ya pentru a

da o metoda de calcul al lui Ya , N>1. Vom indica schimbarile care apar in demonstratii.
Consideratii geometrice:

Ne vom raporta tot la figura 1., dar de data aceasta ecuatia curbei T" este xy™ ' =x,y) .
Deoarece A apartine dreptei de ecuatie x=y avem ca A(?», 7»)
Deoarece A apartine curbei T' rezultd A-AN" =x, -y, ™"; alegem x, =asi y, =lcul<a<l,

de unde rezultd cd A = % .

Deoarece A, (x,,y, )este un sir de puncte convergent la A(A,)) rezulti ci sirurile
X,$1 y,sunt convergente la A = V/a .Constructia punctelor A, (x,,y,)este asemanitoare cu

cea din cazul calculului lui 5\/; .

*Ecuatia dreptei A¢B; :
x+(N-Dy=x,+(N-1y,

*Coordonatele lui B;:
-deoarece A, are coordonatele (x,,y,)si A;Bi|| ox rezultd cd B;are coordonatele B, (y,,y,).
-deoarece B, (y,,y,) apartine dreptei AoB; rezultd y, + (N -1)y, =x, + (N -1)y,adica
_Xot (N-Dy,

EEEE—
*Coordonatele lui A;:
-deoarece A,(x,,y,) €I rezultd

NY"'x,yo™ . x, +(N -1y
X, = sy = ——— (%
(xo +(N=Dy,)

1

N
Ultimele doud formule indica prima iteratie in calculul valorilor celor doua siruri.

Inlocuind indicele “0”cu “n” si indicele “1” cu “n+17in formulele (*) obtinem formulele de
recurentd necesare calculului sirurilor x, siy, .

Consideratiile geometrice de mai sus conduc la formularea urmatoarei teoreme:
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TEOREMA
NNfl XyN—l
(x+(N-Dy)*"

domeniul D = {(x; y)|0 <x< y} si fie numerele x, =asi y, =1cu proprietatea0 <a <1.

Fie functiile f(x;y) = DY gefinite pe

. x+(N-
ig(x;y)=——=
si g(x;y) N

Atunci sirurile x_, =f(x,;y,)s1 y,,, = &(X,;Yy,)sunt convergente la A = Va.
Demonstratie :

Pentru a face demonstratia avem nevoie de urmétoarele Propozitii despre f si g din teorema :
Propozitia 1. Daca 0<x<y atunci x < f(x;y) < g(x;y) <y

Propozitia 2. Dacd x =f(x;y) saudaca g(x;y) = yatunci x=y.

Propozitia 3. Fie functia W(x;y) = Yxy"" .Atunci:

a) P(x;y) = P(f(x;y);8(x:y))

b)¥Y(x;x) =x

Demonstratiile propozitiilor urmeaza intru-totul cele din cazul N=5 ;de aceea le omitem.

*Consecinta Propozitiei 1:

Daca in Propozitial. punem x = x si y =y, obtinem

X, <f(x,5y,) <g(x,;y,) <y, adicd x, <x,, <y, <V,;

In ultimele inegalititi d&m valori lui n incepand de la 0 si obtinem :
Xy <X, <X, <...<X, <...<y, <...<y, <Yy, <Y,

Ultimele inegalitati ne arata ca sirurile x,,, =f(x,:;y,) sl ¥,., = &(X,;y,)sunt convergente
deoarece sunt monotone i marginite;sd notdm p =limx, si n=1limy,

*Consecinta Propozitiei 2:

Dacdin x,,, =f(Xx,:y,)s1 ¥,.,, =8&(X,;y,)trecem la limitd obt{inem

u=~f(un)si g(i;n) =n (am folosit aici continuitatea functiilor f si g)

Aplicand Propozitia 2. rezultd cd p =mn.Sa notdm cu A valoarea comund a celor doua limite.

*Consecinta Propozitiei 3:

\P(Xn ’ Yn) = T(f(xn ’ Yn )7g(xn 7 Yn )) = lP(Xm-l ’ Yn+1 ) ’

-Dam valori lui n incepéand de la 0 si obtinem :

Y(xoyo) =YEx3y)=...=¥(x,5y,).

-Trecem la limita 1n ultimul sir de egalitati si tinem seama de faptul ca functia WV este
continud; obtinem :

Y(x,:y,) =YXy =...=lim¥Y(x,;y,) = Y(limx ;limy ) =Y (1) =L

adicd L =Y (x,;y,)

-Alegem x, =a,y, =1cu 0<a<l;obtinem:

A=Y (x3y,) = I{/Xoyg]il = I{I/a'lNil = %

Cu aceasta demonstratia teoremei este incheiata.
Observatii:
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2 . + C
1.Daca N=2 calculdm cu formulelex ,, = ZEnYn sty = X 5 Yu si obtinem+/a ;
Xn + yl’l

evident cd pornim calculele cu x, =a<l=y,.

y y 1 . A f 1 . 1
2.Cum calculdm Ya dacd a>1 ? Avem 0 < — < 1;calculdm mai intai v = N— ;atunci Ya = —
a a v
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APLICATII ALE ANALIZEI MATEMATICE IN GEOMETRIA iN SPATIU (5)

Prof. Poenaru Dan, Colegiul Economic ,,I.Pop” Cluj-Napoca

Aplicatie nr.1

Se da un triunghi dreptunghic ABC cu
m(A)=90° , m(B)=60°si AB=a.

Pe planul triumghiului, in punctual 4 , se
duce perpendiculara d pe care se ia un punct
mobil M . Fie N €[BC] astfel incat [BN]=[NC],
0O €[AN] astfel incat [AQ]=[ON], si P e MN 4
astfel incat BP 1 MN .

Sa se studieze variatia volumului tetraedrului a
BNPQ

SOLUTIE: Observam mai intai ca volumul tetraedrului BNPQ este marime variabila in
raport cu pozitia punctului M pe dreapta d . Marimea variabila ce caracterizeaza pozitia
punctului M este desigur lungimea AM pe care o vom nota cu x. Obtinem in felul acesta
de calcul a volumului BNPQ in rapor cu lungimea constanta a si lungimea variabila x . Se
demonstreaza usor cd NP L (BPQ) astfe ca volumul se poate calcula

astfel: |/ = ABPQ.PN = a'y3x
BNPQ 3 48(x* +a’)

a* 3 x
48(x* +a’)
ce urmeaza studiul functiei pentru cazul particular a = 6 . Avem asadar functia:

273 - x

x> +36

ceea ce conduce la constructia functiei

; pentru facilitarea expunerii prezentam in cele

b

f:[0,40) >R, f(x)=

f:[040) >R, f(x)=

Preliminarii pentru trasarea graficului:
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f(0)=0 si lim f(x) =0 = y =0 este asimptota orizontald; apoi derivata functiei este

—x2+36 . 94/3

data de f'(x)=27+3- 'x)=0 luti =6= f(6)=——.
ata de f'(x) [(x2+36)2 iar f'(x) are solutia x, £(6) 1

Tabloul de variatie si graficul functiei sunt prezentate mai jos ilustrandu-se conexiunile
corespunzatoare:

X 0 6 + o
f'(x) ++++++++++++ 0 @ - ———

T Lo aaaaaaar 93 A NN 0

<V
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Aplicatie nr.2

D’ C
Se da prisma patrulatera regulata
ABCDA'B'C'D' cu AB=2 si AA'=1.Sa y ,
. - 9 B
se determine piramida patrulatera regulata de
volum minim in care se poate inscrie prisma. 1 D C
A 2 B

SOLUTIE: Fie MEFGH o piramida patrulatera regulata in care se inscrie prisma ; fie si
O=ACNDB si O'=AC'nD'B'" iar M este
un_punct variabil pe semidreapta OO'.

Notam x=0'M si u=CG . ;
. ' Yol u 1 M/\
DinAC'CG ~AMO'C' = —=— e

V2 ox

24 ~
2 2 71 \ 'R
:>u:£:>OG:\/§+u:\/§+£ o x N
X X // /D 4 \\ \\” C ’
S O i “\/27 ................ .\\
Aria bazei piramidei este aria v ,’/ ......................... ' ”‘.“5""'."':.., \ 1 s
patratului EFGH respectiv A | LN .
R e
‘L S e i
_EG-HF _EG’ S S R B ¢
AEFGH - 2 - 2 /,//,/’ 0 ------ \
1 2 L///A .... 2 B‘\ ///
= 4-(1+—) ; OM =1+x B YR
X

si astfel volumul piramidei este dat de
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_ (x+1)°

2
X

Construim functia ~ f:(0,+0) > R, f(x) =§

Studiem in continuare variatia acestei functii : 1i?g f(x) =400 = functia are asimptota
verticald axa Oy ;
lim f(x) =00 = nu existd asimptota orizontald; studiind existenta asimptotei oblice,
X—>0
. . C e ) 4
obtinem asimptota oblicd data de ecuatia y = Ex +4.
Derivata functiei este

_i-x(x+1)2(x—2)
3 x*

iar ecuatia f'(x) =0 conduce la solutia x, =2.

J'(x)

Valoarea functiei in 2 este f(2) =9

Tabloul de variatie

X 0 2 +

x| e 0 R e e e s

)| +o0 A 9 e +o0

Se prezinta in continuare graficul functiei indicandu-se conexiunile aferente.
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