Revista Electronica Mateinfo.ro ISSN 2065 — 6432 — lanuarie 2012 RTAE =0l (oM go)

Solutii pentru patru probleme (J208, J209, S207, S209)
din Mathematical Reflections nr.5/ 2011
altele decat cele din Mathematical Reflections nr. 6 /2011

Titu Zvonaru' si Neculai Stanciu®

J208. Let K be the symmedian point of triangle ABC and let R be its circumradius. Prove
that
AK + BK + CK < 3R.

Proposed by Ivan Borsenco, Massachusetls Institute of Technology, USA

Solution by:Titu Zvonaru, Coménesti, Romania and Neculai Stanciu,
George Emil PaladeSecondary School, Buzau, Romania.

We well-known that

2bcm .
AK = ———*°—(by Stewart theorem we obtain that s, = ————--m,_ and the by Van
a“+b+c b +c
2bcm,
Aubell theorem or Menelaus theorem we deduce that AK = — b7 o2 ), SO we have to
a“+b°+c

prove that

2
2) bem, <3RY a’ < (Zbcma J< 9%(2:12)2 , and because
> omi= EZaZ , and applying C-B-S we obtain that
(Z(bc)ma)2 < (ZbZCZXij): %(ZbZCZXZaZ), s0 is enough(sufficcient) to prove that
2
%(ZbZCZXZaZ)S 9%(232)2 <3) b*c?<9R’) a’.

But we known that >"a® <9R?, and we have done if we prove that

3) b%c? < (ZaZXZaZ)Q Y b%? <> a*, whichiis true.

We have equality if and only if AABC is equilateral.

! Comanesti
% Sc. gen. "’George Emil Palade **, Buziu
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J209. Let a, b, ¢ be positive real numbers such that a + b+ ¢ = 1. Prove that

(b+c)® (e4+a)® (a+b)®_ 32 .
+ = + = — = —(ab+ be 4 ca).
a b c 9" ’

Proposed by Marius Stanean and Mircea Lascu, Zalau, Romania

Solution by Titu Zvonaru, Comanesti, Romania and Neculai Stanciu, George Emil
Palade Secondary school, Buziu, Romania.

By Cauchy-Buniacovski —Schwarz or Bergstrom’ s inequality (or Lema T,, or Titu
Andreescu’s inequality) we have

(b+0)° (c+a)° (a+h)® _(b+9° (c+a) (a+b)° [(b+c)*+(c+a)’ +(a+b)*

a b c a(b+c) b(c+a) c(a+b) 2(ab+bc +ca)
so it is sufficient to prove that
3 3 32
[(0+¢)* + (c+a)® +(a+b)?] > 2 (a1 be s ca)
2(ab +bc +ca) 9

< b+c)+(c+a)+(a+h)’ 2%(ab+bc+ca)
& 3(b+c)° +(c+a)’ +(a+b)*|>8(ab+bc +ca)a+b+c)
Weuse » = > and we have successively that

cyclic
323 2% +3Y a%+3% ab?)>8(Y a% + > ab? + 3abc)
<6) a’+ ) a’h+» ab® > 24abc,
which is true by AM-GM inequality (D a® >3abc, > a’h > 3abc, ) ab’ > 3abc).
We have equality ifand only if a=b=c¢ =%


http://www.mateinfo.ro/

Revista Electronica Mateinfo.ro ISSN 2065 — 6432 — lanuarie 2012 RTAE =0l (oM go)

S207. Let a, b, ¢ be distinct nonzero real numbers such that ab+be+ca =3 anda + b4 ¢

abc 4 % Prove that
alb—c) be —1
( be — 1 ) (z alb — c‘:l)
cye cye /

Proposed by Titu Andreescu, University of Teras at Dallas, USA

is the square of an integer.

Solution by: Titu Zvonaru, Coménesti, Romania and Neculai Stanciu,
George Emil Palade Secondary School, Buzau , Romania.

We denote by bc—1=x,ca—1=y,ab—-1=zand then we have x+y+z=0.
We use the identities
x* +y%+2% —3xyz :(x+y+z)(x2 +y?+7? —xy—yz—zx) and
(X+y+z)xy+yz+2x)=3xyz+ > X’y + > xy’
and we deduce that
x*+y*+2° =3xyz and Y x’y+ > xy? =-3xyz.
We have

2 2
Za(b—c) _Z-Y X-Z y-X_ ZXY ZX y
bc-1 X y z Xyz
and because (x - y)y-z)z-x)=(xy—y2 —xz+yz)z-x)= 3 xy? -3 x*y we obtain that
Za(b_C) _(x=ly-2)(z-x)
bc -1 Xyz '

Then we calculate
> pe-1 _ x , ¥y 2 , where we taking account that
alb-c) z-y x-z y-x
X(X=2) Yy =X)+Yy(Z-Y)(y=X)+2(z-y)(X—=2) = X*y = x> —=xyz+ X’z + y?z—xyz—y® +
+xy? +x22 = 2% —xyz+yz2 ==» x*+ > x’y+ > xy? —3xyz =-9xyz,, and we obtain that
> be-1 _ x , ¥y .z _ —9xyz ,and in finnaly we have
abb-c) z-y x-z y-x (z-y)x-2)(y-X)

a(b-c) be-1 | _ (x=y)(y-2z)(z—x) —9xyz 0 a2
(Z bc—1 j[za(b—c)J‘ ™ C——y—x
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S200. Let a, b, ¢ be the sidelengths, s the semiperimeter, r the inradius, and R the circumradius
of a triangle ABC. Prove that

ST R—2ry (s—Db)(s—¢) (s—c)(s—a) (s—a)(s—0Db)
R(l+4}?+r): a + b - c '

Proposed by Darij Grinberg, Massachuseits Institute of Technology, and Cosmin
Pohoata, Princeton University, US4

Solution by Titu Zvonaru, Comanesti, Romania and Neculai Stanciu,
George Emil Palade Secondary School, Buziu, Romania.

We have (s—a)(s—b)ab = ab[s2 —s(a+b)+ ab]: ab(sc +ab—s?)and by

ab+bc+ca=s’+r?+4Rr
we obtain that

(s—a)(s-b) 1 212 _ ane?y _
> . —abCZ(abcs+ab abs?)

:i[:’uabcw(s2 +re +4Rr)2 —2abc(a+b+c)—s*(s*+r? +4Rr)]

:%(— abcs+s* +r* +16R?r? +257r? +8Rrs? +8Rr® —s* —r2s? — 4Rrs?)
abc

=%(—4Rrs2 +8°r* +r* +16R%r? +8Rr? +4Rrsz)
abc
r’ (. 2 2 r’ [, 2
:—(s +16R% +8Rr+r ):—[s +(4R+r)]
abc abc
and the inequality to prove becomes

ﬂ[u R_ZrJ< " 154 (4R+ 1) ] as? 4457 D2 g2 (R4 1)

R 4R+r) 4Rs AR +r
= 52(3+4'§R_ 2rjs(4R+r)2 & s*(16R—5r) < (4R +r ).
+r

Because
s? <4R? +4Rr +3r? (see 5.8. from Geometric Inequalities, O. Bottema, Groningen, 1969) is
sufficient to prove that

(4R + 4Rr +3r2f15R —5r) < (4R + 1)’
< 64R® + 64R?r + 48Rr? — 20R°r — 20Rr* —15r° < 64R® + 48R°r +12Rr* +r?
< 4R’r —16Rr? +16r° > 0 < 4r(R-2r)* > 0, which is true.

We have equality if and only if the triangle is equilateral.
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APLICATII ALE ANALIZEI MATEMATICE IN GEOMETRIA iIN SPATIU (6)

Prof. Poenaru Dan, Colegiul Economic ,,1.Pop” Cluj-Napoca

Aplicatie nr.1

Se da o sferd de centru O siraza r =1.
Sa se determine conul circular drept de volum
minim in care se inscrie sfera data.

SOLUTIE: Sectiunea axiala a conului circular drept este un triunghi isoscel pe care 1l
vom nota cu ABC. Fie si P punctul de tangenta al sferei BC iar N punctul de tangenta
cu AC . Deasemenea vom nota PC =r si AP = x. Calculam in cele ce urmeaza volumul
conului in functie de X.

Din asemanarea triunghiurilor dreptunghice

ANO si APC obtinem proportia: A

_ 2
AO ON x-1 _1_ ._ .

= =
AC PC 1/)(2_|_r'2 r X —2X

Facem observatia ca problema are sens doar

pentru x > 2 si astfel (1) devine r? ZLZ'
X —

Volumul conului este dat de:

Tr2x 2

T
V=335

ceea ce permite

constructia functiei:

f:(2+40) >R, f(xX)=

2

.
3 x=-2

Preliminarii Tn trasarea graficului: IiIn f (X) = +o0 = x = 2 este asimptota verticala.
Xv2

lim £ () =+ ; lim—= f(x) =% si |im(f(x)—%xj=%’”: y_%x+%’” este asimptota

oblica. Functia este continua si derivabild pe (2,+0), expresia derivatei fiind data de
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X(x—4)

f'(x) =%- Ecuatia f'(x) =0 are solutia X, =4 si f(4) = 8?7[

(x-2)*

Tabelul de variatie si graficul functiei pun 1n evidenta variatia functiei si deci variatia
volumului conului specificAndu-se si valoarea minima.

(60 1 S — 0 ++++++++++

f | o NN 7L AN o0

Ya

1 min £ (x) =874 = min\/

"7



http://www.mateinfo.ro/

Revista Electronica Mateinfo.ro ISSN 2065 — 6432 — lanuarie 2012 www.mateinfo.ro

Aplicatie nr.2

Se da o sferd de centru O siraza r =1.
Sa se determine conul circular drept de volum
maxim Tnscris Tn sfera data.

SOLUTIE: Sectiunea axiala a conului circular drept Inscris in sferd este un triunghi
isoscel pe care 1l notam cu AABC . Daca P este centrul bazei conului notaim PB =r si
AP = x . Calculam in continuare volumul conului in functie de inaltimea X a acestuia:

2
V.. = 7[; X_ %~(—X3 +2x%) . Problema este posibila doar pentru 0 < x < 2. Putem

astfel sa construim functia:

f:[0,2] > R, f(x):%-(—x3 +2x?)

Preliminarii in studiul functiei:

f (0) = f(2) =0. Functia este continua si derivabila pe [0,2]

100 =% x(-3x+4) far f’(x):O:x:%.

Tabelul de variatie si graficul functiei pun 1n evidenta variatia functiei si deci variatia
volumului conului specificAndu-se si valoarea maxima.

X |0 2 4 2

!/
(%) +++++++++++++++ O

f7(x) +++++++ O

(00 | 0 LEAAA O (77 B TRV o
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Graficul functiei - conexiuni

Ya

g
16% 1-



http://www.mateinfo.ro/

Revista Electronica Mateinfo.ro ISSN 2065 — 6432 — lanuarie 2012 www.mateinfo.ro

Profesor Camelia Grigorag

Scoala “PETRU PONI” lasi

ARIT 5i VOLUME ale
POLIEDRELOR.

Matematica - geometrie pentru clasa a VIll-a
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Capitolul I
NOTIUNI TEORETICE. FORMULE UZUALE

1. Introducere

Elevii devin familiarizati cu notiunea de volum inca din clasa a V-a, (chiar a IV-a),
mult inainte de a incepe studiul teoretic al geometriei in plan si in spatiu. In clasa a VI-a
si clasa a VII-a ne-am ocupat cu studiul multimilor de puncte dintr-un plan, adica al
figurilor geometrice, pe care le-am concretizat in configuratii geometrice (desene).

Lumea care ne inconjoara nu este o lume de figuri plane, este o deosebire intre
personajele “plate” ale unui film si cele “in spatiu” sau in relief de pe scena unui teatru,
asa cum exista deosebire intre fotografie si obiectul fotografiat.

Intuitiv, obiectele din jurul nostru “ocupa loc” mai mare sau mai mic. Pentru a umple
0 piscind mica este necesard mai putind apa decat pentru a umple o piscind mare; un
dulap mai mare ocupa un spatiu mult mai mare dintr-o camera decat un dulap mic.
Exprimarea, fireste, nu este facutd in limbaj matematic ci in limbaj obignuit. Suntem
condusi, in mod firesc, sd comparam, intr-un fel oarecare, cat loc ocupd un obiect, cu cat
loc ocupa alt obiect din spatiul inconjurator.

In geometria in spatiu ne vom ocupa, prin abstractizare, de multimi de puncte din
lumea care “are relief”.

Apare ideea de a asocia fiecarui corp din spatiu un numar pozitiv pe care il vom numi
volumul sau, numar care sa ne permita sa facem astfel de comparatii.

Definitie: Numim volumul unui corp numarul pozitiv care aratd de cate ori unitatea
principald pentru volum “se cuprinde” in acesta.

Unitatea principald pentru volum este metrul cub, notat im?.

Observatie: Ca si aria unei suprafete, volumul depinde de unitatea de masura pentru
lungime. Este important ca atunci cand calculam aria unei suprafete sau volumul unui
corp, sa exprimam lungimile in aceeasi unitate de lungime.

Submultiplii si multiplii Submultiplii si multiplii
metrului metrului cub
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1dm=0,1m 1dm®*=103m?

1cm = 0,1dm = 0,01m 1cm®=10%dm® =10°m?
1mm=0,1cm=0,01dm 1mm?®*=10%cm®*=10°%dm?
=0,001m =10°m?

1dam = 10m 1dam®=10°m?

1hm = 10dam = 100m 1hm® =10° dam® = 10® m?

1km = 10hm =10°dam=10% m 1km?® =10° hm®=10° dam® =10° m*

Elementele fundamentale ale geometriei in spatiu sunt: punctul, dreapta si
planul.
Punctul - n limbaj nematematic este “ intepatura fina a acului pe foaia de hartie”.
Punctul nu are dimensiuni: lungime, latime, grosime...
Desen A
Notatii — litere mari de tipar A, B, C,.....
Dreapta - in limbaj nematematic este “ fir de ata foarte bine intins care se intinde la
nesfarsit”. Dreapta nu are dimensiuni: lungime, latime, grosime...

Desen d
Notatii — litere mici de tipar a, b, c, d.....
Planul - deasemeni in limbaj nematematic, este “ suprafata linistita a unui lac
intins la nesfarsit”. Planul nu are dimensiuni: lungime, latime, grosime...
Desen
(24

Notatii — litere mici grecesti: a, B, v, 9...
Axiomele(de incidenta) ale geometriei in spatiu:

Ax 1. Doua puncte distincte determind in mod unic o dreapti;orice dreapta contine cel
putin doud puncte distincte. (axioma dreptei).
Ax 2. Trei puncte necoliniare si distincte determind in mod unic un plan; orice plan
contine cel putin trei puncte necoliniare si disincte.
Ax 3. Daca doud puncte A si B sunt incluse intr-un plan, dreapta determinatdi de ele
este inclusd in acel plan.
Ax 4. Dacad doua plane distincte au un punct comun, atunci ele mai au cel putin incd
un punct comun.

Consecintd: Doua plane distincte care au un punct comun au o dreaptd comuna.

AX 5. Existd patru puncte nesituate in acelasi plan (necoplanare).

Obs: Aceasta propozitie impreuna cu AXioma 2 ne ,,scoate” in spatiu.

Axioma paralelelor (Postulatul lui Euclid).

Printr-un punct exterior unei drepte date, existd si este unicd o dreaptd paraleld cu
dreapta data.

Observatie: Axiomele 1-5 sunt axiomele de incidenta.
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In fiecare plan din spatiu sunt adevirate toate propozitiile ( axiomele si teoremele)
valabile in geometria din plan. In plus, relatiile de congruenta si asemanare opereaza si in
plane diferite. Se mentin de asemenea si relatiile de ordine .

2. Prisma.  Notiuni
generale

[ .- | Unele elemente
/ privitoare la prisme au fost
/ m.,l,'" ,""ms_-" prezentate intuitiv inca din
| [ clasa a V-a. Preocuparea
/ Y pentru  studiul  acestor
Com2l [ m3l ma corpuri este generatd de
[/ [ faptul ca un numar mare de
" | / obiecte  fabricate  sau
construite au forma de
prisme, o serie de cristale
componente ale rocilor au
forma  prismatica, in
activitatea sa, omul vine in
contact sau  foloseste
corpuri care sunt prisme.
Fiind data in spatiu o
linie poligonala inchisa plana cu n laturi AjAAs..... AvA1 si o dreapta oarecare d,
neparaleld cu planul liniei poligonale, se numeste suprafatid prismatica reuniunea
tuturor punctelor
paralelelor duse la d, care ,,se sprijina” pe linia poligonala A1AA3

(fig. 1)

Linia A1A2As. . AnA; se numeste linia directoare a suprafetei prismatice, paralelele
duse la d sunt generatoarele suprafetei prismatice, iar generatoarele care contin varfurile
Ay Ay, ... A, se numesc muchiile suprafetei prismatice. In figura 1, dreptele my, my,
m3__sunt muchiile suprafetei prismatice.
Intersectand suprafata prismatica cu doud plane paralele vom obtine doua poligoane care
au laturile respectiv paralele si congruente, poligoane care reunite cu interioarele lor vor
fi bazele prismei.

Definitie: Numim prismd reuniunea multimilor de puncte ale segmentelor
[MM’] , unde MM’ I d,


http://www.mateinfo.ro/

Revista Electronica Mateinfo.ro ISSN 2065 — 6432 — lanuarie 2012 www.mateinfo.ro

Me AilAA;..... AnA1U INtaiazas....An,
M’ e B1B:Bs... BnB1u Intsip283...8nB1.
Prisma se noteazda A1AA;3.. AnB1B2B3
Elemente ale prismei:

- bazele prismei — poligoanele A A,A3
cu laturile respectiv paralele.

- muchiile bazelor - [A1A2], [A2As],...., [AnA1], [B1B2], [B2Bs3]....., [BnB1]-

- muchiile laterale [A1B1], [A2B2]....., [AnBn] care sunt congruente;

- fetele laterale care sunt paralelograme A;A,B.B; . :

- suprafata laterald a prismei — reuniunea fetelor laterale, suma ariilor fetelor
laterale se noteaza A,sau S;si se numeste aria laterala;

- suprafata totala a prismei — reuniunea tuturor fetelor, laterale si baze, suma
ariilor tuturor fetelor se noteaza se noteaza A; sau S; si se numeste aria totala.

- definim inaltimea prismei ca proiectanta oricarui punct al unei baze pe cealalta
(ca segment), dar si ca lungimea acestei proiectante - distanta dintre planele bazelor, pe
care o notdm cu h.

Obs: pentru a face economie in limbaj, vom folosi inaltime pentru ambele
acceptiuni, din context Intelegandu-se daca este vorba despre segment sau lungimea
acestuia.

- diagonala intr-o prisma este segmentul care uneste un varf al unei baze cu un
varf al bazei opuse care nu apartine vreunui plan care contine varful din care pleaca.
Prisma are patru diagonale: [AC’], [BD’], [CA’], [DB’].

Bn= U[MM’]

B care sunt congruente

Clasificarea prismelor

- dupa numarul laturilor poligoanelor de la baza prismele pot fi:

prisme triunghiulare (au la baza un triunghi),
prisme patrulatere (au la baza un patrat),
prisme hexagonale (au la baza un hexagon), etc.

- dupa pozitia muchiilor laterale fata de planele bazelor pot fi: prisme drepte daca
muchia laterala este perpendiculara pe planele bazelor .( Ca si consecinta, fetele
laterale sunt dreptunghiuri, muchiile laterale sunt inaltimi in prisma),

prisme oblice daca muchia laterald nu este perpendiculara pe planele bazelor. Ca
si consecinta, fetele laterale sunt paralelograme.

D C
_.z/’.. ,a"; _.-/’. /
7 d T _.-’"f
A/ /B’ / h
/ / /
/ / /
/ S /
.x'x ,»j _f; f.f':
.f'f D / = c c
/ - / -
; - xf/ ’
A B


http://www.mateinfo.ro/

Revista Electronica Mateinfo.ro ISSN 2065 — 6432 — lanuarie 2012 www.mateinfo.ro

(fig. 2)

Paralelipipedul este prisma care are toate fetele paralelograme (fig. 2).

Paralelipipedul drept are bazele paralelograme si fetele laterale sunt dreptunghiuri.

Paralelipipedul dreptunghic are toate fetele dreptunghiuri, fetele opuse sunt
congruente doua cate doua (fig. 3).

D. C’

|
|
|
J:

A | B’
|
|
|

(fig. 3)

Consecinta 1:

Tn orice paralelipiped diagonalele sunt concurente Tntr-un punct O care este
mijlocul fiecareia.

Justificare:

A’D’CB este paralelogram cu diagonalele [AC’] si [BD’]. Conform proprietatilor
paralelogramului diagonalele se intersecteaza intr-un punct O; care este mijlocul fiecarei
diagonale AC’ nBD’ ={ O}

D’C’BA este paralelogram cu diagonalele [BD’] si [AC’]. Conform proprietatilor
paralelogramului diagonalele se intersecteaza intr-un punct O, care este mijlocul fiecarei
diagonale BD” nAC’ ={ O,}.
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A’C’CA este paralelogram cu diagonalele [CA’] si [AC’]. Conform proprietatilor
paralelogramului diagonalele se intersecteaza intr-un punct Oz care este mijlocul fiecarei
diagonale DB’ nAC’ = { Os}.

Analog, CA’ nCA’ = { O4}.

Cum segmentele BD’, CA’, AC’, DB’ nu pot avea decat un singur mijloc atunci punctele
01, Oy, O3, 04 coincid si se noteaza O.

Obs: in paralelipipedul dreptunghic diagonalele sunt congruente.

Consecinta 2
In paralelipipedul dreptunghic (fig. 4) patratul lungimii diagonalei este egal cu
suma patratelor lungimilor muchiilor concurente in acelasi virf.
d*=L*+1P+h?
Justificare:
Aplicim Teorema lui Pitagora in triunghiul dreptunghic ADAB, BD? = L? + |2, apoi in
triunghiul dreptunghic AD’'DB d*=BD?*+h? = d*= L%+ >+ h?

D! Cs

\
o — AN C
/// o - \
// -"“‘-,,__ \ I
,// - \‘_}
A L B
(fig. 4)

Consecinta 3

Tntr- un paralelipiped dreptunghic
Ai=2Lh+2Ih(um.), A=2Lh+21-h+2L1(u.m.).

Definitie: Cubul (fig. 5) este paralelipipedul dreptunghic care are trei muchiii
concurente in acelasi varf congruente. (toate muchiile vor fi congruente, fetele
laterale si bazele sunt patrate).

A=4-1?(umd
A= 6- 1> (um?
d=1+/3 (u.m).
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'3

(fig. 5)

3. Piramida

Suprafata piramidala

Fiind date in spatiu o linie poligonala inchisa ( inclusa intr-un plan) AjA2As . AnA;1 si un
punct V care nu apartine planului acesteia, se considera toate dreptele determinate de V si
un oricare punct M al liniei poligonale. Reuniunea multimilor de puncte ale acestor
drepte este suprafata piramidala. Dreptele VM sunt generatoarele suprafetei (figura
10).
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(fig. 10)

Definitie: O suprafata piramidala o este determinatd de o linie poligonald inchisa (linia
directoare) si un punct V care nu apartine planului si este reuniunea multimilor de puncte
ale dreptelor determinate de V si un punct M al liniei poligonale.
- V va fi varful suprafetei,
- A1AAs. A As- linia directoare,
- dreapta VM - generatoarea suprafetei,
- generatoarele care contin varfurile A1, Ay, As, . A, sunt muchiile suprafetei piramidale.
Doua muchii consecutive ( de exemplu VA; si VA; ) determina un plan care reprezinta o
fata a suprafetei piramidale. Suprafata piramidala poate fi definita ca reuniunea fetelor
sale.
Tn figura 10 avem:
VA1, VA, VA3, VA, muchiile suprafetei piramidale, V- varful, fetele sunt planele
(VAL1A2), (VALA3), (VA3AL), (VA4A)). Intersectand suprafata piramidald cu un plan care
nu contine V, obtinem o linie poligonala inchisa.
Definitie:
Fie datd in spatiu E o suprafatd piramidald o si un plan [ care nu contine varful V al
suprafetei piramidale si care intersecteazd muchiile ei. Notind [ suprafata poligonald
mdrginita in planul [ de linia de intersectie o N B si o portiunea din o cuprinsd intre
Vsi p,definim$S=a v g

Suprafata § este inchisd si separad punctele multimii

E - S in douad regiuni. O regiune interioara fatd de aceasta suprafatd care contine punctele
din care semidreptele duse intersecteazd § in cel putin un punct si o regiune exterioara
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care contine punctele care au proprietatea ca existd semidrepte duse din ele care nu
intersecteaza suprafata .
Punctele din prima regiune sunt puncte interioare ale corpului, punctele regiunii
exterioare sunt puncte care nu apartin corpului.
Notam {I} multimea punctelor interioare.
piramida={l}u §.
Elemente ale piramidei VA1A2A3A, (figura 10)
- V varful piramidei,
- A1A2A3A, baza piramidei,
- [AlAz], [A2A3], [A3A4], [A4A1] laturile bazel,
- fe[:ele laterale AVA1A;, AVA A3, AVA3A, AVALAL,
- muchiile laterale [VA4], [VA:], [VAs], [VA4],
- suprafata laterald — reuniunea fetelor laterale
A = suma ariilor fetelor laterale
A= A+ Apazei
Utilizam notiunea de indltime a piramidei avand doua acceptiuni — ca segment fiind
proiectanta punctului V pe planul bazei
- Ca numar este lungimea Tnaltimii.
Observatie: pentru usurinta exprimarii vom folosi termenul de inédltime cand facem
referire la segment dar si la lungimea acestuia.

Clasificarea piramidelor:

e dupa numarul de laturi ale poligonului de la baza: piramide triunghiulare (baza este
triunghi), piramide patrulatere (baza este patrulater- figura 10), piramide hexagonale (
baza este un hexagon), etc.

¢ Piramida regulata este piramida care are la baza un poligon regulat si muchiile
laterale sunt congruente.

Consecinte:

e intr-o piramida regulata inaltimea ,,cade” in centrul cercului circumscris poligonului de
la baza (se demonstreaza aplicand criteriile de congruenta ale triunghiurilor
dreptunghice);

o fetele laterale sunt triunghiuri isoscele congruente;

e definim apotema unei piramide regulate ca segmentul care uneste varful piramidei cu
mijlocul laturii poligonului de la baza. Apotema piramidei este si indltime a fetei
laterale.

10
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Piramida triunghiulara regulata
Desen:

(figura 11)
Elemente ale piramidei VABC (figura 11)

- V varful piramidei

- AABC echilateral baza piramidei

- [AB], [BC], [AC] laturile bazei

fetele laterale AVAB, AVBC, AVAC
muchiile laterale [VA], [VB], [VC]
apoteme ale bazei [OM], [ON], [OP]
apoteme ale piramidei [VM], [VN], [VP]
suprafata laterald — reuniunea fetelor laterale

. 1
A = suma ariilor fetelor laterale = 3- > 1-ap = pp- ap (u.m.?)
1
A= A+ Apazei = Po ap + 1 1?3 (u.m.?)
inaltimea piramidei VO =h
Relatii intre elementele piramidei triunghiulare regulate

Tn triunghiul AVMC dreptunghic in £ (VMC) avem

1
mé= =12+ apz;
4

Tn triunghiul AVOM dreptunghic in £ (VOM) avem
2 _ K2 2.
" =h"+ay;

11
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Piramida patrulatera regulata

Desen:

(fig. 12)

Elemente ale piramidei VABCD (figura 12)

- V vérful piramidei

- ABCD patrat baza piramidei

- [AB], [BC], [CD], [DA] laturile bazei

fetele laterale AVAB, AVBC, AVCD , AVDA
muchiile laterale [VA], [VB], [VC], [VD]
apoteme ale bazei [OM], [ON], [OP], [OQ]
apoteme ale piramidei [VM], [VN], [VP], [VQ]
suprafata laterala — reuniunea fetelor laterale

12


http://www.mateinfo.ro/

Revista Electronica Mateinfo.ro ISSN 2065 — 6432 — lanuarie 2012 www.mateinfo.ro

. 1
A = suma ariilor fetelor laterale =4 - —- | - a, = py- (u.m.z)

Ac= A+ Apazei = Por ap + - 17 (u.m.?)
- inaltimea piramidei VO =h

Relatii intre elementele piramidei patrulatere regulate

Tn triunghiul AVMC dreptunghic in £ (VMC) avem

1
mé= =1+ apz;
4

In triunghiul AVOM dreptunghic in £ (VOM) avem
2 _ L2 2.
" =h"+ay";

Piramida hexagonala regulata

Desen:

13


http://www.mateinfo.ro/

Revista Electronica Mateinfo.ro ISSN 2065 — 6432 — lanuarie 2012 www.mateinfo.ro

(fig. 13)

Elemente ale piramidei VABCDEF (figura 13)

- V varful piramidei

- ABCDEF hexagon regulat baza piramidei

- [AB], [BC], [CD], [DE], [EF], [FA] laturile bazei

fetele laterale AVAB, AVBC, AVCD , AVDA

muchiile laterale [VA], [VB], [VC], [VD], [VE], [VF]
apoteme ale bazei [OM], [ON], [OP], [OQ], [OR], [OS]
apoteme ale piramidei [VM], [VN], [VP], [VQ], [VR], [VS]
suprafata laterala — reuniunea fetelor laterale

A = suma ariilor fetelor laterale = 6 % | -ap= pprap (u.m.?)

1
Ar= A+ Apazei = Ppr ap + 6 2 13 (u.m.?)

- indltimea piramidei VO =h
Relatii intre elementele piramidei hexagonale regulate

Tn triunghiul AVMC dreptunghic in 2 (VMC) avem

me = 1, a2
In triunghiul AVOM dreptunghic in £ (VOM) avem

apZ — h2 + abZ;

Tetraedrul este poliedrul care are cel mai mic numar de fete. Un tetraedru este definit de
patru puncte necoplanare si distincte.

Deci, tetraedrul = Su {I}.

Suma ariilor fetelor tetraedrului o numim arie totald a tetraedrului. Daca considerdm
tetraedrul ,,asezat” pe una din fete, 0 vom numi pe aceasta baza, iar pe celelalte, fete
laterale.
Distanta de la un varf la fata opusa se numeste inaltimea tetraedrului.

Un tetraedru cu toate muchiile congruente se numeste tetraedru regulat.

14
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Desen:

(fig. 14)

Elemente ale tetraedrului DABC (figura 14)

- D varful tetraedrului Tn acest caz

- AABC echilateral baza piramidei

- [AB], [BC], [AC] laturile bazei

fetele laterale ADAB, ADBC, ADAC
muchiile laterale [DA], [DB], [DC]
apoteme ale bazei [OM], [ON], [OP]
apoteme ale piramidei [DM], [DN], [DP]
suprafata laterald — reuniunea fetelor laterale

A\ = suma ariilor fetelor laterale =3 - % 123 (um?)

15
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1
A= A+ Apasei = 4 e 1?3 (um.?

1.6

inaltimea tetraedrului este DO =h =

Wl

4. Poliedre. Notiuni generale

Suprafata poliedrala este formatd din poligoane situate in plane diferite care au laturi
comune.
In figura 6 este reprezentati o suprafati poliedrala cu trei fete romburi ABCD, BCGF,
ABFE situate n trei plane diferite.
A D

(fig. 6)

O suprafatd poliedrala § a spatiului pe care il notam & este inchisd atunci cand
separa multimea de puncte € - § 1n doud regiuni, multimi nevide de puncte: o regiune
interioara 1 in care sunt punctele M din care oricum am duce o semidreapta intersecteaza
S in cel putin un punct si o regiune exterioara 11 care contine punctele M astfel incat
existd semidrepte duse din M care nu intersecteaza suprafata S.

Observatie: Suprafata unei prisme este suprafata poliedrald inchisa.

Numim poliedru reuniunea dintre § o suprafata poliedrald inchisa si I multimea
punctelor din spatiu interioare 1n raport cu aceasta suprafata.

Deci, poliedru = SU {1}, § suprafata poliedrului, fetele poliedrului sunt
poligoanele care compun suprafata § a poliedrului.

16
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Consecinte imediate:

1. Prismele si piramidele sunt poliedre.

2. Un poliedru are cel putin patru fete. Poliedrul cu 4 fete se numeste tetraedru, cu 6 fete
hexaedru, cu 8 fete octaedru, cu 12 fete dodecaedru.

Se cunoaste din studiul chimiei cd, In naturd, materia solidad se poate prezenta in
structura cristalina. Un cristal care s-a putut dezvolta liber, are in mod natural forma de
poliedru. Astfel, sarea gema (clorura de sodiu) are cristalele sub forma de cuburi.

Studiul poliedrelor este necesar pentru acea ramurd a stiintelor naturii numita
cristalografie care studiaza cristalele si proprietatile lor.

5. Volumul poliedrelor

Ca si in cazul poliedrelor, obiectele (corpurile) din naturd sunt submultimi de puncte
ale spatiului.

Multe din corpurile din natura sunt marginite de o suprafata poliedrala inchisa.

Dacd € este multimea punctelor din spatiu, § separd multimea % - § 1n doua regiuni.
O regiune interioara fata de aceasta suprafatd care contine punctele din care semidreptele
duse intersecteaza § in cel putin un punct si o regiune exterioara care contine punctele
care au proprietatea ca existd semidrepte duse din ele care nu intersecteaza suprafata S .

Punctele din prima regiune sunt puncte interioare ale corpului, punctele regiunii
exterioare sunt puncte care nu apartin corpului.

corp = su{l}

Aceste constatdri intuitive privitoare la corpurile din naturd se abstractizeazd si se
generalizeazd pentru definirea corpurilor geometrice.

Am vazut cum sunt definite in acest mod prismele si piramidele si, mai general,
poliedrele.

Intuitia ne aratd cd in naturd exista si altfel de suprafete inchise decat suprafetele
poliedrale, de exemplu: suprafata tuberculului de cartof, suprafata bulbului de ceapa,
suprafata bilei de rulment, suprafata unei monede metalice, etc.

In geometrie sunt definite si alte suprafete inchise decat suprafetele poliedrale. Un
exemplu este suprafata numitd sferd formatd din multimea punctelor din spatiu egal
departate de un punct fix. Acestea fac parte din corpuri rotunde care sunt marginite de
suprafete curbe.

Vom defini in mod natural o notiune mai generala - cea de corp geometric.

Daca & este multimea punctelor din spatiu, § separa multimea £ - § in doua
submultimi nevide — submultimea punctelor interioare Tn raport cu S si multimea
punctelor exterioare.

Daca {I}este multimea punctelor interioare in raport cu S, multimea de puncte SU {1}
este un corp geometric K marginit de suprafata § (S este suprafata corpului).

Deci, K= SU{l}.
Concluzie imediata:
Poliedrele sunt corpuri geometrice.
Pornind de la ceea ce intuitiv se numeste volumul unui obiect, se defineste notiunea de
volum al unui corp geometric.

17
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Volumul unui corp geometric este un numadr pozitiv asociat corpului astfel incéat:
fiind date doud corpuri geometrice K; si K., avand suprafetele S; si Sz s1 multimile de
puncte interioare {l;} si {Io}, iar ca volume V; si V; sunt indeplinite urmatoarele
proprietati (proprietdtile de aditivitate ale volumului):

1) daca suprafetele corpurilor au o multime de puncte comunad s = §; ~ Sz si multimile
punctelor interioare sunt disjuncte {I:} ~ {l.}# ¢ ( ca in figura 7), atunci multimea de
puncte K; U K, formeaza un corp geometric K al carui volum este V=V + V; (
suprafata corpului va fi ($; -S) U (S: -9)).

S1 {11} K1
| \_\_\___:___ _:::/_/
| ~ | -
i /,k\
”’T s
|
$2 I 2 S ke

(fig. 7)

2) Daca ambele corpuri ; si Kz au o multime de puncte comune k ( vezi figura 8)
continand si puncte interioare ale celor doua corpuri, adica K; N K=K,k n{l1}# ¢

k m{l2}# ¢, atunci multimea de puncte X; U K, formeaza
un corp geometric K al carui volumeste V<V +V,,V =(Vi-v) + (V- V) +v=V; +V,
- v, unde v este volumul lui k.

18
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3) Daca unul din corpuri X este inclus in ¥, (figura 9), adica avem «; U K= X, atunci
multimea de puncte

;- K> formeaza un corp K al carui volum va fi

V =V;- V,, ( suprafata corpului K va fi §; U S)).

(fig. 9)

19
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Volumul prismei = aria bazei - inaltimea (u.m.?).
Particularizare:

Volumul paralelipipedului dreptunghic = L-1-h (u.m.?)
Volumul cubului = I (u.m.®)

Volumul cubului atunci cand muchia are lungimea

1 u.m. este de 1 u.m.®

Volumul acestui cub reprezinta unitatea de volum.
Volumul piramidei oarecare

1 . o ape
V= 3 aria bazei - inaltimea (u.m.).

Particularizare:

Volumul piramidei triunghiulare regulate (figura 11)
V= % Avazei - h (Uum.®) = % %- 2\3 - h(um®)
(indltimea piramidei VO = h)

Volumul piramidei patrulatere regulate (figura 12)

1 1 5 3
V=>=:Apazi -h==-1>hum.
3 bazei 3 ( )

Volumul piramidei hexagonale regulate (figura 13)

V==-Apazi - h

Lol p 3
—+6- = 1°y3-h (um.
S 6 5PV humd)

Wl

Doua corpuri care prin suprapunere coincid se numesc egale.

Doua corpuri egale au acelasi volum.

Doua corpuri egale sau neegale sunt echivalente daca au acelasi volum.

Definitie: Volumul tetraedrului este un numdr pozitiv egal cu o treime din

produsul dintre aria unei fete si inaltimea corespunzatoare ei.
Precizari asupra definitiei: vom ardta ca acest numar este acelasi, oricare ar fi alegerea
fetei tetraedrului, considerata ca baza, si a Tndltimii corespunzatoare ei.
Consideram tetraedrul ABCD (figura 15).
Ducem inaltimile fetelor ABC si DBC si indltimile AQ =h;, DP =h; .
VVom demonstra egalitatea produselor a;- h; = a; - h,
Pentru aceasta vom constata congruenta unghiurilor £ QAM si £ PDN. Dreptele MQ si
ND sunt perpendiculare pe BC ( DN fiind Tnéltime si MQ din reciproca Teoremei celor
trei perpendiculare).
Deci, MQ | ND. La fel, MAI PN. Rezulta ca
Z AMQ = ZPND. De aici, rezultd ca si complementele lor sunt congruente (.- MAQ =

2 NDP),
m(-MAQ) = « .
Exprimdm, in doud moduri, cosinusul unghiului « = i = E si egaland produsul

2
mezilor cu al extremilor, obtinem egalitatea cdutata.

20
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(fig. 15)

Vom nota cu Axscp $1 Aasca ariile fetelor BCD, respectiv BCA.
Demonstram ca

1 1 . .
g - Aagcp * h1 = 5 “Aagca - hy & a;-hy=a, - hy, relape demonstrata.
Consecinte:

1) Daca se da un tetraedru ABCD si prin dreapta AD se duce un plan care taie
muchia BC intr-un punct interior M, este evident ci suma volumelor tetraedrelor
ABMD si ACMD este egald cu volumul tetraedrului ABCD, pentru cd suma ariilor
triunghiurilor ABMD si AMCD este aria ABCD, iar indltimea corespunzdtoare acestor
fete este aceeasi.

2) Doud tetraedre care au doud fete congruente si inaltimile corespunzdtoare lor
congruente sunt echivalente (au acelasi volum).

3) O prisma triunghiulard ABCA’B’C’ se poate descompune in trei tetraedre
echivalente.

Justificare:

Consideram prisma ABCA’B’C’ pe care o sectiondm cu un plan determinat de punctele
C, A’, B’. Obtinem doua corpuri: tetraedrul CA’B’C’ pe care 1l notam P; si corpul
ABCA’B’.

Sectionam apoi corpul ABCA’B’cu planul determinat de punctele A’, B, C. Notam
tetraedrele obtinute ACBA’ cu P, si A’B’BC cu Ps.

P1 ~ P, au bazele triunghiuri congruente si inaltimile egale.

P3 ~ P, au bazele triunghiuri congruente ca jumatati ale aceluiasi paralelogram si aceeasi
inaltime distanta de la C la planul paralelogramului.

Deci, P, este echivalent cu P, este echivalent cu Ps .

21
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4) Volumul unei prisme triunghiulare este egal cu produsul dintre aria bazei $i indftime.

Consecintd finala: Orice prisma poate fi Impartita Intr-un numar de prisme triunghiulare .

Volumul tetraedrului regulat (figura 14)

1 1 ;3 3
V=">=Apazi -h=—-1"-43(um.
3 bazei 12 ( )

inaltimea tetraedrului este DO =h = % 146

22


http://www.mateinfo.ro/

Revista Electronica Mateinfo.ro ISSN 2065 — 6432 — lanuarie 2012 www.mateinfo.ro

MAREA TEOREMA A LUl FERMAT

=Istoria unei teoreme=

Profesor Laura Radu

Colegiul de Industrie Alimentara ,,Elena Doamna”, Galati

Marea teorema a lui Fermat este o celebra teorema de teoria numerelor. Ea a fost enuntata de
Pierre Fermat in anul 1637, iar demonstratia completa a fost gasita 357 de ani mai tirziu, de catre

matematicianul englez Andrew Wiles.

»Este imposibil ca un cub sa fie exprimat ca suma a doua cuburi, sau ca puterea a patra sa
fie rescrisa ca suma a doud puteri de ordin patru sau, in general, ca orice numar care este o putere
mai mare decat doi sa se reprezinte ca suma de puteri de acelasi ordin, ca in cazul patratului. Ma
aflu in posesia unei demonstratii minunate a acestei afirmatii, dar marginea paginii este prea

’

stramta pentru a o cuprinde.’

Asa scria Pierre Fermat pe marginea Cartii a doua a Aritmeticii lui Diophantus publicata in
1621, unul dintre cei mai invatati francezi ai secolului al XVII-lea.

Pierre de Fermat era un matematician amator, dar genial, care propusese si rezolvase multe
probleme frumoase. Dupa moartea sa (in 1665), fiul sau a pregatit timp de cinci ani o noua editie a
Aritmeticii , cu comentariile tatalui sau. In 1670, cartea a aparut, la Toulouse.

Enuntul matematic cuprins in comentariul lui Fermat este urmatorul, cunoscut si sub numele
de ,,marea teorema a lui Fermat™:

Ecuatia X" +Y" = 2" nu are solutii in multimea numerelor intregi nenule, pentru n > 3,
numar natural.

O astfel de ecuatie, cu coeficienti si solutii in Z, se numeste ecuatie diofanticd, dupa numele
lui Diophantus.

Este un caz unic de teorema avand un enung simplu, care poate fi infeles de oricine, dar care

a rezistat, din 1670 pana in 1993, la orice incercare de demonstratie.
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La data de 23 iunie 1993, in cadrul Institutului Newton din Cambridge, Anglia, demonstratia
teoremei era produsd, in fata unui public numeros si select, atras de zvonul, raspandit pe internet, ca
va avea loc acest eveniment, de catre Andrew Wiles, un englez nascut la Cambridge, in 1953.

Scopul suprem al Institutului Newton este de a reuni mintile cele mai mari ale lumii, pentru
cateva saptamani, pentru a t{ine seminarii pe o tema de cecetare de importanta majora, stabilita in
prealabil.

Institutul era creat pentru a facilita discutiile: fiecare sala-birou se deschidea spre un forum
central, exista tabla pana si in ascensor si in camerele de baie.

Tema acelui an era: ,, Functiile L §i aritmetica” si adunase toate somitatile in teoria

numerelor.

A. Wiles, la 40 de ani profesor la Princeton in Statele Unite, isi petrecuse ultimii sapte ani in
izolare completd, Incercand sa rezolve problema.

Tntalnirea lui Andrew Wiles cu problema celebra propusa secolelor de Fermat s-a petrecut la
varsta de 10 ani, in biblioteca orasului natal, unde a imprumutat cartea lui Eric Temple Bell,

,, Ultima problema” si in care a gasit povestea unei probleme de origine greaca, maturizata in
secolul XVII si expusd involuntar ca o provocare de Pierre de Fermat.

Copilul a fost izbit de simplitatea problemei, pe care o intelegea la acea varsta, si a decis sa o
rezolve, decizie care s-a realizat peste 30 de ani. A examinat abordarile tuturor celor care au incercat
serios sa rezolve aceasta problema.

Marele Leonhard Euler (1707 -1873) este unul dintre acestia. Numit de contemporani
»intruchiparea analizei”, Euler calcula fara efort aparent, aga cum respird oamenii sau cum vulturii
planeaza in bataia vantului (Francis Arago).

Euler demonstreaza inexistenta solutiilor ecuatiei pentru n=3 si decripteaza solutia lui
Fermat pentru cazul n=4. Pentru cazul n=3, Euler foloseste numerele imaginare, pe care le studiase.
Euler observa ca teorema ramane de demonstrat numai pentru numere prime, din pacate si ele
formand o multime infinita.

Sophie Germain (1776-1831), eleva a lui Lagrange, a lucrat ani de zile la marea teorema a
lui Fermat. Ea I-a impresionat pe Gauss cu demonstratia pe care a facut-0 n 1825 pentru numerele
prime p satisfacand conditia ca 2p+1 este prim. Lista sa il include pe 5, nu si pe 13.

Succesul metodei lui Sophie Germain s-a verificat dupa 1825, datorita lui Peter Gustav
Lejeune Dirichlet (1805-1859) si Adrien-Marie Legendre (1752-1833) care au demonstrat riguros

cazul n=5.



Tn 1839, Gabriel Lamé (1795-1870), desi considerat mai mult un specialist in matematici
aplicate, demonstreaza teorema pentru n=7, completand ingenios metoda lui Sophie Germain.
Aceasta se petrecea cand Academia Franceza de Stiinte oferea o Medalie de aur si 3000 de franci
celui ce ar demonstra Marea Teorema a lui Fermat.

Lamé a crezut ca demonstrase teorema.

in acelasi timp, Ernst Kummer, specialist in teoria numerelor, arata cd demonstratiile
precedente se bazeaza pe unicitatea descompunerii in factori ireductibili, care nu are loc in general

in inelele de numere imaginare.

Astfel in Z [«/—11J = {a + b«/—ll/a, bez }, numarul 12 se descompune in douda moduri

complet diferite: 12 = 2°-3 = 1+ =11 f1-v-11) iarinZ|y=5| , 6=2-3=[L++/=5 f1-+-5).

Se recupereaza unicitatea descompunerii pentru numerele prime n<31, iar pana la 100, exista
trei cazuri atipice de numere prime: n=37, 59, 67.
si a primit pentru aceasta premiul Academiei Frantei, deja exasperata de incercarile de demonstratie
primite.

Desi nu rezolva teorema lui Fermat, contributia lui Kummer la dezvoltarea algebrei este, cu
adevarat, inestimabild, el a deschis calea spre algebra moderna, furnizind metode, exemple,
probleme.

Andrew Wiles a studiat la Oxford si, in ciuda scepticismului contemporanilor sai cu privire
la rezolvarea marii teoreme a lui Fermat, el nu a renuntat niciodata la aspiratia sa de a rezolva,
Tnarmandu-se cu matematica secolului al XX-lea.

Tn 1908, industriasul german Paul Wolfskehl lisase o mare parte din averea sa ca premiu
pentru cel ce va demonstra marea teorema a lui Fermat. Premiul urma a fi oferit de un Comitet de la
Universitatea din Gottingen, care trebuia sa decida asupra corectitudinii demonstratiei.

Tntre 1909-1934, seful departamentului de matematici din Gottingen a fost Edmund Landau,
care a tiparit un formular-tip de raspuns celor ce trimiteau memorii:

Stimate.....
Va multumim pentru manuscrisul cu demonstratia MTF.
Prima eroare este pe pag......, randul.....
Aceasta invalideaza demonstratia dvs.
Prof. E.M. Landau.
n primul an au sosit 621 de ,,solutii”, iar pana in 1970 ,,solutiile” au ocupat trei metri de

corespondenta.



In secolul XX, masinile au preluat calculele pe care oamenii nu le puteau face. A pornit o
campanie de verificare a teoremei lui Fermat cu calculatorul; s-a demonstrat pentru p prim mai mic
decat 500, apoi, pentru p<1000, pentru p<10000.

Tn 1980, se demonstrase pentru p<25000, apoi pentru p<4-10°.

In 1988, Naom Elkies (Universitatea Harvard) a aratat cu calculatorul ca, conjectura lui
Euler referitoare la faptul ca ecuatia:

X*+yt+zt =wt
nu are solutii Intregi nenule este falsa, gasind un contraexemplu, anume
2682440* +15365639° +187960* = 20615675,
si demonstrand ca exista o infinitate de solutii.

Andrew Wiles, indrumat de John Coates la teza de doctorat, a studiat la Oxford teoria
curbelor eliptice, subiect care-i va furniza lui Wiles tehnicile noi de care avea nevoie pentru o noua
abordare a MTF.

O curba eliptica este o ecuatie de forma:

y?=x*+ax®*+bx+c, ab,ceZ.

Numele vine de la utilizarea acestor curbe pentru a masura elipse si lungimi de orbite
planetare.

O problema pentru aceste curbe este urmatoarea: ,,Exista pe curbele eliptice puncte de
coordonate intregi si cate?”

Curbele eliptice aratd simplu, dar complexitatea lor aritmetica este imensd. Fiecare punct de
pe curba reprezinta solutia unei ecuatii. Ele se numesc ecuatii eliptice deoarece in trecut au fost

folosite la masurarea perimetrelor elipselor si lungimilor orbitelor planetare.

Curba eliptica



Provocarea ecuatiilor eliptice consta in a stabili daca ele admit ca solutii numere intregi si

daca da, cate.
De exemplu, y? = x*® — 2 are solutie unici (3;5), lucru demonstrat chiar de Fermat.

Fermat observase ca 26 este singurul numar aflat intre un numar la patrat si un numar la cub,
52 <26 <3°.

Ecuatiile eliptice au fost studiate de greci, apoi de Fermat si ofera probleme de studiu si
astazi.

Tn paralel cu incercirile de a stabili solutiile unei ecuatii eliptice, se desfasura, intr-un
domeniu al matematicii fara aparent nici o legatura cu acestea, cercetari intense in domeniul
formelor modulare. Acestea sunt unele dintre cele mai abstracte entitati matematice. Fiind entitati
cu o simetrie infinitd, acestea pot fi permutate, comutate, interschimbate, reflectate si rotite intr-0
infinitate de moduri si raiman totusi neschimbate.

O forma modulara este definita de 2 axe (X,y), dar axele sunt ambele complexe, adica fiecare
axa are o parte reala (xr,yr) si una imaginara (xi,yi),. Prin urmare, ele se reprezinta intr-un spatiu cu

4 dimensiuni numit spatiu hiperbolic, care ar putea fi imaginat cam ca in figurile urmatoare:

\

Forme modulare

Tntre timp, Tn Japonia, 1n 1954, Goro Shimura are nevoie de un articol din Mathematische
Annalen, vol. 24, pe care il impumutase Yutaka Taniyana (n.1927). Shimura era harnic iar
Taniyama era un geniu distrat. Au lucrat impreuna la formele modulare, prezentand curioase
simetrii.

Formele modulare hiperbolice sunt caracterizate de M-serii, asa cum ecuatiile eliptice sunt
caracterizate de E-serii.

Tn 1955, la Tokyo a fost un simpozion international.



Tinerii cercetatori japonezi au distribuit in asistenta o foaie cu treizeci si sase de probleme
legate de lucrarile lor, rugand pe participanti sa le comenteze. Patru dintre probleme fusesera
formulate de Taniyama si se refercau la o ,,Curioasa legatura dintre formele modulare si ecuatiile
eliptice.”

Taniyama calculase primii termeni ai M-seriei unei forme modulare particulare si vazuse ca
sunt aceiasi cu cei ce intrau in E-seria unei ecuatii eliptice.

Deci, M-seria si E-seria faceau o legatura intre cele doud obiecte matematice sau poate nu?

Taniyama face ipoteza ca formele modulare si ecuatiile eliptice sunt legate. Shimura pleaca
in 1957 la Princeton pentru 2 ani, iar Taniyama se sinucide in 1958.

Shimura se apuca de lucru, fara a putea demonstra conjectura lor.

Shimura spunea urmatoarele : ,, Eu am filosofia aceasta a bunatatii. Matematica trebuie sa
contina bunatate. De pilda, in cazul unei ecuatii eliptice, ecuatia ar putea fi numita buna, daca este
parametrizata printr-o forma modulara. Ma astept ca toate ecuatiile eliptice sa fie bune. Este o
filosofie mai degraba simplista, dar ea poate fi totusi luata drept punct de plecare. Atunci a trebuit
fireste sa dezvolt diverse argumente tehnice in sprijinul conjecturii. As putea spune ca ea s-a ivit din
aceastd filosofie a bunatatii. Cei mai mulfi matematicieni fac matematicd dintr-un punct de vedere
estetic, iar filosofia aceasta a bundatatii provine din punctul meu estetic de vedere”.

Shimura n-a demonstrat dar a acumulat dovezi si a castigat prin aceasta, partizani pentru
conjectura sa.

André Weil, teoretician de exceptie al numerelor, face publicitate conjecturii prin anii 1966,
cand si-a inceput cariera de cercetator stiintific, dar aceasta conjectura nu putea fi inca bine
inteleasa.

Matematicianul Barry Mazur, de la Harvard, vorbind despre conjectura Shimura-Taniyama,
considera aceasta conjectura ca un ,,dictionar” intre cele doua obiecte-lumi matematice, asemenea
pietrei Rosette pentru descifrarea hieroglifelor egiptene.

Tn anii '60, Robert Langlands de la Institutul pentru Studii Avansate de la Princeton a fost
frapat de puterea conjecturii si crede in modul de rezolvare a unor probleme, prin transfer in alt
domeniu al matematicii.

Tn anii 70, se continua incercdrile pentru conjectura lui Taniyama-Shimura si apar o serie de
teoreme al caror adevar se baza pe adevarul conjecturii acestora.

In 1984, discutiile ajunsesera departe, astfel incat, la Oberwolfach, in Germania, s-au
analizat pe larg, in cadrul unui atelier de lucru, progresele in rezolvarea conjecturii Taniyama-

Shimura.



Gerhard Frey de la Saarbriicken vede primul legatura conjecturii cu marea teorema a lui
Fermat:

Dacid X" +y" =2",n>2, are solutia (A,B,C) pentru N, A" + B" =C", atunci Frey
aduce ecuatia initiala a lui Fermat la forma:

y?2 = x° +(AN _BN)XZ _AVBN,
care este o ecuatie eliptica.

Ecuatia lui Frey este o ,, ecuatie fantoma”, adica ea se bazeaza pe falsitatea MTF. Dar daca
aceasta ecuatie exista, ei nu i se poate asocia o forma modulara.

Frey isi deruleaza argumentatia si in sens invers.

Dar el nu putuse demonstra ca strania ecuatie obtinuta este sau nu modulara eliptica. Multi
matematicieni au incercat s arate ca este o ecuatie elipticd nemodulara.

Ken Ribet de la Universitatea California, Berkeley, Tn 1986, povestind la o cafea, lui Barry
Mazur la ce lucreaza, interlocutorul sau a observat ca demonstratia sa dintr-un caz particular ar
putea merge in general, daca se folosesc proprietatile ale M-seriilor.

Si Ribet a demonstrat ca ecuatia lui Frey nu e modulara, ceea ce leagd MTF de Conjectura
Taniyama-Shimura.

Dar Ribet era pesimist in legatura cu progresul in rezolvarea problemelor aparute.

Andrew Wiles afla de demonstratia lui Ribet. El ajunsese unul dintre cei mai buni
cunoscatori ai ecuatiilor eliptice.

Se aseaza la masa de lucru si, cu exceptia obligatiilor fata de departament, se concentreaza
numai asupra problemei. Sotia sa i-a fost singurul martor, confident, spijin.

»1rebuie cu adevarat sa nu te gandesti la nimic altceva decat la problema aceea, sa te
cufunzi pur i simplu in ea”, spune Andrew Wiles.

Si atunci apare ideea noua!

Andrew Wiles a construit un rationament inductiv al carui prim pas se afla in teoria lui
Galois. Mai precis, el incepe sa demonstreze coincidenta E-seriilor cu M-seriile astfel: mai intai se
compard primul element al celor doua serii, apoi al doilea, apoi arata ca, dacd doua serii coincid
pana la n, vor coincide si la n+1.

La 8.03.1988, ziarele Washington Post si New York Times publicau articole referitoare la
demonstratia MTF de catre Joichi Miyaoka de la Universitatea Metropolitana Tokyo.

Acesta abordase problema cu ajutorul geometriei diferentiale, bazandu-se pe ideea din 1983

a lui Gerd Faltings (Princeton) de a studia corpurile asociate ecuatiilor X" + y" =z",n> 3.



Faltings reusise sa observe ca, deoarece aceste corpuri au intotdeauna mai mult decat o
singurd gaura, ecuatia lui Fermat asociatd nu putea avea decat un numar finit de solutii in numere
intregi. Acest numar putea fi si zero, ceea ce si trebuia aratat.

Faltings descopera o eroare in demonstratia pe cinci pagini a lui Miyaoka. Andrew Wiles
rasufla usurat.

Andrew Wiles decide sa tina cursul Calcule pe curbe eliptice, de la care studentii s-au retras
si a ramas numai Nick Katz.

Ultima familie de curbe rezistenta a cedat, dupa ce Wiles s-a inspirat dintr-un articol al lui
Mazur in care acesta utiliza o constructie din secolul al XIX-lea.

Preluand ultimile descoperiri, Andrew Wiles formuleaza urmatorul rationament:

1) Daca conjectura Shimura-Taniyama ar fi doveditd, atunci orice curba eliptica ar fi
modular3;

2) Daca orice curba eliptica ar fi modulara, atunci curba eliptica a lui Frey care nu este
modulard, nu poate exista;

3) Daca curba eliptica a lui Frey nu exista, atunci nu pot exista nici solutii pentru ecuatia lui
Fermat;

4) Prin urmare, Marea Teorema a lui Fermat ar fi adevarata.

A verificat din nou demonstratia chiar inainte de inceperea conferintelor, la Cambridge, cu
un expert, Barry Mazur.

1n 1920, David Hilbert spunea la o conferintd despre MTF ci el nu va apuca s-o vada
rezolvata, dar din auditoriu cei mai tineri vor fi, poate, martorii rezolvarii ei.

Titlul conferintei lui Andrew Wiles era ,,Forme Modulare, Curbe Eliptice §i Reprezentari
Galois.”

Erau in sald Mazur, Ribet, Kolivaghin, sala era incarcata cu emotia unui eveniment istoric.

Andrew Wiles




Cu creta in mana, se intoarse pentru ultima data spre tabla. Ultimele randuri de logica
incheiau demonstratia. Pentru prima data dupa aproape 300 de ani, provocarea lui Fermat primise
raspunsul. Au clipit alte blituri pentru a imortaliza acest moment istoric. Wiles a scris pe tabla
formula Marii Teoreme a lui Fermat, s-a intors spre public si a spus cu modestie:

"Cred ca ma voi opri aici."
Doua sute de matematicieni au aplaudat si au aclamat cu entuziasm. Chiar si cei ce anticipasera
rezultatul zdmbira neincrezatori.

Au fost mici erori, corectate imediat de Andrew Wiles, apoi Katz a semnalat una mai mare
cand a analizat articolul de 200 de pagini trimis la Inventiones Mathematicae. Aceasta eroare s-a
rezolvat abia peste un an, in octombrie 1994, odata cu unele simplificari ale demonstratiei.

Andrew Wiles preda doua manuscrise complete insumand 130 de pagini, la Annals of

Mathematics, unde apar Th mai 1995.
In 1996, Comitetul Wolf deja acordase lui Wiles si Langlands premiul de o suti de mii de

dolari, iar in 1997, Comitetul Wolfskehl din Géttingen, a carui activitate s-ar fi incheiat in 2007, a

inmanat lui Andrew Wiles premiul de 50000 de dolari.
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SUFLETUL MOROMETIAN $I LOGICA MATEMATICA

MOTTO
Sufletele morometilor au colindat, de Sfintele Sarbatori ale Craciunului, prin comuna Silistea Gumesti
intr-o superba logica matematica.

1

,,Moromete deschise ochii si Niculae il vazu. 1l vizu si pe jandarm si pe perceptor si
intelese c& acestia nu vor pleca, iar mama nu va |&sa sé i se ia caldarea.inspaimintat, il vazu
atunci pe tatal sau ridicindu-se incet in capul oaselor”.(Morometii vol.l pag 353)

Caldarea din arama avea forma unui trunchi de con circular drept cu sectiunea axiala un
trapez isoscel ortodiagonal cu lungimile bazelor de 80 cm si 60 cm .Cati metri patrati de arama
avea caldarea ? (presupunem grosimea neglijabild)

2

.,Era chiar Moromete. Se apropie, dar inca de departe Tugurlan ramase uimit de cit de mare
era sira de griu a acestuia. Tocmai terminase, ii facea creasta ca unui acoperis si Paraschiv se
chinuia greu cu snopii din pricina inaltimii. Parca era un palat sira lui Moromete, un acaret,fata
de colibele de prin preajma. “( Morometii vol.l pag 276 )

Sa presupunem ca sira de grau reprezenta o prisma triunghiulara regulata dreapta. Fata
laterald de pe pdmant reprezenta un dreptunghi cu aria 72 m? avand lungimea, paraleld cu
creasta, dublul Iatimii. Cate duble de grau a treierat Moromete, cu batoza lui locan, stiind ca
din 2+/3m? din sira el obtinea 9 duble de grau

3

,,De la primarie la Aristide nu era departe. Mergeau impreuna agale.Aristide era mai inalt, si
cu toate ca era elegant in costumul sau usor, de vara, albastru-deschis, cu palarie moale de pai
de orez, atragea atentia mai putin decit Moromete, care arata parca suparat, Si avea o expresie
ca si cind nu singur, ci silit de cineva ar fi mers alaturi de primar “( Morometii vol.l pag.166)

Sa presupunem ca intr-o zi Moromete si Aristide au plecat unul catre celalalt in acelasi
moment unul de la Primarie iar altul de la casa lui .Daca unul se deplasa cu 30m/min iar
celalalt cu 20m/min, iar distanta dintre cele doua cladiri era de 1500m, dupa cat timp se
intalnesc ei ?

4

,invatatorul vorbi timp de citeva minute si spuse ca nu se poate ca un baiat asa cum avea
Moromete sa nu urmeze mai departe o scoala superioara. Nu lua in seama nici un fel de
impotrivire. Datorii a avut Moromete o viata intreaga si va avea o viata intreaga. Nedindu-l pe
baiat mai departe la scoala, nu va scapa de datorii, dar de nenorocit il va nenoroci; baiatului fi
place cartea si va suferi cit va trai din pricina asta, n-o sa fie niciodata om intreg daca ramine
in sat.” ( Morometii vol.l pag.314)

Sa presupunem ca acum doi ani Moromete avea 4000 lei datorii. Acum un an datoriile au
crescut cu 25%. Cu ce procent trebuie sa scada datoriile, in acest an, pentru a ajunge la suma
de acum doi ani ?

5.

Daca Niculae are 40 lei si Nila 85 lei, cati lei trebuie sa-i dea Niculae frateui sau astfel incat

el sa aiba un sfert din suma lui Nila .

Prof gr. | Anghel Aurora
Scoala cu cls I-VIIl ,,Marin Preda” Silistea Gumesti
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Aplicatii (practice) ale determinantilor
in geometria analitica




Sa ne reamintim ...

e Fie A(X,:Ya) §| B(Xz,Ys)
e Care este distanta dintre punctele A si B?
AB = (% =%,) + (Y5 = ¥»)’
e Care este ecuatia dreptei AB determinata de
punctele A si B?

X— Xp _ Y—Ya ,xA;éxB,yA;éyB
XB_XA YB_YA




1. Ecuatia drepter sub forma de
determinant

Fie A(X,, Y4), B(Xs, Ys)

Atunci ecuatia drepte1 AB sub forma de
determinant este :

X y 1
AB:|x, y, 1=0
Xg Yp 1




1.Un vapor stridbate oceanul dintre doua orase pe care le vom reprezenta prin punctele A si B.
Prin trasarea unui reper cartezian xOy gasim A(1,4) si B(3,2).
Stiind ca vaporul parcurge aceasta distanta pe cel mai scurt drum, aflati distanta dintre
punctele A si B si scrieti ecuatia dreptei determinata de cele doua puncte, ecuatie care ne va
ajuta sd descoperim traiectoria drumului parcurs de vapor.
Vaporul va trece si prin punctul C(2 , 3)?




2. Coliniaritatea a trel puncte

Teorema:

Punctele A(X5, Ya) B(Xg, ¥5), C(Xc, Y )
sunt coliniare daca sl numal daca

Xa Yal
Xg Yg 1|=0

Xe Ye 1




2.Fie douad orase reprezentate pe o harta prin punctele A si C. Daca intr-un
reper cartezian xOy avem A(1,2) si C(-5,-2), iar in drumul sau cel mai scurt
de la A la C un avion trece pe deasupra unui oras B(m,0), aflati m.




3. Aria unui triunghi

Fie A(X5, Ya) B(Xg, ¥ ) C(Xe 1 Ye)

Atunci aria triunghiului ABC este :

1 Xa Yal
SZE‘A‘ ~unde A = Xz Yg 1

Xe Yo 1




3.a) Avand o harta dorim sa aflam aria unui parc in forma de triunghi folosind
determinantii. Pentru a realiza acest lucru descoperim A(2, 3), B(1, -4), C(0,3) ,
puncte gasite dupa realizarea unui reper cartezian xOy. Aflati aria parcului.
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3. b ) Dorim , de asemenea, s calculam aria unui teren agricol in forma de
patrulater, ale carui varfuri sunt punctele A(2,3), B(1,-4), C(0,3), D(1, 5).
Cum putem calcula aceasta arie folosind determinantii?
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4. Problema propusa in variantele de BAC 2009

e In reperul cartezian xOy se considera punctele O(0,0)
si A (N+2,3n-2),ne N

a) Sa se scrie ecuatia dreptei determinate de punctele
A siA

b) Sa se calculeze aria triunghiului OAA .

c) Sa se demonstreze ca pentru orice NeN,N>3

punctele A, A, si A, sunt coliniare.
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