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1. APLICATII FIZICA - GEOMETRIE - ANALIZA MATEMATICA ( liceu)

Prof. Poenaru Dan
Colegiul Economic ,,I1.Pop” Cluj-Napoca

Aplicatie

Se da patratul ABCD de latura AB =1km. Trei
puncte mobile P, M si Q parcurg n acelasi timp
respectiv distantele: dela Ala D,dela Dla B si D C
de la B la C. Stiind ca fiecare punct mobil parcurge
distanta intr-o ora si 1si pastreaza viteza, se cere:

a). Sa se studieze variatia distantei dintre punctele M
P si M ; dupa cate minute se obtine distanta
minima? A L

b). Sa se studieze variatia distantei dintre punctele = 0
Q si M ; dupa cate minute se obtine distanta
minima?

SOLUTIE: Mai intéi P parcurge distanta AD intr-o ora de unde deducem ca viteza acestui

mobil este de 1km/h . Putem nota V, =1km/h si analog V,, =~/2km/h , Vo =1km/h.
Dupa x ore cele trei mobile sunt surprinse pe

traseu ca in figura alaturata, parcurgand fiecare D C

distantele AP, DM respectiv BQ. Astfel,

AP =V, - x = (lkm/h) - xh = xkm

DM =V,, - x = (v2km/h) - xh = v/2xkm
Urmarim in continuare triunghiul PDM unde
m(PDM) =45, DM =+/2x, DP=1-x . p 0
Aplicam teorema cosinusurilor in acest triunghi:
PM? =DP?+DM?—-2DP-DM -c0s45° = A B

V2

PM?2 = (1-x)? +2x? —2\/§x~(1—x)~7:> PM 2 =5x% —4x+1 . Se obtine astfel

45°

PM =+/5x* —4x+1 ceea ce permite constructia functiei:

f:[0,]] >R, f(x)=+5x*—-4x+1

Preliminarii pentru intocmirea tabloului de variatie si trasarea graficului functiei:

2
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f(0)=1si f(1)= 2. Derivata functiei este datd de f'(x) = o ox=2 ; ecuatia
5x* —4x+1
J5

f'(x) =0 are solutia X, =§ lar f(x,)= =

Tabloul de variatie:

X 2
0 A 1
f'(x) | ------------- 0 ++++++++ +

0 |, NN Y J% ATAAAAT 5

yT minf(x):\/_%

min(PM) =\/_% V2
D C L
y
] —

Cea mai mica distanta dintre punctele M si P este \/% km si aceasta este inregistrata

dupé% h , adica dupa 24 de minute.
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In ce priveste studiul distantei dintre
punctele M si Q se urmareste triunghiul MBQ

unde BQ=x, MB=+/2(1-X) si m(MBQ) = 45"
Analog aplicam si in acest triunghi teorema
cosinusurilor si obtinem MQ = +/5x* —6x+2 ;

astfel functia corespunzatoare este:

f:[0,]] >R, f(x)=+5x*—-6x+2

Tabloul de variatie si graficul functiei pun in evidenta aceeasi distantd minima si pentru

punctele M si Q cu deosebirea ca aceasta se obtine dupa %h adica 36 min.

X 3
0 A 1
f'(x) | ------------- 0 +++++++++

0 | 5 NWNNNNNY J% AAAAAAA

y
min(MQ):\/_% NG
D C ,
- Q
e S min £ (x) =\/_5/
M '\5\ 5
A B 5 \.* : . . >
% 1 X



http://www.mateinfo.ro/

Revista Electronica Mateinfo.ro ISSN 2065 — 6432 - Februarie 2012 www.mateinfo.ro

2. Solutions to the problems 5171 and 5173 posted in
the School Science and Mathematics Journal — october 2011
other than those presented in
the School Science and Mathematics Journal- January 2012

by TITU ZVONARU! and NECULAI STANCIU?

e H171: Proposed by Kenneth Korbin, New York, NY
A triangle has integer length sides z,z + y, and = + 2y.
Part I: Find = and y if the inradius » = 2011.
Part II: Find r and y if r = +/2011.

Solution by Titu Zvonaru, Comanesti, Romania and Neculai Stanciu, ’George Emil
Palade’’ Secondary School, Buziu, Romania.

From x+ (x+Yy) > x+2y follows that x > y .With usual notations we have

_3(x+y) Lo X+3y X4y B _X-y
== s X=Ts (x+y)_—2 ,and s (x+2y)_—2 .

By Herron’s formula and taking account that Area = sr, we deduce successively that
s(s—x)[s— (x+ y)[s - (x+ 2y)] = s°r?
o x+3y_x+y_x—y=3(x+y)_r2
2 2 2 2
< (x+3y)x-y)=3-4-r°.
Part I: r =2011(prime number)=> (x +3y)(x - y) = 3-4-2011°.
From (x+3y)+ (x—Yy) = 2(x + y) yields that the numbers x+3y and x — y have the same
parity, and because their product is even, yields that x+3y and x—y are even
numbers.Also we have that x +3y > x—y.
From the above we deduce that we must to solve the following systems
X+3y=2-3-2011*> |x+3y=2-2011" (x+3y=2-3-2011
{x—y:Z '{x—y:2-3 {x—y:2-2011 '
Easly you obtain the solutions (exercise !).
Part I1: If r =+/2011 we must to solve the following systems:
X+3y=2-3-2011 [x+3y=2-2011
{x—y:Z ’{x—y:2-3
Easly you obtain the solutions (exercise !).

! Comanesti
2 Sc. Gen. George Emil Palade, Buzau
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e 5173: Proposed by Pedro H. O. Pantoja, UFRN, Brazil

Find all triples x, y. z of non-negative real numbers that satisfy the system of equations,

v (2 +y+2) =yz(3y + 32 — )

{ 2222 + 24 2) = zy(3z + 3y — z)
22(222 + 2 + 2) = z2(3z + 3z — v)

Solution by Titu Zvonaru, Comanesti, Romania, and Neculai Stanciu, >’George Emil
Palade’” Secondary School, Buziu, Romania.

Adding the equations of the system we obtain successively
2 x> x3+2> x2 =3 x*y+3) xy? —3xyz
= (Zx3 +3xyz—szy—nyz)Jr(ZZx4 +2) x? —Zszy—Znyz)z 0.
By Schur’s inequality we have that
(sz +3xyz—Zx2y—ny2)2 0,

and by AM-GM (x“ +y? 22Xy Xyt > 2xy2...) we have that

(2> x* +23 %% - 23 x?y -2 xy?)>0.
(Zx3+3xyz—2x2y—2xy2):0 ,
(ZZX4 +2) % —Zszy—Znyz):O

Hence we have equality in the first bracket if and only if
(i) x =0,y = z(and their permutations).We follows easily that

x=0=y=0=2z=0,sowe obtain the solution (x,y,z)=(0,0,0);
(ii) x = y = z .Replacing in the system we obtain the solution (x,y,z)= (111).

We deduce that

and

So,
(x,y,2)€{(0,0,0),(111)}.


http://www.mateinfo.ro/

Revista Electronica Mateinfo.ro ISSN 2065 — 6432 - Februarie 2012 www.mateinfo.ro

3.AVEM SAU NU NEVOIE DE GEOMETRIE?

Prof. IULIANA PASCA
LICEUL CU PROGRAM SPORTIV BISTRITA

Geometria este cea mai buna si mai
simpla dintre toate logicile, cea mai
potrivita sa dea inflexibilitate judecatii si
ratiunii.”’

Denis Diderot

Geometria inseamna in primul rand imaginatie si ingeniozitate. Evidenta grafica joaca
un mare rol in formarea i In cdstigarea increderii in rationamentul propriu. Frumusetea

Nimeni n-o sa spuna ca geometria e lipsita de aplicatii. Unele le traim, le practicam,
instinctiv in viata de toate zilele, altele sunt folosite de unii dintre noi in diverse domenii,
cateodata chiar punand mana pe hartie si creion.

Insa nu aplicatiile sunt cele care mentin aceastd geometrie in viatd ci acel inefabil,
acea cautare perpetud de frumos: un punct remarcabil, un cerc cu proprietati curioase,
distante magice egale de anumite repere,etc.

Studiul geometriei are o deosebitd importantd in formarea la elevi a gandirii
matematice, in dezvoltarea capacitatii de utilizare interdisciplinard a acestora. Scopul
matematicii in general este ”sa-i invete pe tineri SA GANDEASCA. , A-l invita pe elev si
gdndeasca”-spunea Polya- “inseamnd cd profesorul de matematicid nu trebuie atita sai
comunice informatii, cdt sa caute sa dezvolte priceperile elevului de a folosi informatiile
dobéndite”. Pentru a putea face geometrie este nevoie intr-adevar de o mare flexibilitate a
gandirii, a gandirii creatoare, de ceea ce se numeste ,,minte organizatd’ .

Cineva spunea ca o problema de geometrie rezolvata complet satisfacator, nu este
punct terminus; in timp ce serveste scopului propus in mod constient, ea devine si o sursa
pentru noi implicatii, sugestii, probleme adiacente.

In mod deosebit geometria este chematd si dezvolte gindirea elevilor, mai ales
gandirea vie, activa si complexa, gandirea dialectica; capacitatea de a analiza si generaliza,

de a extrage esentialul, de a schematiza realitatea pastrind numai aspectele matematice,
7
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deprinderea de a cduta si a deprinde legaturile rationale dintre fapte, initiativa personald in
gandire. In procesul demonstratiilor si al rezolvarii problemelor de geometrie, prin
deosebirea implicatiilor si prin parcurgerea rationamentelor care le dovedesc, se urmareste
dezvoltarea gandirii sub aspectul logic formal: intelegerea si folosirea definitiilor logice, a
rationamentelor, astfel ca ele sa devina pentru elev mijloace proprii de convingere in
invatarea matematicii.

In insusirea notiunilor de geometrie se urmareste ca toate cunostintele dobandite sa
devind pentru elevi bunuri proprii, instrumente de lucru, nu numai sd fie retinute pur si
simplu. De aceea, scopul instructiv-educativ se impleteste strans cu activitatea concreta,
practica.

Asimilarea geometriei urmareste o spirala ce porneste de la intuirea vie a relatiilor
obiective; pe aceasta spirala se pun in acord cu intuifia un numar crescand de propozitii din
ce in ce mai abstracte; aceste propozitii devin ,,ciramizile” din care se construiesc edificiile
teoriilor abstracte. Anumite portiuni din spirala asimildrii geometriei sunt parcurse in
invatamantul prescolar, altele in clasele primare, in gimnaziu, n liceu.

Importanta studierii in scoala este logica si indispensabild asa cum reiese si din ceea
ce spunea Grigore Moisil: “Azi facem geometrie ce va fi folositi maine si mai ales

poimaéine, ca daca n-am face-o azi, poimaine ar trebui sa o importam”

BIBLIOGRAFIE:

1. Campan F.T. -,,Aventura geometriilor neeuclideine, Ed.
Albatros, Bucuresti, 1983.

2. Carjan F. -,,Didactica matematicii”’, Ed. Corint,
Bucuresti, 2002.

3. Duican L. -,,Prin labirintul geometriei”’, Ed. Albatros,
Bucuresti, 1990.

4. Vacaretu A.S. -,, Lectii de matematica pentru dezvoltarea
gandirii critice”, Ed. Eikon, Cluj-Napoca,
2008.
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4. PROBLEME DE CONSTRUCTII GEOMETRICE

Prof. Gogan Gabriela
Scoala cu clasele IV Nr.1 "Nicolae Labis” Malini, com. Malini, jud. Suceava

1)Pe o dreapta data a, sa se gaseasca un punct egal departat de doud puncte date, A
si B, care nu apartin dreptei.

Fie dreapta a si punctele A, B Za.

Construim mediatoarea segmentului [AB], notata b; anb ={C}. Cum orice punct de
pe mediatoarea unui segment este egal depadrtat de capetele segmentului, va rezulta ca
CA=CB si deci C este punctul cautat.m

2)Pe o dreapta a, sd se gaseasca un punct pentru care suma distantelor la doud puncte
date este minima.

Fie dreapta a si punctele A, B. Avem de analizat doua situatii:

i)Punctele A §i B se afla de o parte si de alta a dreptei a.

A

a i

\

E

Construim dreapta determinata de punctele A si B i notam ABNa={C}.

CA+CB=AB si deci punctul C aflat la intersectia dreptei AB cu dreapta a este
punctul cautat.

ii) Punctele A §i B se afla de aceeasi parte a dreptei a.
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S1a
Construim punctul A’ -simetricul punctului A fatd de dreapta a §i notam
AA’ na={M}, BA’ na={C}. ACAM=ACA’M (L.U.L.) =CA=CA’.

CA+CB este minima < CA’+CB este minima <A’,C,B sunt colineare.

Asadar, punctul C cautat se afla la intersectia dreptei A’B cu dreapta a, unde A’ este
simetricul punctului A fata de dreapta a. m

3)Pe o dreapta data a, sa se gaseasca un punct pentru care diferenta distantelor la
doua puncte date este maxima.

Fie dreapta a §i punctele A, B. Avem de analizat doua situatii:
i)Punctele A si B se afla de o parte si de alta a dreptei a.

A =

— Q’?

Construim punctul A’ -simetricul punctului A fata de dreapta a si notam AA’Na
={M}, BA’ na ={C}.

ACAM=ACA’M (L.U.L.) =CA=CA’; CA-CB=CA’-CB=A’B. Consideram C’ un
punct oarecare al dreptei a; in AA’BC’: A’B>|C’A’-C’B| = CA-CB>|C’A’-C’B|, (V)C’ca

=diferenta CA—CB este maxima. Asadar, punctul C cautat se afla la intersectia dreptei A’B
cu dreapta a, unde A’ este simetricul punctului A fata de dreapta a.
ii) Punctele A §i B se afla de aceeasi parte a dreptei a.

10


http://www.mateinfo.ro/

Revista Electronica Mateinfo.ro ISSN 2065 — 6432 - Februarie 2012 www.mateinfo.ro

2 C C

AN T

Fie ABna={C}; AB=CA-CB. Consideram C’ un punct oarecare al dreptei a; in

AABC’: AB>|C’A-C’B| =CA-CB>|C’A-C’B|, (V)C’€a=diferenta CA—CB este maxima.
Asadar, punctul C cdutat se afla la intersectia dreptei AB cu dreapta a. m

4)Pe o dreapta data a, sa se gdseasca un punct pentru care suma patratelor
distantelor la doua puncte date ce nu apartin dreptei este minimad.
Fie dreapta a §i punctele A, B.

A

A
T %M

Fi

it
E
=]
5,
C

Fie C€a si M -mijlocul segmentului [AB]. In AABC: [CM] este mediani
N CA’ +CB? B AB? AB?
2 4

2

=MC? = CA?> +CB? = +2MC? =suma CA? + CB? este minima

+2MC? este minima; dar cum AB este constant, rezultd cd MC trebuie si fie

daca

minim, adicda MC _La. Asadar, pentru a construi punctul C pentru care suma patratelor
distantelor la punctele date A si B sa fie minima, construim M, mijlocul segmentului [AB],
apoi perpendiculara din M pe dreapta a.m

5)in interiorul triunghiului ABC, sd se gdseascd un punct M, pentru care suma
MAZ+MB?+MC? sd fie minima.
Fie AABC si punctul M€intAABC.
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A
A
E
E
C
C
Presupunand MA constant, minimul sumei MB*+MC? are loc atunci cand

Mé&medianei din A (problema 4); la fel, presupunand MB si MC constante, se gaseste ca
punctul M este centrul de greutate al triunghiului ABC. m

6)Sa se construiasca numai cu compasul, mijlocul unui segment.
Fie segmentul [AB].

Construim cercul C(B, AB) si determinam pe acest cerc varfurile hexagonului regulat
ACDEFG. Construim C(E, AE) si C(A, AB), care se intersecteaza in punctele H si I, apoi
C(H, AB) si C(I, AB), care se intersecteaza a doua oara in punctul M. M este punctul cautat:

Din A, MEC(H, AB) =HA=HM; A, HEC(E, AE) =EA=EH; «HAM=+EHA

=>AHAM~AEHA = HM = AM = AB = AM = AM :1:> AM =ﬁ =punctul M este
EA AH AE AB AB 2 2
mijlocul segmentului [AB].m

12
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7)In planul triunghiului ABC se di ortocentrul H si centrul de greutate G. Si se
construiasca numai cu rigla sau numai cu compasul centrul O al cercului circumscris
triunghiului ABC.

1)Constructia numai cu rigla

A A

E L o B L C
Ha D Ha

Punctele H (ortocentrul), G (centrul de greutate) si O (centrul cercului circumscris)
sunt coliniare (dreapta lui Euler) si HG =2GO.Aceasta observatie conduce la constructia
punctului O.

Presupunem figura construita.

AGNBC={D}, BGNAC={F}, CGNnAB={E}; AHNBC={H.}, BHNAC={Hu},
CHNAB={H.}. Din EEAB, AE=EB si FEAC, AF=FC =EF//BC; notand EFNAH, ={H’}
vom avea AH=H’H,.

Fie H'GNBC={H,’}. Deoarece AH’=H’H,; =[H;’H’] este mediana in A Hy’H,A si
cum GD:% =H,’D=DH..

Fie AH,NEF={D’}; cum AE=EB si EF/BC =AD’=D’H,’. Din H,’D=DH, si
AD’=D’H,” =DD’//ID’H,’ si cum AH, L BC =DD’ 1 BC. Deoarece punctul O se afld pe DD’
si pe HG =0&DD’NnHG.

AGOD~AGHA = 2P _0G _GD _ OG

= = =
HA HG GA HG
i1)Constructia numai cu compasul

:% ~HG=20G.

i1 i

GI

s

13
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Construim punctul G* —mijlocul segmentului [GH] (numai cu compasul), apoi
construim punctul O —simetricul lui G’ fatd de G: pe circumferinta cercului C(G, GG’), se iau
punctele M, N, O, P, Q astfel incat GMNOPQ este hexagon regulat, in care G’O este
diagonala.

Asadar, OG=GG’=G’H =20G=GH.m

Observatie: Tot pe dreapta OH si anume la mijlocul segmentului [OH], se afla
punctul Og —centrul cercului celor noud puncte (cercul lui Euler), care trece prin mijloacele
laturilor, prin picioarele Tnaltimilor si prin mijloacele segmentelor [AH], [BH], [CH]. Din
constructia precedenta, rezulta ca daca se dau doua din punctele O, G, H, Og, atunci se pot
construi si celelalte doua.

[l Z

8)Sa se construiasca o dreapta perpendiculara pe o dreapta data.
Fie dreaptaa =(3)A, Bea.

Construim doua cercuri de centre A si B, astfel incat intersectia lor sa fie formata din
doua puncte; C(A, r1))NC(B, r)={M, N}. Dovedim ca MN La:
AMAB=ANAB (L.L.L.) = <MAB=«NAB.

AMAN este isoscel si [AP] este bisectoare = AP L MN, deci MN La. m
Observatii.
1)Céand ry=r,, punctul P este mijlocul segmentului [AB].

14
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2)Variind razele r; si rp, sau numai pe una din ele, se obtin oricate drepte MN
perpendiculare pe dreapta a.

9)Sa se construiasca o paraleld la o dreapta data, la o distanta data.
Fie dreapta a si segmentul [AB], a carui lungime este distanta data.

A E b D
a a L
Z

Consideram CEA si construim perpendiculara in punctul C, pe dreapta a.Pe aceasta
perpendiculard, construim punctul D, astfel incat CD =AB, apoi construim paralela (notata b)
prin punctul D, la dreapta a.

b//a =d(b, a)=d(D, a)=DC=AB. =

10)Prin punctul P, sa se construiasca o dreapta la egala distanta de punctele date, A
si B.
)Daca punctele P, A, B sunt necoliniare:

PX PAI

Construim a//AB, P €AB =d(A, a) =d(B, a) =dreapta a indeplineste conditiile din
enunt.

Fie O —mijlocul segmentului [AB]; OP =a’ este o alta dreapta care indeplineste
conditiile din enunt:

Daca AA’la’, BB’ la’, A’, B’€a’, avem ca AAOA’=ABOB’(L.U.) =AA’=BB’
=d(A, a’)=d(B, a’). Asadar, problema are in acest caz, doua solutii —dreptele a si a’.

i1)Daca punctele A, B, P sunt coliniare, P nefiind mijlocul segmentului [AB], dreapta
cautata este AB.

i F EI' a

iii)Daca punctul P este mijlocul segmentului [AB], problema are o infinitate de
solutii: orice dreaptd care trece prin P.

15
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11)Sa se construiasca o dreapta, la egala distanta de punctele A, B §i C.
i)Daca punctele A, B, C sunt necoliniare

Iy &
\ E' /N C
T T X T T
+ +
E C E .«‘% C

Construim mijloacele laturilor [AB] si [AC]; MEAB, AM=MB, NeAB, AN=NC. Fie
AA’ 1L MN, BB’ LMN, CC’ LMN.

ABB’M=AAA’M (1.U.) =BB’=AA’; ACC’N=AAA’N (L.U.) =CC’=AA’. Asadar,
AA’=BB’=CC’ =d(A, MN)=d(B, MN)=d(C, MN) =MN este dreapta cautata.

Construind mijlocul laturii [BC], PEBC, BP=PC, atunci si dreptele PM si PN
indeplinesc conditiile din problema.

In aceasta situatie, solutiile problemei sunt cele trei drepte determinate de mijloacele
laturilor triunghiului.

i1) Daca punctele A, B, C sunt coliniare, problema are o infinitate de solutii —orice
dreapta paralela cu dreapta determinata de cele trei puncte.

12)Prin punctul P, sa se duca o dreapta care sa taie laturile unghiului ¥xOy in A si
B, astfel incat OA =OB.

Fie «xOy si punctul P.
16
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P

Construim cercul C(O, r); C(O, Nn[Ox ={C}, C(O, )'n[Oy ={D}.
Construim prin P, paralela la CD, care intersecteaza laturile unghiului <xOy in A si
B, an[Ox ={A}, an[Oy={B}. OC=0D, CD//AB =0A=0B =a=AB este dreapta cautati. m

13)Sa se construiasca doua segmente cunoscdnd suma si produsul lor.

Notam lungimile segmentelor necunoscute cu s; $i Sy;

S —lungimea segmentului suma, s=s;+S; si cu p —lungimea segmentului a carui patrat
este egal cu produsul dat, p>=s;s,.

d '

Construim cercul de diametru AB =s, apoi paralela d la dreapta AB, la distanta p, care
intersecteaza cercul in punctele C si C’.

Construim CD_LAB, C’D’ LAB, D,D’€AB.

Segmentele [AD] si [DB] (respectiv [AD’] si [D’B]) indeplinesc conditiile din enunt;:

AD+DB=AB=5=5;+5,, (AD’+D’B=AB=5=5,+5,); AD-DB=CD?*=p?=s;s,,
(AD’-D’B=C’D’*=p*=s;5,).

2
Observatie: Problema are solutie daca pSE <SS, < ﬁler—SZ) = (s1 -S, )2 >20.m
2 4

14)Sa se construiasca doua segmente, cunoscand diferenta si produsul lor.
Notam lungimile segmentelor necunoscute cu s; si sp;

17
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d —lungimea segmentului diferenta, d=s;-S; si cu p —lungimea segmentului a carui
patrat este egal cu produsul dat, p?=s;S,.

Construim cercul de diametru AB=d, apoi tangenta TA la cerc, in puctul A, TA=p.
C(O, % )NTO={E, F}. Segmentele [TE] si [TF] indeplinesc conditiile din enunt;:

TF-TE=EF=AB=d; AATE~AFTA(U.U.) = AT = AE = 1E — AT?=TF-TE =p?=TF-TE.m
FT FA TA
15)Sa se construiasca un cerc, daca sunt date doua puncte de pe circumferinfa lui si

raza.
Fie A si B puncte de pe cerc si r —raza.

r

+i=

=+

Construim doua arce de cerc de centre A si B si raza r, C(A, r)nC(B, r)={0,, O,}
(problema are solutie daca AB<2r).
C(0O4, 1) s1 C(O, r) indeplinesc conditiile din enunt:

A, BEC(O1, NNC(Oy,1). m
16)Sa se construiasca un cerc de raza dat, r, cu centrul pe o dreapta datd,a , care

trece printr-un punct dat , A.
18
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Fie dreapta a, punctul A si segmentul de lungime r. Construim C(A, r).

i)Daca C(A, r)na ={01, Oy}, problema are doud solutii: C(O4, r) si C(O,, r) au
centrele pe dreapta a si contin punctul A.

—t

te=

r

a . 2

ii)Daca C(A, r)na={0}, problema are o solutic: C(O, r) are centrul pe dreapta a si
contine punctul A.

r A
— 4
T
a =]
U

iii)Daca C(A, r)na=<J, problema nu are solutic (nu se poate construi un cerc, cu
centrul pe a si care contine punctul A).

19
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+ =

17)Sa se construiasca un cerc de raza data ,r,tangent unei drepte date,a , care trece
printr-un punct dat , A.

Fie dreapta a, punctul A si segmentul de lungime r. Construim dreapta b, b//a, la
distanta r fatd de dreapta a si cercul C(A, r).

i) Daca C(A, r)Nnb={0,, O}, problema are doua solutii: C(O1, r) si C(O,, r) sunt
tangenta la dreapta a si contin punctul A.

i 4

Dl [

il

i1) Daca C(A, r)nb={0O}, problema are o solutie: C(O, r) este tangent la dreapta a si
contine punctul A.

20
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iii)Daca C(A, r)nb=Q, problema nu are solutie (nu se poate construi un cerc de raza
1, tangent la dreapta a si care contine punctul A).

A
+

18)Sa se construiasca un cerc, care sd treacd printr-un punct dat, A, si sa fie tangent
unei drepte, a, intr-un punct dat, B.

Fie dreapta a, punctele A si B, B€a.

i)Daca A Ea, atunci dreapta §i cercul au doud puncte comune -imposibil =problema
nu are solutie.

ii)Daca A&a, Construim perpendiculara pe dreapta a, in punctul B, notata b;
construim mediatoarea segmentului [AB], notata c.

21
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B B

Notand bnc={0}, C(O, OA) este cercul cautat: AEC(O, OA) si OB_La, B&a (deci
dreapta a este tangentd la cerc ) m

19)Sa se construiasca un cerc de raza r, tangent la doua semidrepte, [Ox si [Oy.
Fie unghiul <xOy si —lungimea razei.

H

(] al

Construim a//Ox, d(a, Ox) =r, b//Oy, d(b, Oy) =r, si notam anb ={0’}. Cercul C(O’,
r) este cercul cautat:

d(O’, Ox) =d(O’, Qy) =r = C(O’, r) este tangent la semidreptele [Ox si [Oy. m

20)Sa se construiasca un cerc de raza data, r, cu centrul pe o dreapta data, a si tangent
unei drepte date b, secante cu prima.

Fie dreptele a si b, astfel incdt anb# < si r —lungimea razei.

22
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Construim b’//b, b*//b, astfel incat d(b’, b)=d(b”, b)=r si b’, b” se afla de o parte si

de alta a dreptei b. Notam b’ Na={0’} si b’’Na={0’’}.
C(O’, r) si C(O’, r) sunt cercurile cautate: au centrele pe dreapta a si d(O’,

b)=d(O”, b)=r =dreapta b este tangenta la cele doua cercuri. m

21)Sa se construiasca un cerc care trece printr-un punct dat, A, si este tangent unui
cerc dat, C(O,r), intr-un punct, B, dat.

Fie C(O, r), BEC(O, r),si A&C(O, ).

Construim mediatoarea segmentului [AB],notata a. Notam aN[AB]={O’}; C(O’, OB)
este cercul cautat:

00’=0B+B0O’ =C(0, r) si C(O’, O’B) sunt tangente in B.
O’ €a (mediatoarea segmentului [AB]) =0’A=0’B =A&C(O’, O’B).
Observatie: Daca AB LOB =a//OB si problema nu are solutie.m

23
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22)Sa se construiasca cercul de centru O, care intersecteaza cercul C(O’, r’) dupa un
diametru.
Fie C(O’, r’) si O un punct.

+C

Construim a—perpendiculara in O’ pe OO’, care intersecteaza C(O’, r’) in punctele A
si B.

C(O, 0OA) este cercul cautat: C(O’, r')NC(O, OA)={A, B} si A, B sunt puncte
diametral opuse in C(O’, r’).m

23)Sa se construiasca un cerc de raza r, tangent la un cerc C(O’, r’) si la o dreapta a.
Fie cercul C(O’, r’), a o dreapta, r —lungimea razei.

N e

24
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Construim a’//a, a”/la, astfel incat d(a’, a) =d(@”’, a) =r si a’, a” se afla de o parte si
de alta a dreptei a. Construim C(O’, r’+r), C(O’, | r-r|); a’n C(O’, r’+r) ={01, O2}. C(O,
r), C(Oy, r) indeplinesc conditiile din problema:

0’01=0’0y=r+r’ =C(0y, r) 5i C(O, r) sunt tangente cercului C(O’, r’).

d(O4, a)=d(O,, a)=r =C(04, r) si C(Oy, r) sunt tangente la dreapta d.

Observatie: Numarul de solutii ale problemei diferd in fuctie de pozitia dreptei a fata
de cercul C(O’, r’). Centrele cercurilor cautate se gasesc la intersectia unuia din cercurile
C(O’, r'+r), C(O;, | r’-rl) cu paralele a’, si a”, situate la distanta r, fatd de dreapta d. m

24)Sa se construiasca un cerc tangent la o dreapta a si la un cerc C(O’, r’), intr-un
punct A.

Fie dreapta a, cercul C(O’, r’) si punctul A €C(O’, r’).

Construim dreapta b, tangenta in punctul A la cercul C(O’, r’), bna={B}.

Centrul cercului cautat se afla la egala distanta de a §i b, deci se afla pe bisectoarele
unghiurilor formate de a si b. Construim bisectoarele acestor unghiuri ([BO; si /BO,), care
intersecteaza dreapta O’A in punctele Oy si Op. C(O;, 0iA), C(O,, O,A) indeplinesc
conditiile din enunt:

0, €[BO; =d(04, a)=d(04, b)=0;,A =C(04, O,A) este tangent la dreapta a.

0’0,=0’A+A0; =C(04, O1A) este tangent exterior cercului C(O’, r’). O,&[BO, =

d(O,, a)=d(O,, b)=0,A =C(0O,, O,A) este tangent la dreapta a. 0’0, =A0; -AO0’ =C(O,,
0,A) este tangent interior cercului C(O’, r’). m

25)Sa se construiasca un cerc de raza r, tangent la doua cercuri date C(O’, r*) si C(O”,
r1’).

Fie C(O’, r’) si C(O”, r) si r —lungimea razei. Construim C(O’, r’+r) si C(O”,
r’+r), C(O’, r’+r) NC(O, r’+r) ={0, O,}. C(O4, 1), C(Oy, r) indeplinesc conditiile din
problema:

25
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0:0’=r+r’, 0;0”=r+r” =C(04, r) este tangent exterior cercurilor C(O’, r’) si

C(O”, r”). 0,0’=r+r’, 0,0”=r+r" =C(0O,, r) este tangent exterior cercurilor C(O’, r’) si
C(O”, r).

Construim C(O", | r-r| ) si C(O”, | r”-r|), CO",| r-r|)nCO”, | r"-r|),={O1, Q2}.

C(Qq, ), C(Qy, r) indeplinesc conditiile din problema:
Qi0=|r-r|, 010”=|r"-r| =C(Q, r) este tangent interior cercurilor C(O’, ) si

C(0”, r”). Q0 =|r*-r|, 0,0”=|r"-r| =C(Q, r) este tangent interior cercurilor C(O’,
r’) si C(O”, r”).

Observatie: Daca C(O’, r’+r) NC(O”, r’+r) =, problema nu are solutie.

26


http://www.mateinfo.ro/

Revista Electronica Mateinfo.ro ISSN 2065 — 6432 - Februarie 2012 www.mateinfo.ro

|
26)Sa se construiasca un cerc tangent la o dreapta a, intr-un punct A si la un cerc
c(o,r).

Fie dreapta a, punctul A &a si cercul C(O’, r’).

O

b

Construim perpendiculara pe a, in punctul A, b_a, A&b. Pe dreapta b, construim
punctele B si B’, de o parte §i de alta a dreptei a, astfel incat BA=AB’. Construim
mediatoarele segmentelor [O’B] si [O’B’], care intersecteaza dreapta b in punctele O si O;.

Daca TeOO’NC(O’, r’) si T,€0,0°NC(O’, r’), cercurile C(O, OT) si C(O1, O1T1) sunt
solutii ale problemei:

O emeditoarei segmentului [O’B] =00’=0B =0T+TO’=0A+AB=0T=0A
=cercul C(O, OT) este tangent la dreapta a si la cercul C(O’, r’). O;&meditoarei

segmentului [O’B’] =0,0’=0B" =0,0’+0’T;=0,B’+B’A =0,T;=0;A=cercul C(O,
0.T,) este tangent la dreapta a si la cercul C(O’, r’).m

27
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27)Sa se construiasca segmentul de lungime Jn, neN*, cunoscand lungimea
segmentului unitate.

Varianta | (utilizand teorema lui Pitagora):

Se  descompune numarul n in sumda de numere naturale patrate
perfecte.(n=a’+b’+c+d?).

—
fa2+ b2
b ~

a2+ b2 4 c2

Na2+ b2 + o2+ d2

Construim ipotenuza triunghiului dreptunghic cu catetele a si b, ipotenuza
triunghiului dreptunghic cu catetele va* +b* i ¢, apoi ipotenuza triunghiului dreptunghic

cu catetele va® +b* +c? si d, obtindnd segmentul cu lungimea Jn=+aZ+b2+c’+d?.
Varianta I (utilizand constructia mediei geometrice):
Se descompune numarul n in produs de douda numere naturale, n=a-b. (Daca este
numar prim, atunci a sau b vor fi egale cu unitatea).
Constructia numarului Jn este constructia mediei geometrice a numerelor a §i b.
=1

b ]
.
Vab
Al
A a D b E

ACAB, m(+C)=90°, CD_LAB, D €AB =CD?=AD-DB =CD=+/ab .u

28)Sa se construiasca segmentul de lungime /6 cunoscand lungimea segmentului
unitate.

28
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Varianta I:
Descompunem numdarul 6 in suma de numere naturale patrate perfecte; 6=1 2412422,
1

6

Construim triunghiul dreptunghic isoscel cu catetele egale cu 1, apoi triunghiul

dreptunghic isoscel cu catetele egale cu v1° +1° i 2.

Varianta I1:

Descompunem numarul 6 in produs de doua numere naturale, 6 =2-3.Construim
media geometrica a numerelor 2 si 3.

1

—
2
3
D‘\—\_
Vg
| ol
s 3 ' B 2 F

AADC, m(+D)=90°, DB_AC, BEAC =DB?=CB-AB =DB=+/6 .u

29)Si se construiascd segmentele de lungimi Ja? +he si Ja?-bc, a b, ¢ fiind
lungimi date.
Fie segmentele de lungimi a, b, c.

29
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A
da
b
C
+be Vhe
I-\_\_"‘“—\—._\_\_\_\—'___,_,—o—'—"f) C
BE T C
b

Construim media geometrica a numerelor b §i c.
AABC, m(+A) =90°, AB_LBC, D&BC =AD?=BD-CD =AD?*=bc. Construim
triunghiul dreptunghic cu catetele a si \Jbe , construind E €[DB, DE =a; ADAE, m(+D)=90°

=>AE?’=AD*+DE? =AE=+/a® +hc .
Pentru a construi segmentul de lungime v/a* —bc , construim triunghiul dreptunghic
de ipotenuza a si o cateta \/bc .

iy
; 2 {
; b {
= b
—_—
Vhe e
W oaZd e
BW

o]
In AFED, m(+F)=90° =DE*=FE*+FD? =FE=+a*—-bc .m

< L . .. . 1
30)Sa se construiascd lungimea a carei valoare numerica este x= Z\/10+2\/§ ,

cunoscand lungimea segmentului unitate.
Fie segmentul de lungime 1si dreapta a.

30
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[

104245 '

Pe dreapta a, consideram punctele A, B si C, astfel incat AC=1, AB=5, A-C-B.
Semicercul de diametru AB intersecteaza perpendiculara in C pe AB, in punctul D. Asadar,

in ADAB, m(+D)=90° >AD?*=AC-AB =AD=+/5.
Pe prelungirea lui AC, construim punctul E, astfel incét AE=2AD=2./5, iar pe

prelungirea lui AE, construim punctul F, astfel incat AF=2+/5+10. Semicercul de diametru
AF intersecteaza CD in H.

In AHAF, m(+H) =90° =AH? =AC AF =AH =10+ 2+/5 . Construim punctul

M &(AH, astfel incat AM:% (construim punctul K .mijlocul segmentului [AH], apoi M -

mijlocul segmentului [AK] :AM:%\/lo +25.m

31)Sa se construiasca unghiuri cu masurile de: 1) 15°; ii) 75°; iii) 105°.
Construim un triunghi dreptunghic in care lungimea unei catete este egald cu

jumatate din lungimea ipotenuzei; AABC, m(<A)=90°, BC=a, AB=% =m(+C)=30°,

m(+B)=60°.
i)Construim semidreapta [CD-bisectoarea unghiului +C, D €AB;

m({BCD)zﬂ’f—B):me
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i)Construim unghiul ¥ABE, *4ABE=~BCD, astfel incat E si C sunt de o parte si de
alta a dreptei AB; m(<CBE)=m(<«CBA)+m(<ABE)=60°+15°=75°.

E{ A
75"
E | /m |C
15°

iii)Construim unghiul «CAF, ¥CAF=+BCD, astfel incdt F §i B sunt de o parte si de
alta a dreptei AC; m(+<BAF)=m(+«BAC)+m(+CAF)=90°+15°=105°.

32)Sa se construiasca unghiul cu masura de 18°.
=12 _T2 .
4 27
Deoarece masura unghiului la centru corespunzator laturii pentagonului regulat este
de 72°, pentru a costrui unghiul de 18°, construim mai intai pentagonul regulat, apoi
imparim unghiul de 72° Tn 22 unghiuri congruente.

m({COK):%m({COM):%m({COD):%.:B?

18
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Observatie: Matematicienii au demonstrat cd, in general, nu se poate construi numai
cu rigla si compasul un unghi de o masurd data. Exceptie fac:

-unghiurile cu masurile de: 90°, 72°, 60°;

-unghiurile complementare si suplementare acestora;

-unghirile cu masurile de : %0 , 2 , 60 , pENF;
2° 2P 0 2P
-unghiurile cu masurile obtinute din combinatii de forma ma+ng, m, n&Z, iar a,

90° 72
2P ' 2P
Tn aceste moduri se pot construi, de exemplu, unghiuri cu masurile de: 15°, 9°, 4°30”,
7°30’, 12°.
15°=2; 9°=%; 4°30’=%; 7°30’=%; 12°=4°30"+7°30".
2 2 2 2

sunt masurile a douad unghiuri din multimea {90°, 72°, 60°, , 62(:) } pEeN*.

33)Fiind dat un unghi cu masura de 37°, sa se construiasca un unghi cu masura de
32°,
Fie unghiul «xOy, m(<xOy)=37° si semidreapta [O'x".

Er

33
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Construim patru unghiuri adiacente cu varful in O’: <x’0O’y’, <y’0’z’, <z2’0O’t’,
<t’0O’u’, congruente cu unghiul dat <xOy (fiecare unghi construit are masura de 37°).

In prelungirea semidreptei [O’x’, construim semidreapta [O’V’.

m(<u’0’v’) =180°-4-37°=32°, deci <u’'O’v’ este unghiul cautat. m

Observatie.: Pentru constructia unui unghi de o anumita masurd, cand avem construit
un unghi de o masura data, sunt posibile doar constructiile prin care suma dintre masura
unghiului ce trebuie construit si masura unui multiplu sau a celei 2° parte din unghiul dat,
alcatuiesc un unghi contruibil cu rigla §i compasul. Sunt preferate ca sume masurile de 360°
(a unghiurilor din jurul unui punct), 180° (a unghiurilor cu laturile in prelungire), 90°, 72°,
60°, 90°, 45°, 30°.

34)S8a se imparta unghiul drept in trei parti egale.
Fie #xQOy, m(+xOy)=90°.

X
A C
D
U E i

Cu centrul in punctul O si cu o razda oarecare, trasam un arc de cerc, care

intersecteaza laturile unghiului <xQOy in punctele A §i B.
Cu centrele in A si B si cu aceeasi raza, trasam arce de cerc, care intersecteazd
cercul initial in punctele C si D.

OA=0D=AD =AAOD este echilateral;
OB=0C=BC =ABOC este echilateral.

m(«BOD)=m(+BOA)-m(<DOA)=60°-30°=30°.m
Observatie.: Impartirea unui unghi oarecare in trei unghiuri congruente (trisectiunea
unghiului), nu se poate rezolva numai cu rigla si compasul.

35)Sa se construiasca unghiul x dat de: i)sinx =%; 11)cosx 22, unde a si b sunt

lungimi date, a <b. iiii)tgx :%.

Fie a si b lungimile segmentelor, a<b.

i)Construim triunghiul dreptunghic de ipotenuza b si o cateta a. AOAB, m(<0)=90°

:>sin8=% :>sinB=% = «B este unghiul cautat.
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Ao

b X

i1)Construim triunghiul dreptunghic de ipotenuza b si o cateta a.

AOAB, m(<0) =90° =cosA =% =C0SA :% = { A este unghiul cautat.

o
&
il
b , x
iii) Construim triunghiul dreptunghic OAB, m(<0)=90°, de catete a si b.
AOAB, m(<0)=90° =tgA= % :>tgA=% = < A este unghiul cautat.
E-
=1
a
b Ok X 4

2
o L . . . a . . .
36)Sa se construiasca unghiul dat de agalitatea smx=b—2, a si b fiind lungimi date,

a<b.

Fie a si b lungimile segmentelor, a <b. Construim triunghiul dreptunghic OAB,
m(<0)=90°, de catete a i b.
Fie OCLAB, CEAB. in AOAB, m(<0)=90° = 0A*=AC-AB si OB’*=BC-AB.
2
Asadar, b=AC-AB si a>=BC-AB, iar & = B .
b= AC

35
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B 1
a

C

a 5}
a 1
: b 10O A
b
Construim triunghiul dreptunghic de ipotenuza b’=AC si o catetd a’=BC.
1 1 1 2
AC’B’A’, m(«C’)=90° =sinA’= Bc :SinA’Zi :E = a—2 = <A’ este unghiul cautat.
A'B' b AC b

2 2

37)Sa se construiasca unghiul x dat de egalitatea sinxzaz—_gz, a si b fiind lungimi
a +

date, a>b
Fie a si b lungimile segmentelor, a>b. Construim triunghiul dreptunghic ABC,

m(<A)=90°, de ipotenuza a si o cateta b, si triunghiul dreptunghic C’'B’A’, m(«C’)=90°, de

catete a si b.

xh]

s M o

B - c Cm .

Tn AABC, m(+A)=90 ° =BC*=AB*+AC? =AB*=a’ -b*.

Tn AC’B’A’, m(+C’*)=90 ° >A’B’*=C’B’?+C’A’? =A’B’*=a*+b.

Notam AB=c, A’B’=d; construim triunghiul dreptunghic DEF, m(+D)=90 °, de catete
csid.

36
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ot
G

C =

D d E
Fie DG_LEF, GEEF. In ADEF, m(«D)=90° = DF*=FGFE si DE*=EG-EF.

2 2 2
Asadar, c*=FG-FE si d’=EG-EF, iar C—2 = FG = az b2 = FG :}SinX:E_
d> EG ~a’+b’ EG EG

Notam EG=e, FG=f; construim triunghiul dreptunghic HIJ, m(<{H)=90°, de ipotenuza
IJ=e si cateta HI=f.

—

J E I

2 2

AHIJ, m(<«H)=90° :sinJ:% :>sinx:i =>sinx= a2 o =<HIJ este unghiul

e a +
cautat.m

38)Sa se construiasca unghiul x dat de relatia sinx= %\/10—2\/3 , cunoscand

lungimea segmentului unitate.
Fie segmentul de lungime 1si dreapta a.

235 ’

10

Pe dreapta a, consideram punctele A, B si C, astfel incat AC=1, AB=5, A—C-B.
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Semicercul de diametru AB intersecteaza perpendiculara in C pe AB, in punctul D.
Asadar, in ADAB, m(+D)=90 ° = AD?’=AC-AB =AD=4/5.

Pe dreapta a, construim punctele E si F, de aceeasi parte cu punctul B fata de A,
astfel incat AF=10, EF=2+/5, A-E-F ; asadar, AE=AF-EF=10-25.

Semicercul de diametru AE intersecteazi CD in G. In AGAE, m(<G)=90°
=AG*=AC-AE =AG=4/10-2+/5 . Construim triunghiul dreptunghic HI1J, m(<«H)=90°, de

ipotenuza 4 si o cateta egald cu /10— 245 .

10- 245

4

AHIJ, m(«H)=90° :>Sinl=% :>Sinx=lo_T2\/g:><KHU este unghiul cautat. m

Observatie: Membrul al doilea al egalitatii sinx= —Mg reprezintd jumatate din

latura pentagonului regulat inscris in cercul cu raza egald cu unitatea (|5=% 10— 25 ).m

39)Sa se construiasca un triunghi cunoscand doud laturi si o mediana.

1)Se cunosc doua laturi si mediana care pleacd din varful comun laturilor (b, ¢, m,).
Presupunem problema rezolvata, figura construita;

b

D
Fie punctul D —simetricul punctului A fatd de mijlocul A’ al laturii [BC]. Din

A’eAD, AA’=A’D si A’eBC, BA’=A’C =ABDC este paralelogram, deci AB=CD=c.

Asadar, problema revine la a construi AACD de laturi AD=2 m,, AC=b, DC=c (cazul de
constructie L.L.L.).
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E
Construim punctul A’ —mijlocul segmentului [AD], apoi punctul B —simetricul
punctului C fatd de A’. Din A’€AD, AA’=A’D si A’eBC, BA’=A’C =ABDC este
paralelogram, deci AB=CD=c si AABC indeplineste conditiile din enunt.
i1)Se cunosc doud laturi si mediana care pleacd din alt varf decat cel comun celor
doua laturi (b, ¢, m)
Presupunem problema rezolvata, figura construita:

b

iZ

Notand cu C’ mijlocul laturii [AB], in AAC’C avem AC’:% , AC=b, C’C=m..

Problema revine la a construi AAC’C (cazul de constructie L.L.L.).
A

71 oo
=]

n

(]

%]y

B
Construim punctul B —simetricul punctului A fatd de punctul C’. Asadar, AB=c,
AC=b, CC’=m¢, unde C’ mijlocul laturii [AB]. =

40)Sa se construiasca un triunghi daca se cunosc doua mediane si o inaltime.
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i)inéltimea pleaca din acelasi varf cu una din mediane (m,, mp, hy). Presupunem
problema rezolvata, figura construita:

I,

Iy,

: h,

C

Notim AA’=m,, BB’=m,, AH,=h,. AH,AA’ este dreptunghic, m(«H,) =90°
AA’=m,, AH.=h,, deci pentru a construi AABC, construim mai intdi AH,AA’. Deoarece

maAmy={G}, AG=2" 2My y (G, 2M

3 3

si BG= zg‘b , construim cercul C(G,

b YNH.,A’={B,
B1} si obtinem doua solutii:

i)Construim punctul CEH,A’, astfel incat A’B=A’C.

Fie BGNAC={B’}. Cum GEAA’, AG= 225‘ , =G este centrul de greutate al AABC
si BB’ =my,

I)Construim punctul C;eH,A’, astfel incat A’B;=A’C;. Fie BiGNAC={B;’}. Cum
GeAA’, AG=2Ts

=G este centrul de greutate al AAB;C; si B1B;” =my,.
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ii)inéltimea si cele doua mediane pleaca din varfuri diferite (mg, mp, he). Presupunem
problema rezolvata, figura construita:
My

Iy,

h.

A

2m,

2m,

Notam AA’=m,, BB’=m,, CH.=h;, manm,={G}; AG= . Fie CG

si BG=

NAB={C’} si GD//CH.. In AH.CC’, GD//CH,

= CG: GD :GD:E:GDzﬂ ;asadar, ADAG si ADBG sunt dreptunghice,
C'C CH, h, 3 3

C

h 2m,

m(GDA)=90°, m( GDB)=90", A-D-B, GD="*, AG= 2m,

3

Pentru a obtine AABC, construim mai intai ADAG si ADBG, indeplinind conditiile
de mai sus.

si BG=
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C

Construim A’€AG, A-G-A’, A'G= % si B'€BG, B-G-B’, B'G= % Fie

BA’ NAB’={C}; AABC este triunghiul cautat:

fie C —mijlocul laturii [AB] si K —mijlocul segmentului [AG] =C’K/BG si

C’K:% :C’K:%. Asadar, C’K/BG si B'G=C’K =>C’KB’G -este paralelogram

=diagonalele C'B’ §si GK se imjumatatesc =KS=SG, unde C’B’NGK={S} =AS=SA’;

AC’=C’B si prin urmare, C’S//BA’ =C’B’//BC, dar cum C’ este mijlocul laturii [AB], va
rezulta ca B’ este mijlocul laturii [AC].

Analog se demonstreaza ca A’ este mijlocul laturii [BC].

Pe de alta parte, daca CH.LAB, cum DG_LAB =DG//ICH: = DG :%:1
CH. CcC 3

=>CH.:=h.. m

41)Sa se construiasca un triunghi daca se cunosc doud 1néltimi si 0 mediana.
i)Mediana si cele doua inaltimi pleaca din varfuri diferite (Mg, hp, he). Presupunem
problema rezolvata, figura construita:

& z i

o, T
Notim A4 '=my, BHy=hy, CH.=h.. Fie A’F//BHy, F EAC si A’E//CH,, E EAB.
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Tn ACBH,, A’F//BH, = AF =%:> AF =ﬂ.
BH, CB 2

in ABCH,, A'E//CH,» ~E _BA _ ap_ N
CH. BC 2

C

Pentru a obtine AABC, construim mai intdi AAEA’ si AAFA’,dreptunghice, de
ipotenuza comuna AA’si catetele A ’E=h—2°, A’F=h—2b, E si F de o parte si de alta a dreptei

AA’.

Construim punctul D —simetricul punctului A fata de punctul A’, apoi paralela prin D
la dreapta AE, care intersecteaza AF in punctual C. Punctul B (al treilea varf al

triunghiului) il obtinem construind simetricul punctului C fata de punctul A’: AABC este
triunghiul cautat

Din AA’=A’D si CA’=A’B =ADCB este paralelogram =DC//AB; dar DC//AE si va
rezulta ca punctele A, E, B sunt coliniare.
AF _CA

Fie BH,LAC; cum A’F_LAC =BH//A’F = =>BHp=hy
BH, CB

CH:LAB; cum A’E_LAB =CH//A’E :Ezﬁ =>CH=h..
CH CB

C
ii) Mediana pleaca din acelasi varf cu una din inaltimi(ma, ha, he). Presupunem
problema rezolvata, figura construita:
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C
Notam AA’=ma, AHa=h,, CHc=h.. Fie A’D £AB, D €AB; cum CH;_LAB = A’D//CH.
A'D BA s~ N
>—=— =A’D=-—*.
CH, BC 2

Pentru a obtine AABC, construim mai intai AAA’H, si AAA’D, dreptunghice, de

9 . . y~_ N . .
ipotenuza comunda AA’=my §i catetele AH,=h,. A DZ?, cu punctele D si Hy de aceeasi

parte a dreptei AA’.

C
Notam ADNA’Ha={B} si construim punctul C, ca fiind simetricul punctului B fata de

A’. AABC este triunghiul cautat:
. , , A'D BA .
Fie CH.LAB; cum A’D1AB =A’D//CH.= CT:E =CH; =h. si AABC

C
satisface conditiile din enunt. m

42)Sa se construiasca un triunghi cunoscandu-i inaltimile (ha, hy, he).
Presupunem problema rezolvata, figura construita:
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NOtdm AHa:ha, BHb:hb, CHc:hc. AACHa~ABCHb
= AC _ AH, :>E=E = bh,=ah, . Analog, ah,=ch, . Din ah, =bh, =ch,
BC BH, a h

:izizi =AABC este asemenea cu triunghiul de laturi i,i,i. Asadar, fiind
1 1 1 h,'h, 'h
ha hb hc
. A 1 11
date h,, hy, he, construim mai intéi segmentele N
a b c
Q
- a
N ML P I ML

Pe o dreapta a, consideram un punct P si construim segmentele PL=h,, PM=hp,
PN=h, astfel incat L, M, N se afla de aceeasi parte a punctului P. Construim QP Za, QP=1
siL’, M’, N’ astfel incat QL LQL’, QM _LQM’, QN_LQN"’.

n AQLL’, m(+LQL")=90°, QP_LLL’ =QP?’=LP.L’P :L’P=hi. Analog, M’P=hi
a b
1

5iN’P=i. Cu lungimile
h h,

C

hi hi construim AAB’C’.
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i

Construim AH, £B’C’, AH,=h,, apoi construim dreapta b//B’C’, astfel incat H, &b.
Fie bnAC’ ={C} si bNnAB’ ={B}.

Din B’C’//IBC =>AAB’C’~AABC

11
:)AB _AC'_BC ;>£=h_=£;>aha=bhb=chc.
AB AC BC c b a

Daca AH,, BHy, CH. sunt inaltimile AABC, atunci AH,=h,, BH,=hy, CH:=h.. m

43)Sa se construiasca un triunghi cunoscandu-i picioarele inaltimilor (Ha, Hp, Hc).
Presupunem problema rezolvata, figura construita:

A
Hy

.
H

E o o
Notdnd cu H punctul de intersectie al inaltimilor, patrulaterele AH.HHy si CHyHH,
sunt inscriptibile = «HHyH=+«HAH si +HHyH=+H,CH; dar «H.AH =<H,CH. Asadar,
va rezulta ca +HMHpyH=+H,HpH; analog, «HHH=+«HH.H si «HMH.H=+HH.H si
tnaltimile AABC sunt bisectoarele triunghiului ortic HyHpH.
Pentru a obtine AABC, construim bisectoarele AH,HyH. (ha, hy, he), apoi construim

a_Lhy, Ha&a, b Lhy, Hy &b, c_Lhe, He Ec si notam anb={C}, bnc={A}, anc={B}.
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Hy

.
H

H.

=1

AABC indeplineste conditiile din enunt. m

44)Sa se construiasca un triunghi cunoscandu-i lungimile medianelor (m,, my, me).
Presupunem problema rezolvata, figura construita:

E,

Notam AA’=m,, BB’=my, CC’=m.. Construim punctul D ca fiind simetricul punctului
C fata de C’=>CD=2m.. Fie CE//AA’, EEAB ;sﬂ _CA =CE=2m,.
CE CB
Notam CANDE={F}. In AACC’, CANDE={F}, CC’nDE={D}, AC’NnDE={E}

= FA CD CE =1 (eorema lui Menelaus) =FA= CF =>AC= E; cum B’ este
CF C'D EA 3 3

mijlocul laturii AC, va rezulta ca AB’= % si deci AB’=FA.

Din AB’=FA si BA=AE =BB’EF este paralelogram =EF=BB’=m;,
Pe de alta parte, din ACBD paralelogram =BD//AC, deci BD//B’F si cum BB’//FD
=BB’FD este paralelogram =FD=m. Asadar, DE =2my,.

Problema revine la a construi ACED, CE=2m,, DE=2m;,, CD=2m.. Problema are
solutie numai daca ma, Mp, M satisfac relatiile dintre laturile unui triunghi.
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Construim ACED, apoi C’ —mijlocul laturii [CD] si F —mijlocul laturii [DE]. Notand
EC’NCF={A}, rezulta ca punctul A este centrul de greutate al ACED. Construim DB//CF,
B&eC’E.

AABC este triunghiul cautat:

AACC’=ABDC’ (U.L.U.) =AC’=BC’ =CC’ este mediana in AABC = CC’=m_.

Fie A’ —mijlocul segmentului [BC] :% = % Pe de alta parte, din faptul ca punctul

A este centrul de greutate al ACED, avem ca C ’AZ%; dar AC’=BC’ si prin urmare,

AB=AE, deci ﬁ = l )
BE 2

oin BA L AB_1 A1
BC 2 BE 2 EC 2
Notam AA’NCC’={G}, BGNAC={B’}. Cum AA’ si CC’ sunt mediane in AABC

=>BB’ este mediana. Dovedim ca BB =my:
AC=AB’+B’C=AB’+AF=B’F, deci AC=B’F; cum AC=BD, va rezulta ca BD=B’F.

Din BD =B’F si BD//B’F =BDFB’ este paralelogram =BB’=FD =BB’=m;. =

45)Sa se construiasca un triunghi cunoscandu-i mijloacele laturilor.
Presupunem problema rezolvata, figura construita:
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&
, /N
E /M C
Fie P, M, respectiv N mijloacele laturilor [AB], [BC], respectiv [CA]. Din AP=PB si

AN=AC =PN//BC; din AN=NC si BM=MB =MN//BA; asadar, punctul B se gdseste la
intersectia dreptelor paralele cu PN, respectiv MN, duse prin punctul M, respectiv P.

Construim APMN, apoi a;//PN, M&a;, a/IMN, P &a,, az//lPM, N& as si notam
a1 Na;={B}, aynNaz={C}, axnaz={A}. A4BC este triunghiul cautat:

}\

P N

B \ C
i

5 -

Din BMNP si PMNA paralelograme =MN=BP si MN=PA =BP=PA; analog,
BM=MC, CN=NA si AABC indeplineste conditiile din enunt. m

46)Sa se construiascd un triunghi in care se cunosc doud laturi si bisectoarea
unghiului format de cele doua laturi (b, c, ).
Presupunem problema rezolvata, figura construita:

49


http://www.mateinfo.ro/

Revista Electronica Mateinfo.ro ISSN 2065 — 6432 - Februarie 2012 www.mateinfo.ro

D
Fie AC=b, AB=c, AL,=l..
Construim CD//AL,, D €AB. Din <L, AC=<ACD (alterne interne) si +L,AC=+ADC

(corespondente) = +<ACD=+ADC =AC=AD=b. In ABDC, ALJ//CD = %:glg
:DC:Ia-M,
C
Pentru a obtine AABC, construim mai intdi ADAC-isoscel, cu AD=AC =b si
DC:|a.bLC;
C
E
c
A la L,
b b
D
la_b+|: <

Constructia segmentului DC:
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1, btc
C A

BA AL, _ ¢ AL
= = =
BD DC c+b , b+C
*oc

Construim B&DA, D.-A-B, AB=c si ALJ/ICD =

=>ALy=l, 5i AABC indeplineste conditiile din enunt. m

47)S4a se construiasca un triunghi dreptunghic 1n care se cunoaste ipotenuza si o cateta

este media aritmetica a celorlalte doua laturi.
Fie a—lungimea ipotenuzei, X, z —lungimile catetelor. Din conditia ca triunghiul sa fie

dreptunghic =x* + y* = a®@; din condifia a doua din enunt =X :aLZy @ (sau 'y :%).

Din @ i @:;X=% §iy=3?a.

. . . i . .. . 4da
Construim triunghiul dreptunghic de ipotenuza a si o cateta e

I a ]
I 1
- A
i
1
4a B 2 C
5

Tn AABC, m(<A) =90° =BC? =AB?*+AC? :AB:%a .

48)Sa se construiasca un triunghi dreptunghic in care se cunoaste ipotenuza si o cateta

este media geometrica a celorlalte doua laturi.
Fie a —lungimea ipotenuzei, X, z —lungimile catetelor. Din conditia ca triunghiul sa fie

dreptunghic =x* + y* = a?®; din condifia a doua din enuny =x =,Jay (sauy =+ax) =x*
=ay@. Din @ si @:x:a-W/@ 5iy=a-@.
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Construim triunghiul dreptunghic de ipotenuza a si o catetaa -

J5-1
2

(construim mai

ntai a-

):

Fie M, Q, N&a, M-Q-N, MQ=1, MN=5. Perpendiculara in Q pe MN, intersecteaza
cercul de diametru MN in punctul P.

In APMN, m(+P)=90° :MPZ:MQ-MN:MP:\E. Construim S &PM, P-S-M,

J§—1_

PS=1; atunci, MS =+/5-1. Construim T —mijlocul segmentului [MS]; atunci, MT:T

Construim R EMN, MR =a, astfel incdt punctele R §i N se afla de aceeasi parte a lui M, apoi

RUITO, UeMp oM _MT iy 351
MR~ MU 2
o N5 -1 A
5
B 2 c

in AABC, m(+A)=90° =BC*=AB’+AC’ =AC= a- ‘/_2‘1 si deci AABC

indeplineste conditiile din enunt.m

49)Sa se construiasca AABC, cunoscand unghiurile si suma at+b, unde a=BC si
b=AC.
Presupunem problema rezolvata, figura construita:
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ath
] . /
A
/\
E

a i b

ath

Fie DeBC, B-C-D, astfel fncat CD=b =BD=a+b. In AADC, AC=DC

=>m(+«CAD)=m(<CDA) :w. Pentru a obtine AABC, construim mai intéai AABD,
cu BD=a+b, m(<B) data si m(ﬂf’D)=@ :
A
b

b D
ath

Construim d —mediatoarea segmentului [AD]; dnBD={C} =AC=DC
=>BC+CA=a+Db, iar m({CAD):m(-{CDA):w si AABC indeplineste conditiile din

enunt. m

50)Sa se construiasca A ABC, cunoscand unghiurile si perimetrul.
Presupunem problema rezolvata, figura construita:
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atb+c
E " C
c b
I C E E i b J%A
Fie M,NEBC, N-B-C-M, astfel incit NB=BA si MC=CA =NM=a+b+c. In AABN,
AB=NB  =m(+ANB)=m(+<NAB)= ”‘(%ABC) ; in AACM, AC=CM
m(< ACB)

;sm({AMC):m({MAC):T.

Pentru a obtine AABC, construim mai ntdi AANM, cu NM=a+b+c,
)

m(AN)= m(< 2ABC) i

T C E\ a /@ b iy
Construim d; —mediatoarea segmentului [AN], diANM={B}; construim d, -

mediatoarea segmentului [AM], d2AN={C}. Pagc =AB+BC+CA=NB+BC+CM=c+b+a si
AABC indeplineste conditiile din enunt.m
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