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1.Conditia necesara si suficienta pentru ca un triunghi sa fie
asemenea cu triunghiul sau median

NECULAI STANCIU!

A fi om insemnd sa nu fii mahnit,
sd nu_judeci pe nimeni,

sd nu superi pe nimeni $i sa ai

L

respect fata de toti
(Staretul Ambrozie de la Optina)

Dedic acesta nota domnului profesor Constantin Rusu cu prilejul implinirii varstei de
70 de ani la data de 10 aprilie 2012 . Ii uram domnului profesor viatd lungd si sd iubeascd in
continuare matematica, pentru cd asa cum chiar el o spune mereu — "’aceastd iubire ne
vindecd de foarte multe boli’’.

In articolul , Observatii asupra unor notiuni din geometria triunghiului, SM, VIII ,
2011, 4-5, se demonstreaza ca “in general, un triunghi median, al unui triunghi dat, nu este
asemenea cu triunghiul dat *’.

Nota de fata isi propune sa demonstreze altfel decat in SM nr. 9, urmatoarea:
Propozitie. Un triunghi oarecare este asemenea cu triunghiul format de medianele sale daca si

a

a

Do < 3 . N
numai dacd raportul de asemanare este k = = BN (notatiile sunt cele obisnuite).

Demonstratie.
""="Daca triunghiul oarecare are lungimile laturilor b < a < ¢, atunci avem m, >m_ > m,.

Din asemaénarea celor doud triunghiuri avem:

My Mo My My mC My mhmy
c b a ¢ b a’ a’+b>+¢* (1)
=m.+m, +m’ =k’(a’ +b”> +c?)
Din formulele medianelor avem:
4m§ =2b" +2¢* —a’
4m; =2c* +2a° -b*,
4m? =2a’ +2b° - ¢’
care adunate membru cu membru dau relatia:
3(a® +b* +c?)=4(m’ +m} +m’) (2)

Din relatiile (1) si (2) rezulta raportul de asemanare: k = 73

-

"<"Reciproc fie k = =—.
a 2

! Sc. Gen. *’George Emil Palade’’, Buzau
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V3

Din m, = 5 ¢ rezultd usor ca:
b*+c*=2-a’ 3)
4m; =2c* +2a*> -b’ 3 3
Din b , 51 (3) se obtine m, = £ -c, respectiv, m, = £~b.
4m? =2a* +2b* - ¢’ 2 2

Deci triunghiul este asemenea cu triunghiul sdu median.
Remarca.Propozitia da raspuns la intrebarea: Este posibil ca un triunghi dat sa fie asemenea
cu triunghiul format de medianele sale?

6. Tangente perpendiculare dintr-un punct exterior la o conica

Prof. Gabriela Gogan

Scoala cu clasele I-VIII Nr. 1 “Nicolae Labis” Malini, jud. Suceava

Sa se gaseasca locul geometric al punctelor din plan, din care se pot duce doua
tangente perpendiculare la o conica.

1. Cercul

Fie cerculde ecuatie (1)x’+y°=/" si dreapta de ecuatie (2)y=mx+n. Inlocuind pe ydin
ecuatia (2) in ecuatia (1), se obtine ecuatia de gradul al doilea cu necunoscuta x:

3)(1+m’)x’+2mnx+n’-"=0. Daca discriminantul ecuatiei (3),A=4[r*(1+m’)-n’]=0, atunci
radicinile sunt confundate si dreapta este tangenti cercului. Asadar, n=#r+/1+m? , iar
ecuatiile tangentelor de directie m la cercul dat sunt:y=mx#r~/1+m” .

Pentru determinarea locului geometric ciutat, se rezolva ecuatia y=mx+r~1+m”* in
necunoscuta m. Se obtin solutiile m;si m,, apoi punem conditia ca m;m,=-1 (tangentele sa fie

perpendiculare).

Din y=mx+ry1+m? =y-mx=ry1+m? =@y-mx)’=r"(1+m’)=m’ (’-r’)-2xym+(°-
#)=0, cu discriminantul A ;)=4x’*-4(x*-1") °-r7) =47 +°-r7).

Daci x*-r’=0=x=4r= y=1r= M;(r,r), Ms(¥,-1), M3(-r,-r), M (-r,r) sunt punctele din

care se pot duce tangente perpendiculare la cerc.

xptryxt +yt -1’

2 2
X —r

Daci x’-r*#0=solutiile ecuatiei (4) sunt m; ;=
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]_\(xy+r\/x2 + 2 =1 )y —ryxt +y7 =r?) 1

Din conditia m;m;= 2 22 —
(x"=r7)

:>(xz+y2—2r2)(x2—r2 )=0 si cum P H0= ¥’ +y2—2r2 =0= x2+y2—( NG r)2=0:locul geometric al

punctelor M(x,y) din care se pot duce doud tangente perpendiculare la cercul C(O;r) de

ecuatie x°+y”=r" este cercul C (O; V2 r) de ecuatie x*+y”-( V2 r)*=0. Analog pentruy=nx-

ryl+m? .
b
M¢/7 M,
L
o} x
M 5 il =
2. Elipsa

2 2

Fie elipsa de ecuatie ( l)x—2 + Z—Z —1=0 si dreapta de ecuatie (2)y=mx-+n. Inlocuind pe
a

y din ecuatia (2) in ecuatia (1), se obtine ecuatia de gradul al doilea

)@ m’ +b7)x*+2mna’x+a’n’-a’b*=0. Daca discriminantul ecuatiei (3), A=4[a’b(a’m’+b7)-

.....

n=#va’m” +b° iar ecuatiile tangentelor de directie m la cercul dat sunt

y=mx#a’m’ +b> .
Pentru determinarea locului geometric cautat, se rezolva ecuatia

y=mx++/a’m’ +b* in necunoscuta m. Se obtin solutiile #;si m,, apoi punem conditia ca
mmy=-1 (tangentele si fie perpendiculare).

Din y=mx++a’m® +b> =y-mx=+a’m’ +b> = (y-mx)’=a’m’+b’ = m’ (’-a’)-
2xym+(y*-b%)=0, cu discriminantul A, =4x’y*-4(x*-a’) (*-b°)=4(b°x* +a*y*-a’b?).

Daci x°*-a’=0= x=4a= y=4b= M;(a,b), M(a,-b), M3(-a,-b), M(-a,b) sunt punctele

din care se pot duce tangente perpendiculare la elipsa.
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xy+ \/bzx2 +a’y’—a’b’

2 2
X —da

Daci x’*-a’#0=solutiile ecuatiei (4) sunt m; ;=

(xy+\/bx2 +a’y’ —a’h’ )(xy—\/bzx2 +a’y* —a’b?) B

(x> _az)z

Din conditia m;m,=-1=

1= H7-a’=b) (x*-a°)=0 si cum x*-a’#0=x"+)7-a’ b’ =0= X’ +*-(Va* +b* )’=0=locul
geometric al punctelor M(x,y) din care se pot duce doud tangente perpendiculare la elipsade

2 2

ecuatie (l)x—2 + z—z —1=0este cercul C (O;Va® +b* ) de ecuatie x°+y°-
a

(Va® +b* )*=0.Analog pentruy=mx-va’m’ +b* .

¥

M

o} a ®
M_ M
3. Hiperbola
x2 2 .
Fie hiperbola de ecuatie (1) — - Z—2 —1=0si dreapta de ecuatie (2)y=mx+n. Inlocuind
a

pe y din ecuatia (2) in ecuatia (1), se obtine ecuatia de gradul al doilea (3)(a’m’-
bW +2mna’x+a’n’+a’b’=0. Daca discriminantul ecuatiei (3), A=4[a’b*(-

am’+b’ )+azb2n2 ]=0, atunci radacinile sunt confundate si dreapta este tangenta cercului.

Asadar, n=#+/a’m” —b” iar ecuatiile tangentelor de directie m la cercul dat

sunt;y=mx#va’m’ —b* .

Pentru determinarea locului geometric cdutat, se rezolva ecuatia

y=mx++/a’m’ —b* in necunoscuta m. Se obtin solutiile m;si m,, apoi punem conditia ca
mmy=-1 (tangentele si fie perpendiculare).

Din y=mx++a’m’ —b> =y-mx=+va’m’ -b*> = (y—mx)2=a2m2-b2:>(4)m2(x2-a2 -
2xym+(°+b°)=0, cu discriminantul A;=4x"y*-4(x*-a’) (y’ +b°)=4(-b’x’+a’y’ +a’b*).

5
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Daci x°*-a’=0= x=#a=nuse pot duce tangente perpendiculare la hiperbola.

xyi\/—bzx2 +a’y’ +a’b’

Daca x2—a2¢0:,>solutiile ecuatiei (4) sunt m; ;= 5 5
x“—a

Din conditia m;m,=-

1_\(xy+\/—b2x2 +a’y’ +a’b’ )(xy—\/—bzx2 +a’y* +a’b?)

(x2 _az)z

= 1=’ -a’+b°) (x*-a’)=0

si cum ¥ —a27é0: ¥ +y2 -a>+b°=0.
e dacab’-a’>0= locul geometric este multimea vida;
e dacab’-a’=0= locul geometric este punctul O(0;0);
o dacd b’-a’<0= x’+Hy’-(\a®> —b* )’=0=locul geometric al punctelor M(x,y)

din care se pot duce doud tangente perpendiculare la hiperbola de ecuatie

2 2

(l)x—z—)b}—z—IIO este cercul é(O;\/a2 —b? ) de ecuatie x’+y’-
a
(Va* —b* )*=0.

Analog pentru y=mx-

)
=

2m? _p?

n
]

=
]
[} o

P
N/
N
]

\

4. Parabola
Fie parabola de ecua‘;ie(l)y2 =2px, cu p>0 si dreapta de ecuatie (2)y=mx-+n. Inlocuind
pe y din ecuatia (2) in prima ecuatie, se obtine ecuatia de gradul al doilea cu necunoscuta x:

(3)ym’x’ +2(mn-p)x+n2 =(). Daca discriminantul ecuatiei (3)A=4/| (mn—p)z—mznz /=0, atunci
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radacinile sunt confundate si dreapta este tangenta cercului. Asadar, n=2L, iar ecuatiile
m

tangenteide directie m la cercul dat este:y=mx+ 2L
m

Pentru determinarea locului geometric cautat, se rezolva ecuatia y=mx+2i .In
m

necunoscuta m. Se obtin solutiile m;si m», apoi punem conditia ca m;m,=-1 (tangentele sa fie

perpendiculare).
Din y=mx+ 2£ =2m’x-2ym+p=0, cu discriminantul A ;=4y°-8m’px=4(y’-
m

yi1/y2—2px'

2x

o Ay 2P0 -y - 2pY)
4x*

2px).Solutiile ecuatiei suntm; ;=

=]l=x=- % =locul

Din conditia m;m;=

geometric al punctelor M(x,y) din care se pot duce doud tangente perpendiculare la cercul
hiperbolade ecuatie y°=2pxeste directoarea parabolei.

k)

-pi2 2

Bibliografie
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“Alexandru loan Cuza” lasi, 2005;

2. Simionescu, Gh., Geometrie analitica, Editura didacica si pedagogica Bucuresti, 1973.
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7. Functii cu punct fix

PROFESOR UNGUREANU ANGELICA
GRUPUL SCOLAR “ALEXANDRU CEL BUN “ BOTOSANI

Problema 1.(Teorema lui Knaster de punct fix)
Fie f : [a, b] o [a, b] o functie crescatoare. Atunci fcontine un punct fix.
Solutie

Fie multimea A = {x € [a,b]/ f(x) < x}.

Deoarece f(b) < b, rezultaca A # 0.

Notez :¢ = infAAtunci ¢ < x, (V)x € A ffiind crescatoare se obtine
fO=f()=x,Mr€EA

= f(c)este minorant al multimii A= f(¢) = ¢ (1).

Din f(¢) < C si f crescatoare =~f(f(c)) < f(c)=f(c) E A sicum
c=infA = f(c)=c (2).

Din (1) si 2)= f(€) = ¢ ,adica functia fcontine un punct fix.

Problema 2.(criteriu ca o functie continua sa aiba un punct fix)
Fie f:[a,b] = [a, b] o functie continua. Atunci fcontine cel putin un punct fix.

Solutie
Fie functia auxiliara g: [@,b] = [a,b] , g(x) = f(x)—x, (V)x € [a, b].
Ding(a)=a— fla) <0 sig(h) =b — f(b) = Orezulta: g(a)- g(b) < 0.

Cum g este functie continua = (3)c¢ € |a,b]

ai g(c)=0 = c— f(c) = 0= f(c) = c.adica functia fcontine un punct fix.

Problema 3.
Fie IR— R o functie continua. Daca [ < fare puncte fixe, atunci si functia fcontine cel
putin un punct fix.

Solutie
Presupunem prin reducere la absurd ca f/nu are puncte fixe pe R, adica

f(x)—x+0,(V)x € R
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Dar functia f — 1g este continua=> are proprietatea lui Darboux, deci pastreaza semn

constant pe R.

Daca f —1g > 0,adica f(x) —x >0, (M)xc R = f(f(l)) —f(x) = 0,din
care obtinem f ( f (x)) = f(x) > x,(V)x € R, adica f o f nu are puncte fixe, ceea ce

contrazice ipoteza.
Pentru f — 1g < 0 se procedeaza analog.
In concluzie, functiaare puncte fixe.

Problema 4.
Fie fI— R , cu [ interval,o functie cu proprietatea lui Darboux, astfel incat
(f e f)(x) = x, (¥)x € I.Sa se demonstreze ca fare un punct fix.

Solutie

Deoarecef are proprietatea lui Darboux si f o f = 1, atunci feste continua si strict
monotona.

Presupunemca f(x) # x,(V)x € I.

Atunci f(x) <x,(V)x € Isau f(x) > x,(V)x €L

Daca f(x) = x,(V)x €l = f(f(x)) = f(x),(V)x €I = x > f(x)-contradictie

Analog se ajunge la contradictie daca f(x) < x, (V)x € I.
In concluzie ()¢ € I asa incat J (c) = ¢ ,adica functia fare cel putin un punct fix.

Problema S.
Se considera functia FR— R continua si marginita. Atunci fare cel putin un punct fix.

Solutie
Functia f fiind marginita=

= ()M = 0 astfel incat —M < f(x) = M, (V)x € R.

Consideram functia auxiliara g:]R—> R, g(x )= f (x)— x, (V )x ER
Ding(—M) = f(—M) + M =0 si g(M) = (M) — M < 0 obtinem
g(—M) - g(M) = 0 si cum functia geste continua=

= (J)c € [-M,M] asaincat g(c)=0=f(c)—c=0= f(c)=c,

adica functia f'are cel putin un punct fix.

Problema 6.

Fie F.IR— IR o functie continua si periodica.Atunci f este marginita si contine cel putin un
punct fix.

Solutie
Cum f'este periodica,(fl)T = 0 astfel incat f(x+T) = f(x),(V)xeR
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Deoarece / este continua pe [R, este continua pe [0,T], deci, conform teoremei lui
Weierstrass, este marginita si isi atinge marginile

= f(R) = f([0,T]) de unde rezulta ca f este marginita pe [R&.

f(R) fiind marginita, (3)n € H’asa incat f(R) = [—nT,nT].
Notam I = [-—nT,nT]si observam : f(I) = f(R) <1I.

Rezulta ca functia f.I— I are cel putin un punct fix.

Problema 7.
Fie FR— (0,400 )si g:R— (—20,0) doua functii continue.Daca f'si g au puncte fixe
,atunci si functia f+gare cel putin un punct fix.

Solutie

FieX;,X, € R puncte fixe pentru frespectivg, adica:

fxy) =x1si g(x,) =x,

Din (x,) > 0,g(x; ) < 0, obtinem:

flxy)+g(x; )< f(xy) si f(x,)+g(x,) > f(x,), deunde
fx) +g(x; ) <xysi fxg) +g(x3) > x,.

Deoarece X3 = f(x;) >0 si x; = g(x5) <0 rezulta Xy # X, .
Consideram functia h:R— R , h(x)= f(x)+gx)—x, (V) € R,
Avem: h(x;)=f(x;)+g(x; ) —x; <0si

h(x;) = flx)+g(x)—x, >0 .

Cum heste functie continua = (EI)x3 = (x1 ,xz) asa incat h(xg) =0

= f(x3) + g(x3) = x5, adica functia f+gare cel putin un punct fix.

Problema 8.

Fie fR— (—oo,1 si g.R— (1,+090) doua functii continue.Sa se demonstreze ca daca
exista Xq,x, € (0,400) X, < X,, astfel incat
[ (x1) = x4 si g(x5) = x5, atunci exista cel putin un punct X; € (X;,%,) astfel incat

fx3)g(x3) = x,.

Solutie

Consideram functia auxiliara h:R— R , h(x)= f(x)g(x)—x,(Vx ER.
Din g(x;) > 1,f(x,) < 1si X1,X, € (0,+00) obtinem:
h(xy)=f(x;)g(x; ) —x; =%, 90 )—x; =4, (g(x;)—1) >0
h(x,)=f(x,)g(x%)—x, =f(x,)x;, —x, =%, (f(x,)—1) <0

Cum / este functie continua = (3)x3 € (X, ,X,) asa incat

h(x;) = 0= f(x;)g(x;) = x5 adica functia fgare cel putin un punct fix.

10
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Problema 9.
f:la,b] = R o functie continua astfel incat f(a)= a si f(b) < b.Sasearatecaf
admite cel putin un punct fix.

Solutie

Consideram functia auxiliarag: [@,b] = R | g(x) = f(x) —x.
Din: g(e)=fla)—a =0, g(b) = f(b) — b = 0seobtine g(a) - g(b) =0.
Cum geste functie continua = (d)¢ € [a, b] asa incat g(c) =0=

= f(c)—c= 0= f(c) = c, adica fare cel putin un punct fix.

Problema 10.
Se considera functiile continue f ,g: [a, b] — [ astfel incat

fx) = g(x), (Y)x € [a, b].Daca fsi g au cel putin cate un punct fix,atunci si functia
h:[a,b] = R ,h(x) = Af (x) + (1 - D g(x),(¥)x € [a,b], (V) 1€ [0,1]

admite cel putin un punct fix.

Solutie

Din f(x)< g(x), (V)x € [a,b]si A €[0,1] obtinem:
Af(x) = Ag(x) , V)x € [a,b] si
A-Df) = 1— g ,(Vx € [a,b] .

Atunci: f(xX)= Af(X)+(1-ADf@) =Af(x)+(Q1-Dgx) =
<ig()+( —-Dgx)=gx),(MxeE [a,h] =

=f(x) = h(x) < gkx),VxE€ [ab]l=

s f(x)—x=h(kx)—x=gk)—x,(V)x€ [a,b]

Fie X1,X, € [a b] , X4 un punct fix al lui f'si X5 un punct fix al lui g.
Atunci: 0 = f(x; ) —xy = h(x ) — %, = g(x; ) — x4 si

f(x;) —x, = h(x,)—x, £ g(x,) — x5 = 0 de unde se obtine:
[h(x; ) —x;]- [h(x;) —x,] =0

Deoarece heste functie continua pe [a, b] =
= (I)x; € [x4,X,] € |a,b|iau x5 € [x;,%,] € [a, b)) asa incat
h(xz)—x: =0 =h(x;) =x;

adica 4 are cel putin un punct fix.

11
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Problema 11.
Daca  f:[0,1] = R este o functie continua si 2_[01 f(x)dx =1,
atunci (3)c € (0,1) astfel incat f(c) = c.

Solutie

21 f()dx=1= [ f(x)dx="1

2

Dar - = folxdx , atunci _folf(x)dx =f01 xdx =

= | (FG)—)dx =0

0
Fie functia continua g: [0,1] -k, (x) = f(r) —X ,(V)IE [0!1]
Aplicand teorema de medie functiei g=>
= (3)c € (0,1 asaincat [, g(x)dx = g(c) =
1
=;.f (F(x) — )dx = f(c)—c
0

1
Dar fj (f(x) —x)dx—0 —
= f(c)—c= 0= f(c)= c, adica functia fare cel putin un punct fix.

Observatie
Problema poate fi generalizata astfel:

Problema 12.
b',‘. _u'?

b
Fie f: [a,b] = R o functie continua ,Cu proprietatea ca fa f (x) dx =
Sa se arate ca exista € € (@, D) astfel incat f(c) = c.

Solutie
2 _ a:

b b b b
Deoarece = Ja xdx , atunci fa f(x)dx = _]a P Vb ]

2
b
=;.f (F(x) — x)dx = O
a
Fie functia continua g:[a,b] = R , (x) = f(x) — x,(V)x € [a,b]
Aplicand teorema de medie functiei g=

12
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= (e € (a,h)asaincat [ g()dx — (b — a)g(c) =

b
=}j(f(x) x)dx=(b a)(f(c) o

b
Dar [ (f(x)—x)dx=0 =
= f(c)—c= 0= f(c)=c , adica functia f are cel putin un punct fix.

Problema 13.
Fie f:[—a,a] = R o functie continua pe[—a,al si [f(x)| < a, (¥V)x € [—a,a].
Sa se arate ca f are un punct fix.

Solutie
Fie functia g: [—a,al =R , (x) = f(x)— x,(V)x € [—a,a].
Deoarece |f(X)| < a,(V)x € [—a,a] =

gla)=f(a)—a=0si: g(—a)= f(—a)+ a = 0 de unde se obtine:
gla)g(—a) = 0.

Daca g(a) = 0 sau g(—a) = 0, atunci punctual fix este X = @ sau X = —d.
Presupunemca g(ajg(—a) < 0.

Cum geste continua pe [—@,¢] = (3)c € (—a,a) asaincat g(c) = 0=

= f(c)—c= 0= f(c) = c, adica fare cel putin un punct fix.

Problema 14.
Fie f,g doua functiif: R— Rsi g:[0,+00)— [0,+00) Daca fsi g indeplinesc conditiile:
1. g este crescatoare ,g(0) = 0, g continua in x = 0;

2. [f)-fl=glx—yD,(¥x,y ER;
3-3}31;&—9(1’)) > |f(0)]

Atunci functia f'are un punct fix.

Solutie
Functia f este uniform continua pe [R.

Intr-adevar, (V)& > 0,(d)d, > Oasaincat (V)x,vE€ R, |x —y| <&, =
=|fx)—fMI<e

13
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Deoarece geste continua la dreaptain ¥ = 0'si (0) = 0, obtinem ca

(V)g = 0,(3)55 > 0 asa incat (V)t_,() =t< (55 = |g(t)| < £

Fie € = 0 arbitrarsi fie %,y € Rcu |x —y| < &,
Tinand seama de inegalitatea:

lIF Ol = 1FI| < 1F ) — FO)I =
- ||f(.&)| — |fi_}’)|| = g(lx—vy|),deunde,pentruy = 0 =
= |IF G- 1F(0)]| = g(x]) .adica |[f (O < |F(0) | + g (Ix]).
Deoarece: ,lim,_.,(x — g(x)) = |f(0)]|,(@)a € R,a > 0 asa incat
a—g(a) > |f(0]]sau gl@) +|f(0)|<a
Functia geste crescatoare, deci pentru orice |X| = a@,avemg(|x]) + |f(0)] = a
Atunci rezulta ca: |f(x)| < g(lxD) + [f(0)| = |x|=a,V)|x|=<a

Din faptul ca functia f este continua pe Rsi|f(x)| < a, (V)|x| = a, conform problemei
anterioare se obtine ca f are un punct fix.

Problema 15.
Se considera o functiec fFIR— R asa incat
lf ) —fMl<{Ix—y(Mxy R
Sa se arate ca:
1. (F)u € Rasaincat |x| = uimplica |f(x)| = a,

2. [ are cel putin un punct fix.

Solutie
Aceasta problema reprezinta un caz particular al problemei anterioare.

Astfel, drept functie g:[0,+o0)—s [0,+0), g crescatoare ,g(0) = 0,

g continua la dreapta in X = 0 vom lua functia g (x)= ﬁ
Ipoteza problemei coincide cu punctul “2”, iar conditia

lim (x — g() > £ (0)|

este indeplinita.

Problema 16.
Fie .IR—R cu proprietatea ca (4)A € [0,1) asa incat
IfC)—fMI = Ax—yl,(Mxy € R

Sa se demonstreze ca f'are un singur punct fix.

Solutie
Din ipoteza rezulta ca feste continua.

Relatia din ipoteza: |f(x) — f(¥)| = Alx —y|, (V)x,y € R, devine pentruy = 0:

14
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IfG) —fO)| < Alx|,(W)xE R=
—Alx| = f(x) — F(0) < A|x|,(V)x € R=
= —Ax|—-x+fO)=f(x)—x=Ax]|—x+F0),(V)xE€ R

Trecand la limita in dubla inegalitate, se obtine:

[lim (f () =] [Im(f(x) —x)] < 0=

=>E§)CE R asa incat fgr(C)— c=0=f(c)=c,
adica fare cel putin un punct fix.
Presupunem ca (3)¢; , ¢, € R, ¢, # ¢, ,asaincat f(c;) =4, f(c,) =,
Atunci:
les—cal=1f(cy) —fledl = Aey—crl=2 21,

ceea ce contrazice ipoteza.Se obtine astfel ca punctual fix este unic.

Problema 17.
Fie FIR— R o functie cu urmatoarele proprietati:

I fof=1g

2. f nu contine puncte fixe.

Atunci functia fare cel putin un punct de discontinuitate intre @ si f (@), pentru orice

ae R.

Solutie

Fie a€ R, arbitrar, fixat.

Deoarece fnu contine puncte fixe, avem f(a) # @, sideci f(a) < asau f(a) > a.
Fixam f(a) < a.

Presupunem prin reducere la absurd ca f este continua pe [ F (a),a).

Consideram functia - R—R, g(1) = f(x) — v, (V)x € R,

Avem: g(f(a)) = f(f(@))—f(a) =a— f(a) > Osi
g(@=f(a)—a<0.

Cum geste functie continua pe [f(@), a] = (I)c € (f(a),a) asa

incat g(c) =0=f(c)—c=0= f(c)=rc.

Concluzia la care s-a ajuns contrazice ipoteza “2”, deci functia fare cel putin un punct de
discontinuitate intre f (@) si a.

Problema 18.

Sa se arate ca nu exista functii continue [: [a,b] — [a, b] astfel incat:

f(@N[a,b]) € R\ @ si f((R\ @)N[a, b)) € Q.

Solutie
Presupunem prin reducere la absurd ca exista o functie f ce indeplineste cerintele
problemei . Atunci functia are cel putin un punct fix, adica

15
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(I)c€ [a,b] asaincat f(c) = c.
Daca ¢ € QN[a,b] = f(c) e R\ @ =c € R\ Q ,contradictie;

Daca ¢ € (R\ @)N[a,b]) = f(c) = c € Q, contradictie.

Atunci presupunerea facuta este falsa= (ﬁ) functii cu cerintele date.
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4.CONVEXITATE SI GATEAUX- DIFERENTIABILITATE
PETRACHE ADRIANA*
1. Convexitate

Fie V si W doua spatii vectoriale.
O multime V(multimea vectorilor), impreuna cu o multime K (corpul de scalari), o operatie

o mn " . . o ee o mon . . . .
notatdi ~+  (adunarea vectorilor) si cu doud operatii - (inmultirea cu scalari a vectorilor si
inmultirea scalarilor intre ei), este spatiuvectorial daca indeplineste urmatoarele conditii:

1. (V,+)este grupcomutativ
2. (K, +,)este corp comutativ
3. Inmultirea cu scalari are urmatoarele proprietati:

e Va, peKsiu €V, avem: (- pB)-u=a- (ﬁ - U)(asociativitatea)

e YU €Vavem 1-u = U, unde 1este elementul neutru la inmultire din K

e VYa€K,Vu,v€EV avema-(u+v)= a u+ a-v (distributivitatea 1)
« Va,f € K,Vu€V, avem(a + ) - U. (distributivitatea 2)

Definitie 1.1: (i) Aplicatia f:V — W se numeste aplicatie liniard dacd si numai dacd sunt
indeplinite urmétoarele conditii:
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(1) aplicatia f este aditiva, adica:
Vu,v €V, flu+v)= fQu) + f(v);
(2) aplicatia f este omogena, adica:

Va e R,Vu eV, f(au) = af (w).

(i1) Aplicatia S: V-Rse numeste subaditiva (respectiv supraaditivd) daca si numai daca:
Vu,v € V,s(u+v) < s(u) +s(v),
(respectiv Vi, v € V, s(u + v) = s(u) + s(v)).
(iii) Aplicatia S: V' = IR se numeste pozitiv omogeni daci:

Va € (0,),Vu € V,s(au) — as(u).
Aplicatie 1.1: Se considerd functia f:IR = R, f(u) = u +2,Vu € R. Si se arate cif
verifica relatia:
flau+ (11— a)v) = af(uw) + (1 —a)f(v),Va € R.
Rezolvare: Folosind enuntul dat, avem:
fleu+(1-a)v)=au+(1—a)v+2=a(u+2)—2a+ (1 —a)(v+
2)-2(1-a)+2=au+2)-2¢c+(A-a)@w+2)—2+4+2a+2=
au+2)+(1—-a)w+2)=af(wW+(1—a)f(v)

b

adicd ceea ce trebuia aratat.
o . 1 5
Exercifiu propus: Se considerd functia f:R = R, f(u) = JuU— 1,Vu € R. Si se arate

ci f verifica relatia:

fleu+ (1—a)v) =af(w) +(1—a)f(v),Va € R.

Definitie 1.2: O functie f:V — (—00, +00] se numeste convexi daci:

fleu+ (1—-a)v) <af(w) +(1—a)f(v),Vu,v € V,Va € (0,1).

Definitie 1.3:0 multime nevida AcR*,n€ Nse numeste convexa daca:

Vu,v € A, [u,v] ={au+ (1-a)v:a €[0,1]} c A.

Observatiel. 1: Multimea vida este convexa.

Fie, in continuare, A5 i A doud mulimi convexe, A;,4; € R",n € N*, @ € R,
Propozitie 1.1: In ipotezele stabilite mai sus, urmatoarele afirmatii sunt adevarate:

(). A, + A, ={u+v:u€ A,,v € A, Jeste multime convexa;

(ii). @A = {au:u € A} este multime convexa.

Proprietdti elementare ale functiilor convexe

a). Dacif este o functie convexd, atunci €PLf este o multime convexi in ¥ X [, unde
epif ={(v,a) EVXR;f(v)<a}Va€eR

Observatiel.2: Reciproca afirmatiei anterioare este adevarata.

b). Dacif este o functie convexd, atunci V& € I, multimea [ f < @] este convexd, unde
[f <al=ueV;f(w <aj,

iar V este spatiu topologic (adicd o mulfime pe care s- a definit o structurd pe baza céreia se

definesc notiunile de vecinatate, convergenta si limita).
Observatiel.3: Reciproca afirmatiei anterioare nu este adevarata.

¢). Dacif si g sunt functii convexe, atunci f + g este functie convexa.
d). Daci(f;);e; este o familie de functii convexe, atunci functia
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f(u) = sup;, f;(w)
este convexd, unde I este o multime arbitrari.
Definitie 1.4: Spatiul V se numeste con convex de functii dacaVf,g € V,Va € R}, avem
[ty €EVsiaf €V,
2. Gateaux- diferentiabilitate

Fie f=(fi, -, fm)ACR" > R™ si u€ IntA (unde INtA reprezinta interiorul
multimii 4 € IR™, adicid multimea punctelor interioare ale lui A; un punct 12 € R™ este
punct interior al multimii A < R"™ daci existd un interval deschis ((1, b) astfel incat
u € (a,b) c A.

Fie V € R"™ un vector pe care il vom numi directie.

Consideram functia

gv:A, > R™,g,(0) E f(u+tv),
unde 4, = {t € Riu +tv & A},
Definitie 2.1: Spunem ci functia f este derivabild dupa directia 1 in punctul U, daci g, este
derivabila in ty = 0.
Vectorul (numdr real in cazul M = 1)

9.()—9,(0) . flu+tv)—fu)
t

t—0 t

gu(0) = lim
—0
97 (u)
t_‘|
Definitie 2.2: Spunem ci functia f: A © R™ — R™ este diferentiabild Gateaux in U € A,
dacif este derivabild dupa orice directie?? € R™ in U.

d
Aplicatia @, f:R" = R™,d,f(v) = f;(uj se numeste diferentiala Gateaux a functiei f

17

se noteazd cu si se numeste derivata dupd directia 17 a functiei f in punctul U.

in punctul U.

Dacif: A € R™ = R™ este diferentiabild Gateaux in U € A, atunci f este continui
Gateaux in U.

O aplicatic f = (f;, .-, frn): A € R™ = R™ este diferentiabila Gateaux in U € A daca si
numai dacd toate componentele sale (f;).—15; sunt diferentiabile Gateaux in U. Are loc
relatia:

A f()=@.fi(v), ., 2,.[f.,0)).

Exemplu 2.1: Fie f:R*® = R, f(x,y,2) = x - V- Z. Si se calculeze diferentiala Gateaux a
functiei f in punctul w = (2,3,1) dupi directia v = (1,2,1).

Solutie:Derivata dupd directia U a functiei f in punctul U este:

af (uw) : Fluttv)—f(u) . f2+t3+2t,148)—f(2.3.1)
. 7.7, . 3 2 £ .
lim, o ZEHOA20 _ iy 2EEEE  lim, o (267 + 9t +13) =

13
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Pentru a determina diferentiala Giteaux a functiei f intr- un punctid = (Uy, U5, U3 ), s€
considerd un vector arbitrarl? = (V4,V,,V3) si se calculeazi derivata dupd directia U a
functiei f in punctul U.

Atunci avem:
af(w) li Fluy +03 AU +E0s Ug +ivg ) — F1y Us Uy ) A
=R i " i

=u1'u2'173 +u1'u3'v2+u2.u3'

F—0 = lim,_,q

flustv) —f(uw)
E

(uy +tvy Jlug+t v )-(ug +tvg )1y usug

L

lim,_,
Uy

Rezultd cad, f(V) = Uy~ Uy " V3 + Uy "Ug - Vy + Uy " Uz - V4.

Diferentiala Gateaux a functiei f inpunctulu = (2,3,1) este:

0,31 R® 2 R,00,31)f (V) = 6v; + 20, + 30, Vv = (v4,0,, V)€ R2.

in cazul nostru, daci ludm U = (1,2,1), atunci obtinem:

03 0f(1,21)=6-1+2-2+3-1 =13

Exercitii propuse:Sa se calculeze diferentiala Gateaux a urmatoarelor functii in punctul U
dupa directia V:

a).

fR>Rf(xy)=2x*4+3-x-y*+5-x—2-y,u=(1,2) ER%,v =
3,3)

bf:R? >R f(xy) =x-y°u=(12) € R*,v = (2,2);

c).
fR->Rf(x,yz)=3-x*y+x-y-z+x-(1—2),u=3,11),v=
(1,2,1);

d).
f): R R flo,y)=(-yv,x*+y,3-x—2-v),u=(2,5€R%v=34).
Raspuns: a). 01 5)f(3,3) = 99;

b). 01,2 f (2,2) = 40,

¢). 0z, 00f (1,2,1) =79;

d). 0.5 f (3,4) =(23,16,1).

Operatii cu functii Gateaux- diferentiabile

Dacif, g: /4 © R" — R™ sunt Géteaux- diferentiabile in U € A°, atunci f + g si af
sunt Gateaux- diferentiabile in U cu:

0,(f + g)(v) = 9,f(v) + 0,5 (v),

d,(af)(v)=ad, f(v),Va € R, Vv ER".

Observatie 2.1: In cazul M = 1 i g (u) # 0, functia ! este Gateaux- diferentiabila in U si
Y

0y (ﬁ) (v)= i(u} [gw)a,f(v) — f(wad,g()]

9.2

Exemplu2.2:
Fie
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fLgR*-R f(x,y)=x-y-1gxy)=C+1)-+1),u=(35),r=
(2,1

. Sé se calculeze diferentiala Gateaux a urmatoarelor functiilor in punctul U dupa directia 1:
a). f i g;

b). f +g;

o.af ,Va eR

Solutie: a). Derivata dupa directia 17 a functiei f in punctul U este:
f(3+2t,5+t)—f(3.5)

af (w) lim fluttv)—f(u) lim
v =0 t o t=0 . t
lim, o S22 iy, 25 i, (2t +13) = 13

Pentru a determina diferentiala Gateaux a functiei f intr- un punctid = (U, U, ), se

considerd un vector arbitrarl? = 1:171, 17,) si se calculeaza derivata dupa directia 17 a functiei

f in punctul .
Atunci avem:
af (uw) o um;_,o ffu+tv:—f(u:} Al limt_,c f(’u1+tv1.u=+:v=']—f(u1.u=} _
v
. (uy +tvy Jlug+tvy )—1—uy uy+1
lim,_, =Uy "V + U D,

+

Rezultd cid, (V) = Uy - Uy + U, - Vy.

Diferentiala Gateaux a functiei f in punctulut = (3,5) este:

A5 R2 = R, 5 f () = 3w, + 5oy, Vv = (v,,17,)€ RZ
in cazul nostru, daci ludm U = (2,1), atunci obtinem:

By f(21)—5-243-1— 13,

Derivata dupad directia 7 a functiei g in punctul U este:

dg(u . (u+tv) —a(u . (3+2t,5+t)-g(3.5

z;( ) _ hmt_.og t a( )=hmt_.og 2 : g(3.5) _
1_1

. B+2:+1)-G+t+1)-(3+1)(5+1) . 2t +16t

li =lim, ,———

t—0 +

= lim,_,(2t + 16) = 16

Pentru a determina diferentiala Gateaux a functiei g intr- un punctit = (u,,u,), se
considerd un vector arbitrarl? = (Vy,7) si se calculeazi derivata dupi directia U a functiei

g in punctul U.
Atunci avem:

dg(u) Ii glu+tv) —g(u) — 1 gluy +tvy us +tv, )—glug us) .
e t—=0 . — Mg, : =

. (g +tvy + 10 (s +tvo +1)— (g + 1) (u, +1

llmt_—_,o 1 1 2 2 L (' ]=u1'122+u2'171+v1+??2

s

Rezultd cad,g (V) = Uy - Vy + Uy - V4 + V4 + V5.
Diferentiala Gateaux a functiei g in punctult = (3,5) este:
)E R%
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in cazul nostru, daci luam v = (2,1), atunci obtinem:

b).Derivata dupd directia 17 a functiei f+g in punctul 4 , unde
S+ =/(,y)+ygy)=x-y—1+G+1D)-(y+1)=2-x-y +
x+y
, este:
a(f-;g}(u} —lim,_, (f+g]fu+t1,:—(f+g)(u} _ h.mt_’oiﬂg}( 3+2t.5:ﬂ—0"+g)(3.5}=

v
lim,_, 2-(3+2t)-(5+:)+3+::+5+t—2-3-5—3—5 — lim,_, 4t2:29t = lim,_o (4t + 29) =
20=13+16="024 %%

Pentru a determina diferentiala Gateaux a functiei f 1 g intr- un punctu = (uUy, U, ), se
considerd un vector arbitrarl? = (V,V) si se calculeazi derivata dupa directia U a functiei
f + g in punctul u.

Atunci avem:

A(f+g)(w) —lim,_, (F+g)dlu+tv)-(f+g)w) _
ov i t

lim,_, (f +9) (uy +tvy up+tvp)-(f+g) (g uz) _

t
2(uy +004 (g +TV, MUy +TV) +Us +TVy — 27Uy "Us —Ug —Us

t

lim,_, =2-U"Vy,+2-U,-

v, +vy +v,

Rezultd cad, (f + @) () =2-U -V +2-U, -V + Uy + 1,5,

Diferentiala Gateaux a functiei f + g in punctulit = (3,5) este:

05 (f+9):R* >R dgsH(f +9)w)=6v,+10v;, + vy +v, =11v, +
Tv, = 0,5 f (V) + 03,5g (W), Vv = (vy,1,

)E R2

In cazul nostru, daci luim v = (2,1), atunci obtinem:

0 (F+9)(21)=11-2+7-1=29=13+16 = 035 (2,1) +
03,59(2,1)

c). Derivata dupid directia UV a functiei @f in punctul U, unde

af( x)=a-f(x)=a(x-y—1),este:
daf)w) _ lim (af)u+tv) —(af)(u) — lim (@f)(3+2t,5+t)—(af)(3.5) _

v £ 0 t 0 ¢
. {(3+28)-(5+t)—a—a-3'5 . 2at®+13at .
lim,_, = - i +“=lmtﬂo%=llmtﬂo(2at+13a)=
5F 1
13q = q - L™
dv
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Pentru a determina diferentiala Gateaux a functiei @f intr- un punctid = (U, U, ), se
considerd un vector arbitrarl? = (U, V) si se calculeazi derivata dupa directia U a functiei
f in punctul U.

Atunci avem:

d(af)u) _ lim (af)(u+tv) —(af)(u) ~ lim (af) (uy +tvy us+tv )-(af) (uy us) _

av t -0 t »0 £

=ﬂ!‘u1'i72+ﬂ!‘u2'vl

a-(uy +tvy Mlu, +tv, J—a—au, u, +a

lim,_, -

Rezults cad,(af ) (V) =a-uy-vy, +@ - U, - V4.
Diferentiala Gateaux a functiei @f in punctultt = (3,5) este:
O(a,s](”f)3R2 = R, 0,5« )W) =a-Bv, +5vy) =u- 04,5/ (v),Vv =
(V4,7
)E R2,
in cazul nostru, daca luim ¥ = (2,1), atunci obtinem:
a(g’sj(af')(z,l) = - (5 - 2 +3 - 1) == 13“ = - 6(3,5)f(_2,1i|.
Exemple de functii Gateaux- diferentiabile in (0,0)
3

a). f:R? = R, f(x,y) == —. daci(x, ) # (0,0)

0, daca(x, y) = (0,0),
cu derivata:

3
g(a,b) =)=, daci(a, b) # (0,0)
OadaCé(al ‘b) = (0!0),

unde functia g nu este aplicatie liniara.
Observatie 3.2: Functia [ este continua in (0,0).

bf:R = Rf(0)) = | 222 daca (x3) # (0,0)
0, daca (x, }f) = (0,0),

cu derivatag (a,b) =0 pentru toti (a, b), care este o aplicatie liniara.
Observatie 3.3: Functia f nu este continui in (0,0).

o.f:R*> R, f(x,y) :y JXZ+ 92 daca(x, v) # (0,0)

+v2

0, daca(x, y) = (0,0),

cu derivatag (a, b) =0 pentru toti (a, b}, care este o aplicatie liniara.
Observate 3.4: Functia f este continua in (0,0).
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5. PROBLEMA LUNII FEBRUARIE 2012
WWW.MATEINFO.RO

ate njfo ro

Lt

Fie P un punct interior triunghiului ABC. Dreptele AP, BP, CP intersecteaza laturile opuse
respectiv in 4, By, C). Se noteaza
BA, p CBy, m

ACG; n

AC n BA p CB m
unde m, n, p sunt numere reale strict pozitive. Prin punctul P se duc dreptele 4,55, B,Cy,
C, A5 paralele respectiv la laturile 4B, BC, CA, cu A5, A3 € [BC], B;,B; € [CA], C;,C; €
[AB].
Sa se demonstreze ca :
AA; BBy G0

mBC nCA pAB’

Prof. Manescu Avram Corneliu

Solutie autor: Triunghiurile ABC si PA, 43 sunt asemenea, deoarece au laturile paralele, iar
AA,;

raportul lor de asemanare este egal cu . Din relatia lui van Aubel se obtine

,
AP AC, ABi_n+p_n+p
PA, GB B.C m m m

Se deduce
AAy AP n+p m+n+p

+ 1= = —)
PA, PA, m m

de unde

AzA; _ 1

mBC m+n+p

Din motive de simetrie, rezultd ca si celelalte doua rapoarte au aceasta valoare, ceea ce

incheie demonstratia.
Observatie. Dacim = BC?, n= CA? p = AB? atunci P = K (punctul lui Lemoine),
punctele A,, A5, B,, B4, C,, C3 sunt conciclice (primul cerc Lemoine), iar segmentele
interceptate de acest cerc pe laturi sunt proportionale cu BC*,CA*, AB?,
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ALTE SOLUTII:

1. Prof. Codreanu Ioan Viorel, Sc. cu cls. I-VIII Satulung, Maramures

Din P4, || AB rezulta ZPA,A, = ZABC (corespondente) (1).
Din PA, || AC rezulta ZPA,A, = ZACB (corespondente) (2).
Din (1) si (2) rezultd APA, A,~AABC . Analog AB,PB,~AABC si1 AC,C;P~AABC . Atunci

au loc egalitatile

PA, A4, _PA,

3)
AB  BC AC
B.P _PB BBy
AB  BC  AC
C.C, PG _PC, (g

AB  BC AC

Din PC, || BA, aplicand teorema fundamentald a asemanarii in A4B4, rezulta

AP PC, AP PB

AAPC,~AAA B de unde obtinem — = (6). Analog —=—2 (7).
A4 BA, A4 C4,
PC, PB BA PC
Din (6) si (7) obtinem —2 = —2 si cum —+ = P requlta =3 =2 (8). Analog
B, C4, C4, n PB, n
PB n
1= (9).
P4, m

PB B.B
Din (3) si (4) obtinem —=- 4B _ B,B; BC
AB P4, AC A, A4,

si folosind (9) rezultd

A2A3 _ B2B3
mBC nAC

P
Din (4) si (5) obtinem L2, BC _ 6.6 AC
BC PB2 AB BZB3

(10)

si folosind (8) rezulta

B,By, _C,C,

= 11
nAC  pAB (b

Din (10) si (11) obtinem rezultatul problemei.

2. Prof. Gheorghe ROTARIU — Grupul Scolar ,,Al. Vlahuta” Sendriceni, jud. Botosani
25
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Pagii de parcurs 1in rezolvarea
problemei sunt urmatorii:

1. 1. Vom rescric egalititile din
concluzie cu ajutorul teoremei lui
Thales si a teoremei lui Gergonne.

2. 2. Vom aplica relatiile Iui Van Aubel
pentru punctul P interior triunghiului

ABC.

Vom considera primul raport din

) A, A4
concluzie: —2—3 .

Relatii analoage
mB

vom avea, In mod similar, si pentru celelalte doua rapoarte ale concluziei.

(1)

A,A; BC-BA,-CA,

mBC mBC
B4, C P Cc,P
——=B4,=——-BC (2)
BC C,C c.C
CA B P B, P
In triunghiul BB,C avem 4,P||CB, = —>=—1"=(C4,=—1"-BC (3)
CB BB BB

B
Inlocuim (2) si (3) in (1) si obtinem relatia ( 4 ):
P

M(l_clp B

AP
A2A3 _BC—BAz—CA3 B CIC BIB JTeorema_Gergonne AIA B AIP (4)

mBC mBC m/BC/ m mA A

Analog avem si egalitatile:

e (O
CACJ‘;= CCPC (6)
p p

Asadar, concluzia problemei devine:

4,4, BBy _C,Cy AP _ BP _ CP

mBC  nCA  pAB  mA,A nBB pC,C’

Vom aplica acum relatiile lui Van Aubel pentru punctul P utilizand si rapoartele din ipoteza.
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AP_AC1+AB, _n.p_
P4, C,B BC m m
AP 1 1

mA,A _7‘ m+n+p - m+n+p

n+p AP m A4,P m
= = = = =

m AP _n+p AIA_m+n+p

BP BC, BA, m p m+p B/P n B,P n

PB, CiA AC n n n BP m+p BB n+m+p
Br 1 A 1

= = = (8)
nB,B / m+n+p m+n+p

cp C4, CB, n m n+m C,P p C,P p

PC, AB BA p p p CP m+n C,C p+m+n

pC,C _7.m+n+p N m+n+p

I S S (9)

Relatiile (7 ), (8) si (9) rezolva cerinta.
Observatie. Teorema lui Gergonne si Relatiile lui Van Aubel au fost prezentate in cadrul

rezolvarii problemei lunii ianuarie.

3. Prof. Oprita Elena, Grupul Scolar "Al. Vlahuta" Sendriceni, Jud Botosani

Din faptul ca dreptele 4,B,, B,C;, C, A4, paralele respectiv la laturile 4B, BC, CA rezulta
PC,BA4,, PB,CA,, AB,PC, sunt paralelograme, deci avem
[PC,]=[4B,].[PB,]=[4C,].[PB,]=[C4,].[P4,]=[B,C],
[Pcz]E[BAz]s[PAz]E[Bcs]'
in triunghiul a4BA4, cu PC, || B4, aplicam teorema lui Thales si obtinem
AP AC; PC,
A4, AC B4’
In triunghiul 24 CA4, cu PB, || A C aplicam teorema lui Thales si obtinem
AP AB, PB,

(1

A4, AC  AC’
Din cele doua relatii si relatia (1) obtinem
AC PPy 1 adies S 2 4B _AC (o)
B4, PC, p B4, p AC, 4B

In aCAC, cu PB,||AC, aplicim teorema lui Thales si obtinem
CP CB, PB,
CC, CA AC,
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in aCBC, cu P4, ||BC, aplicam teorema lui Thales si obtinem

CP CA _ P4,
CC,  CB BC
Din cele doua relatii si relatia (1) obtinem
BC, _ P4, Mmoo i VBC _ESICB :_()
AC PB n’ AC, n CA, CB

In mod analog, aplicim teorema lui Thales in aBAB, cu PC, || AB, si obtinem
BP BC, PC,
BB, BA 4B,

1
BP BA; PA,
BB, BC CB,
Din cele doua relatii si relatia (1) obtinem

CB, _ P4, _m . . B,C m BC, 4B

—, adic =— i —2="(4).
AB PC P AB;, p B4, BC

siin aBCB, cu P4, ||CB, avem

Aplicam teorema lui Thales in aC,B4, cu PC, || B4, si folosind relatiile (1) obfinem

GG BA2 B4, s

C B BA,
In aA4,CB,, P4, ||CB, aplicim teorema lui Thales si obtinem

4,4, _B,C BC 6.

A C CB
R PO AB
In aC,BA,, PC, || B4, = GG _G 2(7)

C,B PA B C

. A4, AP .
In aA4,BC,,PA, ||BC, = _C5, (8) si

AB  PC, AB,
B,B, ® 4
aB,AC,,PB,||AC, = 5 iCP ZAE()

Din relatiile (2)-(9) obtinem:

A2A3 _ Bsz _ C2C3
mBC nCA pAB’

4. Prof. Biro Istvan, Sinnicolau Mare, jud. Timis

Folosind proprietatile triunghiurilor asemenea obtinem:
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AC, _CC,

ACAC1 R CB3P = [
PB, CP - PB; _AC, _n '
CBC, ~, CAP = BC, _CCG P4, BC, m
PA S CcP

CB, BB,
P4, BP _ P4 _CB _m
AB, BB, PC, 4B, p
PC, BP
Pe de altd parte din asemanarea triunghiurilor PA4,A4,, PB,B,, PC,C; si ABC avem:
Ad,_PAy

BC 4B _ A4, _BC P4, _mBC _ 44, BB
B,B, PB, B,B, AC PB, nAC  mBC nAC
AC 4B

\BCB, ~, BAP =

\BAB, ~, BC,P =

A2A3 _ BZB3 _ C2C3
A, 4, PA, mBC nAC  pAB~

BC  AC _ A4 _BC P4, _mBC _ 44, GG
C,C;  PC, C,C;, 4B PC, pAB  mBC pAB
AB  AC

5. Prof. Pacurar Cornel-Cosmin,Blaj,judetul Alba

Fie ke R—{—1] astfel ca AP = kPA, ,in AAA.B, PA,||AB aplicand teorema lui Thales obtinem

kA.A1=> _m in AAA,C, PA,||AC aplicand teorema lui Thales obtinem

CAs = kA 4, =T5 = FCHkA

1+x

o — _Tc—rp _ 1 BC AjAg 1
m = =—Bl—> 25—
Ave ApAg = Ta, —Ta, 1+x  1+k BC 1+k

In AAA, C,punctele B,P,E, sunt coliniare, aplicind teorema lui Menelaus obtinem

—-'é-—=1zk~'+';=1 (1).
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. In pilmin 1 m
1),(2) =2k —=1= k=22 =k+1= = —= :
Din ( )'( ) k p+n 1 k m k+l m k+1 p+min
. ALA, 1 .1 m AAL m AA; B,B; 1
—_— _— : = = . —_— =
Din EC 1+k $1 k+1 p+m+n EC p+m+n mBC p+m+n Analog nCA p+tm+n st
C:Cs 1
pDAB ptm+n’
. A 1 BE,B 1 . CqC 1 ALA BE,B c,C
Din 2222 = , —= = si—=== deducem —=—%f=-—22%=_-2F
mBC ptm+n nCA ptm+n ° pAB ptmin mBC nCA pAB
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