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1.APLICATII ALE ANALIZEI MATEMATICE IN GEOMETRIA IN SPATIU (8)

Prof. Poenaru Dan, Colegiul Economic ,,I.Pop” Cluj-Napoca

Aplicatie

Se da piramida patrulatera regulata VABCD cu
latura bazei AB = a avand inaltimea OV de
lungime variabila (AC N BD =0).

Se considera sectiunea in piramida determinata de
unplan « ce trece prin punctual A si este
perpendicular pe muchia CV ; fie si
BVna=E,DVna=G si CVna=F

Se cere studiul variatiei volumului piramidei
CAEFG in conditiile date.

SOLUTIE: Notam OV = x (lungimea variabila a indltimii piramidei) .

Mai intdi AF,VO c (ACV) deci AF si VO sunt concurente; fie M = AF nVO
De asemenea M e (AEG)si M € (VDB) = M € (AEG) n (VDB) =GE .
Din M e AF, M eVOsi M eGE=M = AF nVONGE.

Se demonstreaza ugor ca sectiunea este un patrulater
compus din doua triunghiuri isoscele de baza comuna (GE );
astfel AF L GE si deci patrulaterul AEFG este
ortodiagonal ceea ce permite un calcul convenabil al ariei

AF -GE

sianume A = 5

Din CF L (AEF) = CF este indltimea
piramidei CAEFG si astfel volumul este

_ AAEFG -CF

CAEFG 3

Din triunghiul dreptunghic VOC se obtine

2 2 2
cv = No?+0C? = /xh[a*fJ _ “2X\/§+a
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Calculand aria triunghiului VAC in douad moduri se obtine AF = e
V2x® +a’

Din triunghiul dreptunghic AFC se calculeaza

2 2
CF =+/AC? — AF? = (aﬁ)z—( 22 j a2
V2x* +a’ V2x* +a’
2
Din asemanarea triunghiurilor AOM si AFC = oM = A9 =0M = a
CF AF 2X
2 2
Din asemanarea triunghiurilor VGE si VDB = GE = M = GE = %/EL;M
DB VO 2X

Tecem la calculul ariei bazei

2ax av2(2x? - a?)

_AF-GE _2x?1a’ 2x? _a’y2(2x* -a?)
AEe 2 2 2xy/2x* + @’

n final volumul este

a’v2(2x’-a%)  a’2
C Auere CF  2x/2x?+a?  W2x2 +a? :i. 2x% —a?

CAEFG 3 3 3 x(2x%+a?)

Pentru fluidizarea calculelor in studiul propus, vom considera in continuare cazul particular
a = 2, astfel volumul aferent devine:

V 16 2x*-4 16 x*-2
CAEFG 3 x(2x*+4) 3 x(x*+2)

Remarcam faptul ca pentru X € (O,\/E ) triunghiul AVC este obtuzunghic iar sectiunea se
reduce la punctul A, de aceea vom considera x > V2 si astfel se poate construi functia:

fi[V2,+) >R, f(x):%.x(xxz—;zz)
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Preliminarii Tn trasarea graficului: f(+/2)=0, lim f(x)=0= y =0 asimptot orizontali.

—x*+8x*+4

5 >— ; Ecuatia derivatei f'(x) =0 conduce la
(x* +2x)

Derivata functiei este: f'(x) = %

solutia X, =V4+24/5 2291 si f(x,) =§~£;1,13.
3 Ja+2y5

Deasemenea pentru stabilirea sesmnului derivatei putem aduce expresia derivatei la

16 (X" +4+25)(x* +25-4)
3 (x® +2x)°

forma: f'(x) = ; se poate observa ca semnul

derivatei este determinat doar de semnul primei paranteze de la numarator deoarece toti ceilalti
factori sunt pozitivi .

Tabloul de variatie:

X 2 4+245 o
f'(x) e
700

R 222 A A ) BEN N
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2. Solutions for the problems J217, J218, J219 and J221 from Mathematical Reflections —
Issue 1, 2012

By Titu Zvonaru, Coméanesti, Romania
and Neculai Stanciu, Buziu, Romania

J217. If a, b, ¢ are integers such that a® + 2be = 1 and b + 2ca = 2012, find all possible values
of ¢ + 2ab.

Proposed by Titu Andreescu, University of Teras at Dallas, UUSA

Solution:

We solve in integers the system of equations:
a’+2bc=1
b® +2ca = 2012

By subtracting we obtain that: (a —b)(a+b —2c) = -2011, but because 2011 is prime number
we have four cases:

. la-b=-1 b=a+1l b=a+1l

i) = = ,
a+b-2c=2011 2a+1-2c=2011 c=a-1005

and the equationa® + 2bc =1 becomes:

a’+2(a+1)(a-1005)-1=0«< 3a®-2-1004-a-2011=0,

a,, = w which yields:a = -1,b =0,c = -1006.

" -b=1 b=a-1 .

i) a S 2 , and the equation a® + 2bc =1becomes:
a+b-2c=-2011 c=a+1005

a’+2(a-1)(a+1005)-1=0«< 3a” +2-1004a - 2011=0,

a, = w, which yields: a = 1,b = 0,c = 1006.
a-b=2011 b=a-2011

iii) = , and the equationa® + 2bc = 1 becomes:
a+b-2c=-1 c=a-1005

a® +2(a—2011)(a-1005)-1=0 < 3a® —2-3016a + 4042109 = 0, which has not real
solutions.
. a—-b=-2011 b=a+2011
iv) =

a+b-2c=1 c=a-+1005
3a® +2-3016a + 4042109 = 0, which has not real solutions.
From the above we obtain that: c® + 2ab =1006°.

J218. Prove that in any triangle with sides of lenghts a. b, ¢, eircumradins R, and inradius r,

, and we obtain the equation:

the following inequality holds
Vab Ve vea R
- - <14+ —
a+b—c b4+ec—a c+a-—-b r

Proposed by Cezar Lupu, University of Piftsburgh, USA, and Virgil Nicula, Bucharest,
Romania
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Solution:

Let sbe the semiperimeter and S be the area of the given triangle.

Wedenote:s—azﬁ,s—b ls c——andwehave:
2 2 2
_ y+z,b: Z+X,c= x+y,S: X+y+z
2 2 2 2
With well-knows relations we deduce that:
B abcs abc _(x+y)y+2)(z+Xx)
r  4S%  4(s—a)(s—b)(s—c) 4xyz
_XY(X+Y) +yz(y + Z) + 2X(Z + X) + 2XyzZ _1+ Xty y+z z+X
4xyz 2 4z 4x 4y
From above and by AM-GM inequality we obtain that:
R 3 x+y x+y (x+2)+(y+2)
1+—=—+ = 2
_22 (x+2)(y+2) Z2«/2a 2b Z Jab . and the proof is
cyc 4z cyc 8(3 C) cyc 2(S C) cyc a+ b—C

complete.
We have equality ifand only if a=b=c.

J219. Trying to sclve a problem, Jimmy used the following "formula”: log , r = log, xlog, x,

where a, b, = are positive real numbers different from 1. Prove that this is correct only

if r is a solution to the equation log, x + log, z = 1.

Praposed by Titu Andreescu, University of Teras at Dallas, USA

Solution:
We have:
1

log., x=1log, xlog, x =log, xlog, x & ——— =log. xlog, X

gab ga gb ngab ga gb |nga+|ngb ga gb

1 log. xlog, x

@—z|ogax|ogbx@leogaxlongQlogaxHogbx:l,and

1 1 log, x+ log, x

log, x log, X
we are done.

J221. Solve in integers the system of equations

Ty——=xyz+1
ry 3 Ty

T
z——=xyz —1
u 3 Ty

T — E = xyz — 9.

Proposed by Titu Andreescu, University of Teras at Dallas, USA
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Solution:

First we note that x, yand z are divisible by 3.

From the first two equations ( by subtracting) we obtain that:
y(x - z)JrX—;Z =2 (3y+1)(x—2) =6, s0 we have:

3y +1le{+1+243,46}= 3y +1le {+1+2}.
It works 3y+1=1 and 3y +1=-2, but because y is divisible by 3 we obtain onlyy = 0.
From the first two equations we obtain x = 3,y =0,z = -3 which verify the third equation.

3. Solutions of the problems 5185 and 5186 from The School Science and Mathematics
Journal (posted in December 2011 other than solutions from March 2012)

By Neculai Stanciu, Buzau, Romania
and Titu Zvonaru, Comanesti, Romania

® 5185: Proposed by José Luis Diaz-Barrero, Barcelona, Spain

Calculate, without using a computer, the value of

=1 : \f, 1 arcts 1 _I_. .t. 1 +, \t. 1 arcts 1 +' .t. 111
Sin | arctan (3) arctan (5) arctan (?) arctan (11) arctan (13) arctan (121) .

Solution:
We denote:

Sl | arctan (3) arctan (5) arctan (?) arctan (11) ArCLaIl (13) Arctan (121)

with k.
First step.We use the well-known formula:

+
arctano +arctan g = arctan{ a ﬁ j , Where off <1.

1-¢
We have:
1 1 4 1 1 2
arctan| = |+ arctan| = | = arctan—, arctan| — |+ arctan| — | = arctan—,
3 5 7 7 13 9
1 111 671
arctan| — |+ arctan| —= | = arctan——.
11 121 610
and

4 2 10
arctan| — | +arctan| — | = arctan—.
7 9 11

Second step. We use the well-known formula:
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sin(a+b) =sinacosb+sinbcosa.
Then, we have by first step that

. 10 671 . 10 671 . 671 10
k = sin| arctan— + arctan—— | = sin| arctan— [coS —— | +sin| arctan—— |cos| arctan—
11 610 11 610 610 11

Third step. We use the well-known formulas:

. X 1
sin(arctan x) = and, cos(arctanx) = :
V1+x? V1+x?
Then, we have by second step that
10 671
Ko 11 1 . 610 1

2 2 2 2
1+ 10 1+ 671 1+ 67l 1+ 10
11 610 610 11
10 11-610 671 11.610

= — + .

11 181737361 610 /181737361
_ 6100 N 7381

13481 13481

=1.
e 5186: Proposed by John Nord, Spokane, WA

k n i Tl
Find & so that f (—Ex - J.TJ) dr = l / (—E.r - 3}) dr.
0 i 2 M a

Solution:
We denote F(x) = J.(—EX-F bJ dx, and we make the changet = —Bx+b = —Rdx =dt, so we
a a a
have:
n n+1 n+l
F(x)=_[ —Ex+b dx=—3_"t”dt=—3~t +constant=—3~i~ —Ex+b +constant.
a b b n+l b n+l a
Therefore:
1 a
FO)ly =5 FOIf,
n+1
C>|:(_%+bJ _bn+l}:£(_bn+l)
a 2
n+l n+1
= (—%4— bj _b .
a 2
For

e n=even, we obtain thatk = a- , and for
2

e n=o0dd, we obtain that kza(
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4. PROBLEMA LUNII APRILIE 2011

Un hexagon nscris Tntr-un cerc de raza r are doua laturi de lungime a, doua laturi de
lungime b si doua laturi de lungime c. Sa se demonstreze ca:

4r3=(a2+b2+c2)r+abc .

Prof. Corneliu Manescu-Avram

Solutie autor : Fie ABCDEF hexagonul inscris in cercul de centru O si de raza r. Pastrand
cercul fix, putem schimba ordinea laturilor hexagonului, deoarece arcele corespunzatoare au
aceeasi lungime. Consideram deci AB=DE =a, BC=EF =b, CD=FA=c.

Din motive de simetrie avem

AD=BE =CF=2r, AC=DF =x, BD=EA=Yy, unde x,ye(0,2r).
Se aplica teorema lui Ptolemeu in patrulaterele inscriptibile ABCD, ABDE, ACDF :
Xy =2br+ac, 4r’=y*+a’ 4r’=x>+c?
Se elimind X, y si se obtine
(4r*-a’)(4r*—c?)=(2br +ac)”.

Dupa efectuarea calculelor rezulta egalitatea din enung.
Nota. Pentru cazul particular a=1, b=2, ¢ =3, problema a fost propusa la Olimpiada Nordica
din 1993, dar solutia data de autor este trigonometrica.

Alte solutii:

1. Profesor Laura Radu, Colegiul de Industrie Alimentara ,,Elena Doamna”, Galati

Unind centrul cercului cu fiecare varf al hexagonului se obtin trei perechi de triunghiuri
congruente.

10
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Atunci unghiurile din jurul punctului O sunt cate doua congruente. Stiind ca cele sase unghiuri
au impreuna 360° si considerand ca £O, = £0O,, L0, = £LO,, £LO, = LO,, atunci

m(£0,) + m(«£0,) + m(«£0,) =180°.

Fara a restrange generalitatea putem desena cele trei
triunghiuri diferite ca in figura alaturata.
Aplicand teorema cosinusului in cele trei
triunghiuri, obtinem:

a’ =2r*-2r*.cosO,

b? = 2r* —2r?-cosO,

c® =2r*-2r?-cosO,.
Adunam cele trei relatii si avem:

a’ +b® +¢® = 6r? - 2r?(cosO, +cosO, +cosO,) =

A

a’ +b® +c* =6r> —2r*(1+4sin %sin %sin %).

Tn fiecare din cele trei triunghiuri , care sunt triunghiuri isoscele,

ducem indltimile din O si aplicam sinusurile unghiurilor %, %, %
Avem: a’ +b*+c¢® = 6r? —2r2(1+4~i~£~£) = a’+b’+c’=4r’ —8r2a—b3C
2r 2r 2r 8r
2 p2, A2 , abc 2 pm2 A2 3
a“+b°+c°=4r'-—— = r@+b°+c’)=4r’-abc =
r

4r® = (a®* +b* +c*)r +abc.
In demonstratie am folosit urmitoarea identitate:

cosA+cosB +cosC =1+4sin§sin%sin% unde A+B+C=r.
Justificare: cos A+ cosB +cosC = 2cos A; B coS A; B +1- ZsinZ% =

=~ 2005280 —C o AB L4 23in2% = 23in%cos A-B +1—23in2% =

A-B . 180 —(A+ B)j
2

=23inE cos —si +1=23inE cosA_B—cosA+B +1=
2 2 2 2

= ZsinS -2sin AsinE +1=1+4sin Asin Esin E .
2 2 2 2 2 2

2. Prof. Oprita Elena, Grupul Scolar ”Al. Vlahuta” Sendriceni, Botosani

Notam cu o masura unghiului la centru determinat de capetele coardei de lungime a,
Cu F masura unghiului la centru determinat de capetele coardei de lungime bsi y masura

unghiului la centru determinat de capetele coardei de lungime c. Din faptul ca laturile
hexagonului sunt congruente doui cite doud congruente rezulti ci o+ B +y =180°. Deci

11
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patrulaterul ABCD care are laturile AB=a, BC =b,CD =c si respectiv AD = 2r este Tnscris
in cercul de raza r si centru O.
Aplicam teorema lui Ptolemeu pentru patrulaterul ABCD inscriptibil avem:
AC-BD=AB-CD+BC-AD

AC-BD=ac+2rb(1)

Aplicam teorema cosinusului in triunghiurile AOAB, AOBC, aOAC obtinem:

2r’—a’ COSﬁ_ZrZ—bz cos _2ri-¢c?
2r* 2r* T

COSx =

In triunghiurile AAOC, ACOD aplicim teorema cosinusului si obtinem:
AC? =2r* -2r*cos(a +)(2)
BD? =2r*-2rcos(B+7)(3).

Scriem relatia (1) sub forma:

AC?-BD’ = (ac+ 2rb)*(4)

Inlocuind in relatia (4) relatiile (2) si (3), obtinem (dupa ce aducem la forma cea mai
simpla) relatia ceruta
ar®=(a’+b’+¢*)r+abc

3. Prof. Codreanu loan Viorel, Scoala Gimnaziala Satulung, Maramures

Fie X,y,z masurile arcelor corespunzatoare coardelor de lungimi a,b, respectiv c. Din teorema

cosinusului avem a® =r® +r? —2r® cosx, dupi care

a® = 2r’(1-cosx) = 4r’sin’ % si analoagele.

. N . X o .
Evident x + y+z =180",si in acest caz Z cosx=1+ 4H sin r Au loc urmatoarele echivalente

ce incheie solutia problemei
4r¥=ry a*+[Jae 4r®=2r*> (L-cosx)+8r°] [ sin g =N

o2 =3—Zcosx+4Hsin§<:> D cosx=1+4] [sin g

4. Prof. Antonie Mihaela Rodica, Colegiul National Traian, Drobeta Turnu-Severin

Fie ABCDEF hexagonul inscris in cercul de centru O si raza r.Daca AB este o latura cu
lungimea a notam cu x masura arcului AB ; x=m( AOB )=2m( ACB) ;analog notam cu y si z

12
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masurile arcelor subintinse de laturile cu lungimile egale cu b respective c.Aplicand teorema
cosinusului in AAOB obtinem a?=r?+r>-2rcosx;analog in triunghiurile cu laturile
r.r.b,respectiv r,r.cavem b?=2r’-2r’cosy , c*=2r>-2r’cosz.

Adunam cele trei relatii si obtinem a?+b*+c?=6r>-2r2(Cosx+CcoSy+cosz) (1)

Deoarece hexagonul are cate doua laturi cu lungimile a,b,c rezulta ca cercul circumscris este
format din sase arce cu masurile:x,x,y,y,z,z(nu conteaza ordinea),deci 2x+2y+2z=360°
X+y+z=180° .

_ _ _ z
cosx+cosy+cosz:2c;osXLZy cosx—zy + 052 =208 5 £ cos X_2y +1-2sin° 5 =
1+23in£(cosﬂ—sin E):1+4sin Zsin Ysin 2 2

2 2 2 2 2

Inlocuind relatia (2) in (1) obtinem a2+b2+c2:6r2—2r2(1+4singsin%sin é) adica

a?+b%+c?=4r*-8r%sin gsin %sin % Inmultim relatia cu r si obtinem
r(a®+b%+c?)=4r>-8r%in gsin %sin z (3)
: : . a a X
In AABC aplicam teorema sinusului: ———~—=2r = ——=2r ,de unde 2rsin—=a
sin(ACB) sin X 2

ai analog 2rsm% =b ,2rsmE = c,relatii care inlocuite in relatia (3) ne conduce la

r(a®+bh®+c?)=4r’-abc,de unde concluzia 4r’=r(a*+b*+c?)+abc.

5. Prof. HRITCU CRISTIAN, Grupul Scolar ,,Regina Maria” Dorohoi, Jud. Botosani

Din suma unghiurilor in jurul unui punct avem:

20+2B+2y=360° = g+fry=180°
Din teorema cosinusului:
a* =r? +r*-2r?cosa, a < 180°
b =7r? +r22rfcosf, B < 180°
c?=r*+r3-2rfcosy, y < 180°
De aici vom avea:
a* = 2r*(1 —cosa) ,a < 180°
b* =2r%(1—cosB),B < 180°
et =2r(1—cosy) .¥ < 180°
Prin Tnsumare:
a’* + b* +¢* = 2r*(3 — cosa — cos f —cosy)=2r*|3 — (cosa + cos ff +cosy) (1)

Dar cosa + cosf8 +cosy +cos(a+ 8 +y) = 4:05@9:05&”:05#,‘?&,3,? ER,

identitate ce se gaseste in manualul de matematica, clasa a-1X-a, Editura Didactica si
Pedagogica, 2004. Atunci:

-
=

) 180°—y  180°—-f 180° — & )
cosa +cosff +cosy +cos180° = 4 cos— Cos > COS > o+Hfty=180°

13
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o
cosa + cosff +cosy +(—1) = 4sin—sin gsmg Jotfty=180°
¥l

a ;
cosa +cosff +eosy — 1+ flsiﬂisiﬁ gsiﬂ }; JoHpH—180°

&
a

Tn AAOM, sin= = %, deci @ = 2rsin=. Analog b = ET'Siﬂg,C = 2rsin®. Atunci
abc = 83 sin?.singsiﬂ L otf+=180°.(2)
Din (1), (2) vom avea :

. . . e [ ' e
(a2 + b2 4+ D)y + abe = 247 [F‘. — (1 + 4.';'1'.1?.5 <in 'E.';';r'.ﬂ. %)] 4 8risin 3 Tf.ﬂ.g 35 g =

S a cx
(a? + b% + ¢*)r + abc = 27 (2 — 4sin—sin Esiﬂt) + 8risin :siﬂ,Esin Yo
2 2 2 2 2 2
S a ' a
(a? + b + c*)r+ abc = 4r® — 8risin E.‘S‘iﬂ gsiﬂ,; + BTES'L'TEESI'R Esin% =

.
41® = (a® + b* + ¢*)r + abe, q.ed
6. Prof.Olah Csaba, Grup Scolar ,,Liviu Rebreanu”, Balan

Se observa ca hexagonul se descompune in sase triunghiuri isoscele — trei perechi de
triunghiuri congruente, cu bazele de lungimi a,bsi ¢ si cu laturi de lungimea razei cercului

circumscris. Daca notdm cu o, 8 Siy masurile unghiurilor determinate de cele doua raze in
triunghiurile cu bazele a,b,c putem scrie: 2(a+ B+y)=2r=a+B+y=x (*).

Calculim cosinusurile acestor unghiuri cu ajutorul laturilor: a®=r?+r°>-2r-r-cosa, de
or? _g2 a2 2

2
o7 =1—?. Tn mod similar cos =1—% si cos;/zl—% (**)

undecos o =

Calculam suma acestor cosinusuri:

COS r +COS 3 +COS ¥ = 2C0S +1-2sin? L = 2cosucosﬂ—25in2g+1=

®
-y

a+ o —
2ﬁCOS p

=sin”
2

_ y=n—(a+p) _
=23inZ cosﬂ—sinZ +1 = 23inZ cosa ﬂ—cosa+ﬂ +1=
2 2 2 2 2 2

=B —a
a+p a-p a+ﬁ+a—ﬁ
2 2 2 2

2

=4sin1~sin -sin +1=4singsin£sinl+1 .
2 2 2

Inaltimile aferente laturilor cu lungimile a,b,c in triunghiurile mai sus amintite injumititesc
unghiurile «, 5 siy (este vorba de triunghiuri isoscele).

a
Atunci singzlzi,in mod similar sinﬁz£ si sinlzi (***).
2 r 2r 2 2r 2 2r

B v

Inlocuim rezultatele din (**) si (***) in relatia cos ¢ +€0s 3 +c0sy = 4sin %Sin Esin §+1, si
obtinem:

14
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X—a—2+1—5+1—i=4il. c +/1,<:>2_a2+b2+cz _ahc|

— =—|r’c
2r 2r 2r 2r 2r 2r 2r 2r |

4r® —(a2 +bh?+ cz)r2 —abc adica 4r° = (a2 +b% + cz)r2 +abc ce trebuia demonstrat.

15
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7. Prof. Pacurar Cornel Cosmin , Col . Nat. “I.M. Clain “, Blaj

Solutie:Fara arestrange generalitatea rezolvarii consideram hexagonul ABCDEF inscris in cercul
C(0,r), cu AB=BC=a,CD=DE=b,EF=FA=c.(Celelalte cazuri se trateaza analog).

Din ABCDEF finscris n cercul €(0, r) rezulta OA=0B=0C=0D=0E=0F-=r.

Din OA=0B,0B=0C,AB=BC rezulti AAOB=ABOC, de unde rezulti m(£A0B)=m{£B0C)=a.
Analog m(#COD)=m(#DOE)=P si m{£EOF )=m{£F0A}=y.

Din ZAOEB, £B0C, £C0D, £DOE, ZEOF, 2F0A unghiuri in jurul unui punct rezulta 20+2p+2y=2m, de
unde rezultd a+p+y=mn.

Aplicand teorema cosinusului in AAOB obtinem a*=2r*(1 — cose), analog obtinem

b*=2r*(1 — cosf3) si ¢*=2r*(1 — cosy).Tinind cont de ultimele trei relatii avem

4r3=(a’ + b* 4 c*)r+abc echivalent cu

4r3=2r? [3 —cosa — cosff —co S‘r’j+1~l.'f3r5[ 1— cc.ga] [1 — cosﬁ] [1 — CDS"#‘],

echivalet cu 4r*=2r*(3 — cosa — cos — cosy +2r?,/2(1 — cosa) (1 — eosB) (1 — cosy),
echivalent cu 2=3 — cosa — cosf — cosy+,/2(1 — cosa) (1 — cosB) (1 — cosy) ,echivalent cu
cosa+cosPtcosy—1=/ 2(1 — coser) (1 — cosf) (1 — cosy) ,echivalent cu

cosa+cosp+cos(m — (a+ B]]—l:wlllz (1 — cosa) (1 — cosB) (1 — cos(m— (ax+ B])) ,echivalent cu

[
cosatcosp—cos(a + [3]—1=N||2 (1 —cosa) (1 — cosB)(1 + cos(a+ B)) .echivalent cu

[
+ - + + i i i .
2005 EcosE — 2c0sEe0s™E= |2 - 25in2 & 25in? & - 2052228 echivalent cu
. . rd < ‘H . . <
+ - + . . + .
ZCOSﬁﬂE(r:r.:-sﬁﬂE — CDSGHE]:4"SIH§ -‘sm% "CDS:TE ,echivalent cu

B . =tP

N
E—4-sm:-sm:-cos

-
=

+ - +
=8 e E.cos= , care

Y _ N
—4 cos——sin—"sin—=4-sin—sin--co

- P
= =

. + . .
e ,echivalent cu 4- cos:TE-smg-sm —

este evident, si de aici rezulta inegalitatea din enunt.
Am folosit formulele cos(m — x)=—cosx, 1 —cos2x=2sin"x,

1+00s2x=2c0sx,008X—cosy=—2sin"-2sin*"> xy

,COSX+COSY=2005"2C0s™

-
=

16
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Evident cd o,B€(0,m) de unde rezultd ca ?,Ee(ﬂ, gj,de unde avem sin = = 0, sin§>0, si de aici
obtinem ‘sin? = sinZsi ‘sing = sing.

ot o4

Din 0,B,y>0 si o+B+y=n rezultd 0< a+B<n,de unde avem 0<——<=, si de aici obtinem cos—>0, de
< + +
unde rezulta ‘cos:ﬂﬁ = CDS:TE

8. Prof. Gheorghe ROTARIU - Grupul Scolar ,,Al. Vlahuta” Sendriceni, jud. Botosani

Precizare: Vom considera semicercul ABCD si ,,jumatatea” de

hexagon ABCD. Pentru demonstrarea cerintei este suficienta

&
/ analiza pe figura alaturatd. Vom utiliza teorema lui Pitagora si
B

o teorema lui Ptolemeu. Avem urmatoarele notatii:
A} _ b AB=a; BC=b; CD=c; AD=2r.
Unghiurile ABD si ACD sunt drepte (inscrise in semicerc).
Aplicam teorema lui Ptolemeu pentru patrulaterul inscriptibil
ABCD:
AD-BC+ AB-CD=AC-BD < 2br+ac=AC-BD (1)

Aplicam teorema lui Pitagora in triunghiurile dreptunghice ABD si ACD:
BD?=AD?-AB’ <BD’=4r’-a’ (2)
AC?=AD?-CD? < AC? =4r?—c? (3)
Ridicam la patrat egalitatea (1):

(2)si(3

2br+ac=AC-BD < (2br+ac)’=AC2-BD? <« (2br+ac)’=
=(4r2—c2 )(4r2—a2 )<:>4b2r2+4abcr+azcz=16r“—4r2a2—4r202+a202 =

<:>16r4=4r2(a2+b2+c2 )+4abcr/:4r<:>4r3=(az+b2+c2 )r+abe o

17
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8. Prof. Biro Istvan, Sannicolau Mare

Observam ca hexagonul este format din 6 triunghiuri isoscele, congruente cate doi iar aceste
trunghiuri cu baza a, b respectiv ¢ pot forma un patrulater ABCDinscrisin cercul de raza r cu diametru
AD, deoarece suma unghiurilor la varf este
2= 180°.

Aplicand teorema lui Ptolemeu, avem:
dy-d,=2r-b+a-c, 1)
unde d, =,/(2#)2 —c® ,d, = ,/(2r)* — a?, fiind
catete in triunghiurile dreptunghice ABD si ACD.
Astfel relatia (1) ridicata la patrat este echivalenta cu:
[(2r)% = 21 [(27)? — a®] = (2rb + ac)?,
(2r)* — (a® + c?)(2r)® + a’c?® = b*(2r)* + 4aber + a’c?,
(2r)* = (a® + b* + ¢*)(2r)* + 4aber,
4r? = (a® + b* + c*)r + abe. Q.E.D.

9. Prof. Constantin Telteu, COLEGIUL NATIONAL DE ARTE ,,REGINA MARIA”, Constanta

Un hexagon inscris intr-un cerc derazi » are doud laturi de lungime a, doud laturi de lungime
b si doudlatun delungime . 53 se demonstreze ci

4r? = (a’+ b*+ cBr + abe.

Prof. Corneliu Manescu Avram

Solutie:
a+p+y=180°

C

Din teorema cosinusului avem:
a’=2r*(1-cosa)
b? =2r*(1-cos ) (1)
c®=2r’(1-cosy)
Din teorema sinusurilor avem:

a=2rsing
2
b=2rsin§ (2)

c=2rsinZ
2

Inmultim fiecare din relatiile (1)
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Ccu r si apoi le adunam. Obtinem:

r(a’+b®+c*)=4r’-2r*(coso +cos B +cosy —1) (3)

i

Inmultind relatiile (2) obtinem: abc =8rsin % sin Esin % : (4)

Adunénd relatiile (3) cu (4), obtinem:

r(a2+b2+cz)+abc=4r3+2r (48”12 ’gsmZ—COSa—cos,B—cos;/+1j:4r3,Q.E.D.

Observatii:
1. Nu are importanta succesiunea laturilor hexagonului(nu s-a folosit in demonstratie).
2. Ultima paranteza este nula (identitate cunoscutd). Demonstratie:
a+
'B C
2

COSo +C0S B+ C0Sy = 2C0S

0s < B +1-2sin2L = 2sin Zcosﬂ—Zsm2 Y11=
2 2 2 2 2

=25inz(cosa_’6—cosa+ﬁj+l 4sinLsin< ﬁ+1 Am folosit si o+ f+y =180°.
2 2 2 2 2 2

10. Prof. Virginia llina

\ﬁ"& AeCOEE '(/\U(ﬁ!ﬂ
m a, rsc ey =

/\ A N

Noto b= Me , 0& = 8oC ;05‘:@@ 3

0¢+01+03 =907 =) M{« ;
j&w% —1 WOt @0 + (0, ~ -t h hb ¢
Aicion o tormmalic i Aho8, dBoc, ACOD
o~ IR°- z,»ea (10
2 pud -ZQL“2&Z (,m(:)&
/CL’*lQZ" z—‘QZCﬂ)Og

g
[ L
wh & it
— u

wotbirct ek (o4 oty 1 103)
Al act R R (1 Gy S g Oy )
al+blact = 4t - GRE M & /hkog mu 22

'z
At A et 8RS S %Q' TR
. 2 b
el S T o)

oy Rk Cl) L oabc = he>
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