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1. SOLUTIH PENTRU PATRU PROBLEME DIN
LA GACETA DE LA REAL SOCIEDAD MATEMATICA ESPANOLA,
VOL. 14, NR. 3/2011
ALTELE DECAT CELE DIN
LA GACETA DE LA REAL SOCIEDAD MATEMATICA ESPANOLA,

VOL. 15, NR. 3/2012

TITU ZVONARU, Comanesti si NECULAI STANCIU, Buzau

La Gaceta DE LA RSME, VoL. 14 (2011), Nom. 3

Pigs. 511

PROBLEMA 181. Propuesio por Nicusor Minculete, Universitatea Crestina Dimitrie
Cantemir, Brasov, Rumania.

Sea A" un punto del lado BC' de un triAngulo ABC, en el que las longitudes de
sus lados BC, CA y AB son, respectivamente, a, b y ¢. La recta AA’ se denomina
ceviana de orden k desde el punto A si % = (%)k, para algiin entero k.

Para un tridangulo ABC denctamos por K, L v M, respectivamente, los puntos
de interseccién de las cevianas de orden k desde los puntos A, B v C con sus lados
opuestos. Sea P un punto del tridngulo KLM, v X, Y v Z, respectivamente, los
pies de las perpendiculares trazadas por el punto P a los lados BC, CA y AB. Si
denotamos por x, y v z, respectivamente, las longitudes de los segmentos PX, PY

v PZ, probar que

X T 1 z
a) si P € LM, entonces = bk‘il - =t

X i Y z T
b) si P € MK, entonces o1 = — T Y

T y
o 1 -

z
c) si P € KL, entonces =
) - s ey s R ¥

Solutie. Avem:

ah, =ax+by+cz,
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care se deduce usor pe baza de arii.

De asemenea avem:

PM  Aria(AMP) AL-y
PL  Aria(APL) AM -z’

sicum BL, CM sunt ceviene de ordink , obtinem:

k k
M= Ao PO
a’' +b a’ +c

Notam S = AP BC,
si aplicam relatia (Rl)din Recreatii Matematice nr. 1/2005, pag. 15:

AM SB AC PL _, AM SB b ALy , SB_c

— =ls =l —=—,
AB SC AL PM c SC AL AM -z SC by

rezultd usor ca:

SB - acz ; _ aby .
by + cz by + cz

Aplicam acum relatia(Rz) Recreatii Matematice nr. 1/2005, pag. 15:

a.AM AL LA
AP _ MB LC AP _ a“ a
PS L. AM AL 7 Ps " acz b*  aby o
BS- " +SC. = 2o ey e
MB LC by+cz a“ by+cz a
AP _ bc*(by +c2) M
PS a*(b*'z+cty)
Pe de altd parte din asemanare deducem ca:
AS_h_aQAS_ax+by+cz©£:by+cz )

PS x PS ax PS ax

Din (1) si (2) rezulta ca:

ax _ a“(*'z+ckty) o X btz +cfty

by+cz  b*'cki(by+cz)  a¥t b ikt
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La Gaceta DE LA RSME, VoL. 14 (2011), Nom. 3

=

Paics. 512

ProBLEMA 184. Propuesto por Panagiote Ligouras, “Leonarde da Vinci” High
School, Noci, Italia.

Las longitudes de los lados de un hexagono ABCDEF satisfacen AB = BC,
CD =DFE y EF = FA. Probar que

ED CB CB AF AF ED _

3
AD EB "EB CF 'CF AD -1

Solutie. Consideram pentru inceput patrulaterul ACDE si M mijlocul lui CE.
Deoarece CD = DE, avem DM L CE.

Cu inegalitatea triunghiului in AADM deducem ca AD < AM + MD, deci ADfsi
atinge maximul atunci cand punctele A, M, D sunt coliniare, adica daca AACE este isoscel

(AC = AE).
. S . ED C - A
Asta Tnseamna ca fractia ﬁeste minimd atunci cdnd AC = CE .Rationand analog

pentru celelalte doua fractii, rezultd ca este suficient sa demonstram inegalitatea din enunt n
cazul in care AACE este echilateral.

Tn acest caz avem, prin intermediul teoremei sinusurilor:

ED sinZDAE _ sin30°
AD sin ZAED sin ZAED

>sin30° = 1
(am folosit faptul ci ZAED <180°pentru a fi siguri ci sin ZAED >0 - deci hexagonul
trebuie sa fie convex).

Acum inegalitatea din enun{ rezultd imediat.Avem egalitate daca AACE este
echilateral si sin ZAED =1, adica daca hexagonul este regulat.
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La Gaceta DE LA RSME, VoL. 14 (2011), Nom. 3

Pigs. 512

PrOBLEMA 185. Propuesto por Paolo Perfetti, Dipartimento di Matematica, Uni-

versitd degli studi di Tor Vergata, Roma.
Sean a, b y ¢ nimeros reales positivos. Probar que

Z 20> N a }Eaz—l—bg—l—c?
b4+e B24+c¢2) 72 a+b+e

ciclica

Solutie. Se folosesc urmatoarele doud inegalitati (Exercitiu!):

2 2 2 2
Z:2a 23.a +b°+c (1)
o D+C a+b+c
a’ 3 a’+b*+c?
Z T 225 ()
o D°+cC 2 a+b+c

care prin adunare dau exact inegalitatea de demonstrat.

Comentariu. Deoarece 3(a®+b”+c?)>(a+b+c)?, inegalitatea (1) este o intirire a

inegalitatii cunoscute:

2

Z:a >a+b+c
“b+c 2

(care se obtine usor cu inegalitatea lui Bergstrom).

La Gaceta DE LA RSME, VoL. 14 (2011), Nom. 3

Paics. 512
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PrOBLEMA 186. Propuesto por Juan Bosco Romero Mirquez, Universidad Complu-
tense, Madrid.

Sea ABC' un tridngulo con A > 5 y b > c. Sean m y n, respectivamente, las
longitudes de las proyvecciones de los lados AC' v AB sobre el lado BC.

a) Probar que b—c<m —n < 2(b— ¢).

m—mn
b—c -’

b) Evaluar lim;_, .

Solutie. Deoareceb>c, atuncin>m.Cum A> % unghiurile BsiC sunt ascutite, asa ca
punctul D, proiectia lui Ape BC, apartine segmentului BC.

Folosind teorema cosinusului avem:

2,2 _R2 2 w2 _ A2 2 a2
m=ccosB=u,n=bcosC=w,decin—m=b ¢
2a 2a a
a) Avem:
(i) b-c<n-meoa(-c)<b®*-c* < (b-c)b+c-a)>0,
adevarata in ipoteza b > ¢ (deoarece b+c > a).
(i) Deoarece Az%, avem b® +c? <a’sicum 2bc<b”®+c* <a?,
prin adunare obtinem:
b?+c?+2bc<2a’ < b+c<ay2 1)

Rezulta ca:

bz;cz <2(b-c) < (b—c)[av2 - (b+c)]> 0,

n—msﬁ(b—c)<:>

adevarata conform (1) si ipoteza b>c.

In ambele inegalititi avem egalitatea daca si numai daca b = ¢, adici triunghiul ABC este
isoscel.
b? —c? b+c_2c_ 1

.n-m . .
b)lim =lim =lim = :
bo>c p—c boca(b-c) boc a a cosB

(deoarece cand b = c triunghiul devine isoscel).
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2. OTHER SOLUTIONS FOR THREE PROBLEMS OF

MATHEMATICAL REFLECTIONS, ISSUE 3, 2012

By Titu ZVONARU, Comaénesti and Neculai STANCIU, Buzau

J230. Let ABC be a triangle and let M be the midpoint of the side BC. Suppose that there is some
0° = x < 30° so that the measure of FZACE, ZFABC, /M AC are . 60° —x, 2z, respectively. Determine
T.

Praposed by Marius Stanean and Mircea Lascu, Zalau, Romania

Solution:
We have: /MAB =120° — 2x ..

By Area(ABM) = Area(ACM )we obtain successively that:

AB- AM -sin ZMAB = AC - AM -sin ZMAC <> ¢sin(120° — 2x) = bsin 2x
& sin Csin(60° + 2x) = sin Bsin 2x <> sin xsin(60° + 2x) = sin 2xsin(60° — x)
& (*)sin xsin(60° + 2x) = 2sin xcos xsin(60° — x) .
Because sin x = 0, by (*) we have that:

sin(60° + 2x) = sin(60° — x + X) +sin(60° — X — x)
< sin(60° + 2x) —sin(60° — 2x) = sin 60°

60°+2x—60°+2x  60° +2x+60°—2x /3
< 2sin cos =—

2 2 2
7
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, SO We obtain that 2x = 60° = x = 30°.

<> 2sin 2xco0s60° = E & sin2x =

V3
2

S230. Let =, y, > be positive real numbers such that

1

wx3+y2+32‘

TYy+yz+zx =

Prove that @ +y 4+ z > /3.

Proposed by Titu Andrecscu, University of Teras at Dallas, USA

Solution:

We denote by t = xy + yz+ zx > 0 and we have:

c:>t2(x2+y2Jrzz)21c>(x+y+z)2—2tzi

Xy + yZ + 22X > -

1
yxXP+y*+z°
2 > 1 2 *
< (X+Yy+2) _t—2+ t *)

By AM-GM inequality we obtain that:

1 1 /1
t—2+2t=t—2+t+t233t—2‘t‘t:3 (**)

By (*) and (**) we deduce that:

(X+y+2)?23< x+y+2z>+/3,and we are done.
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5233. In triangle ABC with Z/C = 607, let AA" and BB’ be the angle bisectors of £A and ZB. Prove that

T < (003 (1+5).

Proposed by Titu Andreescu, University of Texas at Dallas, USA

Solution :

Because ~C = 60° by law of cosines we have ¢ =a® +b? —ab.
By the theorem of bisector we deduce that

A’C :a_b’B'C :a_b’
b+c a+c

and applying the law of cosines in AA'B'C we obtain that:

!B!Z_ a2b2 a2b2 ab . ab

= =+ ~—2- -€0s60° =
(b+c)° (a+c) b+c a+c

_a?b?[(a+c)?+(b+c)> —(a+c)b+c)|  a’b’c(a+b+2c)
- (a+c)’(b+c)? ~ (@a+c)’(b+c)?

The given inequality becomes successively:

2 2 2 2 2
a+bs(1+3j(1+£j© (a+h)*@+0)°(b+0)* _(a+c)*(b+c)
A'B' a b aZbZC a2b2

< (a+b)?*<c(a+b+2c) < (a+b)®> —c(a+b)-2c*><0
< (a+b+c)(a+b-20)<0< a+b<2c < a® +b® +2ab < 4c?

< a’+b” +2ab<4(a’® +b* —ab) < 3(a-h)* >0, true, and we are done.

We have equality if and only if a=b =c.
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3. PRODUSUL REAL

Profesor Codreanu loan Viorel

Scoala Gimnaziala Satulung, Maramures

< 1. . .« <
Se numeste produs real al numerelor complexe a,b numarul a-b = E(ab + ab). Observam

cia-b= %(aBJrab): a-b, deci Im(a-b)=0 siprin urmare a-b € R, fapt ce motiveaza
denumirea acestui produs.

Propozitia 1. Au loc urmatoarele proprietiti:

1) a-a=lal’,vaeC;

2) a-b=Db-a,va,b e C (comutativitate);

3)a-(b+c)=a-b+a-c,vVa,b,ceC (distributivitate fati de adunare);

4) (ca)-b=afa-b)=a-(ab)va,beC,VaeR.

5) Dacia A(a),B(b) sunt puncte distincte si diferite de O(0), atunci a-b =0 < OA L OB.

Demonstragie: Primele patru proprietdti se demonstreaza usor folosind definitia produsului

real si proprietatile conjugatului unui numar complex. Avem

1) a~a=%(§a+a§)= a5=|a|2.

10
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2) a~b=%(§b+a5)=%(5a+b5)=b~a.

3) a~(b+c)=%(5(b+c)+ aﬁ)=%(§b+a5)+%(§c+a€)= a-b+a-c.
4) (oca)~b =%(%b+aa5)=%a(5b+a5)= a(a~b) si

a~(ab)=%(§ab+ a%)z %a(am a5)= a(a-b)

5) Vom folosi urmatorul rezultat:

» Fie punctele M,(z,),M,(z,), M,(z,) M, (z,) doud cite doud distincte. Are loc

-7
Z,—12,

echivalenfa: MM, L M,M, & eC\R”

Atunci OALOB@%EC\R<:>3=_

b

o ab+ab=0<a-b=0.

ollo|

Observatie. Numirul a-b este egal cu valoarea absoluti a puterii originii O(0) fata de cercul

de diametru AB (1] p.112-113).

Teorema 2. Daci A(a),B(b),C(c),D(d) sunt patru puncte distincte, atunci urmitoarele

afirmatii sunt echivalente:
1) AB LCD;
2) (b-a)-(d —c)=0;

b-a
3
)d

eC\R

4) Re(b_—aj 0.
d

—C

Demonstragie. Construim punctele M si N astfel ca patrulaterele OABM si OCDN sa fie

paralelograme (eventual degenerate). Punctele M si N au afixele b —a respectiv d —c.
11
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Perpendicularitatea dreptelor AB si CD este echivalenda cu OM L ON ceea ce conform
Propozitiei I revine la (b —a)-(d —c)=0. Folosind definitia produsului real al numerelor

complexe b—a si d —c, avem

b-a :_(b—a
d-c
Aplicatii

1. Fie A/A,...A, un poligon cu centrul de greutate G si A; mijlocul segmentului

[Ai A; ],i < j,i,j=1,n. Daca M este un punct arbitrar in planul poligonului, atunci:

(n—2)zn:|\/|Ak2 +n2MG? =4 MA, °

i<j

Solutie: Daca A (a,) A,(a,)..., A, (a, ), atunci G(aﬁaz +"'+a”j si Aij[a‘ 2 j

i<, ] =1,_n. Presupunand ca M (m) obtinem:

12
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(n—Z)Zn:MAKZJrnZMG2 (n- 2)Z|m ak|2+n2|m—g|2:
k=1 k=1
n Zak Zak
o2 s s | m | |

k=

N

n n
n Zak Zak

(n-2) Qm| -2m- ak+|ak| )+n |m| m-kL |kt

,_\

(n—2)nm[* —2(n —Z)Zn:m -a, +(n —Z)Zn:|ak|2 +n?|m[* —ZnZn:m -a, +
k=1 k=1 :

2n(n—-1jm|* —4(n - 1Zm a, + Z|ak| +Zak

2n(n-1)m|’ —4(n—1)Zm~ak n-— 1Z|ak| +2) 8 -a,
k=1

i<j

unde am utilizat proprietatile produsului real.

Analog avem

43 A _4Z[m—a “ j [m_ai;a,-j:

i<j i<j

42(|m|2 “m-(a +aj)+%(ai +aj)~(ai +aj))=

i<j

4. (n2 1) |m| 4Zm«(ai+aj)+zﬂai|z+2ai,aj+‘aj‘z):

i<j i<j

2n(n—1]m|2—4(n—1)znlm«ak (n- 1Z|ak| +2> a;-a;.
k=1

i<j

Comparand cele doua rezultate de mai sus rezulta egalitatea dorita.

2. Fie ABC un triunghi oarecare, G centrul siu de greutate, A ,B,,C, mijloacele

laturilor (BC),(CA),(AB), iar M un punct oarecare in planul triunghiului ABC .

Atunci:

13
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MA? + MB? + MC? + 9MG? = 4(MA? + MB,” + MC,? )

Dumitru Acu, Gazeta Matematica nr. 5, 1987

Solutie. Folosim rezultatul problemei anterioare pentru n = 3.

3. Tn triunghiul ABC, punctele H,G,0, | sunt ortocentrul, centrul de greutate, centrul
cercului circumscris, respectiv centrul cercului Tnscris triunghiului ABC . Si se arate ca

are loc egalitatea
HIZ +201° =3(1G? + 2G0?)
Numerus, vol. 7, 1941

Solutie. Alegem originea axelor in centrul O al cercului circumscris triunghiului ABC .

Notam afixele punctelor H,1,G cu h,i,g. Avem h=a+b+c si g =a+Tb+C, deci

h=3g.
Au loc echivalentele

HIZ +2012 =3(1G? + 2602 )& [i—h* + 2fi[* =3(g —i* + 2g[*)
(i-)-G-h)+ 2 =g -i)-(g-1)+2g]")

i~ 2i-h of* + 20 =3(gf* 291+ + 20 )=

h* -2i-h=9g|" -6g-i.

ultima egalitate fiind adevarata daca tinem seama de egalitatea h = 3g .
4. Fie M si N mijloacele laturilor AB si CD ale patrulaterului ABCD . Demonstrati ca
AN? +DM? + BC? =BN* +CM? + AD?

14
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Toshio Seimiga, Kawasaki, Japonia-Crux Mathematicorum

Solutie. Notam afixele punctelor A,B,C,D,M,N cu a,b,c,d, m,n. Folosind proprietatile

produsului real obtinem

AN? +DM?+BC?=|n-d" +m-d| +[c-b|" =
(n—a)-(n—a)+(m-d)-(m-d)+(c-b)-(c-b)=

|n|2 —2n~a+|a|2 +|m|2 -2m-d +|d|2 +|c|2 —20«b+|b|2.
Analog

BN?+CM?+AD? =|n—b|" +|m—¢| +|d -a|" =
(n—b)-(n-=b)+(m-c)-(m-c)+(d-a)-(d-a)=

|n|2 —2n«b+|b|2 +|m|2 —2m~c+|c|2 +|d|2 -2d ~a+|a|2.

Este suficient sd ardtim ca n-a+m-d+c-b=n-b+m-c+d-a. Deoarece M, N sunt

a+b c+d

mijloacele segmentelor AB,CD, avem m = ,n=

. Dupa inlocuiri egalitatea ce

trebuie dovedita este

d;rc«a+a+b~d+b~c=d;rc«b+a+b

care dupa efectuarea calculelor devine
2a-d+c-a+b-d+2b-c=2a-d+c-a+b-d+2b-c
evident adevarata.

5. Fie A,B,C,Dsi Ecinci puncteinplan si M,N,P,Q si R mijloacele segmentelor

(AB),(BC),(CD),(DE) si respectiv (EA). Si se demonstreze ci MQ L PR daci si numai

daci EN* = MQ’ + PR?.
Marcel Chirita

Solutie. Fie originea in punctul E si notam cu litere mici afixele celorlalte puncte. Mijloacele

segmentelor date vor fi
15
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a+b b+c c+d
m = n=

2 2 2
Folosind Propozifia 1 avem

EN? = MQ? + PR? <:>|n|2 =|q—m|2+|r— p|2 =N

n-n=(g-m)-(@-m)+(r-p)(r-p)e
n-n=qg-g—2q-m+m-m+r-r=2r-p+p-p&=

%(b+c)~(b+c)=%d d —%d ~(a+b)+%(a+b)~(a+b)+

1 1 1
Za~a—5a~(c+d)+z(c+d)~(c+d)<:>

b-b+2b-c+c-c=d-d-2d-a-2d-b+a-a+2a-b+b-b+
a-a—-2a-c-2a-d+c-c+2c-d+d-d
|a|2+|d|2+a~b+c~d—a~c—2a~d—b~c—b~d =0.

Folosind Teorema 2 avem
MQ L PR & (g —m)-(r - p)=0<:>%(d —a-b)(a-c-d)=0s

d-a-d-c—-d-d-a-a+a-c+a-d-b-a+b-c+b-d=0<
|a|2+|d|2+a~b+c~d—a~c—2a~d—b~c—b~d =0.

Comparand cele doua rezultate de mai sus rezulta concluzia dorita.

Bibliografie:

[1] Dorin Andrica, Csaba Varga, Daniel Vacaretu, Teme de geometrie, Editura

Promedia
Plus, Cluj-Napoca, 1997.

[2] Marian Dinci, Marcel Chirita, Numere complexe in matematica de liceu, Editura All,

1996.

16



REVISTA ELECTRONICA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 - AUGUST 2012 RMAYANENCTIN{oATe)

4. INEGALITATEA GERRETSEN (II)

Profesor Codreanu loan Viorel

Scoala Gimnaziala Satulung, Maramures

Acest articol este continuarea celui publicat in Revista Mateinfo.ro, lunie-2012. Noutatea 0

prezinta partea stanga a inegalitatii Gerretsen, pe care 0 vom demonstra folosind substitutiile
Rauvi.

Teorema (Inegalitatea Gerretsen). Fie a,b,c lungimile laturilor unui triunghi oarecare

ABC , iar r,R sunt razele cercului inscris respectiv circumscris al triunghiului, atunci
16Rr —5r° < p® <4R* +4Rr +3r?

Demonstragie: Inegalitatea din dreapta a fost demonstrata in [1] Partea stanga a inegalitatii

Gerretsen o vom demonstra folosind substitutiile Ravi, daca a,b,c sunt laturile triunghiului

ABC atunci exista x,Y,z >0 astfel incadt a=y+2z,b=z+x,¢= X+ Yy, mai exact luam

- [Te+y) . [[Ix ;
X=p-ay=p-bz=p-c Atunci p=) X,R=—FF——r=sir=_|=—.1In
2 41/i2xi| |x) D ox

continuare dupa inlocuiri avem de demonstrat

. [Tkx+y) .Hx_ Hx2< )
R0 JZX SJZX =3

care dupa efectuarea calculelor devine

(X x) > 4] T(x+y)-5[] x

17
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si folosind identitatea (3" x)" =3 x* +3[ ] (x+y) o scriem

> =[J(x+y)-5]]x

care dupa folosirea identitatii H (x+y)= z xy(x +y)+ ZH X devine

S +3[Ix= D xy(x+y)

aceasta fiind cunoscuta inegalitate Schur.

Aplicatii:1. Sa se arate ci in orice triunghi avem: Z ! A > 4(2R — r) >12.
. r
sin® =

Ovidiu Pop, Petre Braica, Gazeta Matematica nr. 6,2010

1 p®+r®—8Rr

r2

avem:

Solutie. Folosind identitatea

sin?

N>

p>+r?—8Rr S 4(2R-r)

r2

& p>+r?—8Rr >8Rr-4r> < p”> >16Rr —5r°

tocmai Inegalitatea Gerretsen.

4(2R-r)

Inegalitatea >12 este echivalenta cu Inegalitatea Euler R > 2r.

2. Fie a,b,clungimile laturilor unui triunghi. Demonstrati ca:

[T@+b)+[J(-a+b+c)>9[]a

Mathematical Reflections

Soluie. Folosind identitatile: [ ](a+b)=2 p(p2 +re 4 2Rr),Ha = 4pRr si

[T(-a+b+c)=8pr® avem:

18
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[T@+b)+[J(-a+b+c)=9[Ja = 2p(p? +r? +2Rr)+8pr? = 36 pRr <> p? > 16Rr —5r7
adica Inegalitatea Gerretsen.

3. Aritati ca in orice triunghi ABC are loc inegalitatea:

m, 2@
Zsa IE

unde s,,s,,s, sunt lungimile simedianelor triunghiului ABC.

Mircea Lascu, Gazeta Matematici nr. 12, 1994

2bc
b +c

Solutie. Este cunoscuta egalitatea s, = -m, si analoagele. Atunci

2

2 2
> M _ 1 $DHC G olosind identitatatile
S 2 bc

a

2 2 2 2
Zb t:rCC _bp +;R;2Rr’za3=2p(p2_3r2_6Rr),Ha=4pRr

avem

m, <Zaa - p*+r®—2Rr _ 2p(p2—3r2 —6Rr)<:>

2 s. []a 4Rr - 4pRr

P> +2r* —2Rr <2p® —6r° —12Rr < p® >10Rr +7r?

Folosind Inegalitatea Gerretsen p? >16Rr —5r> = p” >10Rr +6Rr —5r° >10Rr + 7r?

unde am folosit Inegalitatea Euler R > 2r.

4. Aritati ca in orice triunghi are loc inegalitatea:

22,2

I]a R

Ho Quang Vinh, The Mathscope-jurnal vietnamez de matematica
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Solugie. Utilizand egalititile » a® =2 p(p2 - 6Rr),Ha = 4 pRr inegalitatea din enunt

se scrie echivalent

2 2
w>4_£© p >14Rr_r
2Rr R

Folosind Inegalitatea Gerretsen p® >16Rr —5r> = p® >14Rr +2Rr —5r> >14Rr —r?
unde am folosit Inegalitatea Euler R > 2r.

5. Aratati ca in orice triunghi are loc inegalitatea:

B-C . A
cos? > 24] [sin=
> [Tsin?
Crux Mathematicorum
Solutie. Vom folosi identitatile
2 2
S cost Ao B R URET) 9 oo A e B pTer SBRr
2 16R 2 16R
2
Zsin B-sinC :w’nsi A -

4R?

Inegalitatea din enunt se scrie echivalent
B _C B . CY r
Y| cos—-cos=+sin—-sin— | >24.—
2 2 2 2

si

2

2
> cosE~cosE +223inE~cosE~sinE~cosE+z sinE~sinE >6.—
2 2 2 2 2 2 2 2 R
care dupa inlocuiri devine

2 2 2 2 2 2
p +(4R2+r) P 2+4Rr+p +r 28Rr26.L
16R 8R 16R R

si dupa efectuarea calculelor o scriem

20



REVISTA ELECTRONICA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 - AUGUST 2012 RMAYANENCTIN{oATe)

4p® +16R? +8Rr +4r* > 96Rr

echivalenta cu
p? > 22Rr —4R? —r?
Tinand seama de Inegalitatea Gerretsen p? >16Rr —5r? este suficient si demonstrim
inegalitatea
16Rr —5r? > 22Rr —4R? —r?
echivalenta cu
2R* —3Rr-2r? > 0.

Folosind Inegalitatea Euler R > 2r avem 2R* > 4Rr = 3Rr + Rr > 3Rr + 2r? ce incheie

solutia.

6. Tn orice triunghi are loc inegalitatea

1a22r

2<bc R
La Gaceta de la Real Sociedad Matematica Espanola

2 p?-3r°-6Rr

. o a . . . .
Solutie. Folosind identitatea Zb— = R inegalitatea din enunt se scrie
c r

echivalent

p®>—3r> —6Rr S 2R-T

< p?—3r®> —6Rr >8Rr —4r®> < p? >14Rr —r?
4Rr R

Folosind Inegalitatea Gerretsen p® >16Rr —5r” obtinem, tinand seama de Inegalitatea
Euler R>2r, p® >14Rr —r? + 2r(R-2r)>14Rr —r°.
7. Fie A,Bsi C unghiurile unui triunghi. Demonstrati ca

(Msin Af <6(t+JcosA)
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Vedula N. Murty, Crux Mathematicorum
p p° -
Solugie. Folosim identitatile » sin A = = si [ JcosA=

2

: —(2R+r)
(S sin Af <6+ JcosA) = - <6 1+M =
R 4R
2p? < S(p2 —(2R+r) +4R2)<:> p? >12Rr +3r?
Folosind Inegalitatea Gerretsen p® >16Rr —5r si Inegalitatea Euler R > 2r avem
p? >12Rr +3r? + 4r(R - 2r)>12Rr + 3r.
8. Aratati ci in orice triunghi are loc inegalitatea

36(p +abcj
P

35

a’+b%+c?>

J. F. Darling, The American Mathematical Monthly, 1961

Solutie. Folosind identititile » a® = 2(p2 —r? —4Rr) si [ [a=4pRr inegalitatea din enunt

se scrie echivalent

)> 36(p2 +4Rr)
35

2(p2—r2—4Rr > <:>35(p2—r2—4Rr)218(p2+4Rr)<:>

17p* > 212Rr +35r?
Folosind Inegalitatea Gerretsen p® >16Rr —5r? si Inegalitatea Euler R > 2r avem
17p? > 17(16Rr —5r? )= 272Rr —85r% = 212Rr +35r2 + 60r(R — 2r) > 212Rr +35r2.

9. Aratati ca in orice triunghi are loc inegalitatea

max {bc ac ab} %;h

Traian Tamiian, Revista de Matematica din Timisoara nr.1, 2001
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p’ —4Rr Zh p>+r?+4Rr

. .. s a
Solutie. Vom folosi identitatile Zb_ = . Cum
c

2pRr 2R

si daca tinem seama

>z , Z;C> S'h,
3

a b c C s
max{ —} > ﬁ este suficient sa aratam ca
3 E ah,

bc’ ac ' ab
de relatia ah, = 2S si analoagele, ultima inegalitate se scrie echivalent

Zh Pz—r2—4Rr p*>+r®+4Rr
Z > =
bc 2S 2pRr 4pRr
(p —r —4Rr)2 p’> +r?+4Rr < p® =12Rr +3r?

Folosind Inegalitatea Gerretsen p® >16Rr —5r” si Inegalitatea Euler R > 2r avem
p? >12Rr +3r? + 4r(R—2r)>12Rr + 3r”.

10. Aritati ca in orice triunghi are loc inegalitatea

3

> cos’ A <P
2 2abc

Crux Mathematicorum

2 2
Solufie. Folosim identitatile »  cos’ ? % si] Ja=4Rpr. Au loc

echivalentele

3 2 2 3
3 cos* A_ <:>(4R+r) -p*_ P

2 2abc 8R? ~ 8Rpr
r[4R+r Y -p ]<Rp < p?(R+r)>r(4R+r)

Folosind Inegalitatea Gerretsen p® >16Rr —5r? este suficient si demonstrim ci
(16Rr —5r2 R +1)> r(4R +r)?
echivalenta cu

16R*r +11Rr? —=5r®* >16R?r +8Rr? +r?
23
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sicu 3Rr® > 6r? ce se reduce la Inegalitatea Euler R > 2r.

Bibliografie:
[L] Revista Mateinfo.ro, lunie 2012.
[2] Constantin C. Florea, Corina Daniela C. Florea, Abordare globalii a geometriei

triunghiului cu implicatii creative, Editura All, Bucuresti, 1996.

5. CONDITIA CA PATRU PUNCTE SA FIE CONCICLICE

-metoda analitica-

Profesor : ANGELICA UNGUREANU

Scoala: GRUPUL SCOLAR “ALEXANDRU CEL BUN”-BOTOSANI

Patru (saumaimulte) puncte se numescconciclicedaca apartin unui cerc.

Tn reperul cartezian xOy , consideram punctele 4, (x,,v,) , 4, (x,,v,),

A (x5,v5), Ay (xy, v, ) astfel incét oricare trei dintre ele sd nu fie coliniare.

Vrem sa determindm 1n ce conditii aceste puncte sunt conciclice, adica in ce conditii
existd un cerc ce contine cele patru puncte,utilizand metoda analitica.

Ecuatia normala a unui cerc este:
C:x*+yvi+mx+ny+p=0

Celepatrupunctesuntpeunasemeneacercdaca ecuatia cercului este verificatd de coordonatele
fiecarui punct.

Se obtine sistemul (in necunoscutele m, nsip):
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xi+yf+mx,+ny;, +p=0

x2+yif+mx,+ny, +p=0
x3+yi+mx;+ny; +p=0
xZ+yi+mx,+ny, +p=0

xp 1
: : L . X ¥y 1
Fie A-matriceacoeficientilorsistemului: A=

X3 ¥z 1

X3 Yo 1

Rangulmatricei A este 3 deoarece toti minorii de ordinul trei continuti sunt nenuli, oricaretrei
din celepatrupunctenefiinndcoliniare . Conform teoremeiluiKronecker-Capelli

,sistemulestecompatibildaca : rangA=rang A=3

—detA=0
Xy Vi 1 —(xF+y)

N X oy, 1 _(xg + }’22) “0
. a2 23
¥z V2 1 (Xz + Vi )
Xy Vs 1 _(XE + }’f )

xi+yL % n
2 2 :
X3+ ¥s Xz )

2 .
lyvi X3 s

2 2 :
Xy tVe Xy s

—conditia de conciclicitate a patrupuncte

= e e
[
=

Deoarecerangulmatriceisistemuluiesteegal cu numarulnecunoscutelor
,Sistemulestecompatibildeterminat. Solutiaunicaaratacacerculcecontinecelepatrupuncteeste
bine determinat.

ExempluFie punctele A(1,0), B(-2,1),C(-1,4) ,D(2,1).Sa se
aratecacelepatrupunctesuntconciclice.

SolutieDin conditia de conciclicitate a patrupuncteobtinemdeterminantul:
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1 10 1 0 0 0 1
5 —2 1 1|¢-%|4 -3 1 1
17 —1 4 1|rz-cslie 2 2 1 dezvolt dupa L,
5 21 1 4 1 1 1
1 -3 1
=(-1)°"-4-|14 -2 4|=0,
1 1 1

ceeaceinseamnacapunctelesuntconciclice.

Pentru a determinaecuatia cercului ce trece prin cele patru puncte, din sistemul in
necunoscute m, n si p oprim doar trei din cele patru ecuatii , de exemplu:

—2m+n+p=-5

{ m +p=-1
—-m+ 4n+ p=-—17

1 0 1
-2 11
-1 4 1

Determinantulmatriceisistemuluieste:

m—0
solutia:qm = —4 .

p=-1

= -10= sistem Cramer, cu

Ecuatia cercului ce contine cele patru puncte este :
C: x*+y2—Ay—-1=0

Daca punctul M(a,b)estecentrulacestuicerc , coordonatele sale vor fi :

iarrazacercului :

Bibliografie:

26



REVISTA ELECTRONICA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 - AUGUST 2012 RMAYANENCTIN{oATe)

13

= Gh.D.Simionescu - “Geometrieanalitica - Manual pentruanul Illliceu, sectia reala

si licee de specialitate ; Editura didactica si pedagogica-Bucuresti, 1976

6. APLICATII ALE TRANSFORMARILOR EXPRIMATE PRIN NUMERE

COMPLEXE TN GEOMETRIE.

Sa consideram un plan I'T in care presupunem aleasa o unitate de lungime si un unghi
drept XOy orientat in sens trigonometric. Dacd C reprezinta corpul numerelor complexe ,
atunci este cunoscut faptul ca exista o bijectie F: C—II. Daca Aell, vom nota prin a=F
L(A) afixul lui A.

Fiind dat un triunghi ABC, astfel incat centrul cercului circumscris coincide cu O, este
cunoscut faptul ca (vezi [1]) ca afixul ortocentrului H este datde :

h=a+ b+c, 1)
afixul centrului de greutate G este dat de: g= a+Tb+c , (2)
iar afixul centrului cercului circumscris lui Euler E este dat de: e = a+Tb+c (3)

De asemenea este cunoscut faptul cd patru puncte M;, M, , M3, My sunt conciclice sau
coliniare daca :

m,-m__m,—m

: eR.
m,-m, m,—-m,

In cele ce urmeazi vom considera un patrulater convex A;A,AszA4 Tnscris in cercul cu
centrul in O si vom nota cu Hy, H,, H3 respectiv Hy ortocentrele triunghiurilor  A,AzA4
A1AzA,, AtAA, respective AjALAs. in prima olimpiada balcanica de matematica ,una din
problemele propuse cerea sa se arate cd patrulaterele AjA2A3A, si HiH,H3H, sunt
congruente.

O solutie a problemei este urmatoarea. Notdm cu k= a;+a,+astas, in baza relatie (1),
avem hi= k- g ,i=12,34.

Aplicatia T:C—>C, T(Z)=k—-Z este o izometrie , deoarece
27
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T(Z1)-T(Z2)| =| (k=Z1) = (k=22)| = |21-Z,]

sicum hj=T(a),i=1,2,3,4,iar o izometrie pastreaza congruenta figurilor
geometrice, rezulta ca patrulaterele A;AA3A, si HiH;H3H, sunt congruente.

Problema 149 din [2] ne cere sa aratam ca centrele de greutate G1,G,,G3, respectiv Gy
ale triunghiurilor AAzA, , A1AzA,, A1AA, respectiv. ALA2A3 sunt conciclice.

k-3, ,i=1,2,3,4, de unde

In adevir, conform relatiei (2) avem @, =

9:-9 . 9.-0, _ 3 3 . 3 3 %78 . 478 ¢ m

93_92.94_92 k_as_k_az k-a, k-a, 3-3—3-2.3.4—8.2

a,—a, a,—a
3 1.4 T eR, rezult
a,—a, a,—a,

patrulaterul A1A2AzA4 este inscriptibil , adica

9:79:.9.70: , adica G1G,G3Gy4, sunt conciclice.
gs - gz g4 - gz

Mai mult, putem arata ca patrulaterele G1G2G3G4 51 A1A2A3A4 sunt asemenea.
In adevir , aplicatia U: C— C, U(Z):% (k- Z) este o asemanare. Cum (a;j)=gj,

rezulta ca patrulaterele G1G2G3G4 si A1A2A3As sunt asemenea , raportul de asemanare fiind
1
3

Daca notam cu Ei,Ej,E3 respectiv E4 centrele cercurilor lui Euler ale triunghiurilor
A2AzAs, A1AsAL, A1ALA, respectiv. AjA2As, atunci urmand un rationament ca mai sus
rezulta ca punctele E;,E;,E3 respectiv E4 sunt conciclice , patrulaterele AjA2AzA, si

E;E;E3E, sunt asemenea , raportul de asemanare fiind % .

Este evident ca rezultatele precedente pot fi extinse pentru poligoane convexe
inscriptibile oarecare.

Fie M,N,P,Q mijloacele patrulaterului A;A2A3A4. Problema 150 din [2] cere sa se arate
ca perpendicularele duse din M,N,P,Q pe latura opusa fiecarui punct ,sunt concurente.
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Punctul de concurenta T ,al acestor perpendiculare se numeste anticentrul patrulaterului
A1A2AzA, (vezi problema 289 din [3]).

Fie {S}=MPNNQ. Patrulaterul MNPQ este un
paralelogram cu centrul in S. Perpendicularele din
M,N,P,Q pe laturile respective sunt concurente in
punctul O, centrul cercului circumscris patrulaterului.
Cum perpendicularele duse din M,N,P,Q pe laturile
opuse sunt paralele cu perpendicularele duse prin

M,N,P,Q pe laturile respective, rezultd ca aceste perpendiculare se vor intersecta intr-un
punct T, simetricul lui O fatd de S. Solutia acestei probleme ne ajuta si determindm afixul
anticentrului T.

a, +a, +a,

A . . +a . . .
In adevar, afixul lui S este s= 2 % de unde rezultd ci afixul lui T este

a,+a,+a, +a,
> :

t=

Cum mijloacele segmentelor (Ai Hi) , i=1,2,3.4 au acelasi afix t, rezulta ca dreptele A,
Hi, i=1,2,3.4 sunt concurente in punctul T, anticentrul patrulaterului A1A2A3A4. Punctul
b) al problemei 290 din [3] ne cere sa ardtam ca punctul T apartine cercurilor lui Euler al
triunghiurilor A2AzAs , A1AsAs, A1A2As respectiv. AjArAs. Sd aratam ca T se gaseste pe
cercul lui Euler al triunghiului A1A2Az cercul Cum cercul lui Euler trece prin punctele A, B
respectiv C mijloacele laturilor (A1,A2), (A1 Asz) srespectiv (A, As), va trebui sa aratam ca
b-t c-t

—eR.

punctele T,A,B,C sunt conciclice, adica sa aratam ca o
—a C—a

a+a; a+a,+a;+a, a,+a; a +a, +a;+a,

in adevir b—t:C—t =2 2 : 2 2 =
b-a'c-a &-+a, a-+a,+a;+a, a,+a a+a,+a;+a,
2 2 2 2

az+a4 .a1+a4 — az_(_a4).al_(_a4)
a, —a,; a;—a, a, —a, a, —a,

Deoarece - a; este afixul punctului A} simetricul lui A4 fatd de O, rezultd cd punctele
a, - (_3-4) L&y - (_3-4)

A1,A2,,A33, A; sunt conciclice. Deci
a, — &3 a4 — 8,

€ R, ceea ce arata ca
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b-t c-t

. : € R si deci punctele T,A,B,C sunt conciclice. Analog se arata cad punctul T
—a C—a

apartine cercurilor lui Euler a celorlalte triunghiuri.

Bibliografie:
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7. DESPRE FOLOSIREA NOTIUNII DE MODUL

S-a constatat cd, la terminarea studiului algebrei elementare, cei mai multi dintre elevi
nu au o idee clara despre notiunea de modul (valoarea absolutd) al unui numar real si, mai
ales, nu stiu sa foloseasca aceastd notiune in abordarea unor probleme mai complexe.
Aceasta se explica prin faptul ca in scoala gimnaziald nu se acorda suficientd atentie acestei
notiuni concretizatd prin exercitii si probleme aplicative.

Definitia corectd a modulului unui numar real este:

X|=xdaca x>0; |x|=0,dacd x=0; |x|=-x dacix<0, undexe R
Exemple: ‘+\/§‘=\/§;

V2|2

‘+\/§—1‘=\/§—1, pentruci ~2-1>0;

‘1—\/§‘=\/§—1 ,pentru ci 1-+/2 <0;

Notiunea de modul introdusa la clasa a VI-a, dupa care, modulul unui numar intreg ar
fi acel numar luat fara semn (consecinta a interpretarii geometrice), poate fi folosita cel mult
in cazul calculelor numerice. Tn general, numai definitia data mai sus poate fi folosita.

Propun Tn acest articol cateva exercitii si probleme care, daca ar fi tratate la clasa la
timpul potrivit, ar asigura intelegerea mai clara a acestei notiuni si folosirea ei corectd in
diferite contexte matematice.

Al. Sa se rezolve ecuatia:

x=1+|x-3|=4,xeR
Se impune studierea semnului expresiilor x-1 si x-3

X —0 1 3 +00
-1 | ————— 0++++ + + + + 4+ ++ + + +
X3 | —————————— | 0 |+ ++++++

Rezulta astfel 3 cazuri:
a) Pentru xe (—o0;3) [x=1==x+1,|x=3=-x+3, ecuatia devine:
-X+1-x+3=4 < -2x+4=4 < -2x=0 < x=0;0¢€ (-;1) < 0eS

b) Pentruxe [13] x=1=+x-1,|x-3 =-x+3, ecuatia devine:
+X-1-x+3=4 < 2=4 (F), ecuatia nu are solutie pe acest domeniu;

c) Pentruxe (3;+) [x=1=+x-1,|x-3=+x—3, ecuatia devine:
+X-1+x-3=4 & 2x-4=4 & 2x=8 < x=4; 4e (3+x) < 4€S

Deci, S ={0;4}
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Observatie: Foarte utild este interpretarea geometrica; pe axa numerelor |X—a| este

distanta de la punctul de abscisd x la punctul de abscisa a. Ecuatia de mai sus corespunde
problemei practice de a gasi punctele de pe axa numerelor pentru care suma distantelor de la
acesta la punctele de abscisa 1 si 3 este constantd (egald cu 4). Evident, intre punctele de
abscisa 1 si 3 nu se va gasi niciun punct care sa satisfaca acesta cerinta deoarece, pentru
acestea suma este egala cu 2. Problema admite ca solutii doua puncte simetrice in raport cu
mijlocul segmentului  [1;3].

Dupa acest model se rezolva ecuatiile de forma:
|x—a||x=b|£[x—¢|*............. t|x—n|=k cu ab,c,....keR

A2. Problema se poate complica putin introducand un parametru real. De exemplu:
Sa se discute ecuatia:

[x-1+|x-3=a,xeR,aeR , aparametru real

Rezulta astfel 3 cazuri:

Daca a<2 ecuatia nu are nicio solutie;

Dacid a=2 ecuatia are S =[1;3];

< . . . d+o 4—qa

Dacda a>2 ecuatia are doud solutii  X;= > ; Xo= >

A3. Si se rezolve inecuatia:

|x=1—|x-4|>1

Se impune studierea semnului expresiilor x-1 si x-4
X —0 1 4 +o0
-1 | ————— 0++++ ++ ++ + 4+ +++ + +
X4 | ——— | ————— 0 + 4+ ++ + + +

Rezulta astfel 3 cazuri:

a) Pentru xe (—o0;1)
[x=1)==x+1,|x—4|=-x+4, inecuatia devine:
X+1-(-x+3)>1 < -x+1+x-4>1 < -3>1 (F) & S=¢

b) Pentru xe [14]

[x=1 =+x—1,|x—4|=—x+4, inecuatia devine:

+X-1-(-x+4)>1 & X431 & 2%-551 < 2x>6 < X>3
& xe(3+0)= S =[L4]N(3;+0) =(3;4]
c) Pentruxe (4;+x)

x=1=+x-1,|x—4|=+x -4, inecuatia devine:

+X-1-(+x-3)>1 & +x-1-x+3>1 < 2>1 (A) pentru orice xe (4;+x) <

S = (4; +oo)
Deci, S =(3;4]u(4;+0)=(3;+x)
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4. Aplicatii imediate:

Rezolvatiin R :

a) [x-3=1

b) [x|=|x~1]

c) |x-a|=|x-b|,abeR

d) [x<1

e) [x-1<2

f) [x-1>x-3|
Se pot propune, sporind astfel gradul de dificultate, si altfel de ecuatii si inecuatii:
‘X2_4‘=3; ‘XZ—X‘=3; ‘X2—5X+6‘+‘X2—X‘=6; ‘XZ—].‘+‘X2—4‘=3 s.a.m.d.

Folosind geometria analiticad (ecuatia dreptei) se pot propune probleme in care sd se ceara
reprezentarea in sistem de axe de coordonate solutiile urmatoarelor ecuatii:

1) [x=1

@ [x-ly]=1
(3) [x+y=1
@ [x-yl=1

Analog,

5) |yl=1
6) —[x|+|y|=1
(M) x+|y|=1
®) |y-x=1

Exercitiile de péna aici sunt artificiale totusi. lata cateva probleme de geometrie
analitica in care notiunea de modul intervine in mod firesc.

A5. Tn triunghiul isoscel AABC cu [AB]=[AC],M &(BC) se consideri
MP || BA,P € AC;MN || AC,N € AB. Sa se demonstreze ca daci M descrie dreapta BC,
suma sau diferenta segmentelor [MP]si[MN | este constanta.

Solutia poate fi data analitic. Consideram un sistem de axe de coordonate si punctele:

B(-a;0);C(a;0); A(0;h); M (a;0) unde a eR.
Ecuatiile dreptelor MP si AC sunt:

MP: yzg(x—a)
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ac: XY 1-0
a h

a+a;y=2(a—a)j iar de aici se

MP N AC ={P}, coordonatele punctului P(x=

obtine pentru distanta MP expresia:

MP = (a_a) ‘(za +h’) _ |a—a|~ (a +[]) _ |a_a|. a+h
43 \’ 43 2a

. y . ] 2 .
Observatie: Greseala frecventd a elevilor este cad scriu (a—a) =a-a. Ar fi

corect doar dacd a—a > 0. Amintesc ci JXZ = |x|

Analog, Tnlocuind acu—-a se obtine expresia pentru MP.

2 2
MP =|a+a| +=—— a2+ h

. Trebuie sa determinam semnele expresiilor |a —a| ; |a +a|
a

o —00 -a +a +00
a-a | +++++++++ |+t++++ +4+0 | ——————————--
ata | —————————— 0+++++ + + ++++++ 4+

Obtinem urmatoarele cazuri:
Cazul 1) o <—a (M este la stanga punctului B) , de aici

la—a|=a-ajja+a|=—a—~a=>MP=(a-a)f, MN=-(at+a)f undeamnotat f =

2 2
ya +h

2a
Efectuand scaderea MP — MN= (a-a )f +(ata )f = 2af = a2 + h2 (constantd).
Cazul 2) —a<a <a (M este intre B si C)
Inacestcaz [a—a|=a-ajja+a|=a+a= MP=(a-a)f, MN = (a+a)f,
Efectuand suma lor MP+MN = (a -« )f +(at o )f = 2af = a2+ h2 (constanta).
Cazul 3) a >a (M se afla la dreapta punctului C)
|a—a|=—a+a;|a+a|=a+a = MP=(a-a)f,MN=(ata)f
Efectuand scaderea MP — MN= (« - a)f -(at+a )f = 2af = Jaz + h2 (constanta) .
CONCLUZIE FINALA:
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e Daca M este intre B si C atunci suma segmentelor este constanta.
e Daca M este pe dreapta BC, in exteriorul segmentului [BC] , diferenta segmentelor
este constanta.

e Daca M coincide cu B sau C, unul din segmente se reduce la un punct iar celalalt
coincide cu lungimea laturii congruente a triunghiului isoscel AB sau AC.

A6. Tn triunghiul isoscel AABC cu [AB]=[AC],M €(BC) se consideri
MN L BA,N € AB;MP L AC,P € AC. Sa se demonstreze ca daci M descrie dreapta BC,
suma sau diferenta segmentelor [MP]si[MN ] este constanti.

Solutia poate fi data analitic. Consideram un sistem de axe de coordonate si punctele:
B(-a;0);C(a;0); A(0;h);M (o;0), unde a eR.

Obtinem ca
h-lo+al h-la—a o

MN == MP=T (analog Tnlocuind a cu —a)
vh'+a h'+a

hx —ay +ah o

Ecuatia dreptei AB este: hx—ay +ah =0 sau forma normala

Se impune stabilirea semnelor expresiilor a +a si a —a
Obtinem urmatoarele cazuri:
Cazul 1) o <—a (M este la stdnga punctului B) , de aici

la—a|=a-a;la+a|=-a-a = distantele devin:

O et
h'+a
MP _h(ara) Efectuand diferenta, rezultdé: MP—MN = 2ah (const.)

.

2 2 2 2
h'+a vh'+a
Cazul 2) —a<a <a (M este intre B si C)
Tn acest caz [a—a|=a-a;ja+a|=a+a = distantele devin

MN :%
vh'+a
MP =M. Efectuand suma, rezultd: MP + MN =2;ah(const.)

.

h'+a’ Jh'+a’
Cazul 3) o >a (M se afla la dreapta punctului C)
|a—a| = —a+a;|a+a| =a+a = distantele devin :

MN = h~((2x +az
h'+a
MP = h-(o—2) . Efectuénd diferenta, rezulta: MP —MN = 2ah (const.)
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Observatii:

1) Constanta nu este altceva decat distanta de la B la AC.

2) Aceasta propozitie se demonstreaza usor pe cale elementara cu ajutorul ariilor:
Notam cu b - lungimea laturilor congruente ale triunghiului, cu u si v —distantele de la M la
laturile congruente. Exprimam relatia intre ariile triunghiului

AAABM + AAAMC = AAABC
bu by _bi

> + R U+Vv=i,unde i este lungimea indltimii din B.
Cand M este n exteriorul segmentului [BC], avem:

AAABM - AAACM = AAABC’ unde |u _V| =i

BIBLIOGRAFIE:
1. Gazeta matematici — vol. X1l (LXVI);
2. Geometrie analiticad, Manual pentru clasa a XI-a, Ed. Didactica si pedagogica, R.A.,
Bucuresti, 1994
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SCOALA “PETRU PONI”, IASI

8. Problema lunii iulie 2012 (www.mateinfo.ro)

Autor: Prof. Gheorghe ROTARIU, Grupul Scolar ,,Al. Vlahuta”
Sendriceni, judetul Botosani

Fie:

p, =sin6°-sin30°-sin78° -sin 222 ° -sin 246 °;
p,=C0s6"-c0s66°-cos78° -cos210° -cos222°.

1. Calculati:

—— P, -x+15

2. Aratati ca:

36



REVISTA ELECTRONICA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 - AUGUST 2012 RMAYANENCTIN{oATe)

7
D cos® o, sin® 0,
k=1

m 6°

S

~ cos®0, sin®o,

unde 6, <{6°,30°,66°,78°,210°, 222", 246" } , k=1,7,0, 20, , Vi#], i j=1,

(6, ia pe rand una din cele sapte valori).

Solutie autor:
Vom calcula mai intdi p, si p,.Transformarea in radiani ne conduce la:

125 5 30° 5 F 78 1> S 2007 15 SIE . gy AT
30 6 30 30 30

66° 1 7 2107 1 1T
30 6

6 2
. T . 5z bid 1
sin5.-—=sin—=sin| 7—— |=sin—=—;

6 6 2
sinb.-——= 13—ﬂ:sm 2w +— :smi:i,

6 2

sin5.-——= 37—ﬂ:sm 67 +— —smﬁ:i,

6 2

41 5 1
S|n5_: nTﬂzsln(Gﬂ"‘r—]:Sl ?ﬂ-:_ (*)

Avem urmatoarea formuld trigonometricd (de liniarizare a unei puteri a
sinusului):
5 . 10sin x—5sin 3x +sin 5x

sin® x= 6 =>sin5x=16sin° x+5sin3x-10sinx, VxeR (1)
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Dar, stim ca: sin3x=3sinx-4sin®x, VxeR (2)

Tnlocuind (2)n (1), vom avea:

sin5x=16sin ° x+5sin 3x —10sin X = sin 5x =165sin ° x+5( 3sin x —4sin ® x )—103in X =

=sin5x=16sin° x+15sin x—20sin 3 x—10sin x =

=sin5x=16sin®> x—20sin * x+5sin x (3)
.. .o - 13 37 . 41 ..
Relatiile () exprimd, de fapt, ca T L PR S i 27 sunt solutii ale
30 6 30 30 30

c e 1 .. .. ..
ecuatiei sin5x= > adica solutii ale ecuatiei:

. . . 1 . . . 1
165sin ® x —20sin ® x +5sin X:Ec>163|n ® x—20sin® x+5sin X—E:O (4)
Cu substitutia sinx=t, ecuatia (4 ) devine:

16t5 20t +5t— =0 (5)
2

. . .13 .37 .41 .. . .
CUM sin— # sin — # sin —— = sin—— = sin—— = solutiile ecuatiei (5) sunt:
30 6 30 30 30

137 . 37 . 41x . =
, 1=1,5
30 30 30

1
2 1
t,ttt, t.=——==— 6
1*2%*3*4 %5 16 32 ( )
adica:

. . nm . 13z . 3z . 41r 1
p, =sin—-sin—-sin -sin -sin =—.
30 6 30 30 30 32

Pentru calculul lui p, vom urma un rationament asemanator celui anterior,

pornind de la formula trigonometrica:
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10co 5c0s3x+cos5 .
cos”® x = 5 X 5005 9X + €08 X:>0055x:160055x—50053x—1Ocosx, VxeR (7)Stim

16
1nsa ca avem: cos3x=4cos® x—3cosx, VxeR (8)

Inlocuind (8) in (7), vom avea:

cos5x=16cos ®> x—5c0s 3x —10cos X = cos5x =16 cos ° x—5( 4c0s 3 x—3cos x )—

—~10cos X = cos5x=16cos °> x —20cos ® x +15cos x —10cos X =

= c0s5x=16c0s°> x—20cos > x+5¢0s x (9)

Daca in relatiile ( *) inlocuim functia sinus cu functia cosinus, avem:

23 377 3

COS5-£=C055-11—7T20085-13—7[20085-—20085-—:—.
30 6 30 2

Echivalent, repetand rationamentul anterior, cu faptul ca ecuatia:

3 3
16.c0s° x—20cos*® x+5¢0s X =——«<16¢0s > x—20 cos x+5003x—§:0 (10)
care devine, cu substitutia cosx=t:
3
16t5—20t3+5t—§:0 (11)

.. . Vs 1lix 137 T 37

are ca solutii multimea: S=1{ cos—, cos——, cos——, C0S—, COS—— .
30 30 30 6 30

Ultima relatie a lui Viéte, ne da:

3
e 1z 13z 7z 31z o2 3
p, =C0S —-CO0S ——-COS ——-COS ——-COS = =
3 30 30 6 30 16 32

Cu p,si p, calculati, integrala devine:

i In(x+2) ]

x2+2x+15

X
1
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In( mx+n ~ iny - ~
u dx sunt destul de rar intalnite atat
X2+ pX+Q

b
Comentariu. Integralele de tipul j

in cadrul concursurilor de matematica dar si in literatura de specialitate. De
aceea, pentru a remedia pe cat posibil acest neajuns, va recomand articolul d-lui
profesor Mihai Dicu (Colegiul National ,,Fratii Buzesti”, Craiova) din revista
Recreatii Matematice, Nr.1, lanuarie-iunie 2011, intitulat ,,Asupra calcularii
unor integrale definite”.

Revenim la integrala data: |

j'. In( x+2) dx

© X% +2x+15
. C 1o T —2t+11
Facem schimbarea de variabild (substitutia): x= - =p(t).
+
i imi ; .o X=1=>t=3;
Noile limite de integrare vor fi:
x=3=>t=1.

Diferentiem formal in substitutie:

2t+11 2t+11 ) 15

x=— 2 L dx= al dt=dx=——"dt.
t+2 t+2 (t+2)2
15(t2+2t+15)

5 .,
X+2=—— 8§1 X“+2x+15= 5
t+2 (t+2)

Cu acestea, integrala devine:
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(t+2)2-;52dt=
15( 17 +2t+15 ) (t+2)

2 n(t+2
dt—InlSI;dt—IMdt:
t2 +2t+15 1 9 +2t+15

I:j. In(x+2) dx:j. In15—In(t+2)'

x% +2x+15

i|n15 (t+2)
1 t?+2t+15

1
dt—1=21= In15J.—dt:>

|n15j
t2+2t+15

t?2 +2t+15

3 3 ta1 !
:>I:iln15j.;dtziln15j. (t+1)
2 (

dt=
1 t?+2t+15 2

t+1)° +14
t+1

4
= In \/E arctg
J14 |, ( J14

4 2 \/ﬁ
rln\/_arctg \/_4 \/_ \/_In\/_arctg 11
Ji4 m 7
= \/11? In \/Earctg %

N

In 15- arctg "

F

i )

—arctg

+

3

R _ | 2
In concluzie, |=j n(x+2) dx:fln@arotgm

. X% +2x+15

2. Pentru orice valoare (din cele sapte) a lui 9, avem cosd =0, sin @ =0.

Vom demonstra, mai intdi, ca oricare ar fi o <R, astfel incat coso =0

, sin@ =0,
avem.
L 1 . (12)
cos*0 sinto
. 33.4°
cos® @-sin® o< - (13)

Demonstram inegalitatea (12). Pentru aceasta aplicam doud inegalitati: a lui

Cauchy-Buniakovski-Schwartz (C.B.S) si a lui Bergstrom (B).
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Comentariu. Chiar daca apare mai putin in manualele scolare, si aici, in mod
eronat, ca un caz particular al inegalitatii C.B.S., ea fiind o inegalitate distincta,
dar echivalentd cu inegalitatea C.B.S, inegalitatea lui Bergstrom este deseori
utilizatd in cadrul concursurilor scolare sau olimpiadelor din diverse tari. O
reamintim:

Inegalitatea lui Bergstrom (B):

Oricare ar fi x, eR, y, €(0,%), k=1,n, neN*, are loc:

n 2
n 2 (Zxk]
Xk k=1

n

k=1 k Zyk

k=1
Avem:

2 2 2
) (@) ama) | wrarars) -
cos? @ sin?@ cos?6 sin?o

2
2 2 )?(8) 1+1)°
:[1+1]2{¥:16:1+1>8 -

cos?0 sin?o cos?0+sin?0 cos*® sin‘o

De aici:

2 2 \(c.B.S) 2 (12)
(12+12) ( 14 ] +( _14 ) > ( 14 + _14 J > 82=64=
cos” 0 sin” @ cos" 0 sin” @

1 1 1 1
+— >32= +— >2°
cos®0 sinto cos®0 sinto

Pentru a demonstra inegalitatea (13) vom aplica inegalitatea mediilor

(AM-GM ):
c0s® 0.5in® 93 .4° cos?0 cos’0 cos?O sin?6 sin?0 sin’6o sinZH(AM;GM)
B 3 3 3 4 4 4 4 -
00529+00529+00529+sin29+sin20+sin29+sin29
(M) 3 e 3 3 3 4 4 4 4 _
h 7
1 3%.4¢ _ 33 .44
:33-44-7—7: -7 =cos®@-sin®o< - O

Aceste doud inegalitati le vom aplica pentru cele sapte valori distincte ale lui 6.
Avem:
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! 3 44
cos® o, -sin® 6 34
k; k k <7 77 3%at 1 3%.2% (8:2)° ° .
l 1 1 728 7 7.2% 77.2° 77 77
2| wsig tane
kci\ COs” @, sint O,

Alte solutii:

1. Prof.Pacurar Cornel-Cosmin,Col. Nat. I.M.C.Blaj

1. Folosind formulele de reducere la primul cadran obtinem
p,=SIN6°siN30°sin78°sin222°sin246°=

= % -81in6°s1in42°sin66°sin78° si p,= C0S6°C0S66°c0s78°c0s210°c0s222° =
= ‘;:-cos6°cos42°c0s66°c0s78°.

Folosind formulele de transformare a produselor in sume obtinem sin6°sin66°
coe60”—cos72" _

2

— 1-2cos72" _: Oai o — coe3& —cosl20" _ cos36"+cossl” _ Zcos3eT+1
= , SIN78°sin42° =

2 e
—_ 725+ e0° _ 2 T2P41 -
€056°c0s66°= == 2““ = ':“4 si cos42°cos78°=
cos36” +ocosl20” — cos36” —cosel” — Zeos36 —1
2 2 3 ’

Obtinem p,= i“ — 2cps72%)(2cos36° + 1) §i p,= f[ZCDs?ZG +1)(2cos36° — 1).

Fie cos72° = a,c0s36° = h.Din 0°<36°<90°=1>b>0.

Din cos72°cos36° = anlDB’J:nBEE’ — :nBEE’;:nB?E’ —ab = ]‘? —=2ab = b-a.

Din c0s72° = 2¢us"36°-1 = a =217 — 1.

Din 2ab =b—-a si a=2b* — 1 =2b(2b* — 1) = b—b*+1=4b3*+2b*-3b-1 = 0=
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(b —1)(4b? — 2b—1) = 0=b,=1,b, .= 25 Cum be(0,1]=b = 1+"5=>cos36°
— M5
—
Dina=2b?-1sib= “"5 —a = —=>c0872° = =1
. 17 “5-1 185 13-+E3+E_ 1 _:
Obtinem p,= =1 -2 ©=2)(2- 224 4)=21 S =i
_«,3 V-1 1445 — V3 4541 45— 1:ﬂ
(2 + 1](2 4 1.}_ z 2 2 32
- _ 73 In(32p,xt2) . A . 1R o -
Fie 1= ?dx .Considerand schimbarea de variabilax =y-2 = | =

"'—Fz x+15

=4 Iy
———dy.
-‘rﬂ ¥y —Iy+15 ¥

3
Considerand schimbarea de variabild y = /152 = | = /15 [

s s
— VI5Im15 (E 1 dz+ Vv15 piiz Inz _ In /A% 1
- = z dz=—1L+—
1= JL— i 15 Ii_ =41 ViE 1 Vis 2
Vi s iE 18
= : N
=
=[=_1 - = [+15 1 — |5 VIBE-1 [ _
Il IS z_.E_'l'ldh .5 [t 3 A2 “dz s I"Ctg o ]
~AR ~5 45 '\"E 1z £
-
15 2
_— — — ar fp—
14( T Ctg«;u)
3
_ = In: .
L=[E= Considerand schimbarea de variabila z =
=
= _
—Ix Tz At T
izt Vit
3
— ! Int — _ _
= [Fe=—d="L=L=-1,=1=0.
Wig Ry
Inv15 2
Obtinem [ == (arctg—— :tgﬁ)'
7
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7 o - 3 E .
2. Avem Ze=si Sesin e < £ o 775 cos®0y, sin®0,<6° B, (S + —=)
Etzi(r%k-l-mk) 7 coo®B, oin®8;

(ry).
Din —1<cos8,< 1 = 0<cos®8,<1 si din —1< sinf, < 1 = 0<sin®8,<I.

Din 0<cos®8,<1 si 0<sin®8,<1 = 0<cos®3,'sin®6,<1 =0<F[_, cos®f, - sin®8,<7

= = ¥[_, cos®8, - sin®0,<7% = Y]_, cos®6, - sin®6,<5764801 (r,).

1 1
B-HBB]{ — =in®s"

. = 1 a1 S 7 1 1 > 57
Evident ca cos"i, = 0 gin®f — 0= Ek:l (cassﬂk + Bin“ﬂk) - Ek:i
(r3).

Din 0°<36°<90° = 0 < sin36° = sin36° = VI = cos?36° = |1 — (12—“? =

J2(5-3)
F 1
X - - o o .: ‘JEI:E—-\,-E:I W3 11+5
Avem sin6° = sin(36° — 30°) = sin36°c0s30°—sin30°co0s36° = — Ty

= '\]IE[:E_W:E] _ 145

- - (ry).
ﬂ's[s.—-,-ﬁ] _
Avem = 0,5090369604....... < 0,50903697 (ro).
Avem “;E = 0,40450849718....... > 0,40450897 (ro).

le(5—E]

Din (r,) si (r,) = *
0,104528 =

145

_ <0,104528 si impreuna cu (r,) = SiN6°<

= sin®6° < 0,0000000142515 = sin®6° < 0,00000002 = —— > 50000000

sin®6" —
(r?].

Din (r3) si (rr) = Xy (e + o) = 50000000 =
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= 63 3., (o + £_) > 10800000000  (r,).

cosl,  =in
Evident ca 5764801 < 10800000000 (rg).

Din (rg),(rg) si (r,) = 77 X, cos®8, - sin®8, <63 E;_l( Dl .

E + ﬁ) S1 1mpreuna

Tp_, cosi sin®h £
Cu(rlj: -,kj( 1 + 1 FS?_?
k=2 rog®h, sin® 4

2.Inginer lonut Valentin SANDULESCU
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Fie:  pl = sin6® = sin30° * sin78° * sin222° = sin246°

P2 = cos6° * cos66° * co578° * cos210° » cos222°
Rezolvare — Calculul celor doua produse p1 si p2 utilizate in rezolvarea celor 2 probleme propuse

1
pl= 2" 5in6° = sin78° + 5in222° = sin246°

Pentru calcul se utilzeaza formulele trigonometrice de transformare a produselor de sin si cos in sume si

invers:
. . 1
sina * sinf§ = 5" [cos(a — B) — cos(a + 3)]
1
cosa * cosf§ = 5* [cos(e — B) + cos(a + )]
1 1
cosa +cosfi =2 casE(a +£) COSE(R )
1 1
cosa —cosff = —2 sini(a: + ) sinE(a -B
1. ; . :
pl= 5 * (5in6° + 5in246°) = (sin78" + 5in222°)
111
pl= 3% 5%5" (c05240° — c0s52527) * (cos5144° — cos3007)
111 1 1
pl=—*—*%—=x (—— — 605252") * (cos'l44° — —)
2 2 2 2 2
111111(12 252°) + (1 —2 144°)
= _— % —k —k —k — & * ) * — 2% o
r 5'5%3%3%3 + cos cos

1
pl= 33" (14 2* cos252°) = (1 — 2 * cos144°)
pl= 31—2 * (1 —2*cos144° + 2 * cos252° — 4 * cos144° = cos252°)

1
pl= 32" (1—2+*cos144° + 2+ cos5252° — 2 * cos108° — 2 * cos396%)

1
pl= 37" [1— 2= (cos144° + c0s396°) + 2 * ( cos252° — cos108°)]
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1
pl= 37" [1—4=cos270°* cos252° — 4 = 5in180° * sin144°]

cos5270°=0: sinl80° =0
pl=1/32
Analog se face calculul produsului p2:

p2 = cos6® * co566° * co578° * cos210° * cos222°

|

\
p2 = (—;) = (c056° * co566°) = (cos78° * c05222°)

Y3 1 1
p2 = (—;) * E* 3 # (cos60° — cos72%) = (cos144° — cos300°)
2 V3 Lz ( 252 ) 144
=] ——|®x—k—x|— o] = o _ —
p 5 53 + cos (cos )
V3 1 1 1 1
p2= (—?—) Syt (— —) # (1 4+ 2c05252°) * (1 — 2cos144”)

Se rezolva la fel ca la p1 si rezulta:

p2 =+/3/32

Solutie problema 1:

Pentru:
pl=1/32;p2 =4/3/32

Integrala devine:

J~3 In(x+2) dx_J-S In(x+2)
1 x242x+15 1 (x+1)2+14

=

15

Facem schimbarea de variabila: x + 2 = —; dx = — —dy
y+1 (y+1)°
15 14—y
x+l=———-1=
yv+1 y+1

Limitele de integrare devin: x=1 —»y=4

¥=3 = y=2
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Integrala devine:

15

2 1_}+J. _ 21ln1s- 1n(y+1} - 2 In15- ]n(y+1] —15 d
L (14— y)z 14 [y+1)3 f (14— y) faa—yi® [y+1)a f 15(y3+1e [}+1.‘lz y

{y+1) (y+1) (y+1)2
4In1s5-In(y+1) _ 4 In1s 41n (y+1) In1s _ 23]
fz yE+14 d}’—fz vi+l4 dy_fz ¥2+14 d_]f [m t‘g( ) arctg (v‘ﬁ)] I
Deci:

In15 2
2l=—= Novd ctg( )—arctg (E)]

In1s 2
v |erea () - arets ()]

! E

nis Via
I= 24/ el tg[ ]

J.JL

!nlS

= aretg ()

[=.118650368

Solutie problema 2:

3, cos B sind: - 63

7 =97
2 (¢+L) !
6 " sin@
ooy \COSOi  sinby

- Folosind in prima faza inegalitatea mediilor avem:

7
14 14
= 1_[ cos 82 sinB

7
1 k=1
Z (co.SE-'B smﬁ's)
k=1

Dar, [Ii-,cos6;5in8, < pips < p3
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1 V3 .
7 = .26 Telatia (1)
E 1 1
(—gt—=)
snsﬂk s‘:‘m‘}.k
k=1
Y=y cos B sinbE - cautam maximul aceste sume pentruf, €[0;2m]
Fie f(x) = cos®x = sin®x x€[0;2m]
. d . : 3 . 4
Rezolvand ecuatia d—J: = 0 obtinem max f(x) pentru cos?x = 75 sinx = 7

33

4% 3328 .
“3* 23 (=—¢ ) relatia(2)

Yi_,cos 88 singd < 7«

Din relatiile (1) si (2):

Yi_, cos Bpsin8g < V3 . 33428

7 - 6 6
1 . 1 F=2 7
ko1 casﬂ% sinsi

Vi, cosBpsindy - y3#3%427 < 2#3%42%

7 — 7 — 7
11 7 7
casﬂ?{ " sin IE]'FEEif

k=1

EE:*L cos Hisinﬂi 63
= <

77
1 1 7
(msﬁ'B +5Enﬂa)
k=1 k k

Coordonator concurs: Andrei Octavian Dobre
dobre.andrei@yahoo.com

www.mateinfo.ro (august 2012)
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