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1.0 GENERALIZARE A PROBLEMEI VI11.149.
DIN RECREATII MATEMATICE NR. 1/ 2012

NECULAI STANCIU, BUZAU si TITU ZVONARU, COMANESTI

Generalizare: Dacd m,nsi a,b,c sunt numere reale pozitive atunci:

a"b"c"(@" +b" +c")?
a3m+2n +b3m+2n +C3m+2n -

*)

Demonstratie.

Avem:

m m m 2
a™b"c"(a" +b" +¢" f = {azbzcz(a“ +b" +c”)} =

1

2
_ |:(am+2nbmcm )% + (amberZnCm)2 + (ambmcm+2n );:| (1)

Din inegalitatea:

[\/EJF\/BJF\/EJZ < a+b+c
3 3
s1 (1) rezulta:

ambmcm(a” +b" + c”)2 < 3(61”‘*2”b”‘cm +a"b™*c™ + ambmc””z”) 2)
Din inegalitatea mediilor aritmetica-geometrica avem:

am+2nbmcm < m+2n .a3m+2n + m .b3m+2n+ m ‘C3m+2n
3m+2n 3m+2n 3m+2n

s1inca doua inegalitati similare, care prin adunare membru cu membru si (2),

ne conduce la
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2
ambmcm(an_i_bn_i_cn) Ss(a3m+2n+b3m+2n+CSm+2n),

ceea ce trebuia demonstrat.

Observatie. Pentru m = n =1lobtinem problema VI111.149 (autori Gheorghe Strutu si

Adrian Stan ) publicatd [in Recreatii Matematice, nr. 1/2012, p. 73. O solutie a problemei
VI111.149 a fost publicatd [1n Recreatii Matematice, nr. 2/2012, p. 144.

Remarca. Si inegalitatea (*) se poate generaliza. Intr-adevdr, daca proceddm ca mai sus
obtinem urmdtoarea generalizare:

a; -ay -.-ag (a) +a; +...+ay)"

<q”*(p>1),

a™™ ™" L+ ag”””p
unde m,n si a,,8,,...,8, sunt numere reale pozitive.
Demonstratie.
Folosim inegalitatea

11 1P

p p p

a’ +a, +..+a, <a1+a2+...+aq
q q
sl avem:
momoom P
p
a,'ay..ag (al“ +a, +...+a§) =la’a;..a; (al“ +a, +...+a§) =

1 1 1P
_ m+np oM m\ - m m+np m | m m m-+np
—{(al ay .4, )p +(a1 a;"™..a )p +...+(a1 a, .4 )p} <

< qp‘l(al”‘*””azm...ag“ +a,a; "..ag +o.t al’“azm...ag”””).

De aici si din inegalitatile mediilor aritmetica-geometrica

km+np

gm-+np gm+np
n < (m+np)a; +ma,""™" +...+ ma,

q

a;"™aj..a
gm +np
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km+np
q

- ma/""™ + (m+np)a,""™ +...+ ma

am+np

km+np

gm+np gm-+np
ma, +ma,""™ +...+(m+np)a,

agm+np

adunate membru cu membru, obtinem inegalitatea dorita.

2. O EXTINDERE A PROBLEMEI O.VII1.272
DIN RMT NR. 1/2011

de TITU ZVONARU, COMANESTI si NECULAI STANCIU,
BUZAU

Problema propusa de d-l Liviu Petre are enuntul:

“Aflati numerele naturale cu proprietatea cd dacd le inmultim cu 30 numdrul divizorilor
cregte de 3 ori.”

In aceasta nota vom rezolva urmatoarea extindere:

“Aflati numadrul natural tsi numerele naturale ncu proprietatea cd dacd le inmultim cu 30
numdrul divizorilor creste de tori.”

Fie n=2"-3".5" . p/* -...- p&*,unde X,Y,2>0,0,,a,,....;0, > 081 Py, Poyseesy Ps s
sunt numere prime diferite de 2,3,5.

Rezulta ca:
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30n = 2.3 .55 pa . L p%,

Deoarece numarul divizorilor lui n este:
(x+1)y +1)z +1)e, +1)..(a, +1),
iar numarul divizorilor lui 30n este:
(x+2)y +2)z +2)a, +1)..(a, +1),
din enuntul problemei rezulta
t(x+ 10y + 1)z + e, + 1), +1) = (x+ 2y + 2z + 2N, +1)..(a, +1).
Notam:
a=x+Lb=y+lc=z+1m=t-1>0,
¢i trebuie s3 rezolvim in numere naturale nenule ecuatia:
(m+Dabc=(a+1)(b+D)(c+1l) < mabc-ab-bc—-ac-a-b=c+l<
& (mc-1)ab-(c+la—(c+)b=c+1 1)
Daci mc =1, atunci m= ¢ =1 si este usor de vizut ci ecuatia (1) nu are solutii.
Putem inmulti (1) cu Mc —1 si obtinem succesiv:
(mc—1)?ab—(mc—1)c+1)a—(mc—1)c+1b =(mc-1)c+1) <
< [me-1)a-(c+1)J(mc-1p—-(c+1)]=(c+1)* + (mc-1)c+1) =
& [(me-Da—(c+1)(mc—1)p—(c+1)]= (m+Dc(c+1) *)
Din motive de simetrie, putem presupune cd a>b>c.
Atunci:
(mc-1)a—(c+1)>mc? -2c-1,(mc—1)p—(c+1)>mc® - 2c 1.

Vom analiza cazurile cand expresia mc? —2c —1 este pozitiva sau negativi:

Cazul 1. Daca m > 3, atunci:
mc? —2c-1>3c* -2c-1=(c-1)(3c+1) >0,

s1 din relatia (*) rezulta ca:
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(m+Dec+1) =[(mc-1)a—(c+DJ(mc-1)a—(c +1)]> (mc? —2c -1 <

< m’c? +4¢” +1-4me® —2me® +4c - (m+1)c’ - (m+1)c<0 <
< mPc* —4me® —3(m-1c* —(m-3)c+1<0 (2)
Daca m> 8, atunci avem:

m?c* —4mc® -3(m-1)c® —(m-3)c+1>8mc* —4mc® —3mc® —mc+3c® +3c+1=

=4mc®(c—1) +3me?(c* 1) + me(c® 1) +3c* +3c+1> 0,
sl inegalitatea (2) nu este adevarata.
(Hm=7.
Inegalitatea (2) devine:
49c* —28c® —18c” —4c+1<0 < (c—1)(49¢® +21¢c®* +3¢c-1) <0
sicum
49c¢® +21c* +3c-1>0,

nu putem avea decat c=1.
Relatia (*) devine:

(6a—2)6b—2)=16 < (3a-1)(3b-1) = 4,

s1 obtinem solutia:

(iiym=6.
Inegalitatea (2) devine:
36c* —24c® -15¢* -3¢ +1<0.
Pentru ¢ > 2avem:
36c* —24c® —15¢* —3c +1> 72¢® - 24¢® —15¢* —3c+1=
=48¢® —15¢* -3¢ +1=30c® +15¢*(c —1) +3c(c’ -1 +1> 0,
s1 deci nu putem avea decat ¢ =1.

Relatia (*) devine:
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(5a—2)(5b-2) =12,

s1 nu obtinem solutii.
(iiiym=5.
Inegalitatea (2) devine:
25¢* —20c® -12¢* - 2c +1<0.
Pentru ¢ > 2 avem:
25¢* —20c® -12¢® -~ 2c +1>50c® —20c® —-12¢* - 2c +1=
=30c® —12c* —2c +1=16¢> +12c*(c-1) + 2¢c(c®* -1 +1> 0,
s1 nu putem avea decat ¢ =1.
Relatia (*) devine:
(4a-2)4b-2)=12 = (2a-1)2b-1)=3,
s1 obtinem solutia:
a=2,b=1c=1.
(ivym=4.
Inegalitatea (2) devine:
16c* —16c® -9c® —c+1<0.
Pentru ¢ > 2avem:
16c* —16c® -9c® —c+1<32c®-16¢° -9c® —c+1=
=16¢® -9c® —c+1=6¢>+9c’(c—1) +c(c’* —=1)+1>0,
sideci c=1.
Relatia (*) devine:
(3a—-2)3b-2)=10,
s1 obtinem solutia:
a=4,b=1c=1.
(v)m=3.

Inegalitatea (2) devine:
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9c* —12c®-6c?+1<0.

Pentru c > 2 avem:
9c* —12¢® —6¢” +1>18¢® -12¢® —6¢* +1=6¢° —6¢° +1=6¢°(c—-1)+1>0
sideci c=1.
Relatia (*) devine:
(2a-2)2b-2)=8 = (a-1)(b-1)=2,
s1 obtinem solutia:

a=3b=2,c=1.

Cazul2. m=2.

Q) pentru ¢ =1relatia (*) devine:
(a-2)b-2)=6,

s1 obtinem solutiile:
a=8b=3c=1sia=5b=4,c=1.

(i) pentru ¢>2,2c°-2c-1>4c-2c-1=2c-1>0si atunci relatia (2) rimane
adevarata, adica:
4c* —8¢® -6¢” +¢c+1<0.

Cum pentru ¢ > 3avem

4c* —8¢® —6¢” +c+1>12¢®—-8¢® —6¢” +c+1=4c® —6¢>+c+1=2¢*+2¢’(c—-3)+Cc+1>0,
rezultd c=2.

Relatia (*) devine:
(32-3)3b-3)=18 <= (a-1)(b-1) =2,

s1 obtinem solutia:

a=3b=2c=2.
Cazul 3. m=1.
Deoarece ¢ #1, avem:
(1) pentru ¢ = 2relatia (*) devine:
(a-3)b-3)=12,

8
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s1 obtinem solutiile:

(a=15b=4,c=2)(a=9,b=5c=2)si (a=7,b=6,c=2).

(i) pentru ¢ = 3relatia (*) devine:
(2a-4)2b-4)=24 = (a-2)b-2)=86,

s1 obtinem solutiile:
(a=8b=3c=3)si (a=5b=4,c=3).

(ili)  pentru ¢ > 4avem:
c?—-2c-1>4c-2c-1=2c-1>0,

si ar trebui ca inegalitatea (2), care este ¢* —4c¢® +2c+1<0, sa fie adevarata.
Cum ¢’ —4¢® +2c+1=c®(c—4)+2c+1>0, nu obtinem solutii.

Revenind la necunoscutele t, X, Y, z, avem solutiile:

NINNPNDNWWW OO0

WIN O WERWN RO OO
NN R R PP OOOOOON

BlNjojoRIv A NN w e o] x

Observatie. Numarul 30 nu joaca un rol esential. El poate fi Tnlocuit cu un produs de trei
numere prime distincte.
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4. Problema lunii septembrie 2012 - www.mateinfo.ro

Determinati toate perechile de numere intregi (x ,y) astfel incat:
1+2X +22X+1 :yzl

Olimpiada Internationala - Slovenia 2006

Solutie oficiala:

Solution. If (z, y) & & solution then obwviously £ = 0 and (z, —y) is a solution too. For z =0 we get
the two solutions (0, 2) and (0,—2).

Now let (z,y) be & solution with = > 0; without loss of generality confine attention to ¢ > 0. The
equation rewritten as

P+ 27 = (y=1)(y +1)

shows that the factors y — 1 and y + 1 are even, exactly one of them divisible by 4. Hence z > 3 and
me of these factors is divisible by 25 but not by 2%. So

y = P~ 4, m o odd, €=l i1
Plugging this into the original equation we obtain
2% [1 + 2”“1} = [Er_im +::j’il — =%yt F*me,

or, equivalently
1+ 257 = #75m? L me,

Therefore
1 —sm = 2”_2{:?12 — 8. (2)
For ¢ = 1 this yields m?2 —8 <0, i.e., m = 1, which fails to satisfy (2).
For € = —1 equation (2] gives us

1 +m=2%2m’—8) = 2m’ —§),

mplying 2m’ —m =17 < 0. Hence m < 3 on the other hand m cannot be 1 by (2). Because m is
odd, we obtain m = 3, leading to z=4. From (1) we get y = 23. These values indeed satisfy the
gven equation. Recall that then y = —23 is also good. Thus we have the complete list of solutions
(zy) (0,2),(0,=2), (4,23), (4,=23).

10
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Alte solutii

1. Prof. Gheorghe ROTARIU - Liceul Tehnologic ,,Al. Vlahuta” Sendriceni, jud. Botosani

Facem céteva precizari:

e Ecuatia fiind simetricd in y, odatd cu soluia (x o,y , ), va admite si solutia (x 5, -y, ).
e |y|>2 deoarece y* =1+2* +2%* >1 deoarece 2* >0,V A€ R siy este numar impar.

e Pentru x <0 avem:

x <0 2Xx+1<0
=
XEZ XEZL

Dar, deoarece |y|>2 rezulta:

= 142" 4227 <142° 42 =14 2% 422 <3 (1)

y2>4=142% 427 >4 (2)

Relatiile (1) si (2) sunt contradictorii. Prin urmare, ecuatia datai nu poate avea prima

componenta a solutiei (adica X ) numar intreg negativ.

Se verifica imediat ca perechile |(0, 2); (0, —2)| sunt solutii ale ecuatiei.

De asemenea, o particularizare pentru x =1 si X =2 nu conduce la solutii.

X >3
Studiem daca ecuatia datd admite solutii pentru situatiile: { y >2 .
X,y €N
5 B A | (3)
Facem urmatoarele substitutii:
y=2k+1, keN (4)

Observatie. Substitufia 2*? =t nu este una ,,magicd”. Am ficut-o pentru ci cea ,naturald”
2% =t sau cea ,apropiatd” 2* ! =t nu conduceau la relatii din care si pot trage unele concluzii
imediate (nu scdpam de coeficienti multiplicativi nenuli §i nu aveam nici numere naturale
consecutive).

Tnlocuind (3) 1n ecuatia initiala, ea devine:

11



REVISTA ELECTRONICA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 - OCTOMBRIE 2012 www.mateinfo.ro

142% 422 =y 2 =5 14+4t 432t 2 =4k (k+1)+1=1t(1+8t)=k (k +1) (5)

X

2
4 —t=2"=4t=2% =16t2

22 —t=

Analizadm ecuatia la care am ajuns:
t(1+8t)=k(k+1) (5).
Doua remarci ne permite relatia (5):

1) Forma celor doi membri implica k >t.
2) Fie k fie k +1 este multiplu de t.

Justificare pentru remarca a doua. Numarul t este o putere a lui 2. Numerele naturale k si
k +1 sunt consecutive, deci unul dintre ele, sa presupunem k, este par.

Daca, prin reducere la absurd, nici k nici k+1 nu sunt multipli ai lui t, atunci n
descompunerea in factori primi ai lui k, exponentul lui 2 este strict mai mic decat exponentul
lui 2 din expresia lui t. Evident, k mai poate avea in descompunere si alti factori primi
(impari), eventual la puteri naturale nenule. Numarul k +1 fiind impar, va avea in descompunere
doar factori primi impari, eventual la puteri naturale nenule. Efectuand produsul celor doua
numere (k si k +1) nu vom obtine ca exponent al lui 2 exponentul din expresia lui t sau mai
mare, ci strict mai mic. Sigur, pot sd mai apara si alti factori primi la anumite puteri naturale.
Prin urmare produsul k (k 4+-1) nu este multiplu al lui t, contradictie cu (5).

Cazull. k=tu, ueN".
t>0

t(1+8t)=k(k+1)=t(1+8t)=tu(tu+1)=1+8t=u(tu+1)=1+8t=tu’ +u=

:>t(8—u2):u—lu:>¢8t: u-1

De aici, t este pozitiv daca si numai daca u € (—oo , —2\/5) U (1, 2\/5) Singurul numar natural

de aici este u=2. Dar, pentru aceasta valoare a lui u, nu avem teN~*. Cazul acesta,
k=tu, ueN" nuconvine.

Cazulll. k+1=tu, ueN"*.

t>0
t(1+8t)=k(k+1)=t(1+8t)=tu(tu—1) ;1+8t:u(tu—1):>1+8t:tu2 —u=

u2¢8
—u-—-1 u+1
:>t(8—u2):—u—1:>t:8 —=t= 2+8'

12
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u+1

>0

u?-8
Impunand conditiile {u+1>u?-8=ue{1,2,3}
ueN”~

Singura valoare a Ilui u pentru care t este numar natural este u=3. Deci
k +1=3t=k =3t —1. Inlocuite in (5), avem:

t>0

t(1+8t)=k(k+1)=t(1+8t)=3t(3t—1)=1+8t=9t-3=t=4.
Revenind in substitutie, avem:
22 —t=2"?=22=x-2=2=x =4

Tn fine, pentru x =4 =y = +23.

Concluzionénd, solutiile ecuatiei date sunt: [(0,2); (0, —2); (4, 23); (4, —23).

2. Prof. Corneliu Manescu-Avram , Grupul Scolar de Transporturi Ploiesti
Ecuatia nu are solutii cu X < 0, deoarece in acest caz membrul stang nu este un numar intreg.
Daca x = 0, atunci exista solutiile (0, 2) si (0, —2).

Daca (X, y) este o solutie cu X > 0, atunci putem presupune, fira a restrdnge generalitatea,
cay > 0. Ecuatia se scrie

21+ 2" = (y - +1).

Numarul y este impar, deci cel mai mare divizor comun al numerelor y — 1 si y + 1 este egal cu
2. Se deduce ci unul dintre aceste numere este divizibil cu 2, dar nu cu 4, iar celdlalt se divide cu
2*=1 dar nu cu 2*. Avem astfel x > 3 si y = 2* la+ b, cua impar si b = £1. Se substituie
aceasta valoare in ecuatia din enunt, se simplifica si se obtine

2*"2(a®*—- 8)=1-ab.
Se verifica simplu ¢ca a = 1 nu este solutie, asadara > 3 si b = —1. Din
2(a>—-8) <l1l+a,
se obtine a = 3, ceea ce ne da solutia x = 4,y = 23.
Rezulta ci solutiile (x,y) ale ecuatiei date sunt (0, 2), (0, —2), (4, 23), (4, —23).
Bibliografie

[1] www.imo-official.org/47" International Mathematical Olympiad Slovenia 2006
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[2] Djuki¢, Dusan, Jankovi¢, Vladimir, Mati¢, Ivan, Petrovi¢, Nikola, The IMO Compendium,
Second Edition, Springer, 2011

3. Prof. Pacurar Cornel-Cosmin,Col.Nat. I.M.Clain,Blaj
Determinati toate perechile de numere intregi (X, y) astfel incat 1+2%+22x+1=y2,

Solutie:Fie (X, y)EZXZ astfel ncat 1+2X+22x+1=y2 (D).

Cazul 1,pentru x<0,X€Z,yeZ avem (1)< 1+2%X +2 -y 27242 7X4= "y 2| D

22X -

27214 X141 =p=2x-1y2 (D),

Subcazul 1.1,pentru x=—1 avem (2)< 4=2y2cy=+/2¢7Z.

Subcazul 1.2,pentru x<—2 avem (2)< impar=par care este imposibil.

Cazul 2,pentru x=0 avem (1)=4=y?=y=+2€7.

Cazul 3,pentru x>0,x€Z,y€Z avem (1)=impar=y?=y=impar<y=2k+1 unde keZ=

= (1) =1+2%+22%F1=4K 2 +4k+ 1 2%+ 22%H 124k 2 +4K|: 4252422 1=k(k + 1)  (3).
Subcazul 3.1,pentru x=1 avem (3)(:)%+2: k(k + 1)=5=2k(k + 1)=2|5 care este fals.

Subcazul 3.2,pentru x=2 avem (3)&1+8= k(k + 1)<9= k(k + 1) care nu are solutii in Z.
Subcazul 3.3,pentru x>3 avem (3)=2*X2(1 + 2x*1)=k(k+1) (4).

Subcazul 3.3.1,pentru k par=k+1 impar =(2*2 k + 1)=1.

Din (4)=2*"2]k(k + 1) si tindnd cont de (2¥72,k + 1)=1=2%"2|k=k=2%*"2 -p unde peZ=
=k+1=2%"2 .p+1.

Avem (4)=1+21=p(272 - p + 1) =2 2= (5).

. . n - -1
Cum X€Z si x>3 =2% 2eN si impreuni cu (5)= ;)_

EN=8p*|p - 1=8 - p?| < |p - 1

sau p—1=0.
Pentru p=1 avem (5)< 2*~2=0 care nu are solutii reale.

Riamane |8 —p?| < |p— 1| =[p2-8| < Ip-1| (6).

14
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1J_1+J_

Pentru p>3 avem (6)<=p? —p— 7<O<=)p€[ ]ﬂZﬂ [3, +0) =pe{3} si in acest caz

avem (5)<2%2=-2 care este imposibil.

1+\/_]

Pentru p<—3 avem (6)<p2+p— 9<0<:>pe[ NZN(—o0, —3]<=pe{—3} si in acest

caz avem (5)=2%2=4 <x=4 si in acest caz avem (1)=Yy2=529=y=+23€Z.

—2_1 . o .
Pentru p=2 avem (5)<2* Z:Z &x=0 care nu convine pentru ca X€Z si x>3.
- -1 ..
Pentru p=0 avem (5)<2* 2:? care nu are solutii reale.
_o_—2 ..
Pentru p=—1 avem (5)<2% 2:7 care nu are solutii reale.

- -3 ..
Pentru p=—2 avem (5)<2% 2:7 care nu are solutii reale.

Subcazul 3.3.2,pentru k impar =k+1 par.
Din k impar =(2%*2,k)=1.

Din (4)=2*"2]k(k + 1) si tindnd cont de (22, k)=1=2%"?%|k + 1=k+1=2%"2.q, unde q€Z
=k=2"2-q1.

Avem (4)=1+21=(272 - g — D)2 2= (7).

Cum X€Z si x>3 =2*~2eN si impreund cu (7):> at1 EN:>q —8lg+1=|qg?—-8| < |q+ 1]
sau gq+1=0.

Pentru g=—1 avem (7)<2%*~2=0 care nu are solutii reale.

Riméne |2 — 8] < [q+ 1| (8).

1- \/_ 1++/37

2
(7)=2%2=4&x=4 si 1n acest caz avem (l)(z)y =529 y=+23€Z.

Pentru g>3 avem (8)=q%—q— 9<O<:>qe[ ]ﬂZﬂ[3 +00)<€e{3} si In acest caz avem

Pentru q=2 avem (7)@2"‘2:_14 care nu are solutii reale.
Pentru g=1 avem (7)<:>2X‘2:_i7 care nu are solutii reale.
Pentru g=0 avem (7)<:>2X‘2:_i8 care nu are solutii reale.
Pentru g=—2 avem (7)<:>2X‘2:i & x=0 care nu convine pentru ca x€Z si x>3.

1+F

Pentru g<—3 avem (8)<=q%+q— 7<O<:>qe[ ]ﬂZﬂ(—oo —3]=qe{—3} si in acest

caz avem (7)&2%2=-2 care nu are solutii reale.
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Tn concluzie solutiile intregi ale ecuatiei (1) sunt (x,y)€{(0,2), (0, —2), (4, —23), (4,23)}.

4. Profesor loan Viorel Codreanu, Scoala Gimnaziala Satulung,Maramures
Solutia 1.

Pentru x = 0, obtinem y* =4 si (0,-2),(0,2) sunt solutii ale ecuatiei date. Daca (x, y) este
2

solutie a ecuatiei 1+ 2 +2** = y? = (—y)* atunci si (x,—y) este solutie a acesteia. Pentru

x < -1, deoarece 1+2* +2%" <1+27 +27" =2 si y* =1+2* +22" > 1, ecuatia nu are
solutie. Fie (x,y) solutie a ecuatiei. Putem presupune ¢ x >1 si y > 2. Ecuatia se scrie in forma
2%(2*"* +1)= (y —1)y +1) si observam c y este impar, (y -1,y +1)= 2 si dintre factorii y—1
si y+1 doar unul este divizibil cu 4. Pentru x = 2 obtinem ecuatia y* = 37 fard solutii intregi.
Considerim X >3 si observim ci doar unul dintre factorii y—1 si y +1 este divizibil cu 2**

dar nu este divizibil cu 2*. Prin urmare
y=2""-n+k (1)
unde n este impar si k = +1. Tnlocuind y = 2**-n+k 1n ecuatia dati, obtinem
24(21 +1)= (2" n+ k) -1
si
2X(2" +1) =227 .n? + 2" -nk
de unde, impartind cu 2*, obtinem
2T 4+1=2"%.n" +nk
si
1-nk=2%(n*-8) (2)

Daci k =1 egalitatea (2) nu are loc. Intr-adevar dacd n =1, atunci —7-2*2 =0 nu are solutie

iar dacd n >3 avem 1-n<0 si 2*‘2(n2 —8)>0.
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Daca k = -1, atunci egalitatea (2) devine

1+n=2"%(n? -8)> 2(n* -8)

de unde rezulti 2n* —n—-17 <0 cu solutia n < 3. Pentru n =1 obtinem 2 =—7-2*? firi solutie
iar pentru n =3 din 2** =4 obtinem Xx =4 si din (1) y = 23. Deci solutiile ecuatiei date sunt

(0,-2),(0,2),(0,-23) si (0,23).
Solutia 2.
Fie (x,y) o solutie a ecuatiei date. Folosind observatiile din Solutia I putem considera ca

x>5si y>1si(0,-2)(0,2) sunt solutii ale ecuatiei. Intr-adevir pentru x =1,2 si 3 se verifica

usor ¢ ecuatia nu are solutii intregi iar pentru X = 4 obtinem ecuatia y* =529 si

(4,-23),(4,23) sunt solutii ale ecuatiei date. Avem y? =1+ 2* + 22! si cum

(2 +1f =2+ 2" +1 obtinem
(y— (@ +1)(y +(2* +1)= 2*(2* 1)
si observam ca y si 2* +1 suntimparesi y>2* +1.
Avem
y-2"-1=2asi y+2*+1=2""-bsau y-2*-1=2""-bsi y+2*+1=2a
unde a si b sunt numer naturale nenule si ab =2* -1.
Inultimul caz y=2a-2* -1< 2(2X —1)— 2" —1=2" -3 contradictie cu y>2* +1.
Inprimulcaz y=a+2*%-b si 2*+1=2"%-b—a (1). Observimca a si b sunt impare.
Tinand seama de y > 2* +1 avem
2 42 =2(2" +1)< y+1+2* =2"*.b,
de unde rezultd ca b > 3, deci b > 5. Folosind a doua ecuatie din (1), avem

a=2"%.p-2"-1>5.2"%-2"-1=2"" -1,
17



REVISTA ELECTRONICA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 - OCTOMBRIE 2012 www.mateinfo.ro

Daca b > 7, atunci

2 —1=ab>7(2? ~1)=2" +3.2% —7 > 2* —1 contradictie.

Deci b =5 si inlocuind Tn a doua ecuatie din (1) obtinem a =5-2*% —2* —1=2"? —1 iar

nlocuind in prima ecuatie din (1) obtinem y = 3-2** —1. Rezulta cd
1427 422 = (3.2 1

de unde obtinem, dupi efectuarea calculelor, 2% = 4.2* si atunci x =4, contradictie cu X >5

. Deci ecuatia data are solutiile (0,-2),(0,2),(4,23) si (4,-23).
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