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1.Demonstrarea unor inegalitiati geometrice folosind substitutiile Ravi

Profesor Codreanu loan Viorel

Scoala Gimnaziala Satulung, Maramures

In acest articol vom prezenta o metodi de rezolvare a inegalititilor geometrice folosind substitutiile
Ravi si inegalitati algebrice clasice.

Propozitie. Numerele a,b,c sunt lungimile laturilor unui triunghi daca si nuumai daca exista
X,Y¥,2>0 astfelincat a=y+z,b=z+x,c=x+Y.

Demonstratie. Daca a,b,c sunt lungimile laturilor unui triunghi, ludm
X=p—-a>0,y=p-b>0,z=p-c>0. Avem y+z=p—-b+ p—c=a sianaloagele. Reciproc,
daca a=y+2z,b=z+Xx,c=Xx+Yy, atunci 2x=b+c—a >0, adica a <b+ ¢ si analoagele, relatii ce
arata ca se poate forma un triunghi de laturi a,b,c.

In concluzie daca a,b,c sunt lungimile laturilor unui triunghi atunci pentru orice inegalitate
geometrica existd o inegalitate algebrica de forma F(x,y,2)>0 sau (<,>,<0). Substitutiile
a=Yy+z,b=z+X,c=Xx+Yy sunt cunoscute sub denumirea de substitutiile Ravi.

Folosind propozitia vom scrie in functie de X, Y,z unele relatii cunoscute din geometria triunghiului.

_a+b+c
2

«S=,p(p-a)lp-b)p-c) ,/inini

=X+Yy+z
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(x+y)x+2)

% \/(pp(t;)(pa)c \/XZX

In continuare vom demonstra cteva inegalititi geometrice folosind substitutiile Ravi si inegalitati

otg

algebrice clasice. Notatiile sunt cele obisnuite intr-un triunghi iar unele enunturi vor fi usor modificate.

1. Sa se arate ca in orice triunghi are loc inegalitatea

[T, —2r)<r?

Marius Olteanu, Arhimede nr. 9-10, 2003

. R . 25 2T .
Solugie. Sa exprimam h, in functie de X,y,z. Avem h, = 2 z H si analoagele. Atunci
a y+12

inegalitatea din enunt se scrie succesiv

M T M o0 (22 )<
o 8[[—2—<le [T(x+y)=8[]x

Ultima inegalitate se obtine din aplicarea inegalitatii mediilor MA-MG, mai exact avem

VY+1Z
X+y2 ZM, y+z2 Z\M, 7+x>22x si Inmultind aceste inegalitati obtinem H(X + y) > BH X.

2. Demonstrati ca in orice triunghi are loc inegalitatea

2
1a>2r

2<hc " R
I.V. Maftei si P.G. Popescu, La Gaceta de la Real Sociedad Matematica Espanola
2r
Solutie. Avem Z— >2-— e Z— to2 4. Ultima inegalitate se scrie succesiv
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x+y\x+z)  J](x+y) x+y)(x+z) H(x+y)

4Ji2xini

le_[(yxtrzy) l_f};[:(y >4 (y+z) +8] [ x= 4] J(x+y)

dupa care folosind identitatile Y (y+ z) = 2> x°+3) xy(x+y) si

[T(x+y)=> xy(x+y)+2[ [ x ultima inegalitate se scrie echivalent

2> X +3) xy(x+y)+8] [x= 4> xy(x+y)+8[[x = 2D x* 2> xy(x+y) (1)
Ardtam ca x° +y® > xy(x+y). Avem x* +y® > x?y + yzxc>(x—y)(x2 —yz)c>(x—y)2(x+y)20
ce evident are loc. Similar, y® +2°® > y?z+yz® si x® + 2% > x?z + xz?, iar dupi suma acestor

inegalitati rezulta (1).

3. Aratati ca in orice triunghi are loc inegalitatea

z(zra)(z%ajzgp

D.M. Batinetu-Giurgiu, Gazeta Matematica nr. 4, 2005

Solugie. Inegalitatea din enunt se scrie succesiv

2[2 0 XX)(H X)J[Z RN X)J >9% x < 23 X[ x(z J{

x(y +2)

Z)J >9 X

2y XV{Z J 295 (% Xy{Zx—lyJ >9

x(y +2)
unde am folosit identitatile (H X(Z%) = z Xy si Z X(y + Z) = 22 Xy . Ultima inegalitate rezulta

usor aplicand inegalitatea mediilor MH-MA pentru numerele xy, yz, zx.

4. Demonstrati ca in orice triunghi au loc inegalitatile

2 AR < p-BXp-o)<2

R

4
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A. Rosianu,The American Mathematical Monthly, 2007

Solutie. Inegalitatea din dreapta se scrie /yz < y care este tocmai inegalitatea mediilor MA-MG

pentru numerele y si z. Inegalitatea din stanga o scriem succesiv

\/ﬁ (x+y)
y+z DX 4,X/+izy xini <y e y+z 16HI—X[()£[y);+y Iy
4Ji2xini
18] [x-J](x+y)<2(x+y)x+zhfyz < 18] [ x<( x+y)(x+z)(2 yz+y+z)

Folosind inegalitatea mediilor MA-MG, avem y +z > Zﬁ si analoagele.

Atunci

(x+ y)(x+z)(2 yz +y+z)2 2\xy - 2/xz -4\Jyz =16 | x

si solutia se incheie.

5. Sa se arate ca in orice triunghi are loc inegalitatea

Yol <
Viorel Gh. Voda, Vraja geometriei demodate, pag. 215

Solugie. Pentru Inceput sa gasim o inegalitate in functie de X,y si z pentru | . Avem

l, 20C oA 2be N p(Ft))c a) _ 2be -Jp(p-a)</p(p-a), unde am folosit inegalitatea

:b+c 2 Db+c b+c

. 2+/b . :
mediilor MA-MG: b\-/l‘_((:: <1, deci I, <\[x>_x sianalog I, <\/y> x,I, =,/2> x. Avem
ala < ‘\/(zxj(HX) ’XZX XXZ\/E z {z y+zj )2 _ p?

unde am folosit inegalitatea mediilor MA-MG: /yz <% 2 si identitatea z yx ZX.

6. Tn orice triunghi are loc inegalitatea
JpYNaszyr,

5
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George Tsintsifas, Crux Mathematicorum

Solugie. Trebuie sa demonstram inegalitatea

DX (x+y)x+2)= ( XXH (x+)

echivalenta cu

[Ty y 2 s 2y

y+z

care devine

z ZZT.

Folosind inegalitatea Cauchy-Schwarz, obtinem

z X > (ZX) (Z) ZX
y+z >(y+z) 2>.x

y+1z

si solutia se incheie.

8. Sa se arate ca in orice triunghi are loc inegalitatea

ey

Ho Quang Vinh, The Mathscope

Solutgie. Inegalitatea din enunt se scrie

H(y+z) y+2) X +2) (y+z)
z z\/(z—xl—[—) XH y ) y )

In continuare folosind identitatile

[Tx+y)=>xy(x+y)+2] I x si Dox(y+2)* =D xy* +3> xy’z+3) xyz’ + )y xz°

ultima inegalitate se scrie

( X( XYX+y)+2Hx) D oxy?+3) xy?z+3) xyz’ +) xz°

care dupa efectuarea calculelor si reducerea termenilor asemenea se transforma in
'y = ([T )

6
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Folosind inegalitatea cunoscuta Zaz > Zaﬂ , Obtinem

D oxPy? =y xyyz = (HXXZX)

si solutia se incheie.

9. Demonstrati ca in orice triunghi au loc inegalititile
Or(4R+r)<3p? <(4R+r)’
G. Colombier si T. Doucet, 1872, [3], pag. 103

Solugie. Sa demonstram inegalitatea din dreapta. Dupa inlocuiri si flosirea identitatii

[Tx+y)+]]x= (Zx)(ny)

avem

oo et B oy I TRT
=X Tx)< (Ex)

Folosind inegalitatea cunoscuta ( a) > 32 af3 , obtinem

() 235 xyyz =3([TxI> %)

ce incheie solutia.

. . . 2 ~ . .
Inegalitatea din stanga se reduce la (z x) >3) xy . Intr-adevr, avem succesiv

I1x [T(x+y) JIE e .Hx+y+Hx< )
VB g e oo I ey
@3%£(EX)2©(ZX)223ZW

si solutia se incheie.
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10. Aritati cd In orice triunghi are loc inegalitatea

da*->a(b+c)+ ) a’hc=0

Problemi propusi in [1]

Solufie. Folosind identitatea " a’bc = (H axz a) inegalitatea din enunt se scrie succesiv

Z(y+z)4—2(y+z) (y+z+2x) +2( x+yxz )>0
= y+z4—z y+2) —22 y+2) +2( x+y)(z )20
( x+yXZ) x(y +z)°

Folosind identitatile

> x(y+z) :Zx(y3 +23)+ 6(HXXZX) si [J(x+y)=> xy(x+y)+2[]x

ultima inegalitate se scrie echivalent

(xy(x+ y)+ 2L XU x)= S x(y? + 2° )+ 6([ T x> %)
& (X xy(x+y)= Sx(y +2°)+ 4(H x> x)

Tn continuare, utilizand identitatea

(Z XXZ xy(x + y)): Zx(y?’ + 23)+ 2> Xy + Z(H XXZ x)

ultima inegalitate se scrie echivalent

25" x2y? 2T %)= 4 T3 %) = 3 (xy)* = ([Tx)3%).

Avem

S0 > Sy = ([TXIE

ce incheie solutia.

11. Demonstrati ca in orice triunghi AABC, are loc inegalitatea
tg A, ctg Ay P2
2 2 p

Solugie. Inegalitatea din enunt se scrie succesiv

Cilin Popa, [4], pag. 89
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2 xe>4 X yz+x2x
Sk Ve VT S /_
o yz+xY xz4 X[ [x < yz+x? + Xy + X2 > 4x,Jyz

Folosind inegalitatea mediilor MA-MG obtinem

yz+ X2 + Xy + xz > 4/ yzx*xyxz = 4x.yz

ce incheie solutia.

12. Demonstrati ca in orice triunghi are loc inegalitatea

[T, <8rR®

Art of Problem Solving, Geometric Inequalities Marathon

. . A .
Solugie. Folosind egalitatea 11, = 4Rsin > si analoagele, obtinem

[Tn. <8R’ < 64R3Hsm AR Hsm§<%

: 5 A1 g : o . < x .
Inegalitatea cunoscuta HSIn > < g se demonstreaza usor folosind substitutiile Ravi. Dupa inlocuiri

aceasta se scrie

H <:>8HX<H X+Y)

x+y X+2)

Folosind inegalitatea mediilor obtinem x + y > 2./xy si alte doud inegalititi similare. Inmultind aceste

trei inegaliati rezulta H (X + y) > BH X.

Bibliografie:
[1] Mircea Lascu, Inegalititi geometrice demonstrate prin dualitate, Gazeta matematica
nr. 4, 1989.
[2] Mircea Ganga, Teme si probleme de matematicd, Editura Tehnica, Bucuresti, 1991.
[3] Viorel Gh. Vodi, Vraja geometriei demodate, Editura Albatros, Bucuresti, 1983.
[4] Titu Andreescu, Marius Ghergu, Dinu Serbinescu, Ton Serdean, Olimpiadele de
matematicd 2003, clasele IX-X, Editura Gil, Zalau, 2003.
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2.CONCURSUL DE MATEMATICA
SCLIPIREA MINTII, 3.11.2012

Prezentare de:
NECULAI STANCIU, Buzau si TITU ZVONARU, Comanesti
- Gimnaziu -
Clasa a V-a

1. a) Aflati numerele de trei cifre care impartite la risturnatele lor dau cétul 5 si restul un
numar prim.

Titu Zvonaru, Coméanesti
b) Ce numar Tmpartit prin zecimea lui da ca rezultat exact zece?
Neculai Stanciu, Buzau

Solutie :
a) Fie abcnumerele cdutate si r- restul. Din abc=5-cba+r rezultd usor ¢ =1si atunci
avem:
100a +10b+1=500+50b +5a +r < 95a =499+ 40b +r.
- daca a <5, atunci 95a < 475 i nu obtinem solutii;
- daca a =6,atunci 71 = 40b + r si obtinem solutiileb =0,r = 71sib=1,r = 31;
- daca a =7, atunci 166 = 40b + r, cum r este prim, ar trebui ca r = 2 si nu obtinem solutii;
- daca a=8atunci 261=40b+rsi obtinem solutiile b=4,r=101si b=5r=61 (pentru
b <3obtinemr >141, dar ar trebui sa avem r < cha<13a< 140);
- daca a =9, atunci 356 = 40b + r si nu obtinem solutii.
Numerele ciutate sunt 601 (601=106-5+71), 611 (611=116-5+31),
841 (841=148-5+101)5i851 (851=158-5+61).
b) V-ati gandit imediat, probabil, la numarul 100. Nu-i gresit, dar e mult prea complicat,
deoarece toate numerele sunt in aceeasi situatie! Orice numar Tmpartit la zecimea lui, da ca rezultat
Zece.

2. a) Aflati x din egalitatea: 2013 — (2011 + x : 2012 ) + 2014 = 2010

Gheorghe Darstaru, Buziu

10
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b) Pe o tabla sunt scrise numerele 1,2,3,...,2018. Pentru inceput se sterg oricare doua dintre

ele si se inlocuiesc cu suma lor. Apoi, se continua aceasta operatie pana mai raman pe tabla doua
numere. Este posibil ca ultimile doua numere ramase sa fie ambele patrate perfecte? Justificati
(folosind faptul ca orice patrat perfect este de forma 4k sau 4k + 1, unde k este numar natural)!

Florin Stanescu, Gaesti

Solutie :
a) 2011 +x: 2012 =2017; x: 2012 =6; x=12072.

b) Presupunem ca ultimele doua numere ramase sunt patrate perfecte.Astfel, primul numar
ramas il notam cu a’, iar pe al doilea cu b’ Din enuntul problemei este evident ca
a’+b*=1+2+3+...+2018 = a’ +b* =1009-2019 = 2037171= M, +3.Un patrat perfect poate avea
urmatoarea forma, a’e{M,,M,+1} deci a’+b’e{M, M,+1LM,+2}=a’+b*=M,+3.Astfel,
ultimele doua numere ramase nu pot fi patrate perfecte

3. a) Exista o cifrd care are o proprietate ciudata. Astfel, daca din aceasta cifra se scade 3, iar
ceea ce ramane se imparte la 2, rezultatul va fi tot o cifrd. Pana aici nu este nimic neobignuit. Dar iata
ca daca din cifra ciudata scadem 2, iar numarul obtinut se imparte de data aceasta cu 3, rezultatul va fi
acelasi, ca in primul caz. Care este cifra ciudata?

RMT, NR.3 /2012, Neculai Stanciu, Buziu

b) Determinati cel mai mic numar de doua cifre, stiind ca daca-1 adunam cu rasturnatul sau
se obtine un numar de trei cifre divizibil cu 5.

Constantin Apostol, Rm. Sarat

Solutie :

g .. nh-3 n-2 . . . . L -
a) Se rezolva ecuatia > = 3 si obtinem cifra 5. Se mai poate proceda prin incercari.

b) Fie ab numarul pe care trebuie sa-1 determinam; astfel, avem : ab+ba =xyz, unde xyz
este numdrul de trei cifre divizibil cu 5. Egalitatea se scrie astfel : 10a+b+10b+a=xyz, adici,

1la+11b=xyz sau 11(a+b)=xyz (1); deducem ca suma a+b este un numar divizibil cu 5 ; obtinem
cazurile :
) a+b=5
I1) a+b=10
) a+b=15.

11
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In cazul I), verificam daci este verificata relatia (1): 11-5 = ﬁ , adica 55= X_yZ (fals).
In cazul IT), verificaim dac este verificata relatia (1): 11-10 = @ deci 110 = @ (adevarat).
In cazul I1I), verificim daci este verificata relatia (1): 11-15= xyz, de unde, 165 = xyz (adevarat).

Pentru ca numdrul ab si fie cel mai mic, vom prelucra cazul I1): din a+b =10, vom obtine
numarul ab, cel mai mic, ludnd a=1 si b=9, adica ab=19.

In cazul IIT), cel mai mic numdr ab, este 69, care este mai mare decat 19.
Deci, cel mai mic numar, care indeplineste cerintele problemei, este 19

Clasa aVl-a

1. a) Aflati numerele de doui cifre care Impartite la rastunatele lor dau ctul si restul numere
prime.
Titu Zvonaru, Comanesti

b) Fie x,y, z numere naturale diferite de zero. Aratati ca daca 5 divide 3x + 2y + z atunci 5
divide si 8x + 12y + 16z.

Gheorghe Darstaru, Buziu

Solutie :

a) Fie ab numerele ciutate, c- catul si r-restul. Avemab=ba-c+r, de unde deducem

ege vy e

i)c=7;10a+b=70b+7a+r < 3a=69b+r.Deoarece3da < 27,b # 0, nu gasim solutii;
i)c=5;10a+b =5ab+5a+r < 5a=49b + r.Deoarece5a < 45,b # 0, nugasim solutii;
i)c=3;10a+b=30b+3a+r< 7a=29+r.

- daca b > 3,atunci 29b > 87 si cum 7a < 63nu obtinem solutii;

- daca b=1, atunci 7a =29+ r;deoarece r<ba si 29+ r trebuie sd fie multiplu de 7, singura
valoare convenabila pentrur este r =13si atunci a=6;
- dacd b =2,atunci7a =58 + r si rezultd usor r =5sia=9.
Avem solutiile 61 (61=16-3+13)s192 (92=29-3+5).
iv)c=2;10a+b=20b+2a+r<8a=19+r.
- dacda b >4, atuncil9b > 76 si cum8a < 72 nu obtinem solutii;
- daca b=1atuncidin 8a=19 +rrezultd r =5a=3sir =13,a =4 (reamintim car < ba < 19);
- daca b=2,atuncidin 8a=38+rrezultair =2,a=5;
- daca b=3,atuncidin 8a=57+rrezulta r=7,a=8.
Avem solutiile:
31 (31=13-2+5), 41 (41=14-2+13),52 (52=25-2+2)s183(83=38-2+7).

12
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b) 8x + 12y + 16z = 3x + 2y + z + 5( x + 2y + 3z) este divizibil cu 5

2. Fie numerele rationale x, y, z, astfel incat sa aiba loc egalitatea :
X z
T =1.
X+y y+z zZ+X

a) Aratati ca Xyz=0
b) Aratati ca:

y 2 X

X+y Yy+Z Z+X

Constantin Apostol, Rm. Sarat

Solutie :

a) Pentru ca egalitatea sa aiba loc, trebuie sa avem indeplinite urmatoarele conditii de

existenta :
X+y=#0

y+z+#0
z+x#0
Pentru ca xyz # 0, trebuie ca, nici x, nici y, nici z, sd nu fie numere egale cu zero.
Presupunem ca x = 0; egalitatea devine :
0 z z
. A =1 & A | =

0+y y+z z+0 y+z z
= L-I—l:l(:) L:O = {yzo ,
y+2 y+z y+z+#0

dar daca y=0, obtinem x+y=0,
ceea ce contrazice una dintre conditiile de existenta a egalitatii; asadar, presupunerea
cd X =0 nu poate avea loc. Analog, ardtim ca, nici y, nici z, nu pot fi numere egale cu zero.

b) Din X ¥ 2 =1, obtinem X¥y-y y+ezz Z¥X7X_ g o
Xty y+z 24X X+y y+z Z+X
DENSE TR Ay S PN S DS A S —"—

3. Fie punctele coliniare A, A,, A,,..., A, , In aceastd ordine,

astfel incat A/A, =1cm, A, A, =2cm,
AA, =3cm, ..., AyA, =99 cm. Aflati lungimea segmentului A, A, .

13
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Adrian Stan, Buzau

Solutie: Ay Ay = Ay A, + Ay A, +.t AgA, =30+31+..+53=C0+99:24 _gq6

Clasaa Vll-a
1. a) Aratati cd numarul y = (- 1) unde x = (l—i) (1—3) (l—i) (l—i) este natural .
2 3 4 2012

Gheorghe Darstaru, Buziu

abctbota _ boa+Ea+h cab+ﬁ+c}

GcE+tE+a  Boct@oth  Chatbhatc

b) Calculati suma elementelor multimi: 4 = {m |
Florin Stinescu, Gaesti

Solutie :
a)x:lgézoj-lixz 1 deCiy:(-l)]'/X:l_
2 3 4 2012 2012
b) Avem:

abctbeta  Beatt@t+b  cabtabdc  abctbotatboatfatbicabtabte 123 (atbtc) =

Zcb+ch+a  Doc+oc+d  cho+ba+c  oob+oh+a+bac+artb+oba+bate 123 (a#b+c)
=1=abc+bct+a=ach+cb+a=100a+ 10b+c+10b+c+a =

abctbota

gretcita
100a +10c+ b+ 10c+b+a=18b=18c= b =c¢

Analog, din 22255822 — 1 = g = ¢ a=b=c=A4={111,222,333,...,999).
bactact+h o
Suma elementelor multimii A este;111 + 222 + 333 + ---+ 999 = 4995,

2. FieaeZ', sinumirul n= a(a +1)(a: 2)(@+3) .
a) Ardtatica n= a(a2+ 3 ~[a(a2+ 3) +1}

b) Aratati ca n poate fi scris ca produs de doud numere intregi consecutive.
Constantin Apostol, Rm. Sirat

Solutie :
14
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a(@+3) (a+1)(a+2) _a(@+3) a’+3a+2 _
2 2 2
:a(a+3)‘[a(a+3)+l}

a) Numarul n poate fi scris astfel : n=

2 2
. - . . . . a(a+3)
b) din a) rezultd ca n este un produs de doud numere intregi consecutive, deoarece, ——

este numar intreg, si daca a este numar par, si daca a este numar impar.

3. Determinati masurile unghiurilor triunghiului ABC, in care bisectoarea (BD)
este cat (DC) si BA+AD=BC.

Constantin Apostol, Rm. Sirat

Solutie :
A Fie E pe (AC), astfel incat, BE=BA; =
= EC=AD. Inplus, din AABD=A EBD ,=>
D = (AD) =(ED) si, deci, A DEC este isoscel,
cu varful E; = EDC = ECD.
Daca notam m(E/[fl) = m(E/C\D) =a, >
= m(B/E\D) =2a, caci BED este un unghi
B
E

¢ exterior triunghiului DEC, deci m(B/AT)) =2a.
in plus, din faptul ca (BD) = (DC), = m(DBC) =m(DCB) = m(DBA) =a.

Asadar, in triunghiul ABC, suma masurilor unghiurilor este : 2a+2a+a =180° <>
m(A) = m(B) = 72°

& 5a=180" < a=36". > R
m(C) = 36°
Clasa a Vlll-a

1. a) Rezolvati ecuatia % :%, pentru X € [-3;4]

15



REVISTA ELECTRONICA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 - DECEMBRIE 2012 www.mateinfo.ro

Gheorghe Darstaru, Buziu

b) Aritati cd dacd a,b e R_, atunci: a+b. < E[E 1}.

+_
a’+b?> 2la b

D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buziau

Solutie :
a) Daca x € [-3;4] avem x—4 <0 si x +3 >0, deci [X—4|+[x+3 =- x +4 + x + 3 =7, asadar
x-5/=2, de unde x=7 ¢[-3:4] six=3 e [-3:4].
b) Inegalitatea din enunt este echivalenta cu:

2ab <a? +b? < (a—b)* >0, ceea ce este evident adevirat.
Egalitatea are loc daca si numai daca a=D0.

2. a) Aratati ca oricare ar fi numerele strict pozitive a si b avem:
2 2 a+b
(Vab) =775~
— + J—
a b

b) Determinati numerele reale pozitive a si b, stiind ca :
2 a+b
T Jab - = 19243

—+
a b

2 2

fa -;b :5\/5

Constantin Apostol, Rm. Sirat

Solutie :
o 2 2 a+b . ) i
a) Vom arita ca («/E) =ﬁ'T (1) ; egalitatea se scrie, echivalent :
i_i_i
a b
bzz;abﬂ = ab:ab
a+b 2

b) Tinand seama de (1), prima egalitate din enuntul sistemului, devine :

(Vab) =19343 & (Vab) =(aV3)’

16
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de unde, vab = 4+/3, deci, ab = 48 (2
Din a doua egalitate din enuntul problemei, deducem :
2 2 2
i ;b =(5v2) < a’+b*=100 (3)
Din (2) si (3), obtinem sistemul :
ab =48 2ab =96
a’+b* =100 a’+b* =100
< a+b=14; asadar, avem :
ab =48 ab =48
= = (14-b)b=48 < 14b-b*=48 <
a+b=14 a=14-b
< b°-8b-6b+48=0 < (b—8)(b-6)=0, adicd, b=_8 sau b=6.
Daca b = §, rezultd a = 6, deci, numerele pe care trebuie sa le determindm sunt 6 si 8.
Daca b = 6, rezultd a = 8, deci, numerele pe care trebuie sa le determindm sunt 8 si 6.

= a’+2ab+h?=196 < (a+b)’ =196 <

3. Tn parelelipipedul dreptunghic ABCDA'B'C'D" se considerd punctele E si F pe dreptele

AA', respectiv, DD'. Determinati intersectia planelor (EFB) si (ABC), in cazurile:
a) E€e(AA'si Fe(DD';

b) Ec(AA' si F¢[DD' .

Constantin Apostol, Rm. Sirat

Solutie :
D' c' p 1
A/ B’ g >
F
E DI NI S C
A B
F
fig. 1 fig. 2 fig. 3

a) Vom deosebi subcazurile:

17
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I) Dreptele EF si AD nu sunt paralele; ele au, deci, un punct de intersectie, fie acesta, G ;
deducem ca intersectia planelor (EFB) si (ABC) este dreapta GB (fig. 1)

1) Dreptele EF si AD sunt paralele; rezulta, deci, ca si dreptele EF si BC sunt paralele; deducem
ca intersectia planelor (EFB) si (ABC) este dreapta BC.

b) Tn acest caz, dreapta EF intersecteaza segmentul (AD) intr-un punct, fie acesta, H ; deducem
ca intersectia planelor (EFB) si (ABC) este dreapta HB.

3.Rafinari ale problemei L:256 din Sclipirea Mintii, Nr. X - 2012

de NELA CICEU, Rosiori, Bacau, NECULAI STANCIU, Buzau
si TITU ZVONARU, Comanesti

Problema L:256 , propusa de Costicd Ambrinoc, in revista Sclipirea Mintii, Nr. X — 2012 are
enuntul:

"’Sa se arate, fara a folosi calculatorul sau tabele trigonometrice, ca :
0,7 <sin50° < 0,77 .

In cele ce urmeaza vom demonstra:

O rafinare a problemei L:256. :
sin50° > 0,75.

Demonstratie: Deoarece functia sinus este crescdtoare in primul cadran si

0
50° > %
2
este suficient sa demonstram ca:
0 _ 0
sin2£>g©ﬂ>g©1+sin9° >gc>sin90 >1
2 16 2 16 8 8
_ 0
< sin?9° >i©ﬂ>i©c0518° <ﬂ©c05218° <ﬂ
2 64 32 1024
1+c0s36° 961 o 449
= < < €036 < ——.
2 1024 512

Stim ca:
18
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1+\/§

cos36° = ,

4
si atunci avem de aratat ca:
1 49 g 321
4 512 128

Folosind faptul ca:
9
V5 <—,
4

ne ramane de aratat ca :

9 321 107

—<—3<—,

4 128 32
care este adevarata si rafinarea este demonstrata.

Tn continuare, vom demonstra:

Alta rafinare a problemei L:256. :
0,76 <sin50° < 0,77 .

Demonstratie: Sa observam mai 1ntai ca, deoarece functia sinus este crescatoare in primul cadran,
avem:

30° < 50° <90° :%< sin50° <1.
Folosind formula:
sin 3x = sin x(3—4sin” x),
obtinem:

% =sin150° =sin 50°(3—4sin?50°),

adica sin 50° este radicina ecuatiei:
(*)8t* —6t+1=0.
Daca notam:
f(t)=8t>-6t+1,
atunci
f(-1)=1f(0) =1, f[%j =-1,f@Q)=3,

si deci cele trei radacini ale ecuatiei (*) apartin intervalelor:

1) (1
-10),{0,= | =1].
0[05)(54
Cu schema lui Horner obtinem ca:

f(0,76) =-0,048192, si f(0,77) =0,032264,
de unde rezulta ca:
0,76 <sin50° < 0,77,
deci si aceasta rafinare este demonstrata.
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Observatie. Folosind acelasi rationament putem demonstra ca:
0,17 <sin10° < 0,18.

4.Trei solutii pentru problema O.VIL.316
din RMT, Nr. 4/2012

de NECULAI STANCIU, Buzau si NELA CICEU, Rosiori, Bacau

Problema O.VI1.316 din RMT, Nr. 4/2012 are urmatorul enunt:

’Se da un patrat ABCD si doua semidrepte cu originile in A §i B care traverseaza patratul si Se
intersecteazd in punctul E. Dacd M(/BAE)=m(LABE)=75° atunci demonstrati cd triunghiul

CDE este echilateral.”’
Vasile Peita, Curtici

Si calculim mai intai tg45°.
Avem:

o [sin?15° 1-cos30° (1-cos30°)® 1-cos30°
tgl5>” = 2400 0 2200 o 0
cos“15 1+co0s30 1-cos” 30 sin 30
deci:
tg15° = 2—+/3.
Vom considera, fard a afecta generalitatea, ca latura patratului este egala cu unitatea.
Fie M mijlocul lui ABsi N mijlocul lui CD.
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M T [N
B C
Solutia 1.
Din triunghiul dreptunghic AME cu m(ZAEM) =15° obtinem:
B 1
2sin15°
Aplicand teorema cosinusului in AADE rezulta:
DE? = AD? + AE2 —2-AD- AE-C0S ZDAE =1+~ 2.1._ > .¢0s15° =
4sin“15 2sin15
1. 1 I SN S S
2(1-c0s30°) tg15° 2-43 2-3
deci ACDE este echilateral.
Solutia 2.
Tn triunghiul dreptunghic AME obtinem:
g1 =M M-t -1 __ 2443 4 3
EM 2tg15°  2(2-+/3) 2(4-3) 2

si atunci:
NE = ME — MN = ?
Aplicand teorema lui Pitagora in ADEN rezulta :

DE* = DN? + NE? :£+§:l,
4 4
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deci ADCE este echilateral.

Solutia 3.

Construim triunghiul echilateral ABT , punctul T fiind situat intre M si N .
Deoarece m(£LTAD) =15° = m(LAET), deducem ci AT =TE.

Avem TE|ADsi TE =AT =AD, si atunci patrulaterul ATEDeste paralelogram. Rezultd ca
DE = AT = AB, deci ACDE este echilateral.

Observatie. Solutia 3 ne permite si calculim tg15°.
Avem:

N

AM = % NE =
si atunci:

tg15° = tgZAEM = ! o 3
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