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1. INCA O SOLUTIE PENTRU PROBLEMA OBJ. 15

DIN RMT NR. 3/2012

CONSTANTIN RUSU, Ramnicu Sarat

Problema OBJ. 15 din RMT nr. 3/2012 are urmatorul enunt:

“Fie dreptunghiul ABCD si punctul M € (BD). Demonstrati ca MB-MD < MA-MC si precizati

cand are loc egalitatea.”

Claudiu-Stefan Popa, lasi

In RMT, nr. 4/2012 sunt date la pag. 36 doua solutii apartindnd prima autorului iar cea de a doua d-
lui Dan Schwarz. La paginile 12-13 mai sunt date anca trei solutii apartinand domnilor Titu Zvonaru
si Neculai Stanciu. In continuare vom da anci o solutie la aceasta problema.

In AAMC avem:
AM + MC > AC (1)
cu egalitate daca M =0O.

Cu teorema medianei obtinem:
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2
AM?* + MC? =2-MO* + AC (2)
De asemenea avem:
2 2 2
BM2+MD2=(A—2C+OMJ +(§—0M} =2-OM2+A§ 3)
Din (2) si (3) deducem ca:
AM?* + MC* = BM* + MD* (4)
Relatia (1) se scrie echivalent astfel:
AM + MC > BM + MD
< AM? + MC* +2- AM -MC > BM* + MD* +2- BM - MD (5)

Din relatiile (4) si (5) rezulta:
MB-MD < MA-MC,

adica ceea ce trebuia demonstrat.
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2. SOME COLABORATION FOR THE CALCULATIONS OF
SOME LIMITS

By D.M. Batinetu — Giurgiu, >’Matei Basarab’’ National College,
Bucharest, Romania
Ion Dina, ’Matei Basarab’’ National College,
Bucharest, Romania
And
Neculai Stanciu, >’George Emil Palade’’ School,

Buzdau, Romania

Application 1.

2t 2t
If B ()= n”[ ; (n+1) ) - (j_) } , with # > 0, then evaluate lim B, (¢).
nf(n +1) /n! e

Solution. We have

Bn(t)=n“f~&~(un—1)=( & ) -”"_1-1nu;;,v;122, (1)

where we denoting

We have
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u,—1

=1.

limu, =1and then we obtain lim

n—»w n—o Iny
n

We also have:

' ! n+lf !
limu) = lim[ejt ( Tl +1)!J ]= e’ -lim((n—ﬂ =e’ e’ =¢'.

n—o n—o (f’l + 1)! n—o n+1

By (1) and above we obtain that:

limB, (t)=¢"-1-lne' =te'

n—>w

Observation. For ¢ =1 we obtain that:

2 2
lim B (1) = fim| D |,
n—om n—o0) n+1[(n + 1)! W

1.e. the limit of well-known D.M Batinetu-Giurgiu’ s sequence.

Application 2.

Vt e R" the sequence (7, (¢)) ., given by
I,(t)= nl_’[(n + 1)’(’”«1/71 + ly - nt(ﬁ/;)),

is convergent.

Solution. We have that

In(t):n-w-(un—1):(%)t-u"_1-lnu,’,’,VnZ2 (1)

Inu

n

Where
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We have

limu, =1and then lim~"—

n—o n—o Iny
n

Also we have:

nt t
N L RS | .. [(n+] 1 . .
limu” =lime’ - lim =¢' -lim . =e' 1=¢".
now now ' noo % n—»w n n+1n+1

Taking to limit in (1) with #» — co we obtain that:

lim7, (1) =1-1-In{limu} )= Ine’ = 1.

Observation. For ¢ =1 yields that

lim/, =lim/, (1) =1, i.e. the limit of the Romeo T. lanculescu.

n—0 n—o0

Application 3.

(n + 2) n+l

Let = .
& T 1y

Vne N and x € R. Compute:

: sin? x cos’ x cos’ x
hm n (gn+1 - gn ) ‘

n—o0

Soluion. We have:

G, =n " (g g )= [g—j (e, ~1)=

n _
‘Inu;, =

2 2
g cos” x ” _lln ; (n+2)(n+1)cos x u, -1
= —_— u = .
Inu n ncoszx(n_l_l)ncoszx lnun

6
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(n+1)coszx cos? x
-1 .
= nt2 n+l u”—lnuZ,VneN (1)
n+1 n Inu,
where
COSZX n+2 n COSZX
N - e (R R (N RV
g, n+2)"" (n+2)"

Therefore,

n+2 n cos” x cos? x
-1
limu, =lim n+3 ntl = e-l =1, so limu" =1.
o " ol \ g4 2 n+2 e e I,

n+2 n n 0052 X n+l YlCOSZ X
1imu::lim((n+3) .<n+1>J ﬁn{((ml)(ms)j ,n+3J )

e "o (n4+2)" (n+2)" - (n+2)’ n+1

n—>®0

e\ p? +4n+4 n+1

n—>x0

(n?+n)cos® x necos? x

2

. [ n"+4n+3 . (n+3 eos? > 2
— llm( -hm —e cos” x 'eZCos x _ ecos x.

Taking the limit (1) with » — o we deduce that:

. 2 . 2 2 2
limG,(x) =e* " -l-l-ln(llmu;f): e Ine * =cos’ x-e“ .
n—0 —>0

Observation. For x=0, we obtain that:limG,(0) =1imG, =e, i.e. the limit of the Mihail

n—>0

Ghermdnescu’s sequence.

Application 4.

Euler-Mascheroni-Lalescu collaboration

Ifa,beR,a+b=1, calculate:

m((n Ay l(nriye, ) —noaf(nte, ¥ ] ,

Where
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n

e, :(l+lj and c, :—lnn+2%.

Solution. We have:

B, = (n+1)a”+\‘/((n+l)!cn ) —n”{/(n!en)b =n"%(nte, ) (u, —1)=

b
— 2l(nle K -1 ninle -1

:na”(n!en)b.u"—.lnun:n. ( bn) .u" .lnun: 1 -un -lnu:,VnZ2,

Inu, n Inu, n Inu,
where

b
n+1)" "+w1/in+1i!cn
u, = ,‘v’n22
n tinle,

We have:

. Alnlc . nlc [ (m+1)e n" . 1 1
lim = lim s/ —* = lim ( )nﬁ“l . =lim—L . — =~
n—»om n n—»o n n—»o (n + 1) n!cn n—»o0 c, e e

and analogous

. 1lnle . nle ) n+l)e n" . e I 1
lim - zhmg/—n" = um ( )nf-;rl : =lim—L. —=—,
n—»0 n n—»0 n n—ol (7’1+1) n!en n—»0 en e e

So,

-1
limu, =1and the lim AL

n—o n—» Inu
n

Also we have that:

b
|
limu, =1imef1£(n+l)'c” — j ¢’ .lim{c_".n—"'ljz

n—»o n—o n—o en n+1l(n+1)!cn

Hence,
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b
lim B, :(lj '1'ln(1imus)=ib-ln(e“cb): a+blnc.

n—o0

e —%® e e

Application 5.

Euler-Mascheroni-Batinetu collaboration

Lete, = (1 + l) and y, =—Inn+ Z%, for any positive integer .
n

k=1

Calculate:

lim( (nt1) ]
o w2+ 1)y, xf2n—1)te,

Solution. We have

(n+1)° n’ n’
1 — — = —1 ==
() T fanible, 4f2n-Dle, 4(2n Dl (=)
n u, —1

—-Inu,,Vn>2,

1(2n-1lle, Inu,

where we denoted

(n+1]2 df2n—1)le, 2
u, = ,Vnz>2.
! n ) mQ2n+Hle,

Also we have that:

J@n—1le, =hm(2n+l)!!en+l( " M 1 )_Hm(@n“) 1 1]_33
e

n+1 n+l e,

lim
n— n o (2n—1)e,

and analogous,
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wfCn+ )y 2
m——=—.

n—® n+1 e

Yields,

-1
limu, =1, and limor— =1.
n—>o n—w lnun

We have

» (2n-Dle, e’ . "WQR2n+y,
el (2 + D! =—Ilim—— =
( M7, y e 2n+1

) limu” = lim| ¢’
e " 2n+)lly,

e3 lim "+11/(2n+1)!!7n n+1 _i % l_i

= —11 =
n+1 2n+l y e 2 vy

}/ n—>0

Hence, taking to limt in (1) with n — oo and considering (2) we obtain that

limx, = 2(2 ~Iny).

n—®0

10
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3. Metode de rezolvare a ecuatiilor exponentiale si logaritmice

Profesor Liliana Tomita
C.N. "A. T. Laurian” Botosani

1. Ecuatii care se rezolva utilizand monotonia functiilor

Teorema: Fie functiile f,g:7 — Rs1J c R interval.

Daca functiile f'si g au monotonii diferite si cel putin una dintre ele este strict monotona,
atunci ecuatia f (x) = g(x) are cel mult o solutie pe intervalul J.

Demonstratie:

Consideram f:J — R strict descrescatoare si g: 7 — R crescdtoare.

Presupunem prin reducere la absurd ca ecuatia f(x) = g(x) are doua solutii distincte
X1, %z € J . Atunci f(x;) = g(x1) i f(x2) = g(x2) .

Fixam x; < x, . Cum f'este strict descrescatoare avem f(x;) > f(x,) si g crescatoare avem
g9(x1) < g(x3) .

Obtinem astfel : g(x;) = g(xy) = f(x1) > f(x,) , deci g(x,) > f(x;) , contradictie cu
9(xz2) = f(xz) -

Prin urmare presupunerea facuta este falsa, deci ecuatia f(x) = g(x) poate avea cel mult o

solutie pe J.

Exemplu Sa se rezolve ecuatia:
71gx + xlg24 — 251gx

Avem conditiax > 0.

7

lgx Igx
Ecuatia dati este echivalentd cu 7'8% + 2418% = 2518* care devine (E) + (ﬂ) =

25

Igx lgx
Consideram functia f: (0,0) — R, f(x) = (%) + (2—:) .

Ecuatia obtinuta este f(x) = 1 si cum feste strict descrescatoare ecuatia poate admite maxim

o solutie, Igx = 2 deci x = 100 .

Exercitii: Sa se rezolve ecuatiile:

3x+7 x+3

1. 2x+2 + 5x+2 =41
2. logys(Vx + Vx + Vx) = logesx

2. Ecuatii care se rezolva utilizand inversabilitatea functiilor

Teorema: Fie functia f:7 — RsiJ c R interval.

11
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Daci f este o functie inversabild si strict crescitoare, atunci ecuatia f(x) = f~1(x) este
echivalentd cu ecuatia f(x) = x

Demonstratie:
"= " Fie x, € J o solutie a ecuatiei f(x) = f~1(x) = f(x) = f 1 (x0)

Presupunem prin reducere la absurd cd f(x,) < xg = f1(xo) < x, .

Cum f este strict crescatoare rezultd cad x, < f(x,) , deci contradictie.

Analog, pentru f (x,) > x, rezultd contradictie.

Prin urmare, f(x,) = x,, deci x, este solutie pentru ecuatia f(x) = x .
"< " Fie xo € J o solutie a ecuatiei f(x) = x = f(xg) = x0 = xo = f ().

Obtinem astfel f(x,) = f~1(x,), deci x, este solutie pentru ecuatia f(x) = f~1(x) .

Exemplu: Sa se rezolve ecuatia:
log;(2* +1) =log,(3* - 1) (1)

Avem conditia 3*—1>0=x>0.

Consideram functia f:(0,0) — R, f(x) = log,(3* — 1) strict crescatoare.

Pentruy €ER, f(x) =y =>109,(3* —1) =y=23*=2Y+1=x =log;(2Y + 1).

Constatam ca functia f este inversabila si

fHR — (0,00), f71(x) = logs(2* + 1).

Ecuatia (1) & f(x) = f~1(x) , pentru x > 0, ecuatie care are aceleasi solutii cu ecuatia
f(x)=x, x>0.

Obtinem astfel ecuatia log,(3* —1) =x=23*—-1=2*= (g)x - (%)x =1= (S)x =
X

1n\* . . . 3 . < . .
1+ (E) care are solutia unica x = 1 deoarece functia x — (5) este strict crescatoare, iar functia

X
x— 1+ G) este strict descrescatoare.

Exercitii: Sa se rezolve ecuatiile:

1) 4% —2**1 4+ 1 =log,(1 + Vx)
1
2) 2/8% +8 = (x—8)e2

3. Ecuatii care se rezolva utilizand convexitatea — concavitatea functiilor

Teorema: Daca functia f:J — R este strict convexa pe intervalul 7, iar g: 7 — R este o
functie concava, atunci ecuatia f(x) = g(x ) are cel mult doua solutii pe intervalul J.
Demonstratie:

Fie f,g:7 — R, f'strict convexa si g concava pe J.

12
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Presupunem prin reducere la absurd ca ecuatia f (x) = g(x) are trei solutii distincte x; <
X, < X3 X1,X%3,X3 €T = ()t € (0,1) a.i. x; = txg + (1 — t)x3.

Cum feste strict convexa rezulta ca f(x,) < tf (x;) + (1 —t)f (x3).

Dar x4, x,, x5 sunt solutii ale ecuatiei f(x) = g(x), rezulta ca

g(xy) <tg(xy) + (1 —t)g(x3) ceea ce contrazice g concava, prin urmare presupunerea
facuta este falsa.

Exemplu: Sa se rezolve ecuatia:
3*¥*2 = 17 + 12x — 2x?
Consideram functiile f, g: R — R, f(x) = 3**2, g(x) = 17 + 12x — 2x2.
Deoarece f'este strict convexa si g este strict concava rezulta ca ecuatia f(x) = g(x ) poate
avea maxim doua solutii.

Acesteasuntx = —1six = 1.

Exercitii: Sa se rezolve ecuatiile:

1) 55(=5+6x) = 1+ 2% + 3% + - + 10*
2) 2logix = —11+ 15x — 4x?
3

4. Ecuatii care se rezolva cu A, folosind doud variabile

Exemplu: S3i se rezolve ecuatia:
3241 — x . 3%t _3*¥ =6x2 + 7x+2 (1)

Ecuatia (1) poate fi scrisa: (3%)2-3 —x-3%-3—-3¥—(6x2+7x+2)=0.

Notim 3% = y,y > 0 si obtinem 3y% — (3x + 1)y — (6x? + 7x + 2) = 0, ecuatie de gradul
doi 1n necunoscuta y.

A=0CBx+1)?>+4-3-(6x2+7x+2)

A=(9x+5)2
_3x+1+9x+5

y =2x+1
_3x+1—9x—5_ 3x+2
Y= 6 -7 3

Obtinem ecuatiile :

3*¥ = 2x + 1 cusolutiile x = 0, x = 1, deoarece functia x — 3% este strict convexa iar
functia x - 2x + 1 este liniara.

3x = 22 oy solutiax = —1 , deoarece functia x — 3% este strict crescatoare iar functia

3x+2 . -
X - — = este strict descrescatoare.

13
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Deci x € {—1,0,1}.

Exercitii: Sa se rezolve ecuatiile:
1) 8—x-2%4+23*—x=0
2) 3*2.(3*4+1)=5-6%"242%2(2¥ + 1)

5. Ecuatii care se rezolva utilizand inegalitati

Exemple: Sa se rezolve ecuatiile:

2
42012

a) 2012%°73%+2 4 2(12* +x-2 =

2012%°73%+2 4 2012X*+%¥=2 > 2,/20122x%*-2x = 2.2012%*~*

2

Avemxz—xzxz—x-*'l—l:(x_l) _12—1 de unde rezulta ca
4 4 o2 4 4

2 2 = 2

> . x—X> . — 2_ — 2 _ _

4*2012_2 2012 >2-2012 4 42012$ X 3x + 2 x% + x 2 & x 1.

b)4*¥ 1 447+ =1 — x2 4+ 2x

1

Avem inegalitatea 4¥~1 4 471 = 4*-1 4 -

>2sil—x2+2x=2-(x—1)2<2

Egalitatea are loc pentrux —1=0=x = 1.
c)49* + 25 +1 =354+ 7*4+5*

Ecuatia este echivalentd cu (7%)? + (5%)% + 1 = 7% - 5%+7% 4+ 5%, deci 7* = 5% = 1, adici
x=0.

Exercitii: Sa se rezolve ecuatiile:

Tyx | p—o-x
1) |[cosx —sinx| = 227" +272

2) (10196 + 10%935 + 10%W911)2 = (4% + 25% + 121%)(9% + 49% + 1)
Bibliografie:

[1] Colectia Gazeta Matematica, seria B;
[2] Gheorghe Andrei, "Exponentiale si logaritmi”, Editura Gil, 2006

14
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4. Rezolvarea ecuatiilor trigonometrice fundamentale

Prof. LUNG IOAN, gradul I
C.N.” ARANY JANOS” SALONTA

Datoritd faptului ca functiile trigonometrice sin, cos, tg si ctg sunt functii periodice care
admit perioada principald, este nevoie sd studiem ecuatiile trigonometrice fundamentale pe un
interval de lungime egali cu perioada principala, numit interval de studiu. in acest material prezint
rezolvarea acestor ecuatii trigonometrice fundamentale prin stabilirea clard aintervalului de studiu.
Mai folosesc si monotonia functiilor trigonometrice pe intervalul de studiu.

Introducere

Definitie: O ecuatie care contine necunoscuta la argumentul unor functii trigonometrice se numesc
ecuatii trigonometrice.

Definitie: Fie ecuatia trigonometrica f (x) =0, xeD (1). Unnumar a € D este solutie a ecuatiei

(1) daca f(a)=0.

Definitie: A rezolva o ecuatie trigonometrica iInseamnd a-i determina solutiile.

Definitie: Ecuatiile de forma sin x = a,cos x = b,tgx = ¢,ctgx = d;a,b,c,d € R se numesc ecuatii

trigonometrice fundamentale.

Rezolvarea ecuatiei trigonometrice se va reduce, prin diverse transformari, la rezolvarea
ecuatiilor trigonometrice fundamentale.

Rezolvarea ecuatiilor trigonometrice fundamentale

D) Ecuatia sinx=a, aeR.
1) ag[-11]
Deoarece sinx €[-1,1], Vxe R = ecuatia nu are solutii.
Deci: S =0 (S — multimea solutiilor ecuatiei)
2) ae[-11]]

Studiem ecuatia pe intervalul de studiu [—%,37”) , interval de lungime egala cu 27,

. S o . . g T Tl .
perioada principald a functiei sin. Functia sin este strict crescatoare pe [—5,5} si

) . T 37w
strict descrescatoare pe 3,7 .

15
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sinx | -1,/ I NN\l

L 7w 37 . . T -
Ecuatia sinx =1 are pe Ty numai solutia « = 7 Tinand seama ca

: o L V4
27 este perioada principald a functiei sin = S = {3 + 2k7z|k e”Z } este
multimea solutiilor ecuatiei.
i) a=-1

p/d . . D r 37
=>a= 5 este singura solutie a ecuatiei sinx =—1 pe 5 ) =

S = {—%+ 2k7r|k e”Z } este multimea solutiilor ecuatiei.
1i1) ae (—1,1)
. T . T 3T\ .. .
Deoarece arcsina € Y , 7T —arcsina € EEEY si sin(arcsina)=a,

sin (7 —arcsina) =sin(arcsina) =a = @, =arcsina si @, =7 —arcsina

sunt singurele solutii ale ecuatiei sinx =a pe intervalul )

=
S = {arcsina+2k7z|k € Z} U{ﬂ—arcsina+2k7z|k € Z} = {(—1)1 arcsina+l7z|l € Z}

este multimea solutiilor ecuatiei.

1) Ecuatia cosx=b, beR.
1) bg[-11]
cosxe[-L1],VxeR= 5=
2) be[-11]]
Studiem ecuatia pe intervalul de studiu [O, 27[) , interval de lungime egala cu 2,
perioada principald a functiei cos. Functia cos este strict descrescatoare pe [O,;r] si

strict crescatoare pe [7[, 27r) .

X 0727

cosx | ] NN -1

16
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Ecuatia cosx =1 are pe [O,27z) numai solutia & =0 . Functia cos este
periodica de perioada principald egald cu 27 =

S= {2k7z|k ez } este solutia ecuatiei.

i b=-1
= a =7 este singura solutie a ecuatiei cosx =—1 pe [0,27) =
S = {7z +2kr|k e Z} = {(2k +1) 7|k e Z} - solutia ecuatiei.
iy be(-11)
arccosb €(0,7),2 —arccosb (7,27 si
cos(arccosb) = b,cos (27 —arccos b) = cos(arccosb) =b =
a, =arccosh si a, =2r —arccosb sunt singurele solutii ale ecuatiei
cosx =b pe intervalul [0,27). =

S ={arccosb+2kz |k e Z}U{27 — arccob+ 2kz |k € Z} = {+arccosb+2Ir | € Z}

- este multimea solutiilor ecuatiei.
IlI)  Ecuatia tgx=c,ceRr.
Deoarece functia tg este periodicd de perioada principala egald cu 7 studiem ecuatia pe
. T ) g . ) .
intervalul (_E’Ej care are lungimea egald cu 7. Pe acest interval functia tg este strict

crescatoare.

N
oy

1gx |_w/|/|/|/|+w

: . S T
= a = arctgc este singura solutie a ecuatiei pe intervalul (—5,5]

=S5= {arc tgc+ k7r|k eZ } este solutia ecuatiei pe R .

IV)  Ecuatia ctgx=d, deR.
Deoarece ctg (t) =1g (% - tj rezolvarea ecuatiei ctgx =d se reduce la rezolvarea

ecuatiei 7gx=c.
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