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1. ÎNCĂ  O  SOLUŢIE  PENTRU PROBLEMA OBJ. 15  
DIN RMT NR. 3/2012 

 

                                           CONSTANTIN RUSU, Râmnicu Sărat 

 

 

 Problema OBJ. 15 din RMT nr. 3/2012 are următorul enunţ: 

’’Fie dreptunghiul şi punctul MABCD )(BD∈ . Demonstraţi că MCMAMDMB ⋅≤⋅ şi precizaţi 
când are loc egalitatea.’’ 

Claudiu-Ştefan Popa, Iaşi 

 

În RMT, nr. 4/2012 sunt date la pag. 36 două soluţii aparţinând prima autorului iar cea de a doua d-
lui Dan Schwarz. La paginile 12-13 mai sunt date âncă trei soluţii aparţinând domnilor Titu Zvonaru 
şi Neculai Stanciu. În continuare vom da âncă o soluţie la această problemă.  

 

A

B C

D

O

M

 

 

În  avem:  AMCΔ

ACMCAM ≥+                                                         (1)                                                        

cu egalitate dacă . OM =

Cu teorema medianei obţinem: 
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2

2
2

222 ACMOMCAM +⋅=+                                               (2) 

De asemenea avem: 

                  
2

2
22

2
2

22
22 ACOMOMACOMACMDBM +⋅=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=+

=+ 22 MCAM 22

                (3) 

Din (2) şi (3) deducem că: 

BM MD                                                 +                                            (4) 

Relaţia (1) se scrie echivalent astfel: 

                           MDBMMCAM +≥+

MDBMMDBMMCAMMCAM ⋅⋅++≥⋅⋅++⇔ 22 2222

MCMAMDMB

                                        (5) 

Din relaţiile (4) şi (5) rezultă: 

                                                 ≤ ⋅⋅ , 

adică ceea ce trebuia demonstrat. 
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2. SOME  COLABORATION  FOR  THE CALCULATIONS OF 
SOME  LIMITS  

 

 

By D.M. Bătineţu – Giurgiu, ’’Matei Basarab’’ National College, 

Bucharest, Romania 

Ion Dina, ’’Matei Basarab’’ National College, 

Bucharest, Romania  

And 

Neculai Stanciu, ’’George Emil Palade’’  School, 

Buzău, Romania 

 

 

Application 1. 

 

( )
( )

If  ( ) ( ) ⎟
⎟

⎠
⎜
⎜

⎝
−

+

+
=

+

−
tn

t

t
n

t
n

n

n

n

nntB
!!1

1)(
2

1

2
1 0>t )(lim tBnn ∞→

⎞⎛ t

, with , then evaluate . 

 

 

Solution. We have  

                    ( ) ( ) n
n

n

n
nntn

t
t

n u
u

u
n
nu

n

nntB ln
ln

1
!

1
!

)(
2

1 ⋅
−

⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=−⋅⋅= − 2≥

t

,∀n ,               (1) 

where we denoting  

,
)!1(

!1
1

2 t

n

nt

n n
n

n
nu ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+
⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=
+

2≥∀n                                  . 

We have  
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1lim =
∞→ nn

u                            and then we obtain 1
ln

1
=

−
∞→

n

n u
u

lim . 
n

We also have: 

ttt
n

n

tnt
nn

n
nn

eee
n
n

en
n

neu =⋅=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+
+

⋅=
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⋅

+
⋅= −

+

∞→
+

∞→∞→

2
1

212

1
)!1(

lim)!1(
)!1(

!limlim

ttt
nn

teeetB =⋅⋅=
∞→

ln1)(lim

tt

. 

By (1)  and above we obtain that: 

                                                                                                

Observation. For  we obtain that:  1=t

                 e
n

n
n

nB
nnnnn

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

+
+

=
+∞→∞→ !)!1(

)1(lim)1(lim
2

1

2

*Rt ∈∀

, 

 i.e. the limit of well-known D.M Bătineţu-Giurgiu’ s sequence. 

 

 

Application 2. 

 

 the sequence ( ) 2≥n)(n tI

( )

 given by  

( ) ( ) ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −++= +− tnttntt

n nnnnntI 11 11)( , 

is convergent. 

 

 

Solution.  We have that  

                                      ( ) ( ) 2,ln
ln

1
1)( ≥∀⋅

−
⋅=−⋅⋅= nu

u
u

nunntI n
n

n

ntn
n

n t
n                 (1) 

Where 
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                                                 2,11 1

≥∀⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=
+

n
n

n
n

nu
t

n

nt

n

1lim =
∞→ nn

u

.  

We have 

                                             and then 1
ln

1
=

−
lim

∞→

n

n u
u

. 
n

Also we have: 

                     tt
t

nn

t

nt

n

n

nn

n
nn

ee
nn

ne
n

nu =⋅=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

⋅
+

⋅=⎟⎟
⎠

⎞

⎝

+
=

+∞→

+

∞→∞→
1

1
11lim1limlim

1

1

∞→n

t
ne ⎜⎜

⎛
⋅

∞→
lim . 

Taking to limit in (1) with we obtain that: 

( ) teutI tn
nnnn

==⋅⋅=
∞→∞→

lnlimln11)(lim

1)1(limlim ==
∞→∞→ nnnn

II

. 

 

Observation. For  yields that  1=t

 , i.e. the limit of the  Romeo T. Ianculescu. 

 

 

Application 3. 

 

 Let n

n

n n
ng

)1(
)2( 1

+
+

=
+

Nn∈∀,  and . Compute:             Rx∈

                                                ( )x
n

x
n

x

n
ggn

222 coscos
1

sinlim −+∞→
 . 

 

Soluion. We have: 

( ) ( ) =−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅=−= +

− 1
222 coscos

1
cos1

n
nx

n
x

n
x u

n
g

nggn)(
2cos x

n xG         

                   =⋅
−

⋅
+

+
=

−
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

+
n
n

n

n
xnx

xn
n
n

n

n
x

n u
u

u
nn

nu
u

u
n
g

ln
ln

1
)1(

)2(ln
ln

1
22

22

coscos

cos)1(cos
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                   n
n

n
xxn

u
u

u
n

n
n
n ln

ln
11

1
2

22 coscos)1( −
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

=
+

*Nn∈∀,                                        (1) 
n

where  

                            
x

n

n

n

nx

n

n
n n

n
n
n

g
g

u
cos

11

2cos

1

)2(
)1(

)2(
)3(

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
+

⋅
+
+

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ++

+
+ Nn

22

, ∈∀ . 

Therefore,  

       11
2
1

2
3limlim

2
2cos x cos2

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

=
+

∞→∞→

xnn

nnn e
e

n
n

n
nu , so 1

ln
1

lim =
−

∞→
n

n

n u
u

. 

       =
⎞⎛ ++

∞→

xnnxnnn
n
nn

u

2
2 cos1cos2

lim
⎟
⎟

⎠
⎜
⎜

⎝ +
+

⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

++
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
+

⋅
+
+

=
∞→++∞→ nnnn n
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n

nn
n
n

n
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211 1
3

)2(
)3)(1(lim

)2(
)1(

)2(
)3(lim  

                  xxx
xn

n

xnn

n
eee

n
n

nn
n 222

222

coscos2cos
coscos)(

2

2

1
3lim

44
4lim =⋅=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

⋅
⎠

⎜⎜
⎝

⎛
++

+
= −

∞→

+

∞→

n 3
⎟⎟
⎞+ . 

Taking the limit (1)  with  we deduce that: ∞→n

             ( ) xxxn
nn

x
nn

exeeuexG
2222 cos2coscoscos coslnlimln11)(lim ⋅=⋅=⋅⋅⋅=

∞→∞→

0

. 

 

=x eGG nnnn
,  we obtain that:Observation. For = =

∞→∞→
lim)0(lim

Rba ∈, + ba

( ) ( )( )

, i.e. the limit of the  Mihail 

Ghermănescu’s sequence. 

 

 

Application 4.  

Euler-Mascheroni-Lalescu collaboration 

 

If , ,  calculate: 1=

                            ( ) ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −++ +

∞→

n b
n

an b
n

a

n
enncnn !!11lim 1 ,  

Where 
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n

n n
e ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

11 and ∑
=

+−=
n

k
n k

nc
1

1ln . 

 

Solution. We have: 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) =−=−++= + 1!!!11 1
n

n b
n

an b
n

an b
n

a
n uennenncnnB  

( )( ) n
n

n

n

b
n

n
n

n

n
b

n b
n

n
n

nn b
n

a u
u

u
n
en

u
u

u
n
en

nu
u

u
enn ln

ln
1!

ln
ln

1!
ln

ln
1

! ⋅
−

⋅⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=⋅

−
⋅⋅=⋅

−
⋅= 2≥∀n, , 

 where  

( )
                                 2,

!
!11 1

≥∀⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ +
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=
+

n
en

cn
n

nu
b

n
n

n
n

a

n . 

We have: 

( )
( )

            
eec

c
cn

n
n

cn
n
cn

n
cn n

n

n

n
n

n
n

n
n

n

n
n

n

11lim
!1

!1
lim

!
lim

!
lim 1

1
1 =⋅=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅

+

+
== +

∞→+
+

∞→∞→∞→
,  

nnn

and analogous 

( )
( )

            
eee

e
en

n
n

en
n
en

n
en

nn

n

n

n

n
n

n
n

n
n

n

n
n

n

11lim
!1

!1
lim

!
lim

!
lim 1

1
1 =⋅=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅

+

+
== +

∞→+
+

∞→∞→∞→

1lim =
∞→ nn

u

. 
n

So,  

                                     and the 1
ln

1
=

−
lim

∞→

n

u
u

( )

n
n

.  

Also we have that: 

                
( ) ( )

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+
+

⋅⋅=
⎞

⎜
⎜
⎝

⎛ +
=

+∞→∞→∞→ 1 !1
1limlimlim

n
nn

n

n

a

n
nn

na
nn

n
nn cn

n
e
c

e
cnen

cn
eu

b

                ⎟
⎟
⎠+

⋅
+1 !1

1
!

!1

                                                  ba
b

a cee
e
ce =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅= . 

Hence,  
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( ) ( )                                b
ba

b
n
nn

b

nn e
cbace

e
u

e
B lnln1limln11lim +

=⋅=⋅⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

∞→∞→
. 

 

 

Application 5.  

Euler-Mascheroni-Bătineţu collaboration 

 

  

Let 
n

n n
e ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

11 and ,1ln ∑+−=
n

n k
nγ n

( )
( )

 for any positive integer . 
1=k

Calculate: 

                                             
( ) ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
−

+
+

+∞→ n
n

n
n

n en
n

n
n

!!12!!12
1lim

2

1

2

γ
. 

  

 

Solution. We have 

(1)               ( ) ( ) =−
−

=
−

−
+
+

=
+

1
!)!12(!)!12(!)!12(

1 22

1

2

nn
n

n
n

n
n
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en

n
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n
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2,ln
ln

1
!)!12(

≥∀⋅
−

⋅
−

= nu
u

u
en

n n
n

n

n

n
, 

n

where we denoted 

                                           2,
!)!12(
!)!12(1

1

2

≥∀
+

−
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=
+

n
cn
en

n
nu

n

n
n

n . 
n

Also we have that: 

( )         
een

n
nn

n
en
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n

en

n
n

n

n

n

n

n
n

n

21
1

112lim
1

1
1!)!12(

!)!12(
lim

!)!12(
lim 1 =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅

+
⋅+=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+−
+

=
−

∞→

+

∞→∞→
, 

and analogous, 
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en

nn
n

n

2
1

!)!12(
lim

1

=
+

++

∞→

γ

1lim =
∞→ nn

u

. 

Yields,  

                                             , and 1
ln

1
lim =

−
∞→

n

n u
u

. 
n

We have 

      (2)    =
+
+

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⋅

+
−

⋅=
+

∞→
+

∞→∞→ 12
!)!12(

lim!)!12(
!)!12(
!)!12(

limlim
13

12

n
nen

n
en

eu
n

n

n
n

n
n

n
nn

n
nn

γ
γ

γ
γ

 

                          
γγγ

2313

2
12

12
1

1
2(

lim e
e

e
n

n
n
ne n

n
=⋅⋅=

+
+

⋅
+

=
+

∞→

γ!)!1 n+
 

∞→nHence, taking to limt in (1) with and considering (2) we obtain that 

                                          ( )γln2
2

lim −=
∞→

exnn
. 
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3. Metode de rezolvare a ecuaţiilor exponenţiale şi logaritmice 
 

Profesor Liliana Tomiţă 
C.N. ˝A. T. Laurian˝ Botoşani 

 
1. Ecuaţii care se rezolvă utilizând monotonia funcţiilor 

 
Teoremă:  Fie funcţiile ݂,  şi ࣣ ؿ  interval.  ݃: ࣣ ื Թ Թ

ሺݔሻ ൌ ݃ሺݔሻ

ࣣ ื Թ ࣣ ื Թ
ሺݔሻ ൌ ݃ሺݔሻ

,ଵݔ ଶݔ א ࣣ ሺݔଵሻ ൌ ݃ሺݔଵሻ ሺݔଶሻ ൌ ݃ሺݔଶሻ

ଵ ൏ ଶݔ ሺݔଵሻ ൐ ݂ሺݔଶሻ
݃ሺݔଵሻ ൑ ݃ሺݔଶሻ

ሺݔଶሻ ൒ ݃ሺݔଵሻ ൌ ݂ሺݔଵሻ ൐ ݂ሺݔଶሻ ሺݔଶሻ ൐ ݂ሺݔଶሻ
݃ሺݔଶሻ ൌ ݂ሺݔଶሻ

ሺݔሻ ൌ ݃ሺݔሻ

Dacă funcţiile f şi g au monotonii diferite şi cel puţin una dintre ele este strict monotonă, 
atunci ecuaţia ݂  are cel mult o soluţie pe intervalul ࣣ. 

Demonstraţie: 
Considerăm ݂:  strict descrescătoare şi ݃:  crescătoare. 
Presupunem prin reducere la absurd că ecuaţia ݂  are două soluţii distincte 

 . Atunci ݂   şi ݂  . 
Fixăm ݔ  . Cum f este strict descrescătoare avem  ݂  şi g crescătoare avem 

 . 
Obţinem astfel : ݃  , deci ݃  , contradicţie cu 

 . 
Prin urmare presupunerea făcută este falsă, deci ecuaţia ݂  poate avea cel mult o 

soluţie pe ࣣ. 
 
Exemplu  Să se rezolve ecuaţia: 

7୪୥ ௫ ൅ ୪୥ݔ ଶସ ൌ 25୪୥ ௫ 
0

୪୥ ௫ ൅ 24୪୥ ௫ ൌ 25୪୥ ௫ ଻
ଶହ

Avem condiţia ݔ ൐  . 

Ecuaţia dată este echivalentă cu  7 , care devine  ቀ ቁ
୪୥ ௫

൅ ቀଶସ
ଶହ

ቁ
୪୥ ௫

ൌ 1

ሺ0,∞ሻ ื Թ, ݂ሺݔሻ ൌ ቀ ଻
ଶହ

 

Considerăm funcţia ݂: ቁ
୪୥ ௫

൅ ቀଶସ
ଶହ

ቁ
୪୥ ௫

ሺݔሻ ൌ 1
ݔ ൌ 2 ൌ 100

2
యೣశళ
ೣశమ

. 

Ecuaţia obţinută este ݂  şi cum f este strict descrescătoare ecuaţia poate admite maxim 
o soluţie, lg  deci ݔ  . 

 
Exerciţii:  Să se rezolve ecuaţiile: 

1. ൅ 5
ೣశయ
ೣశమ ൌ 41  

݋݈ .2 ଵ݃ସ൫√ݔ ൅ యݔ√ ൅ లݔ√ ൯ ൌ ݈ ݋݃ ଺ସݔ 

2. Ecuaţii care se rezolvă utilizând inversabilitatea funcţiilor 
 
Teoremă:  Fie funcţia ݂:  şi ࣣ ؿ  interval.  ࣣ ื Թ Թ
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ሺݔሻ ൌ ݂ିଵሺݔሻ
ሺݔሻ ൌ ݔ

" ֜ " ଴ א ࣣ ሺݔሻ ൌ ݂ିଵሺݔሻ ֜ ݂ሺݔ଴ሻ ൌ ݂ିଵሺݔ଴ሻ
ሺݔ଴ሻ ൏ ଴ݔ  ֜ ݂ିଵሺݔ଴ሻ ൏ ଴ݔ

଴ ൏  ݂ሺݔ଴ሻ
ሺݔ଴ሻ ൐ ଴ݔ

ሺݔ଴ሻ ൌ ଴ݔ ଴ ሺݔሻ ൌ ݔ
" ֚ " ଴ א ࣣ ሺݔሻ ൌ ݔ ֜ ݂ሺݔ଴ሻ ൌ ଴ݔ ֜ ଴ݔ ൌ ݂ିଵሺݔ଴ሻ

ሺݔ଴ሻ ൌ ݂ିଵሺݔ଴ሻ ଴ ሺݔሻ ൌ ݂ିଵሺݔሻ

Dacă f  este o funcţie inversabilă şi strict crescătoare, atunci ecuaţia ݂   este 
echivalentă cu ecuaţia ݂  

Demonstraţie:  
  Fie  ݔ  o soluţie a ecuaţiei ݂  
Presupunem prin reducere la absurd că  ݂  .  
Cum f este strict crescătoare rezultă că  ݔ  , deci contradicţie.  
Analog, pentru ݂  rezultă contradicţie. 
Prin urmare,  ݂ , deci ݔ  este soluţie pentru ecuaţia ݂  . 
  Fie  ݔ  o soluţie a ecuaţiei ݂ .  
Obţinem astfel ݂ , deci ݔ  este soluţie pentru ecuaţia ݂   . 

 
Exemplu:  Să se rezolve ecuaţia: 

ଷሺ2௫݃݋݈ ൅ 1ሻ ൌ ଶሺ3௫݃݋݈ െ 1ሻ    ሺ1ሻ 

௫ െ 1 ൐ 0 ֜ ݔ ൐ 0
ሺ0,∞ሻ ื Թ, ݂ሺݔሻ ൌ ଶሺ3௫݃݋݈ െ 1ሻ

Թ, ݂ሺݔሻ ൌ ݕ ֜ ଶሺ3௫݃݋݈ െ 1ሻ ൌ ݕ ֜ 3௫ ൌ 2௬ ൅ 1 ֜ ݔ ൌ ଷሺ2௬݃݋݈ ൅ 1ሻ

݂ିଵ: Թ ื ሺ0,∞ሻ, ݂ିଵሺݔሻ ൌ ଷሺ2௫݃݋݈ ൅ 1ሻ
1ሻ  ֞ ݂ሺݔሻ ൌ ݂ିଵሺݔሻ ൐ 0

݂ሺݔሻ ൌ ,ݔ ݔ ൐ 0

ଶሺ3௫ െ 1ሻ ൌ ݔ ֜ 3௫ െ 1 ൌ 2௫ ֜ ቀଷ
ଶ

 
Avem condiţia      3 . 
Considerăm funcţia  ݂:  strict crescătoare. 
 Pentru ݕ א . 
Constatăm că funcţia  f  este inversabilă şi 

. 
Ecuaţia ሺ  , pentru  ݔ , ecuaţie care are aceleaşi soluţii cu ecuaţia 

 .  
Obţinem astfel ecuaţia  ݈݃݋ ቁ

௫
െ ቀଵ

ଶ
ቁ

௫
ൌ 1 ֜ ቀଷ

ଶ
ቁ

௫
ൌ

1 ൅ ቀଵ
ଶ
ቁ

௫
  care are soluţia unică ݔ ൌ 1 deoarece funcţia ݔ ื ቀଷ

ଶ
ቁ

௫
 este stric   

ݔ ื
ଶ

t crescătoare, iar funcţia

1 ൅ ቀଵቁ
௫

  este stric ătoare. 

 

t descresc

xerciţii:  Să se rezolve ecuaţiile: 

1) 4 െ 2 ൅ 1 ൌ ଶሺ1݃݋݈ ൅ ݔ√

E

௫ ௫ାଵ ሻ 

2୪୥ ௫ ൅ 8 ൌ ሺݔ െ 8ሻ
భ

ౢౝ మ2)  

 
. Ecuaţii care se rezolvă utilizând convexitatea – concavitatea funcţiilor3  

Teoremă:
 

  Dacă funcţia ݂: ࣣ ื Թ este strict convexă pe intervalul ࣣ, iar ݃: ࣣ ื Թ este o 
funcţi ݂ሺݔሻ ൌ ݃ lul ࣣ. 

, f strict convexă şi g concavă pe ࣣ.  

e concavă, atunci ecuaţia ሺݔ ሻ are cel mult două soluţii pe interva
Demonstraţie:  
Fie ݂, ݃: ࣣ ื Թ
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ሺݔሻ ൌ ݃ሺݔሻ ଵ ൏
ଶݔ ൏ ,ଵݔ    , ଷݔ ,ଶݔ ଷݔ א ࣣ ֜ ሺ׌ሻݐ א ሺ0,1ሻ ܽ. î.  ݔଶ ൌ ଵݔݐ ൅ ሺ1 െ  .ଷݔሻݐ

ሺݔଶሻ ൏ ଵሻݔሺ݂ݐ ൅ ሺ1 െ ଷሻݔሻ݂ሺݐ

ଵ, ,ଶݔ ଷݔ ሺݔሻ ൌ ݃ሺݔሻ
݃ሺݔଶሻ ൏ ଵሻݔሺ݃ݐ ൅ ሺ1 െ ଷሻݔሻ݃ሺݐ

Presupunem prin reducere la absurd că ecuaţia ݂  are trei soluţii distincte ݔ

 Cum f este strict convexă rezultă că ݂ .  
Dar  ݔ  sunt soluţii ale ecuaţiei ݂ , rezultă că  

 ceea ce contrazice  g concavă, prin urmare presupunerea 
făcută este falsă. 

 
Exemplu:   Să se rezolve ecuaţia: 

3௫ାଶ ൌ 17 ൅ ݔ12 െ  ଶݔ2
݃: Թ ื Թ, ݂ሺݔሻ ൌ 3௫ାଶ, ݃ሺݔሻ ൌ 17 ൅ ݔ12 െ ଶݔ2

ሺݔሻ ൌ ݃ሺݔ ሻ

െ1 1

55ሺെ5 ൅ ሻݔ6 ൌ 1 ൅ 2௫ ൅ 3௫ ൅ ڮ
2 logభ

య

Considerăm funcţiile ݂, .  
Deoarece f este strict convexă şi g este strict concavă rezultă că ecuaţia ݂  poate 

avea maxim două soluţii.  
Acestea sunt ݔ ൌ  şi ݔ ൌ .  
 
Exerciţii:  Să se rezolve ecuaţiile: 

1) ൅ 10௫ 
ݔ (2 ൌ െ11 ൅ ݔ15 െ  ଶݔ4

 
4. Ecuaţii care se rezolvă cu ߂, folosind două variabile 
 
Exemplu:   Să se rezolve ecuaţia: 

3ଶ௫ାଵ െ ݔ · 3௫ାଵ െ 3௫ ൌ ଶݔ6 ൅ ݔ7 ൅ 2

௫ሻଶ · 3 െ ݔ · 3௫ · 3 െ 3௫ െ ሺ6ݔଶ ൅ ݔ7 ൅ 2ሻ ൌ 0
௫ ൌ ,ݕ ݕ ൐ 0 ଶ െ ሺ3ݔ ൅ 1ሻݕ െ ሺ6ݔଶ ൅ ݔ7 ൅ 2ሻ ൌ 0

Δ ൌ ሺ3ݔ ൅ 1ሻଶ ൅ 4 · 3 · ሺ6ݔଶ ൅ ݔ7 ൅ 2ሻ
Δ ൌ ሺ9ݔ ൅ 5ሻଶ

ݕ ൌ
ݔ3 ൅ 1 ൅ ݔ9 ൅ 5

6

    (1) 
 

Ecuaţia (1) poate fi scrisă: ሺ3  . 
 Notăm 3  şi obţinem 3ݕ , ecuaţie de gradul 

doi în necunoscuta y.  
  

 

ൌ ݔ2 ൅ 1 

ݕ ൌ
ݔ3 ൅ 1 െ ݔ9 െ 5

6 ൌ െ
ݔ3 ൅ 2

3  

3 ൌ ݔ2 ൅ 1 0, ݔ ൌ 1 3௫

ݔ2 ൅ 1
3௫ ൌ െ ଷ௫ାଶ

ଷ

Obţinem ecuaţiile :  
௫  cu soluţiile ݔ ൌ , deoarece funcţia ݔ ื  este strict convexă iar 

funcţia ݔ ՜  este liniară. 
  cu soluţia ݔ ൌ െ1  3௫

ݔ ՜ െ ଷ௫ାଶ
ଷ

, deoarece funcţia ݔ ื  este strict crescătoare iar funcţia 

 este strict descrescătoare. 



 

REVISTA ELECTRONICĂ MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 – IANUARIE 2013 www.mateinfo.ro  

 

14 
 

ሼെ1, 0, 1ሽ. 

· 2௫ ൅ 2ଷି௫ െ ݔ ൌ 0
௫ିଶ · ሺ3௫ ൅ 1ሻ ൌ 5 · 6௫ିଶ ൅ 2௫ିଶሺ2௫ ൅ 1ሻ

Deci ݔ א  
 
Exerciţii:  Să se rezolve ecuaţiile: 
1)  8 െ ݔ  
2)  3  
 
 
 
5. Ecuaţii care se rezolvă utilizând inegalităţi 
 
Exemple:  Să se rezolve ecuaţiile:  
 
a)  2012௫మିଷ௫ାଶ ൅ 2012௫మା௫ିଶ ൌ ଶ

√ଶ଴ଵଶర  

 
2012௫మିଷ௫ାଶ ൅ 2012௫మା௫ିଶ ൒ 2ඥ2012ଶ௫మିଶ௫ ൌ 2 · 2012௫మି௫

ଶ െ ݔ ൌ ଶݔ െ ݔ ൅ ଵ
ସ

 

Avem ݔ െ ଵ
ସ

ൌ ቀݔ െ ଵ
ଶ
ቁ

ଶ
െ ଵ

ସ
൒ െ ଵ

ସ
  de unde rezultă că 

 ଶ
√ଶ଴ଵଶర ൒ 2 · 2012௫మି௫ ൒ 2 · 2012ିభ

ర ൌ ଶ
√ଶ଴ଵଶర ֜ ଶݔ  െ ݔ3 ൅ 2 ൌ ଶݔ ൅ ݔ െ 2 ֞ ݔ ൌ 1

௫ିଵ ൅ 4ି௫ାଵ ൌ 1 െ ଶݔ ൅ ݔ2

௫ିଵ ൅ 4ି௫ାଵ ൌ 4௫ିଵ ൅ ଵ
ସೣషభ

. 

 
b) 4  
 
Avem inegalitatea 4 ൒ 2 ଶ ൅ ݔ2 ൌ 2 െ ሺݔ െ 1ሻଶ ൑ 2

െ 1 ൌ 0 ֜ ݔ ൌ 1

௫ ൅ 25௫ ൅ 1 ൌ 35௫ ൅ 7௫ ൅ 5௫

7௫ሻଶ ൅ ሺ5௫ሻଶ ൅ 1 ൌ 7௫ · 5௫ ௫ ൅ 5௫, ௫ ൌ 5௫ ൌ 1
ݔ ൌ 0

|cos ݔ െ sin |ݔ ൌ ට2
ഏ
ర

 şi 1 െ ݔ   

Egalitatea are loc pentru ݔ . 
 
c) 49  
 
Ecuaţia este echivalentă cu ሺ +7 deci 7 , adică 
. 
 
Exerciţii:  Să se rezolve ecuaţiile: 

1) ା௫ ିഏ
൅2 రି௫  

௫௟௚ଵ2) 9  ሺ10௫௟௚଺ ൅ 10௫௟௚ଷହ ൅ 10 ଵሻଶ ൌ ሺ4௫ ൅ 25௫ ൅ 121௫ሻሺ9௫ ൅ 4 ௫ ൅ 1ሻ
 

Bibliografie:
zeta Matematică, seria B; 

aritmi˝, Editura Gil, 2006 

 
[1] Colecţia Ga
[2] Gheorghe Andrei, ˝Exponenţiale şi log
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4. Rezolvarea ecuaţiilor trigonometrice fundamentale 
 

Prof. LUNG IOAN, gradul I 
              C.N.” ARANY JANOS” SALONTA 

  

 faptului că funcţiile trigonometrice sin, cos, tg şi ctg sunt funcţii periodice care  Datorită
admit perioadă principală, este nevoie să studiem ecuaţiile trigonometrice fundamentale pe un 
interval de lungime egală cu perioada principală, numit interval de studiu. În acest material prez
rezolvarea acestor ecuaţii trigonometrice fundamentale prin stabilirea clară aintervalului de studiu
Mai folosesc şi monotonia funcţiilor trigonometrice pe intervalul de studiu. 

 Introducere 

int 
. 

efiniţD ie: O ecuaţie care conţine necu entul unor func etrice se numesc noscuta la argum ţii trigonom
ecuaţii trigonometrice. 

( ) 0,f x x D D∈ α∈=Definiţie: Fie ecuaţia trigonometrică  (1). Un număr  este soluţie a ecuaţiei 

(1) dacă ( ) 0f α = . 

Definiţie: A rezolva o ecuaţie trigonometrică înseamnă a-i determina soluţiile. 

Definiţie: Ecuaţiile de forma sin , cos , , ; , , ,x a x b tgx c ctgx d a b c d R= = = = ∈  se numesc ecuaţii 
trigonometrice fundamentale. 

 Rezolvarea ecuaţiei trigonometrice se va reduce, prin diverse transformări, la rezolvarea 

 

I) 

ecuaţiilor trigonometrice fundamentale. 

 Rezolvarea ecuaţiilor trigonometrice fundamentale

Ecuaţia sin x a= , a R∈ . 
[ ]1,1a  ∉ −

[
1) 

] x R1,1x∈ − , ∀ ∈ ⇒  ecuaţia nu are soluţii.  sinDeoarece 

Deci: S =∅ ţim lor ecuaţiei)   (S – mul ea soluţii
2) [ ]1,a∈ − 1  

Studiem ecuaţia pe intervalul de studiu 3,
2 2
π π⎡ ⎞− ⎟⎢⎣ ⎠

, interval de lungime egală cu 2π , 

perioada principală a func uncţia sin este strict crescătoare pe ţiei sin. F ,
2 2
π π⎡ ⎤−⎢ ⎥⎣ ⎦

 şi 

strict descrescătoare pe 3,
2 2
π π⎡ ⎞

⎟⎢⎣ ⎠
. 
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x  
2
π

−
2
π 3

2
π  

xsin  1− //                 1     22 1−  
 

 1a =  

ia 

i)

 are pe 3,
2 2
π π⎡ ⎞− ⎟⎢⎣ ⎠

 numai soluţia 
2
πα = . Ţinând seamsin 1x = a că Ecuaţ

2π  este perioada principală a funcţiei sin ⇒ 2S k k Zπ π
2

⎧ ⎫= + ∈⎨ ⎬
⎩ ⎭

 este 

ţiilor ecuaţiei.  
ii) 

mul

⇒

ţimea solu
1a = −  

2
πα = −  este singura soluţie a ecuaţiei sin 1x = −  pe 3,

2 2
π π⎡ ⎞− ⎟⎢⎣ ⎠

. ⇒

2S k k Zπ+ ∈⎨ ⎬
⎩ ⎭

 este mulţimea soluţiilor ecuaţ
2
π⎧ ⎫= − iei.

iii) ( )1,1a∈ −  

 

Deoarece  3arcsin , , ,
2 2 2 2

arcsina aπ π ππ⎛ ⎞ ⎛∈ − ∈⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝

 π ⎞
⎟
⎠

i ( )sin arcsin a a− ş = , 

( ) ( )sin arcsin sin arcsina aπ − = arcsin aa 1= ⇒ α =  şi 2 arcsin aα π= −  

sunt singurele soluţii ale ecuaţiei sin x a=  pe intervalul 3,
2 2
π π⎡ ⎞− ⎟⎢⎣ ⎠

.           

⇒

{ } { } ( ){ }arcsin 2 arcsin 2 1 arcsinlS a k k Z a k k Z a l l Zπ π π π= + ∈ − + ∈ = − + ∈∪

ea soluţiilor ecuaţiei. 

II) Ecua

este mulţim
 

ţia  cos x b= , b R∈ . 
[ ]1,1∉ −  b1) 

[ ]cos 1,1 ,x x R S∈ − ∀ ∈ ⇒ =∅  

2) [ ]1,1b∈ −  

Studiem ecuaţia pe intervalul de studiu[ )0,2π , interval de lungime egală cu 2π , 

perioada principală a funcţiei cos. Funcţia cos este strict descrescătoare pe [ ]0,π  şi 

strict cresc ,2ătoare pe[ )π π

 

. 

x  0 π 2π  
xcos  1        22 1// 1 −

 
i)  1b =
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 are pe [ )0,2cos 1x = 0π  numai soluţia αEcuaţia = . Funcţia cos este 

periodică de perioadă principală egală cu  2π ⇒  

{ }2S k= k Zπ ∈  este soluţia ecuaţiei. 

 
ii)  1b = −

1x − 0,2 pe [ )α π⇒ =  este singura soluţie a ecuaţiei cos = π ⇒

{ } ({ })2 2 1S k k Z k k Zπ π π= + ∈ = + ∈  - soluţia ecuaţiei. 

iii)  ( )1,1b∈ −

( ) ( ), 2arccos 0, , 2 arccosb bπ π π∈ − π∈  şi 

( ) ( ) ( )arccosb b bcos arccos ,cos 2 arccosb b π cos= − = = ⇒  

1 arccosbα =  şi 2 2 arccosbα π= −  sunt singurele soluţii ale ecuaţiei 

b=  pe intervalul [ )xcos 0,2π .            ⇒

{ } { } { }arccos 2 2 2 arccos 2S b k k Z arccob k k Z b l l Zπ π π π= + ∈ − + ∈ = ± + ∈∪

ia  c R . 

 
- este mulţimea soluţiilor ecuaţiei. 

 
III) Ecuaţ ,tgx c= ∈

Deoarece funcţia tg este periodică de perioadă principală egală cu π  studiem ecuaţia pe 

intervalul ,π
2 2

π⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎠⎝

 care are lungimea egală cu π . Pe acest interval funcţia tg este strict 

crescătoare. 
 

x  
2
π

−
2
π  

tgx   +∞
−∞ ////

 

arctgcα⇒ =  este singura soluţie a ecuaţiei pe intervalul ,
2 2
π π⎛ ⎞−⎜ ⎟

⎝ ⎠
. 

{ }arcS tgc k k Zπ+ ∈  este soluţia ecuaţiei pe . R⇒ =

IV) Ecua = ∈ţia ctgx d , d R . 

( )Deoarece 
2

t tg tπ⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

ctgx dctg  rezolvarea ecuaţiei =  se reduce la rezolvarea 

ecuaţiei  tg . x c=


