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1. Other solutions to Problem 699, Problem 706

from The Pentagon and Problem 424 from Mathematical
Excalibur

By Nela Ciceu' and Roxana Mihaela Stanciu?

Problem 699. Proposed by Tom Moore, Bridgewater State University,
Bridgewater, MA.

1. Find all positive integers x such that 2* + 2" + 2% is a perfect square.

2. Find all positive integers x such that 4¥ + 4" + 47 is a perfect square.

Solution for 1. Modulo3, a perfect square 1s equal with 0 or 1.
e Ifxisodd e x=2r+1L7<N.then:

2424 2P =B +(3-D"+(3-1)° =—1-1+1=2(mod3). so is not perfect
square.

e Yields, xmust be even, 1e. x =217 N .
-forx =0, 2* + 2" + 2% = 2305, which is not perfect square;x=1
for x=2,2" 42" +2% =22(1+2° +2°) =2"-.577. which is not a perfect square:
forx =4, 2" +2" +2° =2*(1+27 +2*) =2".145, which is not a perfect square:
forx=6,2" +2" +2% =2°(1+2° +2%)=2°-37, which is not a perfect square.
forx > 8, then2” +2" +2° =2°%(2"* +2° +1). is a perfect square if
2 49=k & (k+2")k-2"")=9.
Hence:

k+27 =9
g 278D I=6m =12,

! Rosiori, Baciu
2 Liceul cu Program Sportiv, Buziu
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Indeed 2" +2" +2° =2°(16+8+1) = (2* —5)” =perfect square.
Therefore x =12.

Solution for 2. Since 4 + 4™ +4% = (3+1)* + 3+ 1" +(3+1)® = 0(mod 3) and

4% + 4™ + 4%is perfect square, follows that 4° +4" +4%is multiple of 9.

Because 4" +4°% =4%.64° +47 .64 =47(63+1)° +4%(63+1)* =16 +16 = 5(mod9).
we deduce it must that 4° = 4(mod9).

We have 4” = 64" =1(mod9) , 4™ =4-64" =49(mod9). and4”** =16-64" = 7(mod9).
hencex =3r+1.

forx =1 4" +4" +4° =41+ 4" +47) = 4.1064961, which is not a perfect square:
forx=4,4" +4" +4° =4*(1+47 +4*) =4" -16641 = 4* -129%, which is a perfect
square;

forx=7,4" +4" +4% =47(1+4* +4)=4" - 261, which is not a perfect square;

Yields the solutionx = 4.

forx = 8:then 4 + 4™ +4% = 4%(4** + 4° 1 1) = 43(4™° + 65) is a perfect square if
2269 1 65=k @ (k+27°)(k-2"°) =65.

We have the possibilities:

k+2%% =65 k+2%% =13
. or
k-2 =1 k—2"%=5
and easily we obtain the solutions x =13, x =10.
In conclusion the solutions are:

o x=44% 44" 1 4% =(2%.129)*;
o x=10 4" +4" +4° =(2%.9)*;
o =13 4" +4" +4% = (2%.33),
and the solution 1s complete.
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Problem 706. Proposed by Jose Luis Diaz-Barrero, Universitat
Politecnica de Catalunya, Barcelona, Spain.
Let = be a positive real number. Prove that
T = {.1?} = -1 4
P +20a) @ 2Rl

where [x] and {x} are the integer and fractional parts of =, respectively.

Solution:

We will prove that: ’If a,b <0, with a+b > 0, then: {;+2bz + 2f+b, < 4
a +2b° 2a +b a+b

The last inequality becomes successively:

(2a* +b*)(a® +3ab+2b*) + (a* +2b*)(2a’” +3ab+b*) <4(a” +2b*)(2a* +b*)
& 2a* +a’h® +6a’b+3ab’ +4a’h* +2b* +2a* +4a°b* +3a’b +6ab’ +a’h’ +2b* <

<8a*+20a’b* +8b*

<= 4a* -9a°b+10a°b* —9ab’ +4b* = 0
< (a—-b)*(4a® —ab+4b*) = 0, which is true because 4a* +4b*> = 8ab = ab .
Fora =[x]and b = {x} we obtain the given inequality, which is strictly because a = b .

Problem 424. (Due 1o Prof. Marcel
Chirita, Bucuresti, Romania) In AABC,
let a=BC, b=CA, c=AR and R be the
circumradius of AARC. Prove that

23abe
3R

max(a® +bc,b” +ca,c’ +ab)z

Solution:

We use the following:

: s .
Lemma. If a,;,a,,..,a, are real numbers with a, +a,+...+a, >s, then max(a,,a,,..,a,)>— (if
n

. S
a, +a,+..+a, <s,then min(a,,a,,...,a,) <—).
n

S
Proof of lemma. We assume by absurd that max(a,,a,,...,a,) <—, then
n
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- . s
a +a,+..+a,<s, contradiction! (We assume by absurd that min(a;,a,,..,a,)>—, then
n

a, +a, +...+a, > S, contradiction!).

2./3abc
3R

So, we must to prove that: a” +bc+b* +ca+c® +ab >3-

& (@2 +b% +c?)+ (ab+bc +ca) > 44/3S + 4+/3S , where we used R:i—bsc.

The last inequality yields by lonescu-Weitzenbock inequality (see 23 proof, i.e. the following link
http://ssmr.ro/gazeta/gmb/2013/1/articol.pdf.)

One proof. We have: ab+bc +ca =2S _1 + _1 + _1
sinA sinB sinC

Since the function f :(0,7)— R, f(x) = L s convex on (0,7),
sin x

COSX sin? X +2¢0s? x

e > OJ by the inequality of Jensen we have
sin“ x

.l + _l + _l >3- ! =3 ! :2\/§,andthenweobtain:
sinA sinB sinC SinA+B+C

. 7T
sin —
3

(a+b+c)®

a’+b?+c?> > ab +bc +ca > 44/3S .
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2.Corpuri geometrice in spatiu-conul circular drept

prof. Cristea Maria

Scoala Gimnaziala Buznea, jud. lasi

Corpurile geometrice sunt prezente peste tot, ele fac parte din viata
noastra. Am incercat, prin ilustratiile care urmeaza, sa punem in evidenta
conul. Ele arata ca oamenii sunt, si au fost mereu, incantati de acesta si drept
dovada au creat adevarate frumuseti arhitectonice. Una dintre ele este si La
Sagrada Familla (Sfanta familie), o uriasa biserica din capitala Cataloniei,
Barcelona. Imensa cladire este insa neterminata desi se lucreaza la ea din
1882. Proiectul original a fost realizat de arhitectul Antonio Gaudi. La
inceput se preconiza ca lucrarile se vor termina peste cateva sute de ani. Gaudi ar fi
replicat: clientul meu nu se grabeste. In prezent se estimeazi ca biserica va fi gata in
2026.

Tn continuare sunt rezolvate cateva probleme interesante in care apar conuri
circulare drepte inscrise sau circumscrise unei sfere, dar nu numai.

Probleme rezolvate

1. Se considera un con circular drept circumscris sferei de raza r. Unghiul format de o generatoare a
conului cu inaltimea are masura x. Sa se calculeze aria laterala a conului in functie de r si x. Sa se

determine x astfel incat aria bazei conului sa fie egald cu aria sferei.

Rezolvare: v
O sectiune axiala prin figura arata astfel (figura nr.1):
Avem: VA = VB = G,CV = h, AC = CB = R. Intriunghiul x
dreptunghic VoD putem aplica: sian%, de unde Vo = —
ElIfN X
o G
Deoarece h =VO-+r, obtinem prin inlocuire h=——— 4 + = riateinz)
ElNn X Eln x r D
Tn triunghiul dreptunghic VBC avem : o
R="h- tgx = rid+sinx) i G= k — rf:i-l-sln x::l. r
COEX COEXx EEN X COBEY A B
Atunci aria laterald a conului este: ¢ R
TrqLa 1 .
A . = 7RG = e (A4sin x) . FIngI‘aIII'. ]

,
lat gimx-costx

Aria bazei conului este TR?, iar aria sferei este 4mwr=.

6
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Rezulta ecuatia:

mriiddsine)®

costx

Deci 1+2sin x + sin®x = 4 — 4sin®x, sau 5 sin®x+2sin x-3=0. Obtinem sin x = —1

=4nr?, adica (1 + sinx)* = 4cos®x.

e .o 3 o . 3
(neacceptabila) si sinx = _, de unde rezulta x = arcsin_.

2. Sa se afle volumul si aria laterala ale conului circular drept
nscris ntr-o sfera de raza r, stiind ca raza bazei, inaltimea si 14
generatoarea conului au lungimile , in aceasta ordine, in
progresie aritmetica. o

Rezolvare: i
O sectiune axiala arata ca in figura alaturata (figura nr.2). C R B
Din ipoteza rezulta relatia: 2h = R+G. Din triunghiul VCB v
obtinem aplicand teorema lui Pitagora:
Rh*=G?* —R? = (6 + R)(G —R).

Figuranr. 2

Rezulta relatia:
h?* = 2h(G — R), deci h = 2(G — R).Deducem egalitatea 4(G — R) = (G + R), deci G= % sih=

i—R. Din triunghiul OCB rezulta:
0B? = CB*+0C?,

: g 2 4R 2 .. .  12R® %R 24 . .
decir* =R* + {? — :r-) adica R* + — 5 - 0, de unde R= 7. Obtinem apoi:

5 24 = . 2 I4 32 .
G==:=r ==r ¢i h=—+ —r = —r. Volumul conului este:

3 25 =4 3 25 25

mE®hR _ w 24 32 g_ w 18432 g B144 3 . . -
= —_ — e = —= i = ITY .

Voon ; 3 3 2T —3 Isex e . lar aria laterala este:

152
125

A, mre.

fat.

24 =
=nRG=wT—r'—r=
25 5

3. Intr-un con circular drept, cu lungimea inaltimii h si masura

unghiului de la varf al sectiunii axiale ( sectiune ce contine axa :

VO, V varful, O centrul bazei) 2, se duce un plan (P), paralel

cu baza, prin centrul sferei inscrise in con. Sa se calculeze, in «

functie de h si @, raza R a cercului de baza, raza r a sferei

inscrise, raza p a cercului de tangenta a sferei cu conul si sa se )
determine « astfel ca planul (P) sa imparta conul in doua e D
corpuri cu volume egale. /\r y\
Rezolvare: 4 ¢ r ¥
O sectiune prin figura arata ca in figura nr. 3. In AV OB avem: Figuranr. 3

7
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R . ~ . . kel
tg @ ==, deci R= htg a. In AVEC dreptunghic in E avem: sin @ = —, de unde r = ———,

R h—r 1t+ein o

. het ~
ACFE avem: cos a = 2, deci p = rcos a = ——""2 Tn AVCD avem:
r 1+ein o
tga :%’ adica CD=(h-r)tg a.

Volumul conului mic determinat de planul (P) este: |4

D (h—r) _ wlh—-r)5%tg"a
3

TRe R nh¥te o A st :
— = TE' Punand conditia V=2V, obtinem:

V= . Volumul conului este:

V=
h® = 2(h— 1)3,deci h=3/2(h— ). Inlocuind pe r obtinem:

— kel . e . — .
h=32 (,I; - == :] adici 1+sina = ¥/2, deci
1+ein o ¥
sing=5%2—-1 sia = arcin(sw..E— 1). O
4. Tntr-un con circular drept se inscrie o sfera astfel incat cercul r
de tangenta dintre ele este baza unui cilindru inscris in sfera. 4 ¢ R B

. . L g . 4 s
Raportul dintre aria sferei si aria totala a conului este —. Sa se .
3 Figura nr, 4

determine raportul dintre volumul cilindrului si volumul
conului.

Rezolvare:
O sectiune axiala prin figura arata astfel:
Metoda I: Aria sferei este 412, aria totald a conului este TR(R + G).Tn AOCB avem

A R L. .
r=R tga iar in AVCE : G = ———. Conditia din enunt devine:
COE =X

Asrerei R tg 4 . Fela 1
= T =-,deci —F—~=-,sau
AI:'I:I;"I. HR[R+I:'I:|S Elx-‘JII 9’ R{R+E'I:|S za} 9’
ginar ,_cesla _ 1

=- &

cozfm 1#coela 9

10(2cos*a — 1)* — 7(2cos*a— 1)+ 1 =0,
10- cos*2a — 7 - cos2a + 1 = 0, de unde cos2a = isau cosZa = i Se observd ca avem:
x = rsin2a = R - tga - sin2a =2Rsin’ @; y=rcos2a =
=R -tga - cos2a. Apoi : V,,; = 2nx’y = g R3Zn acosia si

CoEdx

2nR®  einz cosx

1 -
V__ =-mR°Rto2a = .
con 3 tg 3 cos 2

Obtinem:



REVISTA ELECTRONICA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 - NOIEMBRIE 2013 www.mateinfo.ro

432 a2
Voo 12 cos Zasin® 1 . Ve 12:(2)(2) 1. 1
al = 27%° "7 % Pentru cos2a = - se obtine —%k = 22" = = jar pentru cos2a = - se
Vean cos o 2 oL " + s
R I
) . 12-(5) 2
obtine Zeik = —~ = ‘5'} =2
T Voo - 125
.. . . A_gfg,—g[ amr? 2 .o 7 ..
Metoda II. Conditia din enunt devine = — = —, adica R(R+G)=9r<. Avem relatiile:
’ Aron nR(R+G) 9 ’

E-R  h- n by o N ) )
Z=2"=2", p* = G2-R?, unde h este inaltimea conului. Se deduce ecuatia:

R R =
10R? — 7RG + G*=0 cu solutiile G=2R si G=5R. Apoi avem: %2 E = E , de unde obtinem :
Vil _ 67" h . . . . .

fil = =77 Pentru G=2R se obfine - =2 | jar pentru G=5R se obtine <l = 2=,
Veon RG Veon 4 ’ Veon 125
Bibliografie:

1.Gheorghe Adalbert Schneider- Culegere de probleme de geometrie pentru pentru clasele VI-X,
Editura Hyperion, Bucuresti, 1992.

2. Vasile Brinzulescu, Stere Ianus, etc.-Culegere de probleme, Editura Stiintifica si Enciclopedica,
Bucuresti, 1989.
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3. MISTERUL SI MAGIA RAPORTULUI DE AUR
- ANUMARULUI PHI-
FOLOSIND GEOGEBRA

Prof. Tanasescu Gabriela-Violeta

Liceul Teoretic “Traian”- Constanta

DISCIPLINE: a b
<> <> <>
Matematica-Informatica N S st

a+b

Sectiunea de aur sau Raportul de aur, notata cu litera greaca ® (phi majuscul) sau si cu ¢ (phi
minuscul), care se citesc "fi", este primul numar irational descoperit si definit in istorie. El este
aproximativ egal cu 1,618033 si poate fi intalnit in cele mai surprinzatoare imprejurari.

Euclid l-a denumit pe @ ca fiind simpla impartire a unui segment de dreapta in ceea ce el a numit
"medie"” si "extrema ratie". lata cuvintele lui: "Spunem ca un segment de dreapta a fost impartit in medie
si extremd ratie atunci cand segmentul intreg se raporteaza la segmentul mai mare precum se raporteaza
segmentul cel mare la cel mai mic".

Numirul PHI este considerat de matematicieni drept “magic”, iar de teologi ... divin. Tn multe
lucruri se manifesta “simetria divina®, sau constanta unei aceeasi simple valori numerice.

Dintre toate celebrele constante ale matematicii — printre care pi (3.14...) si logaritmicul e (2.178)
—nici un alt numar irational nu este mai intrigant si mai putin cunoscut, decat acest “phi”.

PHI nu este altceva decat un simplu numar irational, de valoare constanta 1.618033988749895...,
frecvent aproximat prin 1.618. Notatia sa, prin litera greceasca @, i-a facut pe teologi sa-i atribuie
semnificatia “creatiei”, ® fiind obtinut prin intretaierea zero-ului (a “nimicului”) cu a lui 1 (unitatea,
Dumnezeu).

Raportul de aur se poate simplu obtine prin impartirea unui segment de dreapta A in doua
diviziuni Bsi C, astfel incat 1+ C/B=B/C,deciA/B=B/C:

10
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Notand deja B / C = @, ecuatia devine 1 + 1/ ® = ®. Existd o singurd solutie pozitiva, egala cu (1 +

Radical(5)) / 2 = 1.618... Lungimea lui B este 1.618 din C, iar A este 1.618 din B.

GeoGebra

» DESPRE
GeoGebra este un software dinamic folosit Tn matematica care alatura geometria, algebra si calcul numeric.

Poate fi privit ca un sistem interactiv geometric , foarte util in procesul de predare- invatare la nivel gimnazial, dar

st liceal.
Folosind GeoGebra se pot face constructii cu puncte, vectori, segmente, linii si sectiuni conice, precum si

reprezentarea grafica a functiilor. Toate constructiile realizate se pot schimba in mod dinamic dupa aceea, 1n functie

de dorinta utilizatorului.

» INSTALARE GeoGebra 4.2

e Se deschide browser-ul Internet si se merge la adresa http://www.geogebra.org

e Se selecteaza optiunea Download, apoi din sectiunca Install GeoGebra se alege platforma dorita si se

salveaza fisierul executabil pe calculator. Se lanseaza in executie fisierul salvat cu selectarea valorilor
implicite.

€2 GeoGebra Installer

Welcome to the GeoGebra 4.2 Setup Wizard

GeoGebra 4.2.51.0 (June 23 2013) DNext > Cancel
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Observatie: Nu trebuie permisiuni speciale de utilizare a softului GeoGebra, soft ce este util n special pentru

laboratoare de informatica si calculatoarele-laptop din scoli.

» MENIUL GeoGebra:

[:] N

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

'

]

A

® ABC

v

o

v

a=2
_‘_
3

o

v

©

7

&

v

-

W v

> DREPTUNGHIUL DE AUR

Tn continuare vom genera “dreptunghiul de aur” ADFE, obtinand prin raportul laturilor sale
numarul PHI: AE / AB=1.618, AB/ BE=1.618

D 1 [ F
g
=}
MUMARLUL PHI
AE/AB=1618 d, polyl b poly2 g,
AB/BE=1.618
a E1 A M B E

AE = 6.472
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Construirea ,,dreptunghiului de aur” va necesita executarea mai multor pasi:

MENIUL 2
A New Point
[e]

Deseneaza doua puncte A si B

MENIUL 3
/ Ray throught Two Points

Traseaza o linie intre punctele A si B

Rezulta linia a

MENIUL 5

._'I

s .' Regular Polygon

Traseaza un patrat de latura [A,B,4]

Rezulta liniile

b,c,d si polyl

MENIUL 2 Punctul M-mijlocul segmentului A-B
& ® Midpoint or Center

.
MENIUL 6 Traseaza un cerc prin punctul C, cu Rezulta cercul e
Clrcle with Center through centrul in punctul M
Point

MENIUL 2 Punctul E -intersectia dintre obiectele a

X Intersect Two Objects sie

MENIUL 4 Traseaza o linie perpendiculara pe a, prin | Rezulta linia f

. Perpendicular Line

punctul E

MENIUL 4
Perpendicular Line

Traseaza o linie prin punctul C,

perpendiculara pe

Rezulta linia g

MENIUL 2
Intersect Two Objects

D¢

Punctul F-intersectia liniilor fsi g

MENIUL 5
.
+* Regular Polygon

Traseaza poligonul ce trece prin punctele

A EFD

Rezulta poly2

13
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MENIUL 8 Calculeaza distanta dintre A si B
cm
3 Distance or Length
MENIUL 8 Calculeaza distanta dintre A si E
cm _
3 Distance or Length
MENIUL 8 Calculeaza distanta dintre A si E
cm )
3 Distance or Length
MENIUL 10 Insereaza textul
ABC Insert text “AE/AB=" + (distanceAE/distanceAB) AE/AB=1618
MENIUL 10 Insereaza textul
ABC Insert text “AB/BE=" + (distanceAB/distanceBE) AB/BE=1.618

14



REVISTA ELECTRONICA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 - NOIEMBRIE 2013 www.mateinfo.ro

G . CERRRR S

File Edit View Options Tools Window Help
) 4NN lud
% / b’ @ @v 'i{.v . o &

v”"*”v 7| 7|

b Algebra » Graphics
= Conic f
e (x-2F+y =20
= Line

----- 4 ay=0

----- 4 Lx=6472

..... ] g:y=4

= Mumber

----- O distanceAB=4

----- 2 distanceAE = 6.472
----- O distanceBE = 2.472 f
= Puoint
----- 3 A={0,0) g
""" 4 B=4,0) NUMARUL PHI
----- @ C=(4,4)

----- 2 D=(0,4)

----- ¥ E=(6472,0)
""" 4 B1=(2472,0) AB/BE=1618
----- 3 F=(6.472,4)
----- 3 M=(2,0)

= Quadrilateral a
@ polyl=16 4
@ poly2 = 25.889

A

L]
7

a=1
| "]
5|

<

)

ABC
|

AE/AB=1618 d, poly1 N g,

Céand un dreptunghi de aur este impartit in mod progresiv in dreptunghiuri de aur din ce n ce
mai mici se obtine modelul de mai jos. Din acest dreptunghi, o spirala poate fi desenata cu o crestere
logaritmica, unde raza spiralei, in orice punct este lungimea patratului corespunzator dreptungiului de
aur. Aceasta se numeste spirala de aur ce are numeroase coresponente atat in naturi, cat si in picturd,

arhitectura.

15
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File Edit View Opfions Tools Window Help

A . ) ] \.. asz Move
. u“ /’l ) @/l \-/,| 4| . ,| —,‘ HI‘\, Drag o select abiects (Esc)
H

.
s
L
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