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1.Solutii pentru doua probleme din G.M.-B

de Nela Ciceu, Rosiori, Bacau si
Roxana Mihaela Stanciu, Buzau

In aceastd nota vom prezenta solutii pentru doud problem apirute in G.M.-B nr.
4/2013, diferite de cele prezentate in nr. 10/2013 al aceleeasi publicatii.

E14489. Fie ABCD un dreptunghi si Eun punct pe latura (BC). Daca AEFG este un
dreptunghi si D € (FG), aratati cd ABCD si AEFG sunt echivalente.
D.M. Batinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau

Solutie. Deoarece LEAB =90° — ZDAE = /DAG, triunghiurile dreptunghice ABE si

. AB . AD - AB
AGD sunt asemenea. Atuncl£ =—,deciAG=——"—.
AD AE
Folosind formula pentru aria unui dreptunghi, rezulta ca:

A[AEFG])= AE-AG = AE~% =AB-AD = A[ABCD].

26747. Fie x, y,z numere reale pozitive cu proprietatea xy + yz + zx = 3. Sa se arate ca
3xyz(x+y+2z)—2xyz< 7.
Marian Cucoanes, Marasesti

Solutie. Primul pas este sa omogenizam inegalitatea de demonstrat; aceasta devine:

27xyz(x + y +2) < T(xy + yz + zx)’ +18xyZ‘/W.

Folosind inegalitatea mediilor obtinem xy + yz+ zx > 33/x°y°z° , si atunci este suficient
sd aratam ca
27xyz(x+ y+2) < T(x*y* +y° 27 + 2°x) + 1dxyz(x + y + 2) + 1 8xyz3/xyz .

Notand x =a’,y =b>,z = ¢’, trebuie si demonstrim ci;
D) y D)

7(a’b® +b°c® +c®a®)+18a’*b c* 213(a’b’c’ +a’b’c’ +a’b’c®) (1)
Aplicand inegalitatea lui Schur pentru numerele a’b*,b%c*,c*a’ obtinem:
6> a’b’ +18a*b'c* 26 a’b*c’ +6) a’b’c ®)

ciclic ciclic ciclic

iar cu inegalitatea mediilor deducem ca
a’b® +a’c®
2
a’bic? +a®bct > 2a°b3c?,a’boc? + a’bhlct > 24, ath et +athic® > 2a°hc®,
adica

6 .6 6 .6 616 6 6
s ac +b’c 3,3 6 ab’+b’c
—>abc,——

>a’bh’c?, >a’bc?,
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Z:aéb6 > Z:aéb3c3 3)
ciclic ciclic
si
Z:aéb“c2 + Z:aéb2c4 > 22“aéb3c3 4)
ciclic ciclic ciclic

Adunand (2), (3) si (4) obtinem inegalitatea (1).

Nota: 1. Asemanarea triunghiurilor ABE si AGD este folosita si in solutia din G.M.-B
nr. 10/2013, dar solutia este mai complicata.
2. Inegalitatea din problema 26747 este demonstratd cu ajutorul inegalitatii lui
Turkevici.
3. Inegalitatile (3) si (4) pot fi demonstrate si folosind inegalitatea lui Muirhead;
deoarece (6,6,0) majoreaza (6,3,3), iar (6,4,2) majoreaza (6,3,3), obtinem:
Z:aéb6 ZZ:aéb3c3 si Z:aéb“c2 22a6b3c3 ,

care sunt exact inegalitatile (3) si (4).
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2. Identitatea Sophiei Germain

Prof. Ioan Viorel Codreanu, Scoala Gimnaziala Satulung, Maramures

Este cunoscut faptul ca diferenta a doua patrate poate fi descompusa. Avem
a’—b’ = (a - b)(a + b). Un exemplu simplu de descompunere pentru suma a doua

patrate este identitatea Sophiei Germain:

at +4b* = a* +4a’b? +4b* —4a’b* = (a* +2b° ) —(2ab)’ = (a® +2b* —2ab)a’® +2b* + 2ab)

Sophie Germain (Paris: 01.04.1776-18.07.1831), matematician si fizician
francez.
S-a instruit singura. E foarte sugestiva si emotionanta imprejurarea relevarii talentului ei
matematic: pe cand era de 13 ani, citind in Histoire de mathématiques (1758) al lui
Etienne Montucla (1725-1799), episodul mortii lui Arhimedes (sec. 3 1. Hr.), a fost atat
de impresionata incat zile de-a randul s-a intrebat cum o fi acea stiinta care te poate capta
asa de mult de poti uita chiar si amenintarea cu moartea?! De atunci, micuta Sophie a
inceput sd studieze cu atata pasiune matematica, ca speriase si pe parintii ei - Ambroise
Francois Germain si Marie (Bruguelu, dupa numele avut inainte de casatorie) - ;
acestia au Incercat sa o mai domoleasca, intai cu binele, apoi cu raul — luandu-i hainele,
lumina si ... hrana -, dar vazand ca totul e in zadar, au cedat, lasand-o sa studieze mai
departe cu aceeasi tenacitate.

In studiile sale, Sophie Germain era interesata de acustica, de teoria numerelor —

S6¢

in particular, de ,,marea teorema“ a lui Fermat, careia i-a dat o demonstratie (privind
imposibilitatea existentei solutiilor Tn numere prime intre ele sicu n, pentru 2 < n<100)
- , dar mai ales de teoria matematica a suprafetelor elastice. Pentru prima sa lucrare,
Mémoire sur les vibrations des lames élastiques (1816), a fost premiata de Academia de
Stiinte din Paris. Cu numele ei este denumita formula curburii medii a suprafetelor (data

in 1862).
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Sophie Germain a purtat corespondenta cu Carl Gauss (1777-1855) in legatura
cu cercetarile ei din teoria numerelor, folosind pseudonimul M. Leblanc, de teama ca
Gauss ar putea sa aiba idei preconcepute despre o femeie matematiciana (si Gauss a aflat
mult mai tarziu cine a fost corespondentul pe care 1l aprecia).

»Algebra nu este decdt o geometrie scrisd, geometria nu este decdt o algebra
figurata* (Sophie Germain).
In continuare vom folosi identitatea Sophiei Germain:
a* +4b* = (a® +2b* — 2ab)a® +2b> +2ab)
la rezolvarea unor probleme de olimpiada.
Exemplul 1. (Teorema Sophiei Germain) Orice numir natural de forma n* + 4, unde
n #1,n e N, este numdr compus.
Demonstratie. Folosind identitatea Sophiei Germain obtinem
nt+d=n*+4-1" = (n* =2n+2)n> +2n+2)
si deoarece n° —2n+2>2, pentru n > 2, deducem ci n* + 4 este numar compus.
Exemplul 2. Sd se determine valorile posibile ale intregilor a,b pentru care numdrul
a* +4b* este un numar prim.
Solutie. Folosind identitatea Sophiei Germain avem
a* +4b* =(a® +2b% + 2ab)a* +2b> —2ab)
Numirul a* +4b* este prim doar daci
a’+2b* -2ab=1
sau
(a—b) +b* =1
echivalentcu a =b=1.
Observatie. Are loc urmatoarea echivalentd
a* +4b* este numair prim < a=b=1.
Asadar, un numair de forma a* +4b* este numir compus daci cel putin unul din
numerele ¢ sau b este diferit de 1.

Exemplul 3. Este 4°* + 545" numar prim ?
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Olimpiada de matematica din Rusia

Solutie. Este usor de observat cd 4°* + 545 este de forma a* +4b*. Avem
4% 1545 =545¢ +4. (470 )
si conform observatiei (exemplul 2) 4°* +545* este numir compus.

Exemplul 4. Dacd n este numdr natural, n > 1, atunci n* +4" este numdar compus.
Concursul Kiirschak, 1978
Solutie. Daci n este par, atunci n* +4" este par si, cum n* +4" > 2, numirul n* + 4"

este compus. Daca n este impar, n =2k +1,k € N,k>1, avem

nt 4" =nt 4 =t 44 (24)

care este de forma a* +4b* si 2 #1,deci n* +4" este numir compus.

Aceasta problema a aparut prima oara in Revista Matematica 1950. A fost propusa de

A. Makowski, unul dintre conducatorii echipei OIM — Polonia.

Exemplul 5. Ardtati ci oricare ar fi n € N°, existi m € N astfel incdt n* -m+1 este
numadr compus.

Lucian Tutescu si Ion Visan, Recreatii Matematice, nr. 1/2009
Solutia 1. Pentru n =1, luim m =3 si atunci n* -m +1=4 este numir compus. Pentru

n>2,ludm m=4.Atunci n* -m+1=1*+4-n" este de forma a* +4-b* cu n =1, deci

este numar compus.
. . o 2
Solutia 2. (a autorilor) Pentru m=n* +2,avemca n* -m+1=n* +2n* +1= (n4 + 1)

si, cum n* +1> 2, urmeazi concluzia problemei.

Solutia 3. (Titu Zvonaru) Dacd n=1, putem lua m = pg—1,cu p,ge N,p,qg=>2.
Dacd n>1,ludim m=n"*"*k € N,k > 2 si vom avea ci

n -m+1:(nk)3 +1 :(nk +1Xn2k —n* +1),
unde ambele paranteze sunt cel putin egale cu 2.

Exemplul 6. Existi un intreg n astfel incit 4° +5* este prim ?

Titu Andreescu, Mathematical Reflections, 2013

Solutie. (Arkady Alt) Rispunsul este nu. Pentru n < 0, evident 4°" + 5% nu este prim.
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Daci n =0, atunci 4> +5* =9 este numar compus. Daci n > 1, atunci 4° +5* poate
fi reprezentat sub forma a* + 4b*. Intr-adevir, intrucat

5" 1= (5-1)f5"" +..+5+1)=4(5"" +..+5+1)

n n n-1 | n-1 4 a1, n-1
atunci 54 +45 — (54 ) +4'(45 +...+5+l) — a4 +4b4 ,unde a :54 si b= 45 o541 )

Bibliografie:

[1] Vasile Bobancu, Caleidoscop matematic, Editura Niculescu, Bucuresti, 2001.

[2] Arthur Engel, Probleme de Matematica-strategii de rezolvare, Editura Gil, Zalau,
2006.

[3] Valentin Vornicu, Olimpiada de Matematica de la provocare la experientd,

Editura
Gil, Zalau, 2003.

[4] Mathematical Reflections, Issue 6-2013.

[5] Recreatii Matematice, nr. 1-2010.



REVISTA ELECTRONICA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 - IANUARIE 2014 [RAAANESIN iR

3. REPREZENTAREA NUMERELOR NATURALE CA SUMA DE
PATRU PATRATE DE NUMERE iINTREGI

Prof. Stanusi Marinela Diana
Scoala Gimnaziald Dranic, Dolj

In continuare voi demonstra ca orice numar natural poate fi scris ca suma de patru
patrate de numere intregi.

Pentru a demonstra acest lucru tinem cont de identitatea lui Euler, potrivit cdreia
dacd X, X,, X3, Xy, ¥p» Yo» ¥ss g ERAUNCE (X} + X3+ X5 +X3)(y] +Y5 +Y5 +Y3)=
(a,r)=(m,r) =1 (x,y;-X;y, + X,¥,X,y,)" +

+H(X,¥,7X,Y, +X,Y; 'X3Y2)2 .

Este suficient s demonstram pentru numere prime.

Teorema 2.1.(Lagrange) Fie p un numér prim; atunci:
o 4w . A _ .2 2 2 2
(1) Exista m si x,,X,,X,,X, ER al. m:p=x;+x;+x;+x; (1<m<p)
(2) Daca m este cel mai mic numar natural ce verifica (1), atunci m=1.
Demonstratie:

Consideram multimile: X= {x2|x=0,1,2,...,p7_1} si Y= {—x2—1|x=0,1,2,...,p7_1}.

Observam ca elementele lui X si Y nu sunt congruente doua cate doud modulo p.

. -1
Daca existd x,,X, € {0,1,2,...,%} ai. x; =x3(modp) cu x,>x, = pl(x,-X,)(X,+X,)
imposibil deoarecel < x,+x, <p-1.

Dacd notam |X| numarul de elemente ale Iui X modulo p, atunci cum

+1 pt
|X|+|Y|=p71+p71=p+1>p,
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. -1 . .
deducem ci existd x,y € {0,1,2,...,%} ai. x*=-y’-1 (mod p), altfel zis existdi m e N
al mp=x"+y’+1 .

2
Deci, 1£m=l(xz+yz+1)£l 2(p_-1j +1 :p_—l.p_—1+l<p_—l+l<p.
p p| \2 2 p 2 p

Pentru a proba (2) obsevam mai iIntai cd dacd meste par, atunci sau toate X, -urile sunt
impare sau numai doua.

Dacd toate x, -urile sunt impare, atunci (1) se scrie sub forma:

2 2 2 2
X, X X, -X X, X X,-X m .
(Bt N i S P o Mo S RN [ M 3 =—-.p lar cum X, *X,, X;*Xx, sunt
2 2 2 2 2

numere pare se contrazice minimalitatea lui m.

Daca numai x, §i x, sunt pare iar X, $i X, sunt impare, se contrazice minimalitatea
lui m .
Analog daca toate X, -urile sunt pare.

Deci m trebuie sa fie impar.

Presupunem cd 3<m<p.

Alegem y,,y,,y;,y, al x, =y,(modm), —mT_ISyi Sm—_l, 1=1,2,3,4.

yi +y:+y;: +y;=0(mod m), deci mn=y; +y;+y;+y, pentruun anumit n.

. 4 (m-1Y
Maimult, 0<n<—: | ——| <m.
m 2
Dacd n=0 atunci y; =0 pentru Vj=1,2,3,4 rezultd x; =0(mod m), vj=1,2,3,4 deci
mp =X, +X;+x; +x; =0(modm*) de unde p=0(modm) imposibil pentru ca
3<m<p.
Deci n >1, deducem c¢d m’np= (x; +X; + X3 + X))y, + Y2 +y: +y2)=

2.2, 2, 2 _ -
=2z, +2,+2; +z; deunde z, =Xy, +X,¥, + X;¥3 + X, Y45 2, = XY, KoY + XY, Y

Zy = X Y3 X3Y T XY, X Vs Zy = X Y4 XY X, Y5-X5Y,
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Cum x; =y;(mod m), —mT_ISyi SmT_l, i=1,2,3,4 deducem ca mz;, j=2,3,4.

Din egalitatea de mai sus rezultd cd m|z,.
2 2 2 2
. z, z, Z, z, . S .
Deci np=|—+| +|—=*| +| — | +| —*| ceea ce contrazice minimalitatea lui m.

m m m m

In concluzie m=1. =

10



