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1.0Other solution to Problem 5284 from
School Science and Mathematics Journal

By Roxana Mihaela Stanciu, Buziu, Romania and
Nela Ciceu, Rosiori, Baciu, Romania

e 5284: Proposed by Tom Moore, Bridgewater State University, Bridgewater, MA
Prove:
a) 3%" +1=0mod 28, ¥n > 1,
b) 33" +1 =0 mod 532, ¥n > 2,
c¢) 3*" +1 =0 mod 19684, ¥n > 3,
d) 33" +1 = 0 mod 3208492, ¥n > 4.

Solution:

We use the fact that
(*) If ais a positive integer and t is odd number, then a+1 divide a' +1.

a) By (*) 3° +1=28 divide
n n-1
3 +1=3°)° +1

b) and c) Yields by (*) because
3° +1=19684,19684 = 532 x 37 and

3 +1=3)"" +1.

d) By (*) we have that
n n-4

3% +1=(3*")° +1
is divisible by 3% +1.
Since

B 41=C" +)B* =37+ =B +1D(3® -3 +1(3* -3 +1)
and 3208492 =19684 <163, so using c) yields it suffices to prove that
3> —3%" +1 is divisible by 163.
In the next we working modulo 163 and we have:
(1)3% =(3°)° x3® =6561° x3* = (40x163+41)°> x3* = 41> x3° = 41x 27 x1681 =
=41x 27 x (1630 +51) = 41x 27 x51 = 56457 = 346 x163 + 59 = 59(mod 163) .

(2) 3°* =59%3481 = 21x163 + 58 = 58(mod 163).

—_— -
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From (1) and (2) yields that
3% 3% +1=58-59+1=0(mod163), and we are done.

2.0ther solution to Problem 439 from
Mathematical Excalibur

By Nela Ciceu, Rosiori, Baciu and
Roxana Mihaela Stanciu, Buzau

Prohlem 439. In acute tnangle ABC. T
15 a pomnt on the altitude AD (with D on
side BC). Lines BT and AC mntersect at
E. lines CT and AB intersect at F. lines
EF and AD intersect at G. A line £
passing through & intersects side AB.
side AC, line BT line CT at M, N, P, Q
respectively.

Prove that .~ MDQ =~ NDP.

Solution:

We use the following

Lemma. Let ABC be a triangle and the altitude AD with D on the side BC. Let T be a
pointon AD. If BT intersect AC inpoint E and CT intersect AB in point F,then AD is
the bisector of ZEDF .

Proof.

—_— 0 -
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We construct the parallel through A at BC; DE and DF intersect this parallel at points Q
respectively P . We have

AQ _AE and
DC EC

AP _ AR

BD FB

By Ceva’s theorem we have
BD EC FA 1 BD DC AP

DC EA FB DC AQ BD

so AP =AQ.
In triangle PDQ, AD is altitude and median, i.e. AD is also bisector.

T

B D Z Cc

We denote a,b,c the sides of triangle ABC, Z the intersect of AP with BC,
AT AM AP
" MB TRz

With Menelaus theorem in triangle ADC with the transversal B—T — E we obtain

BD EC TA
BC EA TD
So
EA 1D
EC a
and similar
FA tDC
FB a

Using the relation (R,) from Recreatii Matematice (see the link
http://recreatiimatematice.ro/arhiva/articole/RM12005Z1.pdf) we obtain

,.[DC 18D
AG a a N AG _t
GD tDC BD 4+ tBD DC GD 2
a a
Applying Menelaus theorem in triangle ADZ and transversal B—T —P we have
BD PZ TA _,_ @D =787z = Dz = BPE=Y Bz =0
BZ PA TD z z
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Using again the relation (R,)in triangle ABZ , with the cevian AD and the secant M -G — P

we obtain
t__yBz t_ WD 1 Y o tay.
2 yBD+::Dz 2 yBD+(z-t)BD 2 y+z-t
Hence
ZD MB TA_z-t 1.
ZB MA TD t oy

and, by converse Menelaus theorem we obtain that the points M, T, Z are collinear.
By lemma we have /MDG = PDG . Similar we obtain that Z/QDG = NDG, wherefrom

yields the desired conclusion ZMDQ = ZNDP.

3. Derivata unui determinant

CIOBiCA CONSTANTIN
COLEGIUL VASILE LOVINESCU FALTICENI

Lucrarea se adreseaza elevilor de liceu , profesorilor de matematica (tema pentru cercurile
de matematica),prezentand derivata unui determinant si aplicatiile ei in analiza matematica.

Fie g; : R — R functii derivabile pe R, iar a:R - R,

ay(x)  a,(x) . a,(x)
e
a,(xs) a,(x) ... a, (x)
atunci a(x) este o functie derivabila pe R si
au(x)  a,(x) a,(x)
a,(x)  a,(x) ... a,, (x

Demonstratie:
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a; (X), i, je {ZLZ,..., n}sunt functii derivabile, atunci si a(x) este derivabild ca o combinatie de
func!;ii a;(x)i,je {1,2, .nj.

ZSIgn a20' ) (n)!vx € R
oeP,

=2 2SIGN(0)- @) B @ (N By VX € R
j=1 oeP,

Exercitii aplicative

1. Sa se demonstreze ca :
sin(x+a) sin(x+8) sin(x+y) [sine sing siny
cos(x+a) cos(x+B) cos(x+y)=|cosa cosf cosy
a b c a b c
vxeR, a,B,7,8,b,ceR

Rezolvare:

Consideram functia f :R >R
sin(x+a) sin(x+4) sin(x+y)
f(x)=|cos(x+a) cos(x+ ) cos(x+y
a b c
Aceasta functie este o functie derivabila, a carei derivata este:
cos(x+a) cos(x+ ) cos(x+y) |sin(x+a) sin(x+B) sin(x+y)
f'(x)=|cos(x+ea) cos(x+B) cos(x+y)+|-sin(x+a) —sin(x+B) —sin(x+y)+
a b C a b C
sin(x+a) sin(x+ ) sin(x+y)
+|cos(x+a) cos(x+ ) cos(x+y)=0
0 0 0

cos(x+a) cos(x+p) cos(x+y

cos(x+a) cos(x+/) cos(x+y)=0
a b c

—_— " -
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sin(x+a)  sin(x+4)  sin(x+y)
—sin(x+a) —sin(x+A) —sin(x+y)=0
a b c

sin(x+a) sin(x+ ) sin(x+y)
cos(x+a) cos(x+ ) cos(x+y)=0
0 0 0

Cum f ( ) 0, rezulta ca functia f este o functie constantd pe multimea numerelor reale si :
f(x)= f(0), vxeR.

sina sing siny
f(0)=|cosa cosp cosy|, Va,B,7,a,b,ceR
a b c
Rezulta ca:
sin(x+a) sin(x+ ) sin(x+y) |sina sing siny
cos(x+a) cos(x+B) cos(x+y)=|cosa cosp cosy
a b c a b c
vxeR, «a,B,7,8,b,ceR

X 3x? 3x
x? x?+2x 2x+1
X  2x+1 x+2
1 3 3

radacind multipla de ordin de multiplicitate 3.
Rezolvare:

Ecuatia f
daca: f (1)

2. Sa se arate ca =0 are ca radacina pe 1 si aceasta este o

): Oare o radacina multipla de ordin de multiplicitate 3
f

1)=1f"@)=o0.

f1)=

(x

3

3
-0

3

3

w w w w

1
1
1
1

—_— ' -


http://www.mateinfo.ro/

REVISTA ELECTRONICA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 — APRILIE 2014 www.mateinfo.ro

3x? 6X 3 0 |[xX* 3x° 3x 1 [x* 3P 3x 1
. X2 xX2+2x 2x+1 1] 2x 2x+2 2 0 [x* x®*+2x 2x+1 1
f(x)= + + +
X 2x+1 x+2 1 |x 2x+1 x+2 1 |1 2 1 0
1 3 3 1 1 3 3 1 1 3 3 1
x> 3x? 3x 1
+x2 X2 +2x 2x+1 1
X 2Xx+1 x+2 1
0 0 0 0
36 3011 3 3 1 13 3 1 3 3 1
. 1 3 3 1 12 4 2 0 1 3 3 1 3 3 1
f'@)= + + + =0
1 3 3 1 1 3 3 1 1 21 1 3 3 1
0O 00O 2 33 111 3 3 0 00O
6X 6 0 0 [3x> 6x 3 0 [3x® 6X 3 0
, X2 x24+2x 2x+1 1 [2x 2x+2 2 0 |[x® x?+2x 2x+1 1
f'(x)= + + +
X  2x+1 x+2 1 X 2x+1 x+2 1 1 2 1 0
3 3 1 1 3 3 1 1 3 3 1
3x? 6X 3 0 [3x* 6x 3 3x? 3x 1 [xX* 3x* 3x 1

2 2 0 [2x 2x+2 2 O

X2 x2+2x 2x+1 1 [2x 2x+2 2 . s
2x+1 x+2 1 |1 2 1 0

o X3

o (2
+ +

X 2x+1 x+2 1 X 2x+1 x+2 1 |x

1 |1

0 0 0 0 |1 3 3 3 3 1 |1 3 3 3
3x?2 6Xx 3 0 [x* 3x* 3x 1
. X2 x?+42x 2x+1 1+2x 2x+2 2 0
1 2 1 1 |1 2 1 0
1 3 3 1 |1 3 3 1
f'(1)=0
BIBLIOGRAFIE
1) ANCA PRECUPANU- Bazele analizei matematice. Editura Universitatii ,, AL. I.
CUZA”, IASL
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a)

4. APLICATII ALE FORMULEI LUI TAYLOR

Ciobica Constantin.
Colegiul Vasile Lovinescu Falticeni

Calcularea sumelor de forma: S¥ =1 +2* +............. +n¥ k=13.

Pentru a calcula aceste sume, vom determina mai intai ,,FORMULA LUI TAYLOR” pentru
polinoame. Fie polinomul P(x) =a, +a,X+a,X* +.....+a,X", pe care il dezvoltdim dupa
puterile binomului x—a.

POX)=A +A(x—a)+ A (x—a) +.orrernenns +A (x-a)
P(X)=A +2A,(X—a) +.ccvcverrenee. +nA (x-a)"" = P'(a) = A
P"(X) = 2A, +2-3A,(X—2) +.corrrrrrnnee. +n(n-1)A (x—a)"” = P'(a) = 2A,
(k) Q)

N L Y N e )

P() = P(a) + “<x_a>+ O (s DD gy
Xx=a+h,— Pa+h)=P(a)+ (a) h+ Pz(la) h? oo, +%hn cunoscuti sub
denumirea de formula lui TAYLOR. '

Demonstrdm S} =1 +2 +..cccevneee. +n = n(n_+1) .Determinam polinoamele de

forma P(x) = ax” + bx care indeplinesc conditia (1) P(x+1) — P(x) = x. Din formula lui

Taylor rezultd ca P(x+1) —P(x) = P:EX) P2(|X)
' 1
P(x)=2ax+b = P(x+1)—P(x)=2ax+b+a=x {2a=1 a:E
. — N
P (x)=2a b=_a b:_l
2
1 1 1
P(x)==x?—=x==x(x-1
(9 =2 =2 x = x(x-1)
Dam lui x valorile 1,2,........... ,nin (1) siobtinem: P(2)—P(1) =1
PR -P()=2
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(3).PM)=0,P(n+1) = %(n +1)n. Din (2) i (3) rezulta :
St=1 42 +oen. +n :n(nT+1)

b) Demonstraim S? =1 + 2% +............... +n? = W.Detemmém polinoamele

de forma P(x) = ax® +bx® +cx care indeplinesc conditia (1) P(x+1) — P(x) = x*. Din
P (x) N P (x) N P"(x)

formula lui Taylor P(x+1) —P(x) = m o 2
Ja=1
P (x) =3ax® + 2bx+c,P (x) =6ax+2b,, P"(x) =6a =4{2b+3a=0
a+b+c=0
1
a==
3
= p--_2__1 :P(x):lxs’—lxz+lx:1x(2x2—3x+1):1x(x—1)(2x—1)
2 2 3 2 6 6 6
1 1 1
c=-b-a==-===
2 3 6
Dam lui x valorile 1,2,.......... ,n si obtinem : : P(2)-P() =1°

P(3) - P(2) = 2°

4) P(n+1)-P@1) =1>+2%+....+n

(5).P()=0,P(n+1) = %(n +1)(2n+21)n. Din (4) si (5) rezulta :

S2=124+2% 4. . +n2:w.

n

c)  Demonstram oS- =1"+2"+.......
forma P(x) = ax”* +bx® +cx® + dx care indeplineste conditia (1) si deci :

' " ©)
P(x+1)-P(x) = Pjgx) + PZ(!X) + P 3(!X) + P 4!(X)

P'(x) = 4ax® + 3bx* + 2cx +d , P (X) =12ax’® + 6bx + 2¢ , P"(X) = 24ax + 6b, P (x) = 24a

10
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1
4a=1 =2
3b-+6a=0 | b=-2a= :P(x)=1x4 Ex3+1x2_1[x(x—1)]
2c+3b+4a=0 —3p-4a 1 4
a+b+c+d=0 T T2
d=0

Diam lui x valorile 1,2,....... ,n siobtinem : P2 -P@M)=1°
P(3)-P(2) = 2°

6) P+)-PM)=1"+2°+
G)ﬂg:&Pm+n=imm+n?Dmmnuﬂmmm;

S3=+2°+...+n® =[_n(n+l)T

5 Prof Ciobica Constantin

N " /

\__r


http://www.mateinfo.ro/

REVISTA ELECTRONICA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 — APRILIE 2014 www.mateinfo.ro

5. SIRURI DE ARII DE SUPRAFETE PARALELOGRAMICE

Prof. Vacarean Sorina, Colegiul National ,,George Baritiu”, Cluj-Napoca

Se considera paralelogramul ABCD. Fie A €(AB), B, €(BC), C, €(CD), D, (DA)

BB, CC, DD, 1
AAl BC CD DA E'AZG(A&BJ'Bze(Blcl)’Cze(ClDl)’

, €(D,A) astfel incat ii&Az Ech: CD [[))122 =%, A e(AB,), B,e(B,C,),

astfel incat 22 - BBy _ GG DDy 1 s A €(ALBLL).

astfel incat

C,e(C,D D, (D s
»€(C:D:). B, e(DA) , BC, CD, DA k

B, €(B,..C, ) C,<€(C,.D,,), D, €(D,,A,,) astfel incat

Aah _ _ o D P L on keN\ {1}, unde A=A, B,=B,
A\ an 1 Bn lCn -1 Cn an -1 n lAw -1 k

C,=C si D, =D. Se noteaza cu s; aria suprafetei patrulaterului AB.C,D,, i e N, exprimata
in u®.

a) Calculati s, in functie de s;, neN.
b) Calculati lims, .

N—oo

c¢) Calculati z S,, neN.

i=0

d) Arataticd s> =s, ,-S,,,, VneN".

Rezolvare:

~
—-

D C

B,
B
f/ ')

a) i) Calculam s, in functie de s,.

Se aratd cd patrulaterul AB,C,D, este paralelogram si ca

k-1 k-1 k-1

A = Pues, = Asce, = Acon, = k2 —pz AB-AD: SInA_WAABCD:WSO'

12
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k-1 k?—2k +2
s =A = Apcp —4A . E Sy = % S -

1 = Magen, . asg, = S 4

ii) Calculdm s, in functie de ;.

Urmand rationamentul de la 1), patrulaterul A,B,C,D, este paralelogram si

K2 -2k +2 . K2 — 2k +2 k2—2k+2)
_—A adlca S, =—— _— S, .
2 k2 k2 0

Ans,c,0, = K2 ABLC,D; ° s, de unde s, ={

iii) Calculam s; in functie de s;.

Urmand rationamentul de la 1), patrulaterul A,B,C,D, este paralelogram si

K2 —2K +2 K? — 2K +2 (k2—2k+2T
A K Zekte Uit I

T Ao, > adicd s;=————s,, de unde s, = %

k
iv) Deducem formula pentru s, unde s, = A

A,
patrulaterul A B,C.D,, neN, este paralelogram si
k?—2k +2

n
(1) S, = (TJ Sy» N €N, propozitie care se demonstreaza prin inductie matematica.

sc.o » N€N. Urmand rationamentul de la 1),

n?

La propozitia (1) se poate ajunge si utilizand formula de recurentd ce caracterizeaza sirul

(Sn )neN
k?—2k+2 . . . L. .
(2) S, = T S,.1» NeN", s, >0, caz in care nu trebuie demonstrata prin inductie

matematica.
k? -2k +2

b) lims, =lim %

n—o nN—o0

k?—2k+2
L

(k2—2k+2

2 j s, =0-5, =0, intrucét <1, vkeN'\{1}.

c¢) Notam t.

n 1_tn+l
DS =8+ S, ot S, = 1S, 75 ot t'sy = (Lt +tT L+t )s, = T
i=0 —

2 n+1
1_[k 2k+2j

B K c K| (K-ake2)T
k?-2k+2 7 2(k-1) k? o

d) Aplicand formula de recurenta 2) ce caracterizeaza sirul (Sn )neN, avem:

Sy =

2 *
,=1s,-s,, =ts ,-S, =S,-S,=5,", VheN".

n—'

sn+1 °S

Observatii:

13
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1. In ipoteza ci patrulaterul ABCD este dreptunghi sau trapez isoscel si k =2,
patrulaterele A B C.D,,

n e N", sunt dreptunghiuri, dacd n este par, sau romburi, dacd n este
impar si toate rezultatele se pastreaza.

D _E." L C
Q. B ~_B
D, C A B,
D, D, _—A
A -',\j B
D1 C
("3/ ‘ [-3—' B
L)l '/ (— \(\ "{\ ) \\B 1
D‘ [') 7 ’/‘\‘_
A ”\ ‘B

patrulaterele A B,C.D

n?

2. In ipoteza ci patrulaterul ABCD este ortodiagonal ( in particular romb ) si k =2,
n e N”, sunt romburi, daca n este par, sau dreptunghiuri, daca n este
impar si toate rezultatele se pastreaza.

N EY /

\—_r—
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3. Inipoteza ca ABCD este un patrulater oarecare si k =2, patrulaterele A B,C,D

n e N’, sunt paralelograme si toate rezultatele se pastreaza.

) N
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D
C, C
NG
N .
74
A B
B

n?'

Se utilizeaza formula ariei suprafetei patrulaterului ABCD in functie de lungimile

diagonalelor si de sinusul unghiului determinat de acestea:
_ AC-BD-sin(<AOD)

ABCD —
2

,unde {O} = ACNBD.

Acelasi text ca la problema 1, in ipoteza ca valoarea comuna a tuturor sirurilor de rapoarte

egale este %, a,beN", a<b.

15
SO I
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Rezolvare:
D o Y ¢

A ‘

7B,

L. A,
/BLF D/
D A
,(5 T
A DA B

a) i) Calculam s, in functie de s,.

Se arata ca patrulaterul AB,C D, este paralelogram si ca

a(b-a)
WBCC, — AAchDl :TSO'

a(b—a)  2a’-2ab+b’
S = AAiBlchl = MageD _4AAA&BBl =5, —4- 2p? So = b2 So -

Anbay = Pass = A

i1) Calculam s, in functie de s, .
Urméand rationamentul de la 1), patrulaterul A,B,C,D, este paralelogram si

2a% —2ab+b? {Za2 —2ab+b? T
s S,

2 2 1
b

ii1) Calculdm s, in functie de s, .
Urmand rationamentul de la i), patrulaterul A,B,C,D, este paralelogram si
2a’ —2ab +b’ 2a% —2ab+b” )
S3 = b2 SZ = bZ SO
iv) Deducem formula pentru s, unde s, =A, ;. , NeN.

Urmand rationamentul de la i), patrulaterul A B,C.D,, ne N, este paralelogram si

n n?
2a’—2ab+b? . . .
(3) S, = — e Sy, NeN, propozitie care se demonstreaza prin inductie
matematica.

La propozitia (3) se poate ajunge si utilizand formula de recurenta ce caracterizeaza sirul

(Sn )neN

2a’ —2ab+b?

(4) S, = T S,1,» NeN", s, >0, caz in care nu trebuie demonstrata prin inductie
matematica.

16
. 1
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2 2
b) lims, = lim 2a—2ab+b

n—o nN—

s, =0, intrucat <1, Va,beN", a<b.

2a% —2ab+h? Y
2
2a’ —2ab+b?
—:y

c¢) Notam ¥

n ) n 2 n 1
DS =SS S, Sy =Sy Y8+ Y Sy ot YISy = (L4 Y+ Y 4 Y )s, =
i=0

1 [ 2a’ —2ab+b? jm

B b’ o b | (2@t -2ab+b? Y|
~2a°-2ab+b*> T 2a(b-a) b? o

1 b’

d) Aplicand formula de recurenta (4) ce caracterizeaza sirul (s,) ., avem:

2 *
sn+1'sn—1:ysn'sn—l:ySn—l'sn:Sn‘sn:Sn ,VnGN )

Se considerd paralelogramul ABCD. Fie A €(AB), B, €(BC), C, €(CD), D, (DA)

BB, CC, DD 1
':g= BCl: CDlz DAlZE, Aze(AlBl)' Bze(BlCl), CZE(ClDl)’

D, €(D,A) astfel incat Ad _BB GG, Db, =1. A e(AB,), B,e(B,.C,),
AlBl B].Cl ClDl Dl’Al 3

astfel Incat

C,&(C,D,), D, e(D,A) astfel incat 2 = BBy _ Gy DDy 10 Ty a gy
AZBZ BZCZ CZ D2 D2A2 4

B,<(B,.C..). C,€(C,.D,). D, e(D,,A,) astfel incat

A]—J.A'I _ Bn—an _ Cn—1Cn _ Dn—an — 1

A1,an,1 Bnflcnfl Cnfl anl anlA‘lfl n +1

D, =D. Se noteazi cu s, aria suprafetei patrulaterului A;B,C;D;, je€N, exprimata in u’.

,NneN",unde A,=A, B,=B, C,=C si

a) Calculati s, 1n functie de s,, ne N.
b) Calculati lims, .

N—oo

c) Aritaticd s, <s,,°S,,,, VneN".

n+1?

Rezolvare:
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a) Se demonstreaza ca patrulaterele A B C D,, neN, sunt paralelograme.

Utilizam formula (2) gasita la problema 1 a):

2_
g:h—f¥i3,p eN', keN'\ {1}, s,>0.
. ) 1
Pentru i=1si k=2, sl=§so.
. ) 5 15
Pentru i =2 si k=3, 52=§sl_§~§so.
. 5 155
Pentru i=3si k=4, s,=—5, ==-—-— S
’ 2782298
Pentru i=4 si k=5, sﬁ,:gs3 l§§17
25 298 25
n+1) -2(n+1)+2
Pentru i=n si k=n+1, sn:( ) (2 ) Sp1=
(n+1)
2 n =2
:n——i_lzsnl 1.§.§.£.l_l.n—ﬂso,deunde S, HI——HLZ S neN".
(n+1) 29825 (n+1) ia (i+1)
£2 -2 .
b) Din I +1ZSL si din faptul ca — +12>0, _I >0, VieN", rezulti ca
(i+1)" i+1 (i+1) i+1

n-2n-1 n 1
n-1 n n+1

L o
1= <[]—- Cum [ 7=557

i-1 (I +l)2 i=1

, urmeaza ca
n+1

NI

ix(i+1)° n+l

S, <——
n+1

de unde (H

Sy, YneN". Cumsirul (s )

n

iZ+1

i=1 (i +l)2

1
}so < S, » Intrucat s, >0. Avem asadar
n+1

1
are termenii strict pozitivi si I|m—1$ =0, rezulta,
n+

pe baza criteriului majorarii, ca lims, =0.

2
c)Cum s, = n +1

N—o0

n +2n+2
(n+2)

VneN", s,, de unde

n+2n+2 n®+1

VheN".

Nl —

(n+2)2

2
Sh <Sn_1'5n+1<:>|:

.(n+1)2 i

n+1
(n+1)

n? +2n+2 n?+1
5 Snt -
(n+2) (n 1)

2
2
2:| Sn—l < Sn—l

18
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S n+1 , n*+1 , . . . 3
Impartim cu ——s, ,°, ———S,," >0, astfel cd inegalitatea este echivalentd cu
(n+1) (n+1)

n+1 n*+2n+2
2 < 2
(n+1) (n+2)

St A +5n2 +4n+4<n* +4n* +7n* +6n+2 < 2n° +2n-2>0 < n+n-1>0 <

EN (n2 +1)(n2 +4n+4) < (n2 +2n+2)(n2 +2n +1) PN

5-1 . . -
S NnNe (\/_T,ooJmN < neN", ceea ce este adevarat.

6. Regarding the math problem J211 from Mathematical Reflections
Journal no 6/2011

Marin Chirciu —
Professor at The National College “Zinca Golescu”, Pitesti

“Mathematical Reflections” Journal no 6/2011 has suggested the following inequality:
If a, b, ¢ are positive real numbers so thata® +b® +¢* =1, prove that:
1 N 1 N 1 S 81

af’(b2+cz)2 bs(cz+az)2 cf’(a2+b2)2 4

Suggested by Titu Zvonaru, Comanesti, Romania.

The article aims to prove expand the math problem from above.
If a, b, c are positive real numbers so thata"" +b"* +c"* =1, ne N ,demonstrate that:
1 1 1 81
>t 2t 72
a_n+3(bn +Cn) p+3 (Cn +an) o3 (an +bn) 4

Solution:

Noting with LHSand RHSthe left and right part of theinequality to prove, we obtain:
LHS=

2 2

1 1

|| 2 e :

1 B La(b“+c")} [ a(b"+c") ) 1 81
Zams(bn +cn )2 _2 amt 2 a™ 4 p™t o™ - Zm ZZ— RHS,
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where the last inequality <> ZM
1 12 (1+1+1° 9 9
2o 0] 2l o) Salee] Tal e 2

where the last inequality <

> % , which is true from (CS):

2> Za(b“ +c“) =N 2(a"+l +b™t +c”+1) > Za(b” +c" ) IEN Z(an+l +b“+l) > Z(ab“ +ba" )
which results from:

a™ +b™ > ab" +ba" < a(a” —b”)—b(a" —b”)z (P (a—b)(an —b")z Oobvious because

the factors(a—b) and (a” —-b" ) have the same sign for ne N * and we have an equality for

n=0.
Observation:
o : 2 B2 c?_ (A+B+C)
(CS) is the inequality Cauchy-Schwarz: A +B— +C— > g where A, B, Ce Rand
X Y Z X+Y+Z
X,Y, Z>0,

. o . A B C
with equality if and only if —=—=—
q y y XY 7

. The equality takes place if and only

ifa=b=c= if ne N*and a:b:c:%ifnzo.

L
"3
Note: For n=2 we obtain the math problem J211 (Junior Problems) from Mathematical
Reflections no 6/2011, author Titu Zvonaru, Comanesti, Romania

Bibliography: Mathematical Reflections no 6/2011, J211, Titu Zvonaru. Collection
Coordinator: Titu Andreescu, University of Texas at Dallas, USA.
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7. ECUATII FUNCTIONALE

Prof. Udma Arleziana Emilia
Colegiul Tehnic*“AnghelSaligny”, Rosiorii de Vede, Teleorman

NOTIUNI INTRODUCTIVE

La fel ca notiunea de multime, pentrunotiunea de ecuatiefunctionala este dificil de dat
o definitie care sa cuprindatoatetipurile de ecuatiifunctionale.
VVomintelegeprinecuatiefunctionala, o relatiede egalitate in care apareunasau mai
multefunctiinecunoscute, care trebuie sa
satisfacaegalitateapentruvaloriatribuitevariabilelordintr-o multime data.
Dintreecuatiilefunctionaleclasiceamintim, ca exemplu:

e Ecuatialui Cauchy
{ f:R=R
flx+y)=flx)+ f(3xy € R

e Ecuatialui Jensen

f: R=R
f(x;r}f): f(x]; 0) ., er

e Ecuatia general liniara
{ f: R—=R
fla x+b-v+c)=4-f(x)+B-f(v)+C ,x,vyv ER

undea,b,c,A,B,CE R

e Ecuatialuid’Alambert
{ f:R=R
flx+wy)+ flx—y)=2f(x) f(¥),x.y € R

e EcuatialuiPexider
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{ f:R-R
flx+y)=g(x)+h(y)x,y € R

METODE DE REZOLVARE A ECUATIILOR FUNCTIONALE

» ATRIBUIREA UNOR VALORI PARTICULARE VARIABILELOR
Dacaintr-o ecuatiefunctionalaatribuimvaloriparticularevariabilelor care apar (din domeniul de
definitie al functiei ) putemobtinerelatii care conduc la determinareafunctiei.

Problema 1. Sa se rezolveecuatiafunctionala
{ f:R=R
flx=y)=f(x) f(¥y)x,y € R

Rezolvare.

x=y=0=f(0)=(£(0))" = £(0) €{01}.

Dacaf (0)=0, punand in ecuatie y=0 = f(x) = 0,x € R, deci f =0.

Dacaf (0)=1, facem in ecuatieschimbarile x — 2x siy — x
=fx)=f(2x)-f(x) (2

Dacaexistaa € R astfel ca f (a) =0, din ecuatie, pentruy=a = f = 0.

Dacaf(x) # 0 pentru orice x, din (2) = f(2x) = 1,x € R, deci f =1.

Singurelefunctii care verificaecuatiasuntfunctiileconstantef = 0 sif = 1

Problema 2.Determinatitoatefunctiilef : ® — R care satisfac relatia
(x+ V(f(x) — F(3)) = F(x®) — f(¥?), pentruorice x € Rsiye R
Rezolvare.

Pentruy = 0 siy = 1, obtinem:

(f() = £(0) = F(x) — £ (0)

e+ D(F() = (D) = F(x* = F(1))

Din care prinscadere:

fG) =(F(1) = £(0) - x+ f(0)

Deci:f(x)=ax+b, x € R, unde a,b sunt constante reale arbitrare.(aceste functii satisfac relatia)
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» SUBSTITUTII DE FUNCTII SI SCHIMBARI DE VARIABILE
Rescriereaecuatieifunctionale, cumulatacusubstituireauneifunctiiastfelobtinuta, pot conduce la
determinareafunctieiinitiale.Utile,si in acestesituatii ,suntschimbarile de variabile.

Problema 1. Fie f : | — R o functie care verifica relatia

flx+a)+flx)=1+ E[ia’(f(x:]jz —Jf [xj}, pentru orice € B, unde a R* este 0
constanta arbitrara. Sa se arate ca functia festeperiodica.
Rezolvare.
Scriemrelatiasub forma:
fata) = (1-VF@) = VFG+a) =1- VF&.
Notandg (x) = &/ f(x), obtinem:
g(x+a)=1-g (x),

g(x+2a)=1-g (x+a)=1-(1-g (x))=g (x),
Deci:

VFflx+2a) =3f(x) & f(x+2a)=f(x),x€ R.

Functia f are perioada T=2a.

Problema 2.

Sa se determine functiaf : R — R, si g : R — R care pentru orice x € R verifica sistemul
flx+6)+2g(2x+ 15) = 6x + 40

f(x;rz)+g(x+5)=zx+e

Rezolvare.
»+2

Daca—— = x + 6, atunci y + 5=2x+15. Inlocuim in relatia a douape x cu 2x+10.

-
=

Obtinemsistemul:

{f[x—I—E]-I—Eg[Ex-I—lE] = 6x + 40 -
flx+6)+g(2x+15) =4x+ 26

g(2x+15)=2x+14xeER=g(x)=x—1,xER
flx+6)=2x+12,xe R= f(x)=2x,x € R.

» FOLOSIREA UNOR INEGALITATI
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Inegalitatilealgebriceremarcabile (inegalitateamediilor,Cauchi-Buniakovschi-Schwarz ,etc.) se
pot folosisiele,in special atuncicandrelatiacecaracterizeazafunctia de determinatesteuna de
inegalitate.Inacestcazmonotoniafunctiilor are un rolesential.

Problema 1. Sa se determinefunctiilef :(0, o2} — (0,20) cu proprietatea

flax + by) < i flx) + i F(¥), pentru orice numere pozitive a, b, X, y

Rezolvare.
Pentrua = ~si b = if obtinem:
1 1 ¥
F@ <5 f+35 2 f0) = x FR <y f)
1 » . 1 .
Pentrua = -~ =i b = - obtinem:

v f(y) £x- f(x) = x- f(x) = y- £(¥), pentru orice Xx,y.

= f(x) = ::x € R, unde ¢ x € (0,c0) este 0 constanta arbitrara.

c

Avem: f(ax + by) =

1 1 _ £ . .
ity ia )+ f) =+ 2 S| inegalitatea din enunt este

echivalenta cu

2 1
ax 2

. (i + :—}] care este cunoscuta(inegalitatea dintre media aritmetica si

2x

media armonica).

Problema 2.

Fie f : R — R o functie bijectiva, strict crescatoare. Sa se determinefunctiileg : R — R
pentru care:

(fegllx) =x=(gofllx)xER

Rezolvare.

Functiainversaf ~*este si ea crescatoare

fla@)sx= 2 (fe))) <7 x) = g(x) < F72()
Punem in relatiax = g(f(x))in loc de x pe £~ (x)si avem:
F1(x) < g(x).Dinceledouarelatiiavem: f1(x) < g(x)

= g(x) = f*(x),x € R,deci singura functie este g = f*
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>

b)

METODE RECURSIVE SI INDUCTIVE

Metodainductieimatematice o putemfolosi cu
succesatuncicandrelatiacecaracterizeazafunctiape care vremsa o determinam are caracter
universal in raport cu o variabilasaumaimulte, toatenaturale, din domeniul de definitie

Poblema 1.Sa se determine functiilef : M — W, care indeplinesc simultan conditiile:

flm+n)=f(m)+ f(n) + 2mn,Vmn € R;

Pentruoricen € R, numarul f (n) estepatrat perfect.

Rezolvare:

Pentrum=n=0, din a) =f (0)=0.

Pentrum=n=1, din a) =f (2)=2f (1)+2.

Din b) existaa € Nsib € N astfel ca f(1) = a®, f(2) = b*. Daca aar fi un numar par

atuncinumarul2a® + 2 ar fi de forma 4M + 2, deci nu poate fi patrat perfect. Ramane ca a este

impara = 2k+1, si beste un numar par b = 2p si avem relatia:

(2p)=202k+1)V+2=4p’ =4k t4k+t4eop’=k*+k+1iop>k=>p=k+1

>plzk?+2k+1>k*+k+1,dacak 0.

Deciconditiap® = k* + k + 1, poate fi indeplinita pentruk=0sip =1

=>f(1) = 1sif(2) = 4 = 22,

Aratamprininductieca f(n) = n*,n € N,

Avem: f(n+1) = f(n) + f(1) + 2n si din ipoteza de deductie
fl=n*=fn+1)=n+2n+1=(n+1)°

Problema 2.Sa se determine functiilef : Z — E care satisfac conditiile:

f(f(m)=nneN

f(fn+2)+2=nneN

flo)=1

Rezolvare:

f(f(n)) =n,n € N = feste bijectiva; n = f(f(n)) = f(f(n +2) + 2)

=fm)=fn+2)+2. (1)

25


http://www.mateinfo.ro/

REVISTA ELECTRONICA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 — APRILIE 2014 www.mateinfo.ro

Din (1) pentrun = 0 = f(2) = —1 si prin inductie
f(2k)=1-2k, ke E
fF(feR)=2k=>f(1-2k)=2k=1-(1-2k) k€ Z

Deci, f(n) = 1 — n,n € N estesingurafunctie care satisfaceceletreiconditii

PROBLEME PROPUSE

1. Sa se determine toatefunctiilef : ® — R, care verifica relatia
x-flx) =[x]- fl{xD) + {=}-f(lx]), x€ER

2. Fie a € R un numar real. Sa se determinetoatefunctiilef : R\ {1} — R cu proprietatea:

—a}_xE—E

Fe+ (=

x—1
pentruoricex € R \ {1}
3. Fie f : WN* — M* o functie cu proprietatile:
a) flx:y)=flx)+fy) -1 xye N
b) Exista un numar finit de numerex € M* pentru care f(x) =1
c) f(30)=4
Sa se determine f (14400).

4. Sa se determine functiilef : ® — R care verifica relatia:

fE)+ f([xD-fx) =x, =xeR

e Bibliografie:
1. Algebra pentruconcursurisiolimpiadescolare,Gheorghe Andrei, I. Cucurezeanu, C.Caragea,
Gheorghe Bordea-Partea I, coordonatorprofesor Gheorghe Andrei-Constanta 1990.
2.Matematica pentrugrupele de performanta, EugenJecan, Vasile Pop, Gh. Lobont,
ViorelLupsor, Editura Dacia Educational, Cluj 2004.
3.600 probleme de matematicapentruconcursuri—CristinelMorticiEditura Gill, Zalau 2004.
4.Probleme de algebra-functiile ,,parte intreaga” si ,,parte fractionara”, Gheorghe Andrei, 1.

Cucurezeanu, C.Caragea, Gheorghe Bordea-Partea I, Editura Gill, Zalau 1996.
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8.Inegalitati cu integrale
prof. Pop Adela Terezia
Colegiul Tehnic ,,Aurel Vlaicu”

In multe inegalititi cu integrale, se aplica anumite proprietiti ale integralei definite.
Reamintim cateva din proprietatile integralei definite.

1) Proprietatea de liniaritate. Daca f,g:[a,b] — R sunt functii continue si A € R, atunci:
b

a) j.[f (x)+ g(x)]dx=J. f (x)dx +j.g(x)dx; b) j.ﬂ.f (x)dx=41 j. f(x)dx .

2) Daca f: [ a, b] - R+, este o functie continua si pozitivd = j. f(x)dx >0.

3) Daca f, g:[a,b] = R sunt functii continue, cu proprietatea: fo) < g(x), vV xe[a,b], atunci:

j. f(x)dx < jlg(x)dx.

Z) Proprietataea de aditivitate la interval. Daca f: [ a, b] - R este o functie continua si ¢ € (a,b)
atunci: j. f(x)dx :j f(x)dx +j1 f(x)dx.

5) Dacéaf : [a, ba] - R es;eofunctie contimimdasi m < f(x) < M ¥x € [a, b] atunci
mb —a) < ?f (x)dx < M(b - a).

6) Daca f : [;, b] — R, este o functie continua si pozitiva si [a, ﬁ] c [a, b]atunci

Jéf (x)dx < Tf (x )dx

7“) Daca f Ta, b] — R, este o functie continud si pozitiva si daca Ix, € [a, b] astfel
incat f (x,) > O atunci j.f (x)dx> 0.

8) Teorema de medie. Daca f [a, b] — R este o functie continud atunci 3¢ € [a, b] astfel

incat f (&) =éi f (x)dXx.

Aplicatii
1. Se consideri functia f:R —R, f(x) =In(x**" +1) + x**.

k+1

a) Sa se arate ca Vk e[O,oo), f(k)< I f(x)dx< f(k+1).
k

b) Sa se demonstreze ca orice primitiva a functiei f este crescatoare pe R.
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Rezolvare:
a) Din teorema de medie aplicata functiei continue f pe intervalul [k,k +1] obtinem ca

k+1

3¢ ek k+1] astfel incat f(£)= [ f(x)dx.

2014. X2013(X2014 + 2)

f'(x) = VTS = f'(x)>0,vxe(0,00) = fstrict crescatoare pe [O,oo) :
+

f crescatoare pe[0, o)
" Eelkk+1 k=0 }: fkysf)<fk+) =

k+1
vk €[0,), f (k) < _[ f(x)dx< f(k+1).
k
b) Fie F o primitiva a functiei1 f = F derivabila pe R si
F'(x)=f(x),vxeR (1)
X -00 0 +00
f'(x) | ----------- O++++++++

0 | — o
= 0 punct de minim absolut al functiei = f(X)> f(0)=0,vxeR(2)
Din(1)si(2) = F'(x)>0,vxeR = F crescatoare pe R

2. Se considera functiile
x° x® x°®
f, R > R f(x) =sinx - X +—, g(X) =sinx — X + — - —.
g (x) 3 g(x) TR
a) Sa se demonstreze inegalitatile f (x) >0, VX >0si g(x)<0, Vx >0,
b) Sa se demonstreze inegalitatea
1 1 T 1 1 1
= - <IS|nx2dx<—— + ,
3 6-7 5 3 6-7 10-11-12
Rezolvare:
a) Demonstram inegalitatile cerute studiind monotonia si punctele de extrem ale
functiilor fsi g.
X ° x> x!
Calculam f '(x) = cosx -1+ —,9'(x) =cosx -1+ — — —
2! 2! 41
X3
f"(x) = —sinx +x,g"(x) = =sinx +x oy
X 2
f"(x) = -cosx +1,g"(x) = —cosx +1 — or
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b)

g“(x) =sinx —x, g®x) = cosx —1.

Din f"(x)=-cosx+1>0,vxeR— {2kﬂ|k € Z}: f " este strict crescatoare pe R =
f'"(x) >f"0) =0,vx > 0=f' este strict crescatoare pe [0, oo) =

f'(x) >f’'(0) =0, vx > 0=f este strict crescatoare pe [0, oo) =

f(x)>f(@0) =0,vx >0=f((x)>0VWvVx >0

Analog pentru functia g:

Din g®(x) =cosx—-1<0,Vxe R — {2k7r|k € Z}: g este strict descrescitoare pe R =

g%) < g0 =0 vx > 0= g este strict descrescitoare pe [0, oo)
g®x) < g¥0) = 0, vx > 0= g" este strict descrescitoare pe [0, oo)
g"(x) < g"(0) = 0,vx > 0= g’ este strict descrescatoare pe [0, oo) =
g'(x) < g'(0) = 0,vx > 0=g este strict descrescitoare pe [0, oo) =
gx) < g0 =0,vx >0=9g(x) <0,vx > 0.

Dinf(x)>0, vx>0si g(x)<0, VX >0=

3 3 5
X . X X
X —— <8InNnX <X ——+ —, ¥X > 0>
3! 3! 51
XG XG 10 prin integrarepe [0,1]
X2 - <sinx? <x? -+ 2 vx>0 =
3! 3! 5l Prop. 7
X3 X7 L 1 X3 X7 Xll !
- - <jsinx2dx< - - + =
3 6-7O 5 3 6 -7 120-110

1 1
+ .
6-7 10-11-12

1
6-7

T, 1
<IS|nxdx<——
0 3

wlkF

Se considera functiile
3 3 5

f,g :R->R,f(x)=arctgx -x+X§,g(x):arctgx -x+%—€.

a) Sa se demonstreze inegalitatile f (x) >0, VX >0si g (x)<0, Vx >0.
b) Sa se demonstreze inegalitatea

13 . 11

— < |arct dx <=—.

60 ! 6 48

Rezolvare:

a)f'(x) = —14+x?% =

) 100 X% +1 X% +1

f strict crescatoare pe R=f (x) > f (0) = 0,vx > 0=f (x) > 0, vx > 0.
6

2 4

gx) = 21 -1+x°-x" = —2x =0(X)<0,vxeR*=>
X +1 X +1

= f(x)>0,vxeR*=

29
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g strict descrescatoare pe R =
gx) < g0 =0,vx >0=9g(kx) <0,vx > 0.

b) Dinf(x)>0, ¥x >0si g(x)<0, Vx>0

3 3 5 substituil pe x cu x8
X X X
=>X ——<actgXx < X ——+ —,¥x >0 =
3 3 5
X9 X9 15 prin integrarepe  [0,1]
X -2 <arctgx® <xX* ==+, vx>0 =
3 3 5 Prop 7

4 0\ 1 4 10
X X <Iarctgx3dx< X——X—+X—
4 30 o 4 30 80

Se considera sirul de integrale (| ( n)

:>— < J.arctﬁx)dx <—.

definit prin 1 ,

>1

Sa se calculeze || sil,

Sa se demonstreze ca sirul (I . )n ., este descrescator.

Sasearatecal , +1, ., = .
n+1

1

Sa se calculeze | i m 4d)
n—e x +1

1
S3 se calculeze | i FE H)ﬂ

n— 0 +1

1 n n
< . . . X
Sa se demonstreze inegalitatea e < lim| (2n + 4)_[ —adx | <e°.
n—e o X +1

Rezolvare:

&
H_
Il
—

Lx

x

Il

N |-
S O —

F

x

Il
VR

[EEN

D

=

Q

(@)

X
N
5 =

|

www.mateinfo.ro

I
O ey
X
Bl %
_|_
(I

I IS 8 (SRS PN
Is_'([ 2 _—I v +1 (—In(x +1))0_Z-In2
1 n n
b1, -1, = —dx f—dx: _[X SX _1)dx£ 0=
oxt 41 o X +1 X" +1
sirul (I n )n ., este descrescator.
1 x " 1 Xn+4 1an4+1 Xn+1
C)I”+I”+4_-([x4+1x+£x4+1x_-([ x*+1 d o+
/
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d) Deoarece x" >0, Vx e [01]six* +1 =1 ¥x e [01]

n prin mtegrarepe [01 1 n
0 < :( < x", vx e [01] j <t o
X +1 0 n+1
n
0<I —dx<llmizllm—dx_0
n—)oo noon + 1 n—o X +1
A =1, +1,,,
e) Deoarece (I n)n>1 este descrescator=>1, > 1 ,= 1 =
B Dar |, +1,., =
n+1
=1, > 1
" 2n +2 ()
2|n+4S|n+|n+4 1
Dinl, >1,,= 1 =1, < ,Vn e N *=
Dar I, +1,,, = 2n + 2
n+1
=1, < ! ,Vn € N*n > 5 .(2)
2n — 6
Din inegalitatile (1) si (2) = ——<nl. <—"_ WneN*n>5 prin trecere la limita
2n+2 2n—-6

1 n
obtinem Iim(nln)=1:> Iim[n-jf—dxj:l.
o X +1

n—w n—w 2

9) Conform punctului precedent avem inegalitatile:
LR | < 1
2n + 2 2n — 6

, Vn € N*,n > 5=

1< 2 onga)r <A oneNF =5
2n+2 2n—6
n n rin trecere la limita
(”—”) g((2n+4)-ln)"s(n—+2j VneN<n=5 =
n+1 n-3

Iim(1+ij <lim((2n+4)-1.) <I|m(1+ij =
n—>eo n+1

n—oo N—o0 n _3

n

177 n-3 n-3
: R e L 5 s
hm{(u—j } <lim((2n+4)-1,)" < lim (1+—j =
n—o0 n+1 n—o n—o n-3
1 Xn n
= es!m((2n+4)~£x4+ldxj <e’.
/
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