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1. CALCULUL LUNGIMILOR UNOR CURBE REMARCABILE

Prof. Rusu Maria, Scoala Gimnaziala Buznea, lasi

In cele ce urmeaza sunt prezentate lungimile unor curbe remarcabile, printre care si
cele care se exprimd printr-o integrald elipticd, integrald care nu poate fi calculatd ci doar
aproximati prin diverse metode. In prima parte sunt ilustrate notiuni de baza, printre care:
formule de calcul pentru curbe exprimate in diverse tipuri de prezentari, formula lui Gauss,
forma redusa a formulei lui Legendre, algoritmul mediilor aritmetico-geometrice etc.

Preliminarii

Teorema.Fie I' o curba plana definita de functia f =(f, f,), unde f, f, :[a, b] — R sunt

derivabile cu derivata integrabila. Atunci I' este rectificabild (are lungime) si avem:

I(T) =j:\/( ) +(f,0) d.

Corolar.Fie f :[a, b] — R o functie derivabila cu derivata integrabila. Atunci G, , graficul

lui f, este o curba rectificabila si avem:

1G,) = [ 1+ (%) dx

Teoremai.Fie I" 0 curba plana reprezentata in coordonate polare p=f(0), O [191, 6’2] .

Atunci T este rectificabila si avem:

|(r)=j:i/f2(9)+ £2(0)d0.

Definitie. Integrala K(x) = J.OE x| <1,, se numeste integrald elipticd completa de

dt
\/l—xzsinzt’

prima specie.

Definitie. Integrala E(x) = J.OE V1-x?sin’t,|x| <1 se numeste integrald eliptic completd de

specia a doua.

Formula lui Legendre (legitura intre cele dous integrale) Fie x (0,1) si X =+/1-x*,

atunci K (x)-E(x)+K(X)-E(X) = K(X)- K(x')+%.

Observatie. Remarcam ca pentru X = atunci x = X si deci formula lui Legendre se scrie

=8

sub forma simplificata:




REVISTA ELECTRONCA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 — MAI 2016 www.mateinfo.ro

3ol el

Corolar.

-2 J' — .[ 11+4de si astfel relatia precedenta devine:
A /]_ X 2 \/_
11 1 x?
ax- | ———dx =
J.o /1—X4 J.o /1—X4

Algoritmul mediilor aritmetico-geometrice

Acest algoritm este unul dintre cei mai importanti algoritmi neliniari ajutand la
aproximarea integralelor eliptice. Acest algoritm a fost descoperit de Gauss in 1816 la varsta
de 14 ani.

Fie a>b>0 . Algoritmul mediilor aritmetico-geometrice este:

_an—l+bn—1
(A-G)y " 2  .nx=la,=ab,=b
b, =4/a l'bn—l

n—.

Folosind inegalitatea cunoscuta dintre media geometrica si cea geometrica se poate ardta ca ,
vneN, O0<b=by<b <...<b,<a,<..<a<ag, =a.

Sirurile (an )neN si (bn )neN fiind convergente si trecand la limita 1n una din relatiile anterioare

de recurentd se obtine lima, =limb_. Valoarea comuna a celor doua limite se noteaza cu

N—o0 N—o0

M (a,b), reprezinta media aritmetico-geometrica depinzand de valorile initiale a si b .

Exemplu:
>>a0=1
a0 =
1
>> p0=0.8
b0 =
0.8
>> al=(a0+hb0)/2
al =
0.9
>> p1=sqrt(a0*b0)
bl=
0.894427190999916....
>> a2=(al+bl)/2
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a2=

0.897213595499958...

>> p2=sqrt(al*bl)

b2 =
0.897209268732732....

>> a3=(a2+b2)/2

a3 =
0.897211432116345...

>> p3=sqrt(a2*b2)

b3 =
0.897211432113737....

>> a4=(a3+b3)/2

ad =
0.897211432115041....

>> b4=sqrt(a3*b3)

b4 =
0.897211432115041....

Propozitia de mai jos pune in evidentd o formula de calcul a erorii care ilustreaza viteza mare
de convergenta a acestui algoritm.

Propozitie Fie a>b >0, sirurile (an )neN si (bn )neN generate de (A-G) verifica relatia:

a-b)
a,—b,<8b-| — | ,vneN.
8b
Observatii: a) M (a,b)=M(b,a),Vva,b>0
b) M(a,b)=M (a%b,\/%j,v&mo
c) M(c-a,c-b)=cM(a,b),vc>0
Calculul lungimilor = S
1.Lungimea cardioidei 05

180 / 2 ™ 0
\

Tn geometrie, cardioida este o epicicloidi cu \
0 cuspida. Cardioida este 0 curba plana descrisa de un 2\ ) s
punct de pe un cerc in timp ce acesta se rostogoleste, \ : /
fara alunecare, pe un alt cerc fix, exterior si de aceeasi

raza.

Cardioida este, de asemenea, si un caz particular al melcului lui Pascal: este un melc cu o
cuspida. Cuspida este formata atunci cand raportul dintre a si b din ecuatie este echiunitar.

Cardioida a fost studiatda de Romer in 1674, utilizata de Vaumesle in 1678 si J. Koérsma 1n
1689, dar denumirea a fost propusa de G. Castilion in 1741. Numele ei provine de la forma



https://ro.wikipedia.org/wiki/Geometrie
https://ro.wikipedia.org/wiki/Epicicloid%C4%83
https://ro.wikipedia.org/w/index.php?title=Cuspid%C4%83&action=edit&redlink=1
https://ro.wikipedia.org/wiki/Curb%C4%83
https://ro.wikipedia.org/wiki/Cerc
https://ro.wikipedia.org/w/index.php?title=Melcul_lui_Pascal&action=edit&redlink=1
https://ro.wikipedia.org/w/index.php?title=Raportul&action=edit&redlink=1
https://ro.wikipedia.org/wiki/Ecua%C8%9Bie
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asemanatoare unei inimi (gr. kardioeides: kardia, "inima" si eidos, "forma"). Comparata cu
simbolul care reprezintad inima (¥), se observa ca inima are doud varfuri ascutite, pe cand
cardioida numai unul. Este mai degraba asemanatoare cu sectiunea transversala printr-

0 pruna. Cardioida este transformata inversa a parabolei.

Ecuatia cardiodei in coordonate polare se scrie: p(0) =a(1-cosd),—z<0<r.

Atunci p () =asin@ si (,o'(ﬁ))2 +(p(9))2 =a’(1-cos 49)2 +a’sin? 0 =2a*(1-cosd) =

= 4a? sinzg,deci:

%I - jo”\/(p' ©)) +(p(6)) do=2asin gde - —2acos§~2 — 4a(-1) =4a

P
0
Prin urmare lungimea cardiodei este 1=8a.

2.L.ungimea melcului

Melcul este reprezentat parametric prin ecuatia p(60) =acoséd-+b . Atunci

Sin

p (0) =-asiné si (p'(e))2+(p(g))2:a2+2abcosg+bz:(a+b)z L 4ab s 20|
(a+b) 2

Pentru b = a, lungimea arcului de la un punct in care 8 =0 pana la un punct oarecare cu
0 < rr , este o integrala eliptica de specia a doua:

4
I=(a+b) [ -2 sin?%do-2(a+b)[7 [1-— 2 sin’tat -
°\ (a+h) 2 0 (a+b)

:2(a+b)E[@,QJ
a+b 2

Lungimea intregii curbe se exprima prin:

Melcul lui Pascal L= 4(a+b) E 2\/%
a=03 a+b

h=02 e .

/ . Pentru cazul particular al cardiodei a=b, lucrurile se
| | simplifica foarte mult. In acest caz

|,-'  (FO) +(p(0)) =42* cos? g , pentru 0< & <z de unde,

| = ZaI: cosgde =4asin g . Lungimea ntregii cardioide va

fi 8a.



https://ro.wikipedia.org/wiki/Limba_greac%C4%83
https://ro.wikipedia.org/wiki/Prun%C4%83
https://ro.wikipedia.org/w/index.php?title=Geometrie_inversiv%C4%83&action=edit&redlink=1
https://ro.wikipedia.org/wiki/Parabol%C4%83
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3.Lungimea astroidei

Tn matematica, 0 astroida este un tip
particular de curba: o hipocicloida cu patru varfuri.
Este de asemenea si o super elipsd cu n=2/3 si a=b.
Numele sau modern provine din greaca, din
echivalentul cuvantului "stea". Curba a avut o
varietate de nume, incluzand tetracuspida (inca
folosit), cubocicloida si paraciclu.

Un cerc cu raza de 1/4 se invarte n interiorul unui
cerc de raza 1 si un punct de pe circumferinta lui
delimiteaza o astroida. Un segment de lungime 1 se
plimba cu un capdt pe axa x si cu celdlalt pe axa y,

astfel incat este tangent la astroida (care este deci infasuratoare).

2 2 2

www.mateinfo.ro

Ecuatia astroidei se scrie x3 +y3 =a3,a>0. Astroida fiind simetrica fatd de axele de

coordonate, cat si fatd de prima bisectoare , avem L =8I(G;), unde G, este graficul functiei

N w

2

2 2
f(x)= [a?’ - X3J X € [Xo,a] unde x, =2 ®a este abscisa punctului de intersectie dintre

astroida si primul bisectoare, in primul cadran. Vom

avea |(Gf)=j:‘ 1+ f2(x)dx. Cum
J , deci

f'(x) :g(ag _ng

, _2( 2 2 2 _2
1+ f2(x) =1+x 3(a3—x3j:a3x 3,Vxe[x,a],

N |-

—X

N |-
|
w(N
x

b)}l—‘
N—
Il
|
>

w}l—'
7 N\

QD

w [N

wnN

a

3a

. 11 14 2
deducem I(Gf)=L asx 3dx=a3-§~x3 =7.Prin

Xo

: o 9 3a
urmare lungimea astroidei este egala cu 8-7 =6a.

Gt

Xo

Observatie. Putem reprezenta arcul de astroida din primul cadran, parametric, prin ecuatiile:

x=acos’t,y =asin’t,t e {0%} siavem | = 4Ifw/x'2(t) +y?(t)dt =4j053asintcostdt =6a .



https://ro.wikipedia.org/wiki/Matematic%C4%83
https://ro.wikipedia.org/wiki/Curb%C4%83
https://ro.wikipedia.org/wiki/Hipocicloid%C4%83
https://ro.wikipedia.org/wiki/V%C3%A2rf
https://ro.wikipedia.org/w/index.php?title=Super_elips%C4%83&action=edit&redlink=1
https://ro.wikipedia.org/wiki/Limba_greac%C4%83
https://ro.wikipedia.org/wiki/Stea
https://ro.wikipedia.org/wiki/Cerc
https://ro.wikipedia.org/wiki/Segment_(piston)
https://ro.wikipedia.org/w/index.php?title=%C3%8Enf%C4%83%C8%99ur%C4%83toare&action=edit&redlink=1
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4 Lungimea unei ramuri de cicloida

O cicloida este o curba trasata de un punct fix de pe un cerc care se rostogoleste pe o
dreaptd. Este un exemplu de ruletd, o curba generatd de o curba care se rostogoleste pe o altd
curba.

y e by
£ / I‘I'l. { “‘-.
. L I,
p— — P
Cicloida
a=01
b=02
. o L C e . |x=a(t—sint)
Ecuatia parametrica a primei bucle de cicloida se scrie: ,0<t<2x
y =a(l-cost)

Atunci x (t) =a(l—cost), y (t)=asint deci avem

X*(t)+y?(t)=a’ [(1—cost)2 +sin? t} =2a’(1-cost)=4a’sin’ %

=8a.

sideci | = IOZE«/x'Z(t) +y?%(t)dt = 2aj02”sin % dt =—4a cos%

5.Lungimea evolventei cercului

2z
0

Reprezentarea parametrica pentru evolventa cercului este data astfel:

x=a(tsint+cost)
y =a(sint—tcost)

Avem, pentru t >0, \/[x'(t)]z +[y'(t)]2 = aty/cos?t +sin?t = at, asa ca arcul variabil AM de

2
la punctul A (t=0) pana la un punct M (t >0) se exprima astfel: AM =1= ﬁ ax dx :% .

Daca t <0, n ultimul membru al formulei prededente trebuie numai sa se puna semnul
minus.



https://ro.wikipedia.org/wiki/Curb%C4%83
https://ro.wikipedia.org/wiki/Rulet%C4%83_(curb%C4%83)

REVISTA ELECTRONCA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 — MAI 2016 www.mateinfo.ro

6.Lungimea lantisorului

Lantisorul este curba pe care o descrie o coarda
flexibild, inextensibild, tinutd de extremitati si lasatd apoi sa
cada.

Lantisorul este graficul functiei f (x)=ach X xe [a,b].
a

. X .. .
Deoarece 1+ f ?(x) =ch=,daca se ia ca origine a arcelor
a

X

varful A al curbei, avem: | = AM :J.Oxchldt —ash
a a

7.Lungimea unui arc al spiralei logaritmice

Spirala logaritmica se intalneste frecvent in natura, de exemplu la modul de agezare a
semintelor florilor. Un caz se poate verifica si cu ochiul liber, datorita faptului ca totul se
petrece ,,la scara mare": floarea-soarelui. Este usor de constatat ca semintele florii-soarelui

sunt dispuse in asa fel incat formeaza doua serii de spirale
logaritmice: o serie de spirale curbate in sensul minutarelor
unui ceasornic, iar cealalta serie de spirale curbate in sens
invers.

v

A fost studiata intens de Jacob Bernoulli, de unde Ti
vine numele de spirala lui Bernoulli. Acesta a numit-o si Spira
mirabilis. Mai mult decat atat: la floarea-soarelui, cele doua
sensuri de curbura ale unui exemplar nu prezinta un numar
egal de spirale, dar nici doua numere diferite intamplatoare,
ci... doua numere succesive din sirul lui Fibonacci: la floarea

I —24 -18 12 -6

normala, mijiocie (cu diametrul de cca. 12... 15 cm) se pot numara de obicei 34 spirale intr-un
sens si 55 spirale in celalalt sens; 1a exemplarele mici 13 si 21, sau 21 si 34 spirale; iar la
exemplarele mari pana la 89 si 144 spirale. Spirala logaritimica se intalneste si in profilul
multor specii de cochilii. Astronomii au avut surpriza sa descopere spirale logaritmice pe
placile lor fotografice: aceasta este forma nebuloaselor spirale si a cozilor celor mai multe

comete.

Reprezentarea spiralei logaritmice este dati de ecuatia p(6) =ae™ , iar p (6) = mp(6),

rezultd ca p(@) = 1 o (0) . Pentruun arc M,M dintre doud puncte cu coordonatele ( Pos 490)
m

si (p,6), vom avea:

¢ | o _/ Ly _/ 100
|=MOM=J'g0\/p ©)+(p(6)) do =1+ mzjgop(ﬁ)dﬁ— L+ (p—py)-



http://ro.math.wikia.com/wiki/Jacob_Bernoulli?veaction=edit&redlink=1
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8.Lungimea unui arc al spiralei lui Arhimede

Spirala lui Arhimede este o curba

plana descrisa de un punct ce parcurge —_—

uniform (cu viteza v) o dreapta care se = 2
roteste (cu viteza constantd @) n jurul 150 ETTS »
unui punct fix al ei. Ecuatia curbei // NebP% 3¢

n coordonate polare (reperul fiind format - ;" [ I3 \'j. "‘| .
cu pozitiile initiale ale punctului si dreptei) \\§ ‘\\ X // / /,f" y
este: K \ YanYs,A

V ~ >
p=af unde a=— |
a) 270

Considerand arcul de la polul O pana la
un punctus oarecare M (corespunzator
unghiului @), se obtine:

| =OM =ajj\/1+92d9=%(9 1+0° +In(0+\/1+6?2 ))

9.Lungimea cercului

. . 2 2 2 . . . . A o1+
Ecuatia unui cerc X° + y° = R”, din semiplanul superior, cuprins intre doua bisectoare

este:
R R
=JRZ X2, ———<x<—.
’ NN/
2
Avem Y (X) = ———2 i 1+(y'(x))2 R , deci lungimea cercului este:
JRZ = %? R —x*

R

R R —

L=a[€ Ji+(y()) dx =4[ ——2_dx=aRarcsin X ar[Z+% |=22R.
R R 2 2
7z A R —x RI_R 4 4

S

10.Lungimea arcului unei elice circulare

Elicea circulara este curba descrisa de un punct ce se deplaseaza pe un cilindru circular
astfel incat deplasarea de-a lungul axei de rotatie a cilindrului sa fie proportionala cu unghiul
de rotatie in jurul aceleiasi axe.



http://ro.math.wikia.com/wiki/Curb%C4%83_plan%C4%83
http://ro.math.wikia.com/wiki/Curb%C4%83_plan%C4%83
http://ro.math.wikia.com/wiki/Punct
http://ro.math.wikia.com/wiki/Vitez%C4%83
http://ro.math.wikia.com/wiki/Dreapt%C4%83
http://ro.math.wikia.com/wiki/Coordonate_polare
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2.0

z(t)

0.0 yit)

x(t) _
20 1.0

Elicea este reprezentata parametric prin ecuatiile: x =acost, y =asint,z=ct.

Deoarecre \/x'z(t) +y2(t)+22(t) =aZsin?t +a’ cos’t+¢? =+/a? +c?, lungimea arcului
curbei de la punctul A(t =0) péana la punctul M (t oarecare) va fi:

t
| = _[0 Ja’ +c’dt =tya® +¢? , rezultat evident daci se are in vedere ci, prin desfasurarea

suprafetei cilindrice, elicea de pe ea se transforma intr-o dreapta.

Aceasta curba a fost studiata de Viviani si Roberval in 1692. Numele initial, dat de
Roberval, era de ciclo-cilindrica insa este mai cunoscuta sub numele de “fereastra lui
Viviani”. Curba lui Viviani este intersectia unei sfere de raza R si a unui cilindru de rotatie de
diametru R a carei generatoare trece prin centrul sferei. Ea este de asemenea inclusa intr-un
con de rotatie a carui axa este o generatoare a unui cilindru. Acestea se pot observa in figurile
urmatoare:

Vincenzo Viviani (5 Aprilie 1622- 22 Septembrie 1703)
matematician si savant italian. Elevul lui Torricelli si discipol al lui
Galileo Galilei. Nascut si crescut in Florenta el a studiat la o scoala
lezuita. Acolo, Marele Duce, Ferdinando Il de Medici, i-a daruit o bursa
pentru a-si cumpara cartile de matematica de care avea nevoie. A lucrat
in domeniul fizicii si geometriei. Exista un crater pe Luna denumit
Viviani dupa numele matematicianului.




REVISTA ELECTRONCA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 — MAI 2016 www.mateinfo.ro

Un exemplu concret in care a fost folosita curba lui Viviani este “Muzeul maritim din
Osaka” construit dupa schitele arhitectului P. Andreu.

as Yo
~ aoids

S

Constructia lui este realizata dupa o sfera acoperita de o retea de curbe Viviani.

Aceast curba are reprezentarea parametrica folosind drept parametru longitudinea t
pe sfera: x=Rcos’t,y =Rsintcost,z=Rsint,te(0,2r).

x = cos(t)?, y = cos(t) sin(t), z = sin(t)

Avem : y 0

\/x'z(t) +y2(t)+2%(t) = \/(2Rsintcost)2 +R?cos’t+R?cos’t —2R?sin’tcos’t =

- R\/(sin2t+coszt)2 +c0s’t = Ry/1+cos?t




REVISTA ELECTRONCA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 — MAI 2016 www.mateinfo.ro

In acest caz lungimea intregii curbe se exprimi prin integrala eliptici completa de specia a
doua:

L= 4-RJ‘0E J1+ cos?tdt = 4\/§ij . ’1—%8“’12 tdt = 4\/§RE (ij . Folosind forma redusi a

2
formulei lui Legendre,obtinem: L = ﬂ-F 2\/§R- K (ij
K[lj V2
J2
1 T
Deoarece K| —= |=———, avem:
(ﬁ) JEM(JE,l)
VA
L=2R +M(+/2,1) |=R-1
e AT

Utilizand sirurile algoritmului mediilor -geometrice (a,)  si (b,) . pentru care a,=+/2 si

b, =1. Atunci 2£bn +alj Tl [an +b£J si deci se obtine folosind o formula de evaluare a

n n

erorii Tn acest calcul:

I—Z[bn +£J< 2{(% ‘bn)”[bi_ij} 2((a,~b,)+7(a, —bn))<16(1+7z)£\/'zT—1jzn

a a

n n n

YneN.

Daci , de exemplu, vrem sa calculam lungimea | cu trei zecimale exacte, se rezolva
inegalitatea:
2!1

2I’\
16(1+ @{%J <107 Pentru n=2, obtinem 16(1+ ;z)(‘/_ZT_lJ <0,0004762....<10°°

Rezulta ca Z(b2 + aij va da primele trei zecimale exacte ale lungimii | care aparte in
2

exprimarea lungimii curbei lui Viviani.
Avem
>> a0=sqrt(2)
a0 =

1.414213562373095
>>h0=1
b0 =

1

>> al=(a0+b0)/2
al =

1.207106781186548
>> p1=sqrt(a0*b0)
bl=
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1.189207115002721

>> a2=(al+bl)/2

a2 =
1.198156948094634

>> p2=sqrt(al*bl)

b2 =
1.198123521493120

>> 2*(b0+pi/a0)

ans =
6.442882938158366

>> 2*(a0+pi/b0)

ans =
0.111612431925776

>> 2*(b1+pi/al)

ans =
7.583575368279734

>> 2*(al+pi/bl)

ans =
7.697721563555218

>> 2*(b2+pi/a2)

ans =
7.640289000236836

>> 2*(a2+pi/b2)

ans =
7.640502157637791

www.mateinfo.ro

Obervam ca 7,640 este 0 aproximare cu trei zecimale exacte a lungimii |, prin
urmare lungimea curbei va fi L=R-7,640; in plus rezulta ca pentru n = 3se obtine o
aproximare a lungimii curbei lui Viviani cu 8 zecimale exacte: L = R-7,64039557 . Aceasta
crestere rapida a exactitatii se datoreaza vitezei de convergenta a algoritmului mediilor

aritmetico-geometrice.
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2. METODE DE REZOLVARE A UNOR PROBLEME DATE LA
OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA |,
FAZA JUDETEANA 2016

Gheorghe Alexe , profesor , Liceul Tehnologic “Nicolae Titulescu ¢ , Insuratei

George-Florin Serban , profesor , Liceul Pedagogic “D.P.Perpessicius” , Braila

Vom prezenta in continuare cateva metode de rezolvare a unor probleme date la
olimpiada nationala , faza judeteana 2016 , diferite de cele din barem.

b c

1)Fie numerele reale pozitive a,b,c astfel incat + + <
b+c+l1 a+c+1 b+a+l

atunci sa se arate ca ! + ! + ! >1.

b+c+1 a+c+1 b+a+l

Clasa a 9-a

Solutie: Folosim substitutiile lui Ravi b+c+1=x, a+c+1l=y , b+a+l=z,
b+c=x-1>0,

—X+y+z-1 b_x—y+z—1
2 ’ 2

, inegalitatea devine (— y)+( + )+(— y) (1+1+1)<5,

a+c=y-1>0,b+a=z-1>0, obtin ca a=

_X+y-z-1
2

1+1+12(£+X)+(£+§)+(£+X)—522+2+2—5:1 ,
X y z 'y X z° 'y 2

1 1 1
+ +
b+c+1 a+c+1 b+a+1

>1 , egalitatea are loc pentru a=b=c=1.

2)Fie a,b,ceC”, distincte si avand acelasi modul astfel incat
a’+b*+c*+ab+bc+ac=0 .

Demonstrati ca a,b,c reprezinta afixele unui triunghi dreptunghic sau
echilateral .

Clasa a 10-a
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Solutie: Luam |a|dblHc|=1, conjugam relatia (1) a®-+b®+c®+ab+bc+ac=0data si

obtinem ,%+%+%+i+i+i:0, (2) a’®+c’b*+a’c®+abc(a+b+c)=0 , din
a~ b° ¢ ab cb ac

(1) rezulta

(3) (a+b)*+(c+b)*+(a+c)>=0 , din (2) rezulta (4)

a’(b+c)*+b’(a+c)*+c’(b+a)* =0,
Din (3) rezulta (a+b)>=—(c+b)>—(a+c)® ,inlocuim in (4) si obtinem

(b+c)(@a+c)(ab—-c®)=0
(b+c)(a+b)(ac-b*>)=0 , de aici rezulta ca triunghiul poate fi dreptunghic in
(b+a)(a+c)(bc—a®) =0
ab=c’
A(a) sau B(b) sau C(c). In cazul |ac=b* ,folosim ipoteza , rezulta
bc=a’

a’+b*+c?=ab+bc+ac=0,

(@+b+c)>’=0. In sistemul de axe xoy , z,=2;,=2, , deci AABC echilateral .

3)Fie ABCD un patrat si E un punct situate pe diagonala BD , diferit de
mijlocul acesteia.Se noteaza cu H si K ortocentrele triunghiurilor ABE |,

respectiv. ADE . Sa se arate ca BH +DK =0 .
Clasa a 9-a

Solutie: Fie A(-a,0) , B(0,—a), C(a,0), D(0,a) , O(0,0) in reperul cartezian Xxoy .
Fie AOLEB, ABLET ,AONET ={H}, AO LED,AD L EF, AONEF ={K},

%:m>1, I4:aﬁ , ET||AD , EL||CD , din asemanare si teorema lui Menelaos
avem
OR _m-1_OK  peci BH=—2_B0+""1BA , DK=—2-DO+"2DC ,
AH 2 KC m+1 m+1 m+1 m+1
BH + DK =—=— (B0 + DO) + "3 (BA+DC) =—=—-6+22.5 =0.

m+1 m+1 m+1 m+1
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4)Fie AB,C,DeM,(C), n>22si keR ,astfel incat AC+kBD=1, si AD=BC .
Demonstrati ca CA+kDB=1, si DA=CB.

Clasa a 11-a

Solutie: Cazul | Fie keR". Vom determina peR",stiind ca

(1) (A+pB)-(C—pD)=AC+kBD=1_ si (2) (A—pB)-(C+pD)=AC+kBD=1_,
(V)AB,C,DeM,(C). Din (1) rezulta AC-pAD+ pBC-p°’BD=AC+kBD=1_,
AC — p(AD-BC)— p?BD = AC +kBD , AC—p’BD=AC+kBD , (k+p?)BD=0, ,
p?=—k>0 , pe{—J—k,v—k} . Din (2) rezulta

AC + pAD — pBC — p?BD = AC+kBD = I , AC — p(~AD + BC)— p?BD = AC +kBD ,
(k+p*)BD=0, , pef—-k,Jk}.

Deci (1) (A+pB)-(C—pD)=1,, (2) (A-pB)-(C+pD)=1, rezulta ca matricele
A+ pB, A— pB,C+pD,C—pD sunt inversabile . Deci (A+pB)*=C-pD ,
(A-pB)*=C+pD, (C+pD)'=A-pB, (C-pD)*'=A+pB, rezulta ca

(C-pD)-(A+pB)=(A+pB)-(C-pD)=I,, (C+pD)-(A-pB)=(A-pB)-(C+pD)=1,,

CA+pCB-pDA-p°DB =1 _
, le scadem siobtinem 2p(CB-DA)=0,, p=0,

CA-pCB+ pDA-p°DB =1
DA=CB

. o CA+kDB =1, AC+kBD =1,
Si CA+kDB=1, si reciproc este adevarat

CB=DA BC =AD

AC =1

, L A'=C,C'=A
DA=CB

AC =1, CA=1,
Cazul Il Daca k=0 ( [

AD =BC
rezulta

CA=A"A=1, ,CA=1, .Stim ca AD=BC inmultim cu A la dreapta,
ADA=BCA=B-1,=B

ADA=B inmultim cu C la stanga , (CA)(DA)=CB , | -(DA)=CB , DA=CB si
CA=1,.
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3. Asupra problemei 27097 din GM 6 - 7 - 8/2015
Marin Chirciu®

InGM 6 - 7 - 8/2015 dI Traian Tamaian, Carei propune urmitoarea problema:

sin"'A+sinBsinC> S
sinB+sinC  2R?

2

,»Sa se demonstreze ca in orice triunghi ABC avem: H

Vom prezenta 2 generalizari ale acestei probleme:

G1: ,,Sa se demonstreze ca 1n orice triunghi ABC avem:

unde neN”

1—[sin“*l A+sinBsin"C . S
(sinB+sinC)"  2"°R’ ’

Solutie: Vom demonstra urmatoarea propozitie ajutatoare:

a™+b-c" . abc
(b+c) gt

Lemal ,Daci a, b, c>0si neN atunci H

n+l

a"™+b-c" b"™+c-a" c"™+a-b"_ abc
n : n ’ n Z n—lc>
(b+c) (c+a) (a+h) 8

Demonstratia Lemei 1: Obtinem succesiv:

n+1 n n+l n n+l n n n n
o a"+be” b™+ca’ ¢ +ab Z(a+b) (b+c) (c+a)

ab bc ca 8"'abc
n+l n+l n+l n+l n+l n+l b)Y (b n n
ofam,c b .8 c +b Z(a+ )" ( :C) (c+a) |
ab ac bc ab ca ab 8" abc
. . Xy (x+y)" . e
Folosim inegalitatea —+-—>———""— VX, Y, «, >0 si keN, k>2, adevarata din

a f 2% a+p)’

inegalitatea lui Holder: [X—k+y7;j(a+ﬂ) A+D)...A+D) > (x+y)*.
o Nl i/

de (n-2) ori (1+1)

N ) a-n+1 Cn+l bn+1 a-n+1 Cn+l bn+l
In cazul nostru k=n+1. Obtinem: + + + >
ab ac bc ab ca ab

! Profesor, Colegiul National ,,Zinca Golescu”, Pitesti
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o @™ (b+o)™  (c+b)™ (a+b)“(b+c)"(c+a)n

2”‘1a(b +c) 2"'b(c+a) 2" c(a+b) 8" 'abc
Pentru n=0 avem inegalitatea cunoscuta : (a+b)(b+c)(c+a)>8abc.

Egalitatea are loc daca si numai daca a=b=c.

Folosind teorema sinusurilor si Lema 1 obtinem inegalitatea din enunt.

G2: ,,Sa se demonstreze ca 1n orice triunghi ABC avem:

=N+l H =on n
Hsm _A+sm_Bsm C 5 Szj unde neN
sinB+sinC 2R

Solutie: Vom demonstra urmatoarea propozitie ajutatoare:

Tib-c"

Lema2 ,Daci a, b, c>0si neN atunci H
b+c

>(abc)’

Demonstratia Lemei 2: Pentru n=0 se obtine identitatea 1=1.

+b c >T](b+c)(abc)™

Pentru n>1 inegalitatea se scrie: H

Avem HM—H( J“"f‘”]‘[zn(jgj;) =H1£E;2“ Mooy

unde (1)@% (abc)™ {H(b—?ﬂn_zz(abc)”

Pentru n=2 avem egalitate; iar pentru n>3 inegalitatea este adevarata deoarece

H(b2Cj>abcc>(a+b)(b+c)(c+a)>8abc evident din a+b>2+ab si analoagele.

Egalitatea are loc daca si numai dacd a=b=c.
Folosind teorema sinusurilor si Lema 2 obtinem inegalitatea din enunt.

Sa remarcam ca in generalizarile G1 si G2 pentru n=1 se obtine problema 27097 din GM 6
- 7 - 8/2015.
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4. Un anumit tip de probleme de coliniaritate
Nela Ciceu si Roxana Mihaela Stanciu

’In memoria domnului profesor Constantin Apostol (1941-2016)”’

Punctul de plecare al acestor randuri este urmatoarea problema propusa la
Olimpiada Nationala de matematica din Braziliain 2015:

P1. "Fie ABC un triunghi scalen ascutitunghic. Notam cu N centrul cercului fur
Euler si cu D punctul de intersectie al tangentelor duse in punctele B 5/ C la cercul
clireumscris AABC. S8 se demonstreze cad punctele A, D si N sunt coliniare daca s/
numai dacé <A = 45. "

in cele ce urmeazé, vom avea nevoie de urmatoarea
Lema. In exteriorul triunghiului ABC construim triunghiul BCD astfel incat
dreapta A separa punctele B si C. Daca AD intersecteaza latura BC in punctul T si
<CBD = B, <BCD = v, atunci
BT _ csin(B+ B)siny
TC  bsin(C+y)sinf-
Demonstratie: Folosind rapoarte de arii si teorema sinusurilor, obtinem:

BT _ [ABT] _ [DBT] _ [ABT]+[DBT] _ [ABD] _

¢ [AcT] [DCT] [ACT]+[DCT] [ACD]

_AB-BD sin <ABD _ esin (B + B)siny
AC-CD sin <ACD = bsin(C+7y)sinf "

Solutia problemei P1: Luandin Lema p =y = A, obtinem:

BT _csin(B+4) _ esinC _ ¢*
TC " bsm(C+4)  bsnB b

deci AD este simediana din A. Pentru a face o legaturad cu punctul N, dorim sa
calculam raportul in care dreapta AN imparte latura BC. Fie E punctul de intersectie
dintre AN si BC, iar Ns, N, N. proiectiile punctului N pe laturile BC, CA, respectiv AB.
Stiind ca N este mjlocul lui HO (H ortocentrul si O centrul cercului circumscris),
obtinem:

2NN= = 2RcosBcosC + RcosA = R(cos(B + C) + cos(B - C) + cosA) = Rcos(B - C),
sianalog 2NN =Rcos(C - A), 2NN:= Rcos(A- B).

Rezultd ca
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BE _[ABE] _[BNE] _ [ABE]-[BNE] _ [ANB] _ ccos(4-B)
EC " [ACE] " [CNE] [ACE]-[CNE] [CNA]  beos(C-4)

Conditia ca punctele A, N, D sunt coliniare se scrie succesiv:
sinBcos(A - B) = sinCcos(C - A) <=> sinA + sin(2B - A) = sin(2C - A) + sinA
<=> sin(2B-A)-sin(2C-A)=0 <==>sin(B-C)cos(B+C-A)=0.
Cum triunghiul este scalen avem doar posibilitatea B + C - A = 90°, adici
A, N, D sunt coliniare daca si numai dacad A = 45",

Folosind aceeasi metoda, dorim sa obtinem caracterizari ale triunghiului ABC in
care punctul A si doua puncte importante ale triunghiului ABC sunt coliniare. Sunt

interesante doar situatiile in care triunghiul ABC nu este isoscel (cu AB = AC), deoa-
rece intr-un triunghi isoscel foarte multe puncte importante se gasesc pe axa de
simetrie a triunghiului (care este mediana, bisectoare, inaltime etc.).

Intr-un triunghi ABC notam cu | centrul cercului inscris, K punctul lui Lemoine, V
punctul lui Vecten, F punctul lui Fermat, N centrul cercului lui Euler, Ny punctul lui
Napoleon.

P2. Sa se determine unghiul A al triunghiulur scalen ABC stind ca punctele A, K
s/ V sunt coliniare.
(problema 2905, Crux Mathematicorum 1/2004, enunt adaptat)

Solutie: Fe T interseciia dreptei AV cu latura BC. Punctul V se afla pe dreapta
AD, unde D este centrul patratului BCXY construit in exteriorul triunghiului. Folosind

lema, obtinem: BT _ CSiIl(B+45°)
TC  bsin(C+45°)"

Coliniaritatea punctelor A, K, V este echivalenta cu
bsin(B + 45°) = csin(C + 45°) <=> sinBsin(B +45°) = sinCsin(C + 45"
<=> c0s(2B +45°) = cos(2C + 45°) <=> sin(B + C + 45%)= 0 <=> A = 45°,
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P3. 53 se determine unghiul A af triunghiulur scalen ABC stiind ¢ punctele A, N
s/ V' sunt coliniare.

Solutie: Coliniaritatea punctelor A, N, V este echivalenta cu
sin(B + 45%cos(C - A) = sin(C + 45%)cos(A - B)
<=> sin(B+C+ 45™ A) + sin(B+A+45° - C) = sin(C+A+45" - B) + sin(C+B+45’ - A)
<=> sin(225°- 2C) = sin(225° - 2B) = 0 <=> 225" - 2B + 225°- 2C = 180°
<=> A=45".

P4. 53 se determine unghiul A af triunghiulus scalen ABC stiind ca punctele A, N
s/ N sunt coliniare.

Solutie: Fie D centrul triunghiului echilateral BCX construit in exteriorul triunghiu-
lui ABC. Se stie ca punctul N, se afla pe dreapta AD. Daca AD intersecteaza latura

BC in punctul T, folosind Lema, avem:

BT _ csin (B -+ 30°)
T bsin (C' + 30°) °

Coliniaritatea punctelor A, N, N, este echivalenta cu
sin(B + 30%)cos(C - A) = sin(C + 30°)cos(A - B)
<=> sin(B+C+ 30° A) + sin(B+A+30° - C) = sin(C+A+30° - B) + sin(C+B+30° - A)
<=> sin(B+A+30°- C) = sin(C+A+30° - B) <=> sin(210°2C) = sin(210° - 2B)
<=> 420°-2B-2C=180° <=>A=60"

P5. Sa se determine unghiul A al triunghiulur scalen ABC stiind ca punctele A, |
s/ N sunt colimare.

Solutie: Coliniaritatea punctelor A, |, Ny este echivalenta cu
sin(B + 30" = sin(C+ 30" <=> B+C+60° =180"<=>A = 60".

P6. S5 se determine unghiul A al friunghiulur scalen ABC stiind ca punctele A, |
s/ V sunt coliniare.

Solutie: Coliniaritatea punctelor A, |, V este echivalenta cu
sin(B + 45°) = sin(C + 45%) <=> B+C+ 90° = 180° <=> A = 90°.
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P7. 53 se determine unghiul A al triunghiulur scalen ABC stiind ca punctele A, N
s/ F sunt coliniare.

Solutie: Construim in exteriorul AABC triunghiul echilateral BCD. Punctul F este
situat pe dreapta AD. Daca AD intersecteaza latura BCin punctul T, folosind Lema,
avem:

BT _ csin(B+ 60°)

TC bsin(C + 60)
Coliniaritatea punctelor A, N, F este echivalenta cu
sin(B + 60%)cos(C - A) = sin(C + 60°)cos(A - B)
<=> sin(B+C+ 60°- A) + sin(B+A+60° - C) = sin(C+A+60° - B) + sin(C+B+60° - A)
<=> sin(B+A+60° - C) = sin(C+A+60° - B) <=> sin(240°-2C) = sin(240° - 2B)
<=> 240°-B-C=00" <=>A=30"

P8. Sa se determine unghiul A al triunghiului scalen ABC stiind c¢a punctele A, |
s/ F sunt coliniare.

Solutie: Coliniaritatea punctelor A, |, V este echivalenta cu
sin(B + 60°) = sin(C + 60°) <=> B+C+ 120° = 180° <=> A = 120".

5. O problema interesanta ...

Dati exemplu de un numar abcd care verifica simultan conditiile :
i) cd este patrat perfect
ii) abcd =(a+b)(a+c)(a+d)(b+c)(b+d)(c+d)

George-Florin Serban , profesor , Braila

Solutie: Fie a+b+c+d=9, abcd =(a+b)@a+c)@@+d)(b+c)b+d)(c+d) . Daca
doua din numerele a, b, csi dsunt paresi doua numere sunt impare ,am aveain
doua parateze doua numere pare deci abed :4, daca a,b csid sunt pare rezulta
abcd :2° | daca a,b csidsunt impare rezulta abcd :2°, daca 3 numere sunt pare si
unul impar rezulta abcd :2°, daca 3 numere sunt impare si unul par rezulta abed :2°,
deci abcd:4 rezulta cdi4 . Din i) rezulta cd e{16,25,36,49,64,81} dar
a+b+c+d=9 ,rezulta cd=16. Deci a+b+1+6=9, a+b=2. Daca a=2,b=0,

2016=2-3-8-1-6-7=2°-3°-7, (A). Deci abcd =2016.
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6. SOLUTII PENTRU PROBLEMA LUNII APRILIE 2016

,Un cilindru de rotatie are axa de rotatie [AC’] a cubului ABCDA’B’C’D’ si
cercurile de baza tangente muchiilor cubului care concura in A, respectiv in C’. Dintre toti

1

cilindrii cu aceste proprietati determinati pe cel cu volum maxim.’

Solurie:

Planul unei baze a cilindrului fiind perpendicular pe diagonala [AC’] a cubului
intersecteaza muchiile care concurd in A (sau C’) in puncte care impreund cu A (sau C°)
formeaza un tertaedru tridreptunghic in A (respectiv C’) asemenea cu ABDA'’. Raza cercului

a/6

circumscris triunghiului echilateral A’BD este .

Notam cu x distanta planelor cilindrului A si C’.Atunci raza cercurilor de baza rezula
r

. X a\/g
din —=—:>r:x«/z
X33
3

Volumul cilindrului este V = 2zx%(a+/3 — 2X).

Volumul maxim se realizeazdi cand x*(a+/3 —2x) este maxim.
Conform inegalitatii mediilor avem

2
xz(a\/§—2x)s x+x+a3«/§—2x:a J3

a3

deci pentru X:T . Rezulta ca cercurile de baza ale cilindrului sunt circumscrise

, egalitatea avand loc cand x=ay3-2x ,

triunghiurilor A’BD, respectiv CB’D".
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ALTE SOLUTIL:

1. PROF. CONSTANTIN TELTEU, C. N. A. ,,REGINA MARIA”, CONSANTA

Voi nota cu a lungimea muchiei cubului, cu x distanta de la varful A, respectiv C’, la punctele
de tangenta cu bazele cilindrului, cu R raza cilindrului, O si J centrele bazelor cilindrului.
Din triunghiurile dreptunghice ABC’ si AOM avem:

. BC' a2 2
SinBAC'=——=——%=—1
C' a3 V3[R ://_;:R_Xj__ (sau din AABC'~ AAOM )
x
sin OAM =O—M=E
AM X
cosOAM _AOIG OA oA 1
X PSS — == OAzi (sau din asemanarea de mai sus, sau
. AB a 1 X \/§ \/§
CosBAC'=—=—F—=—
AC' a3 3
cu t. lui Pitagora din AAOM ).
Inaltimea cilindrului este h=0J =AC'-2-A0O=a —QZM
BB
2 R
Volumul cilindrului este:V:n-ZX (36‘ ZXJ: 27 -x* (3a—2x).
30 V3 ) 33
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Studiem putin functia:  f :(0;a] > R,, f(x)=-2x>+3ax’
f'(x)=-6x*+6ax; f'(x)=0=x=0;x,=a; 0¢(0;a].

T

-0 0 a 0
(@) =~ + 602 000 ++++tt+++ PR
mam:f(a):a3

a\/g_h a3
3’ 3

=—— .(Fiecare bazi a

B 2ra’

V
max 3\/5

cilindrului trece prin céte trei varfuri ale cubului.) In figurile urmitoare se vede acest cilindru.

, valoare ce se obtine pentru cilindrul cu R =
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2. PROF. BIRO ISVAN

Notam cu a lungimea muchiei, N punctul de
intersectie a cercului de baza cu muchia AB, d=4C",
M = pr,..N, Xx=MA4 si r =MN. Din asemanarea
triunghiurilor dreptunghice AMN si ABC’ rezulta ca
r=x+2 si volumul cilindrului va fi

V(x) = zr?(d —2x) = 22x° (a\/§—2x) .

Volumul maxim se obtine pentru X, = a (V'(x,) =0)

N

a 2ra’
ivafiegalacuV| —= |=—— -
’ : ( j 32

NE

3. PROF. SZOCS ANA, COLEGIUL TEHNIC ,,
GRIGORE COBALCESCU” MOINESTI

Planele bazelor cilindrului

intersecteaza muchiile cubulu i care
concurd in A ,sau inC ,1in puncte care
impreund cu A, sau cu C formeaza : \
piramide triunghiulare regulate cu fetele VX | / Ve
laterale triunghiuri drpetunghice , cere sunt \\\'\_,. ) W
asemenea cu piramidele ABDA”, respectiv by j\ P o e
C’CB'D’. ARANE AT B
| | ‘\ ) {_ \.\'(_,ﬂ A \

Fie x muchia laterald a acestor ¥\ 0.2 B B o)
piramide.Atunci, latura bazei Ip= xv/2 si P2l . A ™ \\ a
raza cercului circumscris R = xT\/g . A X A \!b

Aplicand teorema lui Pitagora in triunghiul

AOA, obtinem Ao =xT\/§.
(3a-2x)V3 2mv3(3ax?—2x3)

Iniltimea cilindrului este 00’= 5

s astfel volumul V,=

2m+/3(3ax%2-2x3)

Consideram functia f:(0,a]—> R, f(X)= V= 5

2nv/3(6ax—6x2 . . . .
Q. Studiem monotonia functiei.

. Derivam , si obtinem f(x)=

f2(x)=0 , rezulta ca x=0 sau x=a. Pentru x€ (0, a], (x) =0, fnax se obtine pentru x=a.
Deci volumul este maxim daca cercurile de baza ale cilindrului sunt circumscrise
triunghiurilor A’BD, respectiv CB’D’
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4. PROF. PACURAR COSMIN

Fie AB=a si AO=x unde O este centrul bazei cilindrului,care este mai aproape de A,punctul
de tangenta de pe A A'll notez cu M.

Din AAOM~AAA'C'rezulti R=OM=xv/2 .

G=AC'-2A0=aV/3 — 2x.

f(x) = mR?G = 2mx?(aV3 — 2x).f: (0,2 ] R.

f'(x) = 4nx(aV3 — 3x) iar x:a3£ e punct de maxim pentru f.

a3+3
5

Volumul maxim este egal cu f(?) = 2T

5. PROF. RUSU MARIA, SCOALA GIMNAZIALA BUZNEA, IASI

Se considera diagonala [AC'] a cubului drept axa de rotatie pentru cilindru. Deoarece

cercurile de baza sunt tangente muchiilor cubului care concurd in A, respectiv C', iar
cilindrul cautat are volum maxim rezultd ca bazele acestui cilindru sunt echivalente cu
cercurile circumscrise triunghiurilor ADA'B , respectiv AD'CB". Fie O,, O, centrele acestor
cercuri. Mai intai se observa ca din DB||D'B', DA'||CB"' si (DB, DA"), (D'B',CB") fiind
perechi de drepte concurente se deduce paralelismul planelor (DA'B) si (D'CB"). Pe de alta
parte [AAl=[AB] =[AD], deci proiectia punctului A pe planul (DA' B) coincide cu centrul
A=0,. Analog pr,.zC'=0,. Cum triunghiul

cercului circumscris. Prin urmare pr, (e

DA'B)

ADA'B este echilateral cu latura a+/2 , unde a reprezinta lungimea muchiei cubului se

deduce cd raza cilindrului va avea lungimea R = AO, = 2 a\/_ a\/_ . Tn piramida
2 2 a\/_
triunghiulara regulata ADA'B avem AQ, =, A'A°-A'O, a’—| — Analog

se obtine C'O, = 33 prin urmare indltimea cilindrului este h=C'A—-AQ,-C'O, =——

6) a3 23a'x

.Volumul cilindrului cdutat va fi V = 7R*h = ﬂ-(a\s/_j 3 g
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7. CONCURS - PROBLEMA LUNII MAI 2016

Problema (clasa a VIII-a) mai 2016

Piramida VABCD are baza patratul ABCD si indltimea VD. Stiind ca AB=VD =2+ J2, sise

calculeze distanta de la punctul de tangenta al sferei inscrisa in piramida cu baza piramidet, la
planul determinat de punctele de tangenta ale acestei sfere cu fetele laterale ale piramidei.

Prof. Constantin Telteu

WV

ASTEPTAM SOLUTIILE PROBLEMEI PANA PE 31.05.2016

revista@mateinfo.ro
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8. SIMULARE EVALUARE NATIONALA MATEMATICA
- MAI 2016

- Toate subiectele sunt obligatorii. Se acordd 10 puncte din oficiu.
- Timpul efectiv de lucru: 2 ore.

SUBIECTUL | - Pe foaia de examen se trec doar rezultatele. ( 30 de puncte)

(5p) 1. Rezultatul calculului 2—2°-0%este ...

a 3 . . T .
(5p) 2. Daca B = Z si 2a+b=20, atunci media aritmeticd a numerelor a si b este ...

(5p) 3. Cel mai mare numdr intreg care NU apartine intervalului (—2;+00) este ...

(5p) 4. Un dreptunghi are latimea de 10 cm si perimetrul de 100 cm. Atunci aria cj/reptunghiului

este ... cmz.

(5p) 5. Conul din figura alaturata are sectiunea
axiald un triunghi echilateral a carui latura
are lungimea de 10 cm. Atunci aria laterala
a conului este de ... cm”

(5p) 6. In urma unui test elevii unei clase au obtinut notele redate in tabelul de mai jos:

Nota 4 5 6 7 8 9 10

Numarul de elevi 2 5 4 10 6 3 2

Media notelor din intervalui [6;8] screisa sub forma de fractie zecimala este ....

SUBIECTUL Il — Pe foaia de examen scrieti rezolvarile complete. ( 30 de puncte)

(5p) 1. Desenati pe foaia de examen un cilindru circular drept, cu raza unei baze si axa de
rotatie

(5p) 2. Aratati cd numarul 37a+7a3+a37 este divizibil cu 37, oricare ar fi cifra a nenula.

(5p) 3. intr-o expeditie participa de doud ori mai multi geologi decat biologi. Dupi o
sdptamana pleaca 20 geologi si sosesc 18 biologi. Astfel numarul geologilor si biologilor devine egal.
Cati biologi au fost prezenti la inceputul expeditiei?

4.Sedifunctia f 'R >R, f (X)=—X+2, VxeR.
(5p) a) Reprezentati in plan punctele A=G, NOX si B=G,; nOy iar apoi graficul

functiei.
(5p) b) Daca C (—2; O) si D(O; —2), aratati ca ABCD este patrat.
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SUBIECTUL 111 — Pe foaia de examen scrieti rezolvarile complete.( 30 de puncte)

1. Un vas din metal (vezi figura alaturatd) s-a obtinut din
cubul ABCDA'B'C'D" prin inlaturarea piramidei

OA'B'C'D", unde O este intersectia diagonalelor
patratului ABCD. Latura cubului este de 12 cm.

(5p) a) incape un litru de apa in vas?

(5p) b) Daca vasul este plin cu apa, care este aria suprafetei unde?

Qd

‘0

\4

(5p) c) Vasul este gol si din interiorul sdu din punctul O pleacd o furnica. Mergand pe
drumul cel mai scurt, furnica ajunge in punctul A. Ce distanta parcurge ea?

2. In figura de mai jos este reprezentat un suport pentru servetele sub forma unui trapez
dreptunghic ABCD cu AB || CD, m(£A)=m(xD)=90°, AB=7cm, CD = 13cm, iar

lungimile laturilor BC si AD sunt direct proportionale cu numerele 5 si 4.

(5p) a) Calculati lungimea laturii BC;
(5p) b) Calculati suprafata trapezului;
(5p) c¢) Calculati distanta de la punctul D la baza BC a suportului.

D

C
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BAREM SIMULARE EVALUARE NATIONALA MATEMATICA

MAI 2016
SUBIECTUL | (30 de
puncte)
1 2 op
2 7 5p
3 -2 5p
4. | 400 5p
5. 507 5p
6 7,1 5p
SUBIECTUL Il (30 de
puncte)
1. Realizarea desenului 5p
2. 111a+1110=111(a+10) 3p
=3-37(a+10):37
2p
3. g=2b, g-20=b+18 3p
b=38
2p
4,
+ 3
2% D
a) ?
Reprezentarea punctului A 2p
Reprezentarea punctului B 2p
Reprezentarea dreptei AB 1p
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b) Reprezentarea punctelor C si D 2p
Diagonalele AC si BD se injumatatesc, deci ABCD este paralelogram 1p
Diagonalele AC si BD sunt congruente, deci ABCD este dreptunghi 1p
Diagonalele AC si BD sunt perpendiculare, deci ABCD este patrat 1p
241 x(x+1 2p
£ (x) 1+x X’+1 (2 )| 1 _
X X X“+1 | x+1
=—+1
X 1p
1 1 1
E(V2)-——=—+1-—=1e7Z
V)57 % %
SUBIECTUL Il (30 de
puncte)
. 2
Vpiramidd = Lh =576 Cm3 = p
3

a) =0,576dm’ = 1p
=0,5761 <1l 1p
Raspuns: NU. 1p

b) Calculul apotemei piramidei RO din triunghiul POR, cu t. lui Pitagora:
RO=A, =65 cm ; 1p

1'\1,~.U\‘

Aria suprafetei ude este de fapt aria laterald a piramidei OA'B'C'D"’, adica: Ip
3p

R-A
A== =144+/5cm’
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¢) Punem 1in acelasi plan fata ABB'A' a cubului si fata laterala OA'B' a
piramidei. Drumul furnicii este segmentul verde din figura de mai jos

(Drumul cel mai scurt intre doud puncte este cel drept!) 2p
0
A R B
A P B
AO se calculeaza cu t. lui Pitagora din triunghiul OPA , in care 1p
OP =OR+RP =6(2++/5)cm
2p
OA =6y/10+4+/5 cm ~ 26,12 cm
a) 2C _AD . BC o5k AD =4k D 2p
5 4
A 1p
BM L DC => ABMCdr => MC =6cm; BM = AD = 4k vl
Aplicand teorema Pitagora= MC =3k =6 =k =2 3 & P
N 10
= BC =10cm
AB+CD)- AD
b) Augco = ( ) 1p
2
1p
AD =8cm A, =80cm’
3p
c) DP 1 BC = ADPCdr 1p
AM = £P; XC = XC = ABMC ~ ADPC 1p
BM BC 8 10 52 2p
DP DC DP 13, 5 )
Y
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9. SIMULARE BAC MATEMATICA MATE-INFO
- MAI 2016

Filiera teoretica, profilul real, specializarea matematica - informatica.
Filiera vocationala, profilul militar, specializarea matematica - informatica.

¢ Toate subiectele (I, II, III) sunt obligatorii. Se acorda 10 puncte din oficiu.
¢ Timpul efectiv de lucru este de 3 ore.
. La toate subiectele se cer rezolvari complete.

SUBIECTUL I (30 de puncte)

(5p) 1. Calculati mﬂogz J@
(5p) 2. Se considera functia f :R — R, f (X) =2"" Sase calculeze f (2)+ f (3)+-~-+ f (10)

(5p) 3. Sase rezolve in R ecuatia v X* —6X = 3X.
(5p) 4. Sa se calculeze probabilitatea ca, alegind un numar din multimea A= {8, 9,10,-- -40}
acesta sa fie divizibil cu 4.
(5p) 5. Se considera vectorii u=3i— 5] si V=—4i— 2] . Determinati coordonatele vectorului
W=2U+V.

2
(5p) 6. Intr-un triunghi ABC se cunosc AB =12, BC =8, AC =6. S se calculeze COSB.

SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)

1. Fie matricea A(x): oy 1 1
X—1 —X+

(5p) @) Sa se calculeze A(—l) + A(l).
(5p) b) Notim matricea A(—l)x A(l) =BeM, (R) . Si se determine B",n>1.

2x-1 —x+1
( jeMZ(R),XeR.

(5p)  c¢) Sa se calculeze suma Zn: A(k) .

k=1

2. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie

x*y=4xy—2x—2y+g, vx,yeR.

1
(5p) a) Sascarateca X*y= (2x—1)(2y—1)+§, VX, yeR.
(5p)  b) Sa se verifice daca ,, *” este o lege de compozitie asociativa pe R .

(5p)  c) Sa se demonstreze ca X*X*X*...*X:Z”_Z(ZX—l)n+%, vxeR, VheN, n>2
%/—/

n ori
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SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)

X3

a,beR.
(ax+h)

1. Se considera functia f :D —> R, f (X) =

2 H

. . oA 1 .
(5p) ) Sase determine a si b, numere reale, astfel incat dreapta y = Z X +1sa fie asimptota la

graficul functiei.
(5p) b) Pentru a si b gasiti la a). sa se stabileascd domeniul maxim de definitie al functiei si apoi
sa se studieze monotonia functiei.

f(x)
(5p) ) Sa se calculeze Iim(g- f (X)j :

X—o0 X

2. Se considera functia f :[1, 2] —>R,f (X) = %
X+

2
(5p)  a) Sa se calculeze J. f (X)dX.
1

a+l

(5p)  b) Sa se determine a > 0 astfel incat _[ f (X) dx=1-3In % .

f(x)dxsi.

(5p) ) Sasearateca 0< 1

P —

Selectie din culegerile
WWW.MATEINFO.RO

Prof. Silvia Brabeceanu
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BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE
SIMULARE BAC MATEMATICA MATE-INFO MAI 2016

¢ Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul
corespunzator.

¢ Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari
partiale, in limitele punctajului indicat in barem.

¢ Se acorda 10 puncte din oficiu. Nota finald se calculeaza prin Impértirea punctajului obtinut la

10.
SUBIECTUL I (30 de puncte)
1. 3/6_4+I092J6_4:343+Iogzi/4_3:4+logz4 gp
finalizare, rezultat 6 P
2.0 £(2)+f(3)+-+f(10)=2+22+2° ...+ 2° 1p
Termenii unei progresii geometrice cu &, =2,q=2si N=9. Suma
1-q" 2p
g A=)
1-q
2(1-2°
S, = %; Finalizare, rezultat 1022 2p
3. | CE. x*-6x20=X(Xx-6)=0= X e&(-x,0]U[6,) 2p
X, =0eC.E.
Rezolvarea ecuatiei X* —6X =9x* = _
: X, =3 ¢ C.E. 2p
4
Verificare 1p
4. | Multimea multiplilor lui 4este M, ={8,12,16, 20, 24, 28,32,36,40} 2p
1p
Card (M, )=9si Card(A)=33
_Card(M,) 9 2p
~ Card(A) 33
" | W= 2+ 2= 2(8-5])+ 2 (~4i-2]) ®
2 2
Calcule, finalizare w= 47—11] 3p
6. 2, A2 |2 1p
Formula de lucru cosB = u
2ac
2 2 _p2
Tnlocuire cosB = 8412 -6 2p
2-8-12
Finalizare cosB = 4—3 2p
48
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SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)

1 -3 2
a) A(_1)= -3 2 2p
ol :
-2 2
A(-1)+A(1) = [ , j 1p
b) 1
A(-1)x A(1) (1 ]:B Ip
10 10) L, (10 3
l 0 -1 0)° 10
n—nr. par
[1 0 1p
( - O n—nr. impar
10
Q) | & n 2 -1 —k+1
A k
kz (k) s 2k 1 —k+1) 1p
n n 2
2k-1) > (-k+1 2 N=n
P L 4
n n 2
(k1) Y(-k+1)| |[nz D20
k=1 k=1 2
2. 3 1 2p
a) x*y:4xy—2x—2y+5:4xy—2x—2y+1+5
1 1 1 3p
4xy—2x—2y+1+§:2x(2y—1)—(2y—1)+§:(2x—1)(2y—1)+—
b
) (x*y)*z:(4xy—2x—2y+gj*z:---:16xyz—8(xz+yz+xy)+4(x+y+z)—— 3p
x*(y*z):x*(4yz—2y—22+gj:---:16xyz—8(xz+yz+xy)+4(x+y+z)—— 2p
2 P(n):x*x*x*...*x=2“‘2(2x—1)”+%, vxeR, VneN, n>2
n=2:>x*x=(2x—1)2+—
1 %P
n=3:>x*x*x=2(2x—1)3+—
Pp. P(n) adevarat = P(n +1) adevarat
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3
x>x<x>l<...=l<x>x<x={2”2(2x—1)"+1}<x=...:2"l(2x—1)“+1+l P
n ori 2 2
SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)
1. 1.
a) y=mx+n,m¢0:>m=Z§1n:1 1p
3
m:IimX—Z:izzlza:iZ 2p
i x(ax+b)” a° 4
. X3 1 —4b
n=Ilm| ——-"X|=—=1=b=%4 2p
Hi""((J_r2x+b)2 4 } 16
b 3 1
" i0-—X . S p-r\[2) P
2(x-2)
3 C X (X2 —8x+12 2p
U P Rl
2(x-2) 2(x-2)
f'(X)ZOpe (—oo,O] si [6,00): f (X) crescitoare 1p
f'(X)<0 pe (0,2) si (2,6):> f(X)descrescétoare 1p
2 () N
lim Ef(X)j :“m(zx—jz(x ) nedeterminati 1” 1p
x=2| X xoo X°—4X+4
4(X—l)' X3
) 4(X—1) (x=2)% 2(x-2)° 2p
lim| 1+ ; oat T
x>0 (x-2)
_ 3
T L S .
o (x=2)" 2(x-2) P
. (2 ") 1p
| —. f =g?
im[ 57 =
2. | &x— 2 dx
3) '!.x+2d :-[d _3!x+2 2p
2 ’ 2 2p
J.f(x)dx=x| —3In|x+2”l
1 1
2
[f(x)dx=1+In> 1p
1
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b) a+l a+l sl
J. f(x)dx=x —3In|x+2| 2p
1-3n 33 _1 32 2p

a+?2 4

a+3 5 1p
—=—=a=2
a+2 4

C) | Se pune in evidentd monotonia functiei f 1p
f '(X) = ﬁ > 0= f strict crescatoare 2p

. o 1 2p
f (1) <f (X) <f (2) = integrand relatia 0 < J f (X)dx < 2
1




