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1. ÎN LEGĂTURĂ CU PROBLEMA L250  

DIN RECREAŢII MATEMATICE NR. 2/2013 

 

de Roxana Mihaela Stanciu, Buzău și Nela Ciceu, Roșiori, Bacău 

 

   Dorim să prezentăm două soluţii, diferite de cea publicată în RecMat 1/2014, pentru 

următoarea problemă: 

 

   ’’Stabiliţi pentru care dintre numerele 1, 2, ..., 9 este adevărată egalitatea  

                                                     n
n

tg
n

tg
n

tg 3
42




.’’ 

Ionel Tudor 

 

   Vom demonstra de fapt că avem relaţia: 

                                                       33
9

4

9

2

9



tgtgtg . 

   Pentru comoditatea scrierii, vom folosi gradele sexagesimale. 

 

   Soluţia 1. Avem: 

   
0

0

0

0

0

0
000

40cos

40sin

80cos

80sin

20cos

20sin
804020 tgtgtg  





0

0

000

00

0

0

00

0

40cos

40sin

20cos10cos10sin2

10cos210cos

40cos

40sin

80cos20cos

100sin
 





00

02002

0

0

0

02

40cos40sin

40sin40cos10cos4

40cos

40sin

40sin

10cos4
 








0

000

0

02002

10cos

)80cos1(40cos)20cos1(4

80sin

40sin240cos10cos8
 





0

0000

10cos

80cos140cos20cos440cos4
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






0

000

0

0000

10cos

80cos20cos240cos4

10cos

80cos120cos260cos240cos4
 








0

0000

0

0000

10cos

20cos60cos220cos240cos3

10cos

80cos40cos20cos240cos3
 

33
2

3
6

10cos

10cos30cos6

10cos

20cos340cos3
0

00

0

00




 . 

    

Soluţia 2. Folosim un rezultat al lui Gauss, inclus în Secţiunea VII din ’’Disquisitiones 

Arithmeticae’’ și anume: 

               ’’Fie 1n  un număr impar și 
n

k


2
 , unde 1,...,2,1  nk . Atunci 

                                     )])1sin((...6sin4sin2[sin2   ntg  ’’. 

Pentru 9n  și 4,2,8k  obţinem : 

                    ]1280sin960sin640sin320[sin26020 000000  tgtg  

                     ]320sin240sin160sin80[sin240 00000  tg  

                         ]640sin480sin320sin160[sin280 00000 tg . 

Reducând toate unghiurile la primul cadran, rezultă că 

      000000000 20sin80sin20sin60sin80sin40(sin2804020 tgtgtg  

                                           )80sin60sin40sin20sin40sin60sin 000000  

       













 0000000 60cos20sin220sin

2

33
2)80sin40sin20sin60sin3(2  

       3320sin20sin
2

33
2 00 














 . 
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2.ŞIRURI DE ARII DE SUPRAFEŢE TRAPEZOIDALE ( II ) 

 

Prof. Văcărean Sorina, Colegiul Naţional „George Bariţiu”, Cluj-Napoca 
 

 

2.  Se consideră trapezul ABCD , AB CD , AB CD . Lungimile bazei mari, bazei mici şi 

înălţimii, exprimate în u , sunt a , b  şi h . Fie  1A DA ,  1B CB  astfel încât 

1 1DA CB p

DA CB q
  ,  2 1A A A ,  2 1B B B  astfel încât 1 2 1 2

1 1

A A B B p

A A B B q
  ,  3 2A A A , 

 3 2B B B  astfel încât 2 3 2 3

2 2

A A B B p

A A B B q
  , …,  1n nA A A ,  1n nB B B  astfel încât 

1 1

1 1

n n n n

n n

A A B B p

A A B B q

 

 

  , n  , ,p q  , p q , unde 
0A D  şi 

0B C . Se notează cu 
is  

aria suprafeţei patrulaterului i iABB A , i , cu 
jt  aria suprafeţei patrulaterului 

j jCDA B , 

j   şi cu mv  aria suprafeţei patrulaterului 1 1m m m mA B B A  , m  , exprimate în 2u . 

 a) Calculaţi nl  în funcţie de a  şi b , unde n n nl A B , n . 

 b) Calculaţi lim n
n

l


. 

 c) Calculaţi 
0

n

i

i

l


 . 

 d) Arătaţi că 2

1 1n n nl l l   , n   . 

e) Calculaţi nh  în funcţie de h , n n nh A E , n , unde n nA E AB ,  nE AB  şi  

0E E . 

 f) Calculaţi lim n
n

h


. 

 g) Arătaţi că 2

1 1n n nh h h   , n   . 

 h) Calculaţi ns  în funcţie de a , b  şi h , n . 

 i) Calculaţi lim n
n

s


. 

 j) Arătaţi că 2

1 1n n ns s s   , n   . 

 k) Calculaţi nt  în funcţie de a , b  şi h , n  . 
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 l) Calculaţi lim n
n

t


. 

 m) Calculaţi 
nv  în funcţie de a , b  şi h , n  . 

n) Calculaţi lim n
n

v


. 

o) Arătaţi că 2

1 1n n nv v v   , n    1 . 

 

 

 

 

 

 

Rezolvare: 

 

 

 

a) 1) Arătăm că i iAB AB , i  . 

     Arătăm că 1 1A B AB .  
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Fie  O AD BC  . În OAB , DC AB , de unde, pe baza teoremei lui Thales, avem 

OD OC

DA CB
 . 

OD OC

DA CB
  :

p

q
, , 0p q  

OD OC

p p
DA CB

q q

 
1 1

OD OC

DA CB
 . 

În 1 1OA B , 
1 1

OD OC

DA CB
 , de unde, pe baza reciprocei teoremei lui Thales, avem 1 1DC A B  şi 

cum DC AB , rezultă că 1 1A B AB . 

Urmând acelaşi raţionament, 2 2A B AB , 3 3A B AB , 4 4A B AB , …, n nA B AB , n , 

2n  .  

 

 2) Fie i iB P DA , iP AB  şi  1 1 1i i i i iT A B B P    , i , unde 0P P . Având laturile 

opuse paralele, patrulaterele i i iAPB A  sunt paralelograme, de unde    i i iAP AB  şi de aici 

i iAP l , i . Având laturile opuse paralele, patrulaterele 1 1i i i iA T B A   sunt paralelograme, 

de unde    1 1i i i iA T AB    şi de aici 1 1i i iA T l   , i . 

 

3) Arătăm că 1 1i i i

p
T B PB

q
   , i . 

     Arătăm că 1 1

p
T B PB

q
 .  

În CPB , 1 1T B PB , de unde, pe baza teoremei fundamentale a asemănării, rezultă că 

1 1CT B CPB   şi de aici 1 1 1T B CB

PB CB
 . Cum 1CB p

CB q
 , avem 1 1T B p

PB q
 , de unde 1 1

p
T B PB

q
 . 

Urmând acelaşi raţionament, 2 2 1

p
T B PB

q
 , 3 3 2

p
T B P B

q
 , 4 4 3

p
T B P B

q
 , …, 1n n n

p
T B P B

q
 , 

n , 2n  . 

  

4) Calculăm 1il   în funcţie de il , i , utilizând rezultatele de la 2) şi 3). 

1 1 1 1 1 1 1i i i i i i i i i i

p
l A B A T T B A B PB

q
             

     
  i

i i i i

pa q p lp p
l AB AP l a l

q q q

 
       . 
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 
1

i

i

pa q p l
l

q


 
 , i . 

 

 5) Calculăm 
1l  în funcţie de a  şi b . 

   0

1

pa q p l pa q p b
l

q q

   
  . 

  

 6) Calculăm 2l  în funcţie de a  şi b . 

 
 

 
   

2

1

2 2

pa q p b
pa q p

pa q p l pqa q p pa q p bq
l

q q q

 
  

     
     

    
   

22

2

2pq p a q p b

q

  
 . 

 

 7) Calculăm 3l  în funcţie de a  şi b . 

 
 

   
22

2
2

3

2pq p a q p b
pa q p

pa q p l q
l

q q

  
  

 
    

    
        

3 32 2 2 2 3

3 3

2 3 3pq a q p pq p a q p b pq p q p a q p b

q q

        
  . 

 

 8) Deducem formula pentru nl , n . 

Cum 
   

1 11

1 1

q q p a q p b
l

q

    
  , 

   
2 22

2 2

q q p a q p b
l

q

    
  , 

   
3 33

3 3

q q p a q p b
l

q

    
  , presupunem că 

   
n nn

n n

q q p a q p b
l

q

    
  , n . 

       
 

nn n nn n

n n n n

q a q p a q p b q p b aq a q p
l a b a

q q q q

       
      

 
. 

     

Vrem să arătăm că: 

 

 7    
n

n

q p
l a b a

q

 
   

 
, n . 

 

 9) Demonstrăm propoziţia  7  prin inducţie matematică. 

Etapa de verificare: Pentru 1n   propoziţia 
 

1

pa q p b
l

q

 
  este adevărată, conform celor 

arătate la 4) şi 5). 
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Etapa de demonstraţie: Presupunem că propoziţia  7  este adevărată. Vrem să arătăm că 

 
1

1

n

n

q p
l a b a

q





 
   

 
, n . 

Din 4) şi din ipoteza de inducţie rezultă că: 

 
   

1

n

n

n

q p
pa q p a b a

qpa q p l
l

q q


  
     

         

     
1n n

qa q p q p q p
b a a b a

q q q q



     
         

   
, ceea ce trebuia dovedit. 

 

Verificarea şi demonstraţia fiind efectuate, rezultă că propoziţia  7  este adevărată. 

 

b)    lim lim 0

n

n
n n

q p
l a b a a b a a

q 

  
         

   

. 

 

c)    
0 0 0 0

1

i i
n n n n

i

i i i i

q p q p
l a b a a b a

q q   

     
          

     
          

          

1

11

1 1 1

1

n

n

q p

q q q p
a n b a a n b a

q p p q

q





 
                     

.  

   

d)  
n

n

q p
l a b a

q

 
    

 
, n . Notăm b a c  , 0c   şi 

q p
r

q


 . Cu aceste 

notaţii exprimăm nl , 1nl   şi 1nl   astfel: n

nl a cr  , 1

1

n

nl a cr 

   , 1

1

n

nl a cr 

   , n  . 

Din 

propoziţia  2 , demonstrată în studiul „Şiruri de arii de suprafeţe trapezoidale ( I )”, apărut în 

Revista Mateinfo.ro din mai 2014, în ale cărei condiţii ne aflăm, rezultă că 2

1 1n n nl l l   , 

n  . 

 

e) i iAE AB , i , de unde 1 1i i i iAE A E  , i  . În 1 1i iAA E  , 1 1i i i iAE A E  , de unde, 

pe baza teoremei fundamentale a asemănării, rezultă că 1 1i i i iAAE AA E    şi de aici 
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1 1 1

i i i

i i i

A E AA

A E AA  

 . Cum 
1

i

i

AA q p

AA q


 , avem 

1 1

i i

i i

A E q p

A E q 


 , de unde 1 1i i i i

q p
A E A E

q
 


  şi 

de aici 1i i

q p
h h

q



 , i  . Avem astfel: 1 0

q p q p
h h h

q q

 
  , 

2

2 1

q p q p q p q p
h h h h

q q q q

    
     

 
, 

2 3

3 2

q p q p q p q p
h h h h

q q q q

      
      

   
. 

Cum 1

q p
h h

q


 , 

2

2

q p
h h

q

 
  
 

, 

3

3

q p
h h

q

 
  
 

, presupunem că: 

 

 8   

n

n

q p
h h

q

 
  
 

, n . 

 

Demonstrăm propoziţia  8  prin inducţie matematică. 

Etapa de verificare: Pentru 1n   propoziţia 1

q p
h h

q


  este adevărată. 

 

Etapa de demonstraţie: Presupunem că propoziţia  8  este adevărată. Vrem să arătăm că 

1

1

n

n

q p
h h

q





 
  
 

, n , unde 1 1 1n n nh A E   . Din 1 1n n n n

q p
A E A E

q
 


  şi din ipoteza de 

inducţie rezultă că 

1

1

n n

n n

q p q p q p q p
h h h h

q q q q





      
      

   
, ceea ce trebuia dovedit. 

 

Verificarea şi demonstraţia fiind efectuate, rezultă că propoziţia  8  este adevărată. 

 

La propoziţia  8  se poate ajunge şi utilizând formula de recurenţă ce caracterizează şirul 

 n n
h


: 1n n

q p
h h

q



 , n  , 0 0h  , caz în care nu trebuie demonstrată prin inducţie 

matematică. 

 

f) lim lim 0 0

n

n
n n

q p
h h h

q 

 
    

 
. 

 

g) Metoda I: 
2

1 1 2

2 2

1 1

n n n n

n n n

q p q p q p q p
h h h h h h h

q q q q

 

 

           
             

         

, n   . 

 

Metoda a II-a: Aplicând formula de recurenţă ce caracterizează şirul  n n
h


, avem: 
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2

1 1 1 1n n n n n n n n n

q p q p
h h h h h h h h h

q q
   

 
        , n   . 

 

h) 
 

 
1

2 2n n

n n n n

n ABB A n n

AB A B A E
s A a l h

 
        

      
 

2

2 2

n n n n
b a hq p q p h q p q p

a a b a ah
q q q q

            
                 
         

. 

 

 9   
 

2

2

n n

n

b a hq p q p
s ah

q q

    
      

   
, n . 

 

Propoziţia  9  nu trebuie demonstrată prin inducţie matematică, deoarece 
ns  s-a calculat pe 

baza propoziţiilor  7  şi  8 , demonstrate la a) şi e). 

 

i) 
 

2

lim lim 0
2

n n

n
n n

b a hq p q p
s ah

q q 

     
        

     

. 

 

j) 
 

2

2

n n

n

b a hq p q p
s ah

q q

    
      

   
, n . Notăm ah d , 0d  , 

 
2

b a h
e


 , 0e   

şi 
q p

r
q


 . Cu aceste notaţii demonstraţia este cea din problema 1.  j) din studiul „Şiruri de 

arii de suprafeţe trapezoidale ( I )”, apărut în Revista Mateinfo.ro din mai 2014. 

 

k) 0n n n nn CDA B ABCD ABB A nt A A A s s     , de unde: 

  

 10   
   

2

2 2

n n

n

a b h b a hq p q p
t ah

q q

     
       

   
, n  . 

 

Propoziţia  10  nu trebuie demonstrată prin inducţie matematică, deoarece nt  s-a calculat 

folosind propoziţia  9 . 

 

l) 
     

2

lim lim
2 2 2

n n

n
n n

a b h b a h a b hq p q p
t ah

q q 

       
         

     

. 

   

m) 
1 1 1 1 1n n n n n n n nn A B B A ABB A ABB A n nv A A A s s
           
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   

2 1 2 2

2 2

n n n n
b a h b a hq p q p q p q p

ah ah
q q q q

 
           

               
       

   

 
2 2 2

2

2
1 1

2

n n
b a hq p q p q p q pq p

ah
q q q q

           
            

       
 

  
   22

2

2

2

n n
pq p b a hpah q p q p

q q q q

     
      

   
. 

 

 11   
   22

2

2

2

n n

n

pq p b a hpah q p q p
v

q q q q

     
      

   
, n  . 

 

Propoziţia  11  nu trebuie demonstrată prin inducţie matematică, deoarece nv  s-a calculat 

folosind propoziţia  9 . 

 

n) 
   22

2

2
lim lim 0

2

n n

n
n n

pq p b a hpah q p q p
v

q q q q 

      
        
     

. 

 

o) 
   22

2

2

2

n n

n

pq p b a hpah q p q p
v

q q q q

     
      

   
, n  . Notăm 

pah
f

q
 , 0f  , 

  2

2

2

2

pq p b a h
g

q

 
 , 0g   şi 

q p
r

q


 . Cu aceste notaţii demonstraţia este cea din 

problema 1.  o) din studiul „Şiruri de arii de suprafeţe trapezoidale ( I )”, apărut în Revista 

Mateinfo.ro din mai 2014. 
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3.PROBLEME INTERESANTE CU PROGRESII 

 

Prof. Ciobîcă C Constantin, prof. Ciobîcă Elena 

Colegiul Vasile Lovinescu Fălticeni 

PROBLEMA 1  

1. Fie familiile de puncte 

      *222 ,83,56,52,34,2,12 NnnnnCnnnBnnnA nnn  . Să se arate că 

punctele nnn CBA ,, sunt coliniare *Nn . 

2. Fie   Ra
Nnn 

 * un şir în progresie aritmetică de raţie *Rr şi punctele 

      *

2211 ,,,,,, NnSaCSaBSaA nnnnnnnnn  . Să se arate că 

2
2

2
um

r
A

nnn CBA   

                                 Rezolvare: 

1. Punctele sunt coliniare dacă: 
0

1

1

1



nn

nn

nn

CC

BB

AA

Yx

yx

Yx

 

0

06244

0322

1212

18356

15234

1212

2

2

2

2

2

2



















nnn

nnn

nnn

nnn

nnn

nnn

, liniile 2şi 3 fiind proporţionale. 

2. 
2

2
, umAsiiRa

nnn CBAi


   

1

1

1

nn

nn

nn

CC

BB

AA

Yx

Yx

Yx
















0

0

1

1

1

1

22

11

22

11

nnnn

nnnn

nn

nn

nn

nn

SSaa

SSaa

Sa

Sa

Sa

Sa

 

  2
2

2

12

2

1

12

1

22
um

r
Araar

ar

ar

aar

ar
nn

n

n

nn

n



 








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PROBLEMA 2  

Dacă  
1nna un şir în progresie aritmetică atunci demonstraţi egalitatea: 

Nn

aa

n

aaaaaa
k

i

in

k

i

i

k

i

in

k

i

in

k

i

i

k

i

i

k

i

i

k

i

i
















 


























,
11

...
11

1

1

11

1

11

2

1

1

1

1

1

 

Rezolvare: 

2

2
...

2

1
21

1

krrkka
aaaa k

k

i

i






 

2

2
...

2

1
1

1

1

132

1

1

krrkka
aaaaaa

k

i

ik

k

i

i


 









  

Rezultă: 





















 










k

i

i

k

i

i

k

i

i

k

i

i aa
kr

aa
1

1

11

1

1

1111
 

2

32
...

2

1
21

2

1

243

1

2

krrkka
aaaaaaa

k

i

ik

k

i

i


 









  

Rezultă: 





















 
















k

i

i

k

i

i

k

i

i

k

i

i aa
kr

aa
1

2

1

1

1

2

1

1

1111
 

   

2

22

.........

2

1

212121

1

krrkkrnka

aaaaaaaaaa nknknnn

k

i

in




 




 

   

2

22

.........

2

1

121121132

1

1

krrkkrnka

aaaaaaaaaa nknknnn

k

i

in




 




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Rezultă:





















 
















k

i

in

k

i

in

k

i

in

k

i

in aa
kr

aa
1

1

11

1

1

1111
 

Rezultă: 
























































k

i

in

k

i

i

k

i

in

k

i

i

k

i

i

k

i

in

k

i

in

k

i

i aa

n

aakr

aa

aa
kr

S

1

1

11

1

1

11

1

1

1

1

1111

 

 

PROBLEMA 3  

Fie  
*Nnna


un sir de numere reale in progresie aritmetica. Demonstrati: 

1. 
        

  
*,

1
...

11

2121

21143323221

Nn
aaaa

n

aaaaaaaaaaaa

nn

nnnn


















 

2. 
     

     
*,

1

...
11

32132132121

543432432321

Nn
aaaaaa

n

aaaaaa

aaaaaaaaaaaa

nnnnnnnnn

















 

                                                                                 Prof. Ciobica Constantin, prof. 

Ciobîcă Elena 

Colegiul Vasile Lovinescu Fălticeni 

Rezolvare: 

1.   rkaak 11  , kraak  11 ,  rkaak 112   

  


















  211211

11

2

11

kkkkkkkk aaaaraaaa
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        

     21212121

11

2121

21143323221

21143323221

2

22211

2

1

11
...

1111

2

1

1
...

11





































































nnnnnn

nnnn

nnnn

aaaa

n

aaaar

rarnra

aaaar

aaaaaaaaaaaar

aaaaaaaaaaaa

 

2.  rkaak 11  , kraak  11 ,  rkaak 112  ,  rkaak 213   

  


















  3212132121

11

3

11

kkkkkkkkkkkk aaaaaaraaaaaa
 

     

  











 32121

543432432321

1

...
11

nnnnnn aaaaaa

aaaaaaaaaaaa
 
























 32121432321

11
...

11

3

1

nnnnnn aaaaaaaaaaaar
 

  321321

11

321321 3

3333311

3

1

 




















nnnnnn aaaaaar

rarnra

aaaaaar
. 
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