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1. IN LEGATURA CU PROBLEMA 1.250

DIN RECREATII MATEMATICE NR. 2/2013
de Roxana Mihaela Stanciu, Buziu si Nela Ciceu, Rosiori, Bacau

Dorim sa prezentdim doud solutii, diferite de cea publicatd iIn RecMat 1/2014, pentru
urmatoarea problema:

>’Stabiliti pentru care dintre numerele 1, 2, ..., 9 este adevarata egalitatea
2 4
tg” —tg % +tg % =3n .
n n n

lonel Tudor

Vom demonstra de fapt ca avem relatia:

T 27 4
tg = —tg —— +tg — = 3v3.
95105 +19 3

Pentru comoditatea scrierii, vom folosi gradele sexagesimale.

Solutia 1. Avem:

H 0 H 0 H 0
tg20° —tg40° + tg80° = sin 200 N S|n800 3 S|n400 _
cos20” cos80° cos40

sin100° sin40° c0s10° - 2cos10° sin40°

~ c0s20°cos80° cos40°  2sin10° cos10° cos20°  cos40°

_ 400s*10° sin40° _ 4cos®10° cos40° —sin®40°
sin40°  cos40° sin40° cos 40°

_ 8c0s?10° cos40° —2sin® 40°  4(1+co0s20°)cos40° — (1—cos80°)
sin80° cos10°

_ 4cos40° +4cos20° cos40° —1+cos80°
cos10°
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_ 4cos40° +2cos60° +2c0s20° —1+cos80°  4cos40° +2cos20° +cos80°

cos10° cos10°

_ 3c0s40° +2¢0s20° +cos40° +cos80°  3cos40° +2cos 20° +2¢os 60° cos 20°
cos10’ cos10’

_ 3c0s40° +3c0s20°  6c0s30° cos10® . /3 3
cos10° cos10° 2 '

Solutia 2. Folosim un rezultat al lui Gauss, inclus in Sectiunea VII din ’Disquisitiones
Arithmeticae’’ si anume:

”’Fie n>1 un numar impar si @ = ZkTﬂ ,unde k=12,...,.n—1. Atunci
tgw = 2[sin 2w —sin4w +sin6w —...Fsin((n —Dw)] .
Pentru n=9 si k =8,2,4 obtinem :
tg20° = —tg60° = —2[sin320° —sin 640° +sin 960° —sin1280°]
—tg40° = —2[sin80° —sin160° +sin 240° —sin320°]
tg80° = 2[sin160° —sin320° +sin 480° —sin 640°].
Reducand toate unghiurile la primul cadran, rezulta ca
tg20° —tg40° +tg80° = 2(sin 40° —sin80° +sin 60° —sin 20° —sin80° +sin 20° +
+5in60° —sin40° +sin 20° +sin40° +sin60° +sin80°) =
3/3
2

= 2(3sin60° +sin 20° +5sin 40° —sin80°) = 2(—+sin 20° —2sin 20° cos 600] =

_ 2{3\/5

T+sin 20° —sin 200J=3J§.



http://www.mateinfo.ro/

REVISTA ELECTRONICA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 — IUNIE 2014 www. mateinfo.ro

2.SIRURI DE ARII DE SUPRAFETE TRAPEZOIDALE (1))

Prof. Vacarean Sorina, Colegiul National ,,George Baritiu”, Cluj-Napoca

Se considera trapezul ABCD, AB||CD, AB > CD. Lungimile bazei mari, bazei mici si
inalfimii, exprimate in u, sunt a, b si h. Fie A €(DA), B, €(CB) astfel incat

I;i Célz 5, A, €(AA), B, (B,B) astfel incat 2’6‘2 ?3"?3 a, A e(AA),

~~ AA BB p PP
B, e (B,B) astfel incat 22 =225 _ P LA), B (B ,B) astfel incat
, €(B,B) astfel inca AA BB G A €(A_A), B, €(B,_,B) astfel inca

AuA BB _ P
A,A BB

aria suprafefei patrulaterului ABB A, ieN, cu t; aria suprafetei patrulaterului CDA;B, ,

,neN", p,geN", p<q,unde Aj=D si B,=C. Se noteaza cu s,

jeN" sicu v, aria suprafetei patrulaterului A B B, A, .., meN", exprimate in u’.
a) Calculati || 1n functie de a si b, unde |, =AB,, neN.

b) Calculati liml.

c) Calculati Zli .

i=0

d) Aratagica 1> >1 -1 ,, VvneN",

n-1 "n+l?
e) Calculati h, in functiede h, h, =AE,, neN,unde AE, L AB, E, e(AB) si
E,=E.

f) Calculati limh, .

n—oo

g) Ardtatica h?=h _,-h ,, VneN".

n+l?
h) Calculati s, in functiede a, b si h, neN.

i) Calculati lims, .

n—o

j) Ardtaticd s> >, , VneN",

n+1 !

k) Calculati t, in functiede a, b si h, neN".
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1) Calculati limt, .

n—oo

m) Calculati v, 1n functiede a, b sih, neN".

n) Calculati limv, .

n—o

0) Ardtati ¢d v,2 >V, ,-V,.,, Yne N"\ {1}

D

a) 1) Aratam ci AB, || AB, ieN".
Aratam ca AB, || AB.

Rezolvare:

P P PP

www. mateinfo.ro
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QO

A~ B

Fie {O} = ADNBC. In ~OAB, DC || AB, de unde, pe baza teoremei lui Thales, avem

OD OC OD OC |p oD oC oD OC
= . = —, p,qz0 <= = = = .
DA CB DA CB |q BDA BCB DA CB,
q q
in sOAB,, O_D:OC
DA CB,

cum DC||AB,rezulta cd AB,||AB.
Urmand acelasi rationament, A,B, || AB, AB;||AB, AB,||AB, ..., AB,||AB, neN,
n>2.

i+1 i

2) Fie BP ||DA, P AB si {T,,} =A.B.,NBP, ieN, unde P, =P. Avand laturile
opuse paralele, patrulaterele APB;A sunt paralelograme, de unde [AR]=[AB ] si de aici
AP =I,, i e N. Avand laturile opuse paralele patrulaterele A, T..B.A sunt paralelograme,
de unde [A..T,,,]=[AB ] sideaici AT, =, ieN.

3) Aratamca T_,B

i+1 |+1

PB,ieN.

_Q|b

Aratim ci T,B, = g PB.

in aCPB, T,B, || PB, de unde, pe baza teoremei fundamentale a asemanarii, rezultd ca

ACT,B, ~aCPB si de aici 12— CB cym EBL_ P avem 1B P e unde T8, = PpB.
PB CB CB ¢ PB ¢ q
Urménd acelasi rationament, T,B, = 5 PB, T,B, = g P,B, T,B, = g PB,.. TB =2pP B,

o]

neN, n>2.

4) Calculam ., in functie de |., i € N, utilizdnd rezultatele de la 2) si 3).

I|+1 = A+lBi+l = A T +T B

i+1 i+17i+1

P
~AB + PB-
q

P ag AR o1 P (a2 Par(a=p)l
=1+ D(AB-AR) =1+ D(a—t) = PP
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5) Calculdm |, in functiede a sib.
_pa+(a-p)ly _pa+(q-p)b

l .

q q
6) Calculam |, in functiede a si b.
pa+(q-p)b
a+(q-p)——— 72—
_pa+(g-p), " (@-p) g _pga+(g-p)pa+(a-p)’b_
i q q q?
(2pg-p*)a+(g-p)’b

2

q

7) Calculam |, in functie de a si b.
(2pg-p*)a+(q—p)’b

a — .
l, = pa+(q-p)l, _ pa+(a-p) q° -
’ q q
_ pq’a+(q-p)(2pa—p’)a+(a—-p)’b (3pa*-3pg+p*)a+(q—p)’b
q° B q° |

8) Deducem formula pentru |, ne N.
[a'~(a-p) Ja+(a-p)'b . [a*~(a-p)’ [a+(a-p)b

1 v 12 T 2 )

q q
(@ ~(a-p) Ja+(a-p)’b [a"~(a=p)'[a+(a=p)"b

Cum |, =

3= T , presupunemca |, = T ., neN
=3 a—(q—p)qna+(q—p) bzqqf+(q—pzn(b—a)=a+(q;pj (b-a).

Vrem sa aratam ca:

(7) 1. =a+[q_ pj (b-a), neN.
q
9) Demonstram propozitia (7) prin inductie matematica.

o ... _pa+(g-p)b o
Etapa de verificare: Pentru n=1 propozitia |, = ———————— este adevarata, conform celor

aratate la 4) si5).
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Etapa de demonstratie: Presupunem ca propozitia (7) este adevarata. Vrem sa aratam ca

n+1
In+1=a+(q;—pj (b-a), neN.

Din 4) si din ipoteza de inductie rezulta ca:

pa-+(q- p){a+(qqp]n (ba)}

 _Pa+(a=p)l _ _
n+l q q
n n+l
=%+%(%} (b—a)= a+[%} (b—a), ceea ce trebuia dovedit.

Verificarea si demonstratia fiind efectuate, rezulta ca propozitia (7) este adevarata.

nN—o0 nN—o0

b) liml, Iim[a+(q; pjn(b—a)]a+0-(b—a)a.

=r . Cu aceste

d) In=a+(b—a)(q;—pJ , ne N. Notam b—a=c,c<Osiq;p

notatii exprimam I, I, si | , astfel: | =a+cr", | ,=a+cr"*, | ,=a+cr™, neN".
Din
propozitia (2) , demonstrata 1n studiul ,,Siruri de arii de suprafete trapezoidale ( I )”, aparut in

Revista Mateinfo.ro din mai 2014, in ale carei conditii ne aflam, rezulta ca In2 >,
neN".

e) AE, LAB, ieN,deunde AE, ||AE ,, ieN".in aAA E ., AE || A_E.,, deunde,

pe baza teoremei fundamentale a asemdndrii, rezultd ca AAAE, ~aAA_E, , side aici
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AflEi—l AA71 AA—l q A—lEi—l
deaici h =3 Ph  ieN. Avemastfel: h =1 Pp =9=Pp,
q q q
2 3
h—d=Pp _G=P 4=py_ [q pj hop=d=Pp _4-P (q—p] hz(q—pj .
q qa g q q qa g q
3
Cum hl=%h, h, = (qqp) h, h, —(%j h, presupunem ca:

(8) h, = (q p} h,neN.

q

Demonstram propozitia (8) prin inductie matematica.

Etapa de verificare: Pentru n=1 propozitia h, = a-p h este adevarata.
q

Etapa de demonstratie: Presupunem ca propozitia (8) este adevarata. Vrem sa aratam ca

n+1
h,.,= [%) h,neN,unde h,=A__,E. .DinA_E = % A E, sidin ipoteza de

n n+1
inductie rezulti ci h_ =3 Pp —9=P .[q — pj h= (ﬂj h, ceea ce trebuia dovedit.

g " g g q

Verificarea si demonstratia fiind efectuate, rezultd cd propozitia (8) este adevarata.

La propozitia (8) se poate ajunge si utilizind formula de recurenta ce caracterizeaza sirul
(h, Joure s 0 = a-p h,,, neN", hy >0, caz in care nu trebuie demonstrata prin inductie

matematica.

f) Iimhn=lim(q_pj h=0-h=0.

n—o n—oo q

g) Metoda I:

n-1 n+1 2n n 2
(552 {2 () w32 e mer

Metoda a Il-a: Aplicand formula de recurenta ce caracterizeaza sirul (hn )neN , avem:
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—{a+a+[%}n(ba)]-(%jn -gzah-(q; pjn +(b_2a)h [q; ijn.

(9) sn:ah.(q‘p]n+(b‘a)h.(q‘pjzn, neN.

q 2 g

Propozitia (9) nu trebuie demonstrata prin inductie matematica, deoarece S, s-a calculat pe

baza propozitiilor (7) si (8), demonstrate la a) si e).

n 2n
i) lims, = lim ah-(q_pj +(b_a)h.(‘4—p} _o.
n—w n—w q 2 q

n 2n
_ _ _ _a)h
i) snzah-(qqu L0 a)h.(q p] neN. Notam ah=d, d>0, ° 2a) —e, e<0

2 q
si 9-p_ r . Cu aceste notatii demonstratia este cea din problema j) din studiul ,,Siruri de
q

arii de suprafete trapezoidale ( 1), aparut in Revista Mateinfo.ro din mai 2014.

k) t, = A\?DAth = AABCD - AABBnAn =S, =S, de unde:

(10) t, =@—ah-[q‘ pjn—(b_a)h-(q‘ an, neN'.

aq 2 g

Propozitia (10) nu trebuie demonstrata prin inductie matematica, deoarece t, s-a calculat

folosind propozitia (9) .

) limt, = Iim{@—ah-{q_ pjn _(za)h -(q_ pjzn]— (a+b)h,

n—o n—oo q 2 q 2

m) Vn = AA’IBHBH+1A1+1 = AABBnAl - AABBmlAHl = Sn - Sn+l =

10
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Propozitia (11) nu trebuie demonstrata prin inductie matematica, deoarece Vv, s-a calculat

folosind propozitia (9) .

n—w n—w q q 2q2 q

n) limv, = Iim{ pan -[q‘ pJn ,(2pap?)(b-2)h -[q‘ pjzn}—o.

2

_nY' (2pg-p?)(b-a)h (gq_p)"
o) v, =P (q pj ,(2pa=p*)(b-2) ,(q pJ ,neN*.Notém%ah:f,f>0,

a (g 29 g
2pg - p?)(b—a)h -
( Pa Zq)z( ) =g, g<0si 9P _ ¢ Cu aceste notafii demonstratia este cea din

problema |1.| 0) din studiul ,,Siruri de arii de suprafete trapezoidale ( 1), aparut in Revista
Mateinfo.ro din mai 2014.

11
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3.PROBLEME INTERESANTE CU PROGRESII

Prof. Ciobica C Constantin, prof. Ciobica Elena
Colegiul Vasile Lovinescu Falticeni

PROBLEMA 1

1. Fie familiile de puncte
A,(2n+1,n? +2n),B, (4n+3,2n% +5n),C, (6n+5,3n% +8n)n e N". Si se arate ci
punctele A ,B,,C. sunt coliniare vne N”.

2. Fie (a,),. € Runsir in progresie aritmetica de ratie r € R”si punctele

An(a'n ' Sn )’ Bn (an+1’ Sn+1) 1Cn (an+2’sn+2 )’ ne N*' Sa se arate Cé

r 2
L 2
AAAn BnCn — 2 u m
Rezolvare:
Xa, YAn
X =0
1. Punctele sunt coliniare daca: By an
Xc. YCn
2n+1 n?+2n 2n+1 n?’+2n 1
=4n+3 2n*+5n U=|2n+2 n*+3n 0 =0, liniile 2si 3 fiind proportionale.
6n+5 3n?+8n 4n+4 2n®’+6n 0
N Al
A, YAn
A X Y a, S, a, S, 1
o By Bn = an+1 Sn+1 = a'n+l - an Sn+1 - Sn 0=
ch YCn an+2 Sn+2 an+2 - an Sn+2 - Sn 0
r a r a 2
= m = " _r(an+2—an+l):r2 :>A:r_um2
2r an+2 + an+l r an+2 2

12
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PROBLEMA 2

Daci (a, )., un sir in progresie aritmetica atunci demonstrati egalitatea:

1 1 1 n+1
” - +— " ot — - =— - ,Vne N
Zai 'zam Zam' ai, Zanﬂ 'Zan+i+1 Zai 'Zamm
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
Rezolvare:
k 2a,k +k’r —kr
da=a +a,+..+a =
i-1 2
k k4l 2a,k +k?r +kr
DR = Tty =D~y =
i=1 j= 2
- 1 1 1 1
Rezulta: ” " :k— " i
r
zal Zai+l Zal ZaH—l
i=1 i=1 i=1 i=1
K k2 2a,k +k?r +3kr
DA, =8+, +..+8,,=>.8 -8 -a,= >
i=1 i=1
< 1 1 1 1
Rezulta: ” = k_ ” "
r
Zaiﬂ ' Zai+2 zaiﬂ Zai+2
i=1 i=1 i=1 i=1

da, = ta, teta, =@ +a, +.+a,)-(a +a, +..+a,)=
i=1

_ 2ak+2krn+k?r —kr
- 2

k
Zan+i+l = a‘n+2 +an+3 +"'+an+k+1 = (al +a2 +"'+an+k+1)_(a1 +a2 +"'+an+1):
i=1

_ 2ak+2krn+k?r +kr
- 2

www. mateinfo.ro
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< 1 1 1 1
Rezulta: — ” = Wl -
Zam-i ’ Zan+i+1 Zami Zan+i+1
i=1 i=1 i=1 i=1
k k
§ 1 1 1 ;amnl _gal n+l
Rezulta: S DT = K K T K
Zal Zan+i+l kr Zai Zan+i+l Zal Zan+i+1
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
PROBLEMA 3

Fie (a, ),.,~Un sir de numere reale in progresie aritmetica. Demonstrati:

1 1 1
+ ot =
1 (al + a‘2 )(az + aS) (aZ + a‘3 )(as + 3.4) (an + an+1 )(an+1 + an+2)
n
= ,YneN*
(a1+a2)(an+l+an+2)
L + L ot
) (a,+a,+a,)a, +a,+a,) (a,+a,+a,)a,+a,+a;)
+ : = n ,Vne N*

(an + an+1 + a'n+2 )(an+l + an+2 + a'n+3) (al + a2 + a3 )(an+l + an+2 + an+3)

Prof. Ciobica Constantin, prof.
Ciobica Elena

Colegiul Vasile Lovinescu Falticeni

Rezolvare:

1. a =a+k-1r,a, =a +kr, a_,=a +(k+1r

1 1 ( 1 1 j
=— - =
(ak + )(ak+1 + ak+2) ria, ta, T,

14
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1 1 1

+...+ =
(an + an+1 )(an+1 + an+2)

+
(a1+a2)(a2+a3) (a2+a3)(a3+a4)

1 1 1 1 1 N 1 1
2rla +a, a,+a, a,+a, a,+a,  a,+a, a.,-+a,_

1 ( 1 1 J_Z-a1+2nr+r—2a1—r_ n

2r
2. a, =a +(k-1r,a,,=a+kr,a,,=a +k+r,a.,=a +(Kk+2)

2r a1+a'2 B a +an+2 - 2r'(a1+a2)(an+l+an+2)_ (a1+a2Xan+1+an+2)

n+1

1 1 ( 1 1 j
— - =
(ak +a, T, )(ak+l +a,, t ak+3) Ar\ay ta, +a, A+, Tas

1 1
+ +..+

(a,+a, +a,)a, +a,+a,) (a,+a,+a,)a,+a,+a,)
+ 1 =
(an + a'n+1 + a'n+2 )(an+1 + an+2 + an+3)

1 1 1 1 1
=— - +..+ - =
3r a:l. + a'2 + a3 a'2 + a3 + a4 an + arH—l + an+2 an+1 + a‘n+2 + a'n+3

1 1 1 B 3a, +3nr +3r —3a, —3r
3r-(a,+a,+a,fa,, +a,,+a,;)

a:l. + a'2 + a‘3 a‘n+1 + an+2 + an+3

3r

n+1

15
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