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Solution:  
 

     Since 1R , we have A
A

A

ARa

2

2

2

222
cot

sin

cos
1

sin4

4
1

4
 . 

Denoting ,cot Ax  By cot , Cz cot , we have 0,, zyx  and we must to prove that 

                                     222
333

zyx
z

x

y

z

x

y
 . 

Using Cauchy-Buniakovski-Schwarz inequality (’’…SQ form’’) and well-known 

inequality zxyzxyzyx  222 , we obtain 

               





zxyzxy

zyx

zx

x

yz

z

xy

y

z

x

y

z

x

y 2222444333 )(
 

          222
222 ))((

zyx
zxyzxy

zxyzxyzyx





 . 

We have equality if and only if zyx  , i.e. the given triangle is equilateral. 

 
 

Solution:  
We use the inequality  

                                              (*)
2

00

)1(
1






















n
a

a
n

k k

n

k

k . 

Since )1(5
0




na
n

k

k  and 2
1

0




n

k ka
, we obtain  

                                             2)1()1(10  nn  which yields that  6,5,4,3,2n . 

We assume that 6543210 aaaaaaa  . 
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If 10 a , then by (*) it must that  

                                                320651)1(5 22  nnnnn . 

1. For 2n  we have 5210  aaa , 2
111

210


aaa

. We obtain 
0

3
2

a
 , so 10 a . 

Yields the solution  

                                         5221  , 2
2

1

2

1
1  . 

2. For 3n  we have 103210  aaaa , 2
1111

3210


aaaa

. We obtain 
0

4
2

a
 , 

so 20 a . For 10 a yields the solution  

                                          103331  , 2
3

1

3

1

3

1
1  . 

3. For 4n  we have 1543210  aaaaa , 2
11111

43210


aaaaa

. We 

obtain 
0

5
2

a
 , so 20 a . Yields the solution                                    

                                           1563222  , 2
6

1

3

1

2

1

2

1

2

1
 . 

4. For 5n  we have 20543210  aaaaaa , 2
111111

543210


aaaaaa

. 

We obtain 
0

6
2

a
 , so 30 a . We take 20 a  and we deduce that 

1

5

2

3

a
 , so 31 a . 

We take 21 a and yields the solution  

                      20444422  , 2
4

1

4

1

4

1

4

1

2

1

2

1
 . 

5. For 6n  we have 256543210  aaaaaaa , 

2
1111111

6543210


aaaaaaa

. We obtain 
0

7
2

a
 , so 30 a .  

We take 30 a  and  we deduce that 
1

6

3

5

a
 , so 51 a . 

We take 31 a and yields the solution  

                     254444333  , 2
4

1

4

1

4

1

4

1

3

1

3

1

3

1
 . 

In conclusion, the values of n  are 2, 3, 4, 5, 6.  
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Solution:  

     Applying the inequalities aaa 3112 33  , bb 323  , cc 323   (which 

yields by AM-GM inequality) and then by Hölder’s inequality we obtain 

      )1)(1)(1(27)53)(53)(53( 222232323 cacbbaaccbba  

     3
3

3 23 23 2 )(2711127 cbaccbbaa  , q.e.d. 

 

 

 

 

 

3. Progresii aritmetice cu şiruri de numere 

naturale 
 

Prof. Ciobîcă Constantin- Colegiul Vasile Lovinescu , Fălticeni 

Prof. Ciobîcă Elena 
 

1.  Fie   *Nnna
 un şir de numere reale în progresie aritmetică de raţie r şi şirurile 

  smNb
Np

m

p ,1;* 
  de numere naturale de raţii smrm ,1;  . Demonstraţi 

egalitatea: 

   


 




n

k
bbb

n

k
bbb s

kkk
s
kkk

aaaaaa
11

1
2

1
1

1

21 ......

1

 

+



















  
  



n

k

n

k

s

t
b

s

t
b t

k
t
k

aa
1 1 11

21

1
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



















  
  



n

k

n

k

s

t
b

s

t
b t

ik
t

ik

aa
1 1 11

1

1

 

**

1 1 11

,,,
1

1

NsNnNi

aa

i
n

k

n

k

s

t
b

s

t
b t

ik
t
k























  
  



 

 

Rezolvare: 

    
   






























n

k

n

k

n

k

s

t
bb

s

t
b

s

t
b t

k
t
k

t
k

t
k

aaaa
1 1 1 111

11  

        

















   
 



 



n

k

s

t

t

k

t

k

n

k

s

t

t

k

t

k rbbrbarba
1 1

1

1 1

111 11  

      
  




















n

k

n

k

n

k

s

s

t

t

s

t

t

t

t

t rrrrrrrrkbkrb
1 1 1

21

11

11 ...1  

  .....21 rrrrn s   

   


 




n

k
bbb

n

k
bbb s

kkk
s
kkk

aaaaaa
11

1
2

1
1

1

21 ......

1

 

 

    
   






























n

k

n

k

n

k

s

t
bb

s

t
b

s

t
b t

k
t
k

t
k

t
k

aaaa
1 1 1 111

1212

 

 









































  
  



t

k

s

t
b

n

k

s

t
b

s
t
k

t
k

aa
rrrnr

1 11 1

21

1

11

....

1
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        

















  
  







n

k

n

k

s

t

t

k

t

k

s

t

t

k

t

k rbbrbarba
1 1 1

12

1

1121 11  

      
  




















n

k

n

k

n

k

s

s

t

t

s

t

t

t

t

t rrrrrrrkrbrkb
1 1 1

21

11

11 ...1  

 srrrnr  ....21  



















  
  



n

k

n

k

s

t
b

s

t
b t

k
t
k

aa
1 1 11

21

1

 

 









































  
  



n

k

s

t
b

n

k

s

t
b

s
t
k

t
k

aa
rrrnr

1 11 1

21

21

11

...

1

 

    
   






























n

k

n

k

n

k

s

t
bb

s

t
b

s

t
b t

ik
t

ik
t

ik
t

ik

aaaa
1 1 1 111

11

 

         
 



 

 


















n

k

s

t

t

ik

t

ik

n

k

s

t

t

ik

t

ik rbbrbarba
1 1

1

1 1

111 11

 

        
  




















n

k

s

n

k

s

t

t

s

t

t

t

t

t rrrnrrrrrikbrikb
1

21

1 11

11 ....1

 



















  
  



n

k

n

k

s

t
b

s

t
b t

ik
t
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1 1 11

1

1

 

 








































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  


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k
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t
b

n

k
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t
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t
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1
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 








































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  


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b
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  













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

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   
   
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

...1...1 21

1

21  

 
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NsNnNi
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t
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





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











  
  



. 

 

2.   Fie   *Nnna
 - un şir de numere reale în progresie aritmetică de raţie r şi şirurile : 

-   *Nmmb
  şir de numere naturale în progresie aritmetică de raţie r1 

-   *Nppc
   şir de numere naturale în progresie aritmetică de raţie r2 

-   *Nssd
  şir de numere reale în progresie aritmetică de raţie r3 

Demonstraţi egalitatea: 
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   

   
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3.   Fie   1nan un şir de numere reale în progresie aritmetică de raţie r şi   Nb
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un 

şir de numere naturale în progresie aritmetică de raţie q. Demonstraţi egalitate: 
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4.Câteva aplicatii la formula radicalilor compuși 

Prof.Roman Rozalia Ioana 

Școala Gimnazială Preluca Veche, Maramureș 

 

1. Formula radicalilor compuși 

Fie ași b două numere reale, . Are loc relația: 

, unde  

Demonstrație: 

Rezolvăm pe rând cei doi membri ai egalității. 

Notăm  

 

Notăm  

 

 

 

 

 

 

 

Din relația din ipoteză știm că .  

Deci, relația de mai sus  se poate rescrie astfel: 

 

Din egalitățile  (1) și (2) obținem că . 

Cum , adică:  
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 (q.e.d.) 

 

2. Aplicații rezolvate 

Enunțuri: 

1. Arătați că  este număr natural. 

2. Calculați: 

 

 

3. Arătați că , unde: 

 

4. Aflați  astfel încât 

 

să fie număr natural mai mic decât 10. 

5. Fie  

 

. Arătați că numărul N este rațional. 

6. Arătați că pentru orice valoare reală pozitivă a lui a, valoarea expresiei  
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este constantă. 

 

Soluții: 

1. Pentru a arăta că este număr natural, 

aplicăm formula radicalilor compuși pentru fiecare termen în parte: 

 

 

 

Obținem că: 

 

 

 

2. Calculăm S1 aplicând formula radicalilor compuși pentrunumitorii 

fiecărui termen: 
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Pentru a calcula S2, se procedează în mod similar, obținându-se: 

 

 

 

 

Reținem acest rezultat încât va fi util în rezolvarea următoarelor cerințe: 

 

3. Folosim rezultatul obținut cu ajutorul formulei radicalilor compuși în 

calculul sumei S2 de mai sus: 

 

Se obține: 
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4. Se folosește rezultatul obținut în calculul sumei S2: 

 

Se obține: 

 

 

 

 

5. 𝐴plicând formula radicalilor compuși pentru fiecare radical dublu în 

parte, se obține: 
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6.  

 

 

3. Probleme propuse 

1. Să se arate că: 

 

2. Aflați  astfel încât: 

 

3. Arătați că . 

4. Aflați numerele întregi  pentru care  

 

5. Aflați  astfel încât să aibă loc egalitatea: 
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