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1.In legiituri cu o problemi de la primul test de
selectie - seniori 2015 —

de Roxana Mihaela Stanciu, Buziu si Nela Ciceu, Rosiori, Baciu
La primul test de selectie -seniori 2015 a fost propusa urmatoarea problema:

Let ABC be a triangle. and let r denote its inradius. Let R: denote the radius of the
circle mternally tangent at A to the circle ABC and tangent to the line BC: the

radii As and Rc are defined simifarly. Show that R%. + 1+l g2,

Solutia oficiala foloseste inversiunea pentru a calcula raza Ra. Dorim sa
prezentam o solutie elementara (chiar dacad nu neaparat mai simpla). Pentru
aceasta vom demonstra urmatorul rezultat, interesant in sine.

Fre D punctul de tangenta al cercului de raza Ra cu latura BC. Atunci AD este
bisectoarea unghiulur A.

Presupunem ca AB < AC. Tangentain A la cercul ABC intersecteaza latura BCin
punctul T. Din puterea punctului T fatd de cerc avem TA’=TB(TB+a). Aplicand
teorema cosinusului obtinem:

TA*=TB'+AB*—2-TB- AB - cos < ABT
v |
'IB‘+a;-TB=T'B’+c’+2-1?-c-maB=¢TB:H§W.

Rezulta ca
BD=TD-TB=TA-TB=/TB(TB+a) —-TB=
o i ¢ ¢'+a'—2accesB _ ¢ __do—g _
V' a—2ccosB a—2cco8B a—2ccosB a—2ccosB
aclb—c) _ ac

T al-a'-c'+b T b+c’
si atunci, conform reciprocei teoremei bisectoarei, deducem ca AD este bisectoarea
unghiului A.
Fie F aria triunghiului ABC. Centrul O al cercului de raza R. se afla la intersectia
dintre perpendiculara in D pe BC cu diametrul ce trece prin A al cercului ABC. Avem
<04AD=90"-C-A/2. Din triunghiul isoscel ADOx obtinem

- 4D _ bccm-‘% _ 2bcsin-% &H"‘%’ .
2008(90' ~C~4) (b+c)sin(C+4) (b+c)28imbsin(C+4)



REVISTA ELECTRONICA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 — MAI 2015 www.mateinfo.ro

Deoarece A 4
2 +c)sin75in(0+7)= (b+¢)(cosC —cos(4+C)) = (b+¢) (cosB+cosC) =
=bcosC+ccosB+beosB+ccosC =a+2RsinBeosB+2RsinCcosC =
=a+R (sin2B+sin2C) = a+ 2RsinAcos(B-C) =a (1 +cos(B-C)),
rezulta R,——besind ___F
2acos? B=C  gceas?B=C

2 2

Acum concluzia din problema initiala rezulta imediat:

1 1.1 acm’BEC bm:C;A ccm’AEB —
T I I + + < =2
Ei Rz Re F F F F T

Avem egalitate daca si numai daca triunghiul ABC este echilateral.
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2. Solutii pentru unele probleme din revista
Mathematical Reflections

de Nela Ciceu, Rosiori, Baciu si Roxana Mihaela Stanciu, Buzau

J325. For positive real numbers a and b, define their perfect mean to be half of the sum of their
arithmetic and geometric means. Find how many unordered pairs of integers (a. b) from the set
(L% - 2015} have their perfect mean a perfect square.

Proposed by Ivan Borsenco, Massachusetts Institute of Technology, USA

Solutie:

Deoarece 2
2

este clar ca (ab) satisfac enuntul daca si numai daca a si b sunt patrate perfecte
cu aceeasi paritate. Exista 44 patrate perfecte in multimea {1,2,...,2015}, dintre care

.m_-{- _,'/ ab fa 478 2
=(M 2 )

22 pare si 22 impare. Obtinem (222) + (222) = 462 perechi.

J326. Let a, b, ¢ be nonnegative real numbers. Prove that

V22 + 362 + 4c® + V/3a2 + 462 + 2¢2 + V/4a2 + 20 + 3¢2 > (vVa + Vb + Vo)
Proposed by Titu Andreescu, University of Texas at Dallas

Solutie:
Aplicand inegalitatea CBS avem
3/ 2430+ 4 da A+ a2 3 =
JQ434+4)(2'+30"+4e) + (3+442) (Ba’+40'+2) +, (4 +2+3) (da’ +2'+3¢) >
>U+dh+dot+datdb+lotdatd+ic=9(a+b+c).

Folosind inegalitatea cunoscuta 3(a+b+c) = (/a+ /b + /c)?

obtinem inegalitatea dorita.
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0326. Let ABC be a non-isosceles triangle. Let D be a point on the ray E, but not on the
segment AB, and let E be a point on the ray AC, but not on the segment AC, such that
AB-BD = AC - CE. The circumcircles of triangles ABFE and ACD intersect in points A and
F. Let O1 and O3 be the circumcenters of triangles ABC and ADE. Prove that lines AF,
0109, and BC are concurrent.

Proposed by Ilker Can (icek, Instanbul, Turkey

Solutie:

Vom nota cu (ABC) cercul circumscris triunghiului ABC si cu pu(ABC) puterea
punctului M fata de acest cerc. AD este axa radicala a cercurilor (ADC) si (ADE), AE
este axa radicala a cercurilor (ABE) si (ADE), iar AF este axa radicala a cercurilor

(ADC) si (ABE). Avem
0s(ADE) = AB- BD = AC - CE = pc(ADE),

deci BO;=CO:. Deoarece B0,=CO;, rezulta ca 0,0: este mediatoarea laturii BC.
Dreapta BC intersecteaza cercul (ADC) in B’ si cercul (ABE) in C'. Obtinem:

BB' -BC=AB-BD=AC-CE=CC'-BC = BB =CC'.
Fie M intersectia dintre AF si BC. Rezulta

MC-MB' =MA-MF =MB-MC' e MC(MB+BB') =MB(MC +(CC’) =

MC-BB' =MB-CC' & MC =MB,

deci AF trece prin mijlocul laturii BC. Cum si 010 trece prin mijlocul lui BC, rezulta
concluzia dorita.

0327. Let a,b, ¢ be positive real numbers such that a? + b2 + ¢ + abe = 4. Prove that
a+b+c<V2—a+V2-b+V2-c
Proposed by An Zhen-ping, Xianyang Normal University, China

Solutie:
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in conditia din enunt exista un triunghi ascutitunghic ABC astfel incat a=2cosA,
b=2cosB, c=2cosC. Inegalitatea din enunt devine
cosA + cosB + cosC <= sin(A/2) + sin(B/2) +sin(C/2) (1)
Conform problemei 1448 (propusa de Jack Garfunkel) din Crux Mathematicorum
vol 15(1989), nr. 5, cu solutia in vol 17(1991), nr 8, intr-un triunghi ascutitunghic
este adevarata inegalitatea:

oosA+ccsB+cosc<%(sin—“z‘-ﬂmlziﬂm%)'.

Rezulta ca este suficient sa demonstram ca

2 A e By O Ay By O oAy B Ced
3(3 2+sm2+a1n2) Sy +oing +ing = sing +aing o g <
care exact itemul 2.9 din Bottema.

0330. Four segments divide a convex quadrilateral into nine quadrilaterals. The points of intersections
of these segments lie on the diagonals of the quadrilateral (see figure below).

It is known that quadrilaterals Qq, Qs, Q3, Q4 admit inscribed circles. Prove that the quadri-
lateral @5 also has an inscribed circle.

Proposed by Nairi Sedrakyan, Yerevan, Armenia

Solutie:
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Presupunem ca pe dreptele din figura avem punctele A, By, B, B; B, C3, Cs, C; C,
Cs, Co, D; A, Dy, D2, D; By, Gy, Cs, Cs $i B2, C7, Cz, Cs.
Vom folosi urmatoarea
Lema (losifescu): Patrulaterul XYZT este circumscriptibil daca si numai daca
tan LKL (o £TZX _ 1o LYZX . o £TXZ

Aplicand lema pentru patrulaterele circumscriptibile Qs, Qs, Qz avem:

tan ACZAD .tan ABZIC;A = tan éAngl .tan LBzAC (1)
tan AC;2030. " tan 40120103 = tan 40320103 5 tan 46'120307 (2)
2 2 2 2

Prin inmultirea relatiilor (1), (2) si (3) obtinem

tan-LCAD  4on £BCA _ 4, £BAC _hnLACD’
2 2 2 2
deci patrulaterul ABCD este circumscriptibil.
Folosind acum lema pentru patrulaterele ABCD, Qi si Q: deducem ca
m#.hn%zm%.m% (4)
— 48,2018 o, éDzBC o LAzBD i LBnga (5)

- 4(:.20,(:l A 40120, - 4030! Cr . om 40.2g G ()

Prin inmultirea relatiilor (4), (5) si (6) obtinem

- 432D0 i zc,zc,oz = fan ABZDA S 40,{:,01,

ceea ce inseamna ca patrulaterul Qs este circumscriptibil.
Lema poate fi gasita in [1]; o demonstratie este prezentata in [2].

[1] Nicusor Minculete, Characterizations of a Tangential Quadbrilateral, Forum
Geometricum, 9(2009), 113-118

[2] Martin Josefsson, More Characterizations of a Tangential Quadrilateral, Forum
Geometricum, 11(2011), 65-82

S327. Let H be the orthocenter of an acute triangle ABC and let D and E be the feet of the altitudes
from vertices B and C, respectively. Line DE intersects the circumcircle of triangle ABC in
points F and G (F lies on the smaller arc of AB and G lies on the smaller arc of AC). Denote
by S the projection of H onto line DE. Prove that EF + DS = DG + ES.

Proposed by Ilker Can Cicek, Instanbul, Turkey
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Solutie:

Deoarece patrulaterul BCDE este inscriptibil, atunci <EDH=<ECB=90"-B si
<DH=<DBC=90"-C. Cum EH=2RcosAcosB, DH=2RcosAcosC. rezulta ca
ES=EHsinC = 2RcosAcosBsinC, DS=DHsinB=2RcosAcosCsinB.
Folosind puterea punctului fata de cerc obtinem:
EF.EG = EA.EB <=> EF(ED+DG)=abcosAcosB
DG.DF = DA.EC <=> DG(ED+EF)=accosAcosC
Prin scadere avem ED(EF-DG)=acosA(bcosB-ccosC); dar ED=acosA, deci
EF-DG=bcosB-ccosC. Avem succesiv
EF+DS=DG+ES <=> EF-DG=ES-DS
<=> bcosB-ccosC = ccosAcosB-bcosAcosC
<=> cosB(b-ccosA)=cosC(c-bcosA) <=> acosBcosC = acosBcosC
(am folosit faptul ca acosC+ccosA=b).

U325. Let A{B{C; be a triangle with circumradius R;. For each n > 1, the incircle of triangle
AnB,Cy is tangent to its sides at points Api1, Bp+1, Cnt1. The circumradius of triangle
- . . , & v . - . Rey
An+1Bn+1Ch+1, which is also the inradius of triangle A, BnCh, is Rn+1. Find limp— o —ﬁ—'
n

Proposed by Ivan Borsenco, Massachusetts Institute of Technology, USA

Deoarece  /B,A:Cs=90°" -8 24,8, =90° - &1

2’ 2
3003604 .
Aa=3'602-‘4‘= 7 2 =3'604+A‘=60°-%(60‘-A1).
Prin inductie rezultd cd A.=60°— (_21_):—' (60° — 41).

Deducemca limA4.=60°.

Lt

Folosind formula cunoscuta Botr _ 48in4'-sin§"-singﬂ-

R. 2 2 2’

rezulta ca
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S326. Let a, b, ¢ be pesitive real numbers such that ¢® + b* + ¢ + abe = 1. Prove that

abe + 9( & F ) > 1
4= + be + 4= = +ca+4a=  4a° +ab+ 4 4(a + b+ c)(ab+ be + ca)
Proposed by Titu Andreescu. University of Texas at Dallas, USA

Solutie:

Notam p=a+b+c, g=ab+bc+ca, r=abc. Avem 3(a’+b’+c’)=1-3r. Aplicand CBS
obtinem:

N ) K, R a'+t+c)’ _(1-)
Wbl dabHhac tabe” 4(o'ba'ckab'+h'otac'+he +3abe) ~Babe g

Ramane de aratat ca

%q"’;)r' g = —or+1—6r+or > L
s dpgr+1—6r—1+-21 >0 s 4pg — 6+L>o=.(4pq 3)>0.

4pq 4pq
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3. Asupra unor egalitati trigonometrice

Prof. Alexandru Elena-Marcela, gradul didactic I
Scoala Gimnaziala Nr.3 Baia, structura Bogata

1. Daca (1+sina)@+sin B)(1+siny) =cosc-cos f-coSy
aratati ca:

(@—sina)(@—sin B)(1—siny) =cosa - CoS F-CoS y .
Rezolvare:

@+sina)(L+sin B)(L+siny) =cosa-cos B-cosy /- (L—sina)@—sin B)[A-siny)
Rezulta

(1—sin® @)(1—sin® B)(1—sin® ) = (cosa - cos - cos y)(L—sin a)(L—sin B)(L—siny)
de unde

cos® ¢ -cos® 3-¢0s” ¥ = (cos a - €os B -¢os ) (1—sin a)(1—sin B)(L—sin y)
adica

CoSa-Cos f-cosy = (L—sina)(l—sin B)(1—siny).

2. Stiind ca X+ Yy =z aratati ca are loc egalitatea:

C0S” X +C0S” y +C0S>Z—2C0SX-COSY-Ccosz=1.
Rezolvare:
COS® X +C0S* y + €0s* (X + y) —2C0s X-Cos y - cos(x + y) =1

Se utilizeaza formula: cOSX-Cc0OSYy = % [cos(x+y)+cos(x—y)].

Atunci cos® x+cos® y +cos’ (X + Y) —2-%-[cos(x+ y) +cos(x—y)]-cos(x+y) =1, de

unde cos” X +cos’ y+@siéx+/y)—gsiéx+/y)—cos(x—y)-cos(x+ y)=1.

Se obtine €0S® X + COS* y—%[cos(x—y+x+ y)+cos(x—y—x—y)]=1.

. 1 . . .
Echivalent cu cos® x+cos’ y — > [cos2x+cos(-2y) ] =1. Cosinusul este o functie pari si

folosind formula cos2x = 2cos® x—1 se obtine egalitatea ceruti.

3. Aritati ci au loc egalititile urmitoare pentru orice Ne N’ :
sinnx-sin(n+1)x _

a) sin2x+sin4x+sin6x+...+sin2nx =

sin X
b) cos3x+cos5x +...+cos(2n+1)x = cos(n + ?)x-sm X .
sin x
Rezolvare:
a) Etapa de verificare:
Pentru n=1 rezulta sin2x = M (A)
SiTX

Etapa de demonstratie:
Presupunem adevaratd p(n) si demonstrdm ca este adevaratd p(n+1). Trebuie sa aratam ca:

10
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sin(n+1)x-sin(n+2)x

Sin 2x+sSin4x+sin6x+...+sin2nx+sin2(n+1)x =

sin x
sin nx-s_ln(n +1)x tsin2(n+1)x = sin(n +1)x_-sm(n +2)X
sin x sin x
numitor in membrul stang si renuntdm la numitor. Se obtine:
sinnx-sin(n+1)x+sin2(n+1)x-sin x = sin(n+1)x-sin(n+2)Xx.
Se foloseste faptul cd n+1=n+2-1si 2(n+1)=2n+2=n+2+n.

Astfel sinnx-sin[(n+2)x—x]+sin[(n+2)x+nx]-sinx =

=sinnx-sin(n+2)x-cos xW%in(n +2)Xx-cosnx-sin XW
=sinnx-sin(n+2)X-cos x+sin(n+2)x-cosnx-sin x

=sin(n+ 2)x-(sin nx- cos X +cos nx-sin x)

=sin(n +2)x-sin(nx + x)

=sin(n+2)x-sin(n+1)x.  (A)

Rezulta

. Aducem la acelasi

b) Etapa de verificare:
COS3X - SHTX
s

Pentru n=1 rezulta cos3x = (A)

Etapa de demonstratie:
Presupunem adevaratd p(n) si demonstram ca este adevaratd p(n+1). Trebuie sa aratam ca:
cos(n+3)x-sin(n+1)x
C0S3X+C0S5X +...+cos(2n+1)x +cos(2n+3)x = ( )_ (n+1)
sin x
. cos(n+2)x-sinnx cos(n+3)x-sin(n+1)x
ta ( _) +cos(2n+3)x = ( )_ (n+
sin x sin x

numitor in membrul stdng si renuntdm la numitor. Se obtine:
cos(n+2)x-sinnx+cos(2n+3)x-sin x = cos(n+3)x-sin(n+1)x.
Se foloseste faptul ca n+2=n+3-1si 2n+3=n+3+n.
Astfel cos[(n+3)—1]x-sinnx+cos[(n+3)+n]x-sinx =

Rezul . Aducem la acelasi

=cos[(n+3)x—x]-sinnx+cos[(n+3)x+nx]-sinx

=[cos(n+3)x-cos x+sin(n+3)x-sin x]-sin nx+[cos(n+3)x- cos nx +sin(n +3)x-sin nx|-sin
=c0s(N+3)X-Cos X-Sin an+cos(n+3)x-cos nx-sin XW
= cos(n+3)x-cos X -sin nx +cos(n + 3)X - cosnx-sin X

= cos(n+3)X-[cos x-sin nx+cos nx-sin X]

= cos(n +3)x-sin(nx+Xx)

=cos(n+3)x-sin(n+)x. (A)

4. Aritati ca pentru orice ne N’ are loc egalitatea:

T
cos —

. T . 2T . (n=Drx
sm—+sm—+...+sm( )7 _ 2n
. T
n n n sin "
2n

Rezolvare:

. . . .. s .
Inmultim ambii membri ai egalitatii cu Sin o
n

11
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Atunci ramane de aratat ca sinz-sin£+sin2—”-sin£+...+sm( —Drx -sin cos—
n 2n n 2n n 2n 2n
Se foloseste formula sina-sinb = %[cos(a —b) —cos(a+b)].
Rezulta:
. .. 1 3T
sin—-sin—== cos——cos—
n 2n 2 2n 2n
27 .. ox 1 3 5r
sin—-sin— = =| c0S— —Cc0S—
n 2n 2 2n 2n
sin (n_l)”-sin— COS(2n OL2 S(2n—1);r
n 2n 2 2n 2n
(+)
V4 2w (n-Dx in %
sin—- sm—+sm— sm + +sm—- — =
n
1 /O{%/K,%/%;{ (2n 1)7z
cos— —C —Ccp5— +. +cos
2 2n 2n 2n
V4 (n— )7r 1 V4 2n-Yr
sin—- sm—+sm— sinZ 4. +sin— 2% = _| cOS— —Cc0S——
n 2n n 2n n 2n 2 2n 2n
T .o 2T . T . (n-Dr . 7 1 207«
sinZ.sinZ +sin<% .sin 4. +sin—2% sin = —— =| cos*-—cos -
n  2n n 2n n 2n 2 2n 24 on
T . . 2r . T . (n-Y)x . & 1 Va V4
sin—-sin—+sin—-sin—+...+sin ~——~—-sin — == —| €0S — + C0S —
n 2n n 2n n 2n 2 2n 2n

sinZ~sin£+sin2—”~sinl+...+sin (n_l)”~sin£=:—-2-cos£. (A)
n_ 2n n 2n n 2n 7 2n

12
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4. Relatii metrice pentru razele cercurilor exinscrise
unui triunghi

Autor , Prof. Sovejanu Ecaterina,
Colegiul Tehnic “ Gheorghe Asachi ”-Onesti

1. Sa se arate ca in orice triunghi AABC este adevarata relatia :
S=(p-a)yr,=(p-b)r,=(p—c)r.,unde: r,, 1,1, sunt razele cercurilor exincrise , p

semiperimetrul iar S aria triunghiului.
Demonstratie
Notdm punctul de tangenta al laturii AB cu cercurile inscris si exinscris cu M iar cu O,

centrul cercului exinscris, determinat de prelungirile laturilor CA si CB sicu A

jumitate din misura unghiului MAA (fig. de mai jos)-

Oc '

A= B =92

- . MO, I
in triunghiul dreptunghic AOM ,unghiul M=Z, tgA ==—C—-_" (2
g ptung 5 g , WA= = @
A A AM A
Din (1) si (2 =>tg—=—"=2tg—=—=>AM =rtg—
(1) si(2) 95 =2 =95 0 97
< A . . n B BM B
Facand un rationament asemanator pentru varful B :>th =——=BM = rcth

c

Cum AM+ MB=AB=¢ :>tg§+tgg:£<:>
I

C

@\/(p—b)(p—c)+\/(p—a)(p—c):gc\/ (P=0) a4 p-®e

p(p-a) p(p-b) p(p—-a)(p-b) I

P—¢ :£<:>E.c:£:>8:rc(p—c)

< .C
Jp(p-a)(p-b)(p-c) . S r,

Analog demonstram si celelate egalitati.
Aplicatii ale acestei proprietati.

13
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2.54 se arate cd in orice triunghi AABC este adevarata relatia:

1 1 1 1

R n rr

a C

unde r,,r,,r sunt razele cercurilor exincrise , r raza cercului inscris iar S aria
triunghiului.
Demonstratie :
Inlocuind r,, 1, r, conform relatiei demonstrate la problema 1 , egalitatea devine:
-a p-b p-c 1 3p—-(a+b+c) 1
p-a pP-b_ Pp-C_21 _ 93P ( )1 P
S S S r S r S
adevarata in orice triunghi.

1 < S = pr, egalitate
[

3. Sdse arate cd in orice triunghi AABC existd relatia : S = /I, 1[I,

unde r,,r,,r sunt razele cercurilor exincrise , r raza cercului inscris iar S aria

triunghiului.

Demonstratia este imediata Tnlocuind raza cercului inscris si razele cercurilor exinscrise
cu formulele obtinute in problema 1.
4. Sa se arate cd in orice triunghi AABC este adevaratd relatia:
a’ b? c’
+ +
ra(rb +rc) rb(rc+ra) rc(ra+rb)

unde r,,r,,r. sunt razele cercurilor exincrise iar a, b, ¢ sunt, respectiv lungimile laturilor

Demonstratie : Conform problemei 1 deducem ca :

_ S _|p(p-a)(p-b)(p-c) __[(p—b)(p-c)_ . A
ra - - 2 - p - p tg
p—-a (p—-a) p(p—a) 2
Sin(B+C)
A B C A B C A
r,(r, +r.) = ptg E(Dtg S Pgo= pitg = (tg —+tg =) = ptg = ———2—— =
) 2 2 2 2 cosEcos9
2 2
sin(”_A) cosé siné (p—b)(p=C)
- ptg 2 = p’tg 2 =p’ 2 =p be -
2 cos B oos© 2 cos B oos© cos B cos & p(p-b) [p(p—C)
2 2 2 2 2 2 ac ab
a a’ a
=p’—=ap=>——=—()
p ra(rb+rc) p
Analog , se arata ca :
b? b c? c a® b? c? a+b+c
== =" + + = =2
rb(rc+ra) p §1 rc(r‘a—i_rb) p ra(rb+rc) rb(rc+ra) rc(ra+rb) p

5. Sa se arate cd in orice triunghi AABC este adevarata relatia:

14
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r(n+r)+r(r+r)+r(r +r)=2p’

unde r,,r,,r. sunt razele cercurilor exincrise iar p semiperimetrul triunghiului.

Demonstratie: Conform problemei anterioare
r‘a(rb + rc) = ap' rb(ra + rc) = bp ' rc(ra + rb) = Cp:> ra(rb + rc)+ rb(ra + rc)+ rc(ra + rb) =

= p(a+b+c)=2p?
Bibliografie:
1. lonescu -Tiu Constantin , Aplicatii in trigonometrie, Editura Academiei Romane,

Bucuresti , 1992
2. Titeica Gheorghe , Probleme de geometrie ...si dincolo de ele, Editura Sigma,

Bucuresti, 2014

15



REVISTA ELECTRONICA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 — MAI 2015 www.mateinfo.ro

5.Doua solutii ale unei probleme

Alexandru — Andrei Cioc, elev, Scoala Elementara Traian, Pitesti
Daniel Vacaru, profesor, Pitesti

Aceasta scurta nota are ca scop prezentarea unei probleme din lista scurta a
propunerilor pentru Olimpiada Nationald de Matematica, 2014.

Problema a fost propusd de prof.Marin Ionescu, Pitesti, iar enuntul sdu aratd
astfel:

«Fie ABC un triunghi si D, E, F punctele in care dreptele suport ale medianelor
intersecteazd a doua oard cercul circumscris triunghiului. Aratati ca daca
triunghiurile BDC, CEA, AFB au aceeasi arie, atunci triunghiul ABC este
echilateral.»

Solutia 1. (Alexandru — Andrei Cioc).

Daca o laturd a triunghiului ABC este mai mica decat celelalte, atunci arcul de
cerc (circumscris) subintins de aceasta este cel mai mic. Asadar, deducem ca
inaltimile corespunzatoare triunghiurilor DBC, CEA, AFB sunt in relatie
corespunzitoare. Prin urmare, aria acelui triunghi va fi cea mai mica. Insa relatia
de egalitate ne conduce, nu doar intuitiv, catre AB = BC = CA.

Solutia 2. (Daniel Vacaru)
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Este clar ca triunghiurile AGA; si DHA; sunt asemenea, cu raportul de

< AG _ AA; .. . g :
asemanare —— = D—Al. Din datele problemei, deducem ca avem egalitatea
1

SBpc __ SCEA __ SAFB

SaBc  SaBc  SaBc

BC-DH
Dar Sppc _ — 2 _ DH _ DA, _ DAy AA,
Sagc  BCAG T Ap T a4, AA?
ABC 1 1

2
Puterea punctului A, fata de cercul circumscris este DA, - A;A = a:. Prin

inversarea rapoartelor si egalarea acestora, dupa simplificari, deducem
mg _mp _mg
a’? b? c?
2 2

2 2 2 2
.. . . m m m mgt+tmg+tm
Cu proportii derivate, obtinem a—; =—b=——t-—a 4 ¢

, 0% b2 ¢z aZ+b2+c?
3-(a“+b“+c o o . .
Dar m2 + m2 + m? = %), de unde deducem, dupa prelucrari algebrice,
cd avem b? + ¢? = 2a?,c? + a® = 2b?%,a* + b?> = 2¢? ,adicia=b=c.

Bibliografie
[1] Romanian Mathematical Competitions, 2014
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6. CATEVA IDENTITATI SI INEGALITATI
TRIGONOMETRICE

Prof. Udma Arleziana Emilia
Colegiul Tehnic “Anghel Saligny”, Rosiorii de Vede, Teleorman

1. Sa se arate ca pentru orice xeR avem inegalitatea:

sin(sin? x) + cos(cos? x)>%
Solutie:

not

E =sin(sin? x)+ cos(cos® x )=

. . . T
=sin(sin? x)+ sm(E — cos® xj =

. 2 TC 2 . T 2
SIN" X+ ——C0S™ X SIN" X——4C0S™ X
=2sin 2 cos 2 =

*—> E > 2sin E—l coS E—l =5sin 2 E—l =
4 2 4 2 4 2

LT
4 2 4 2 4
C

=E 2sin(g —1) = Cos1.

O<1<E:>cosl>cosE:1:>cosl>l:>E>l.
3 3 2 2 2

2. Fie x,y, z eR si keZ. Aratati ca, daca x+ y+ z = km, atunci
sin“2x+ sin“2y+ sin®2z=2-c0s2Xc0s2yc0s2z.

Solutie:
18
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sin“2x+ sin?2y+ sin“2z=(1-cos4x)/2+(1-cos4y)/2+(1-cos4z)/2=
=3/2-1/2[(cos4x+ cosdy)+ cos4dz]=
=3/2-1/2[2c0s2(x+y)cos2(x-y)+2c0s*2z-1]=
=2-[c0s2(x+Yy)cos2(x-y)+c0s°2z]

Cum x+ y+ z = kn, ke Z rezulta ca:

sin®2x+ sin“2y+ sin“2z=2-[cos(2kn-22)cos2(x-y)+c0s°2z]=
=2-[c0s2zc0s2(X-y)+C0s°2Z]=
=2-[cos2(x-y)+c0s2z]cos2z=
=2-[cos2(x-y)+cos2(x+y)]cos2z=
=2-C0S2XC0S2yCc0Ss2z.

3. Fie x,ye(0, n/2). Aratati ca:

. 2 2
sin’ x cos’ X : .
+ =1dacasi numai dacax =Y.

siny cosy
Solutie :

) 2 2 2
Dacax:y,atunci(s'!1 XJ +(COS X] =sin*x+sin’y=1
siny cosy

. 9 2 2 2
Reciproc,daca[S'_n X] +[COS XJ =1
siny cosy

atunci sin*xcos?y+cos*xsin?y=sin’ycos’y, de unde
sin*xcos?y+(1-sin®x)%sin’y- sin’ycos’y=0, adici (sin’x- sin’y)*=0 si deci
sin’x=sin’y.

Cum sinx>0, siny>0 (cici X, y€(0, m/2) rezulta ca sinx=siny si cum functia

f. (0, ©/2)—>(0,1), f(x)=sinx este injectiva, rezulta ca x=y.

4. Aratati ca, daca O<x<arctgn/2, atunci
RS to(tgx) _ ,
sin(sinx) X

Solutie:

Deoarece O<x<arctgn/2, iar arctgn/2<n/2, rezulta ca 0<x<mn/2, ceea ce
inseamna 0<SINX<x<m/2.

Functia sinus este strict crescatoare pe (0, w/2), rezultd ca
O<sin(sinx)<sinx si, cum sinx<x, rezulta 0<sin(sinx)<x ceea ce conduce la:

51 (1)

sin(sinx)

Deoarece O<x<arctgn/2<m/2, iar functia tg este strict crescatoare pe
(0, ©/2), rezulta ca 0<tgx<m/2 si cum x<tgx, conchidem ca 0<x<tgx<m/2.

19
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Ca urmare tg(tgx)>tgx si deci tg(tgx)>x>0 ceea ce ne conduce la:
tg(tox) _ @)

X
Din (1) si (2) = inegalitatea pe care trebuia sa o demonstram.

5. Fie a, beR. Aratati ca inegalitatea sin x+ sina>b cos x are loc
pentru orice XeR daca si numai daca a=n/2+2kn (keZ) si b=0. (1)

Solutie:
Daca a=n/2+2kn (ke Z) si b=0, atunci inegalitatea (1) devine: sin x+1>0,

ceea ce are loc pentru orice xeR.

Reciproc, sa aratam ca, daca inegalitatea (1) are loc pentru orice x€R,
atunci a=n/2+2kn (ke Z) si b=0.

Deoarece inegalitatea (1) trebuie sa aibda loc pentru orice xeR, este
necesar ca ea sa fie indeplinita pentru x=37/2, ceea ce ar conduce la —1+sina>0
sau sina>1 si, cum sina<l (oricare ar fi acR), nu putem avea decat sina =1, de
unde rezultd ca a=n/2+2kn (ke Z).

Ca urmare inegalitatea (1) devine 1>b cos X - sinx.

Tinand seama si de faptul cd valoarea maximd a functiei f:R—R,

f(x)=bcosx - sinx este egald cu v b*+1  rezulta ca VO* +1<1 ceea ce conduce
la b’<0, de unde b=0.

6. Fie X, y, zeR si keZ. Aratati ci , daca x+y+z=kmr, atunci
C0S 2X+C0S 2y+c0s 2z+1=4(-1)¥ cos Xcos ycos z.

Solutie:
Evident, cos 2x+cos 2y+cos 2z+1=2cos(x+y)cos(X-y)+2c0s’z si cum

x+y+z=kn (ke Z), iar sin kn=0 si cos kn=(-1)* (oricare ar fi keZ) , rezulta ca:

C0S 2X+c0s 2y+cos 2z+1=2cos(kn-z)cos(x-y)+2cos’z=
=2(cos krcosz+sin knsinz) cos(x-y)+ 2cos’z=
=2(-1)*cos z cos(x-y)+2cos’z=
=2[(-1)* cos(x-y)+cos z]cos z=
=2[(-1)* cos(x-y)+cos(km-(x+y))]cos z=
=2[(-1)* cos(x-y)+(-1)*cos(x+y)]cos z=
=2(-1)"[cos(x+y)+cos(x-y)]cos z=

=4(-1)" cOS XCOS yCOs Z.
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