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1.În legătură cu o problemă de la primul test de 

selecţie  - seniori 2015 – 

 
de Roxana Mihaela Stanciu, Buzău şi Nela Ciceu, Roşiori, Bacău 
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2. Soluţii pentru unele probleme din revista 

 Mathematical Reflections 

 
de Nela Ciceu, Roşiori, Bacău şi Roxana Mihaela Stanciu, Buzău 

 

 
Soluţie: 

 

 
Soluţie: 
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Soluţie: 

 

 
 

 
Soluţie: 
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Soluţie: 
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Soluţie: 
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Soluţie: 
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3. Asupra unor egalități trigonometrice 
      

                                          Prof. Alexandru Elena-Marcela, gradul didactic I

   Școala Gimnazială Nr.3 Baia, structura Bogata 
 

1. Dacă (1 sin )(1 sin )(1 sin ) cos cos cos            , 

arătați că: 

  (1 sin )(1 sin )(1 sin ) cos cos cos           . 

Rezolvare: 

 (1 sin )(1 sin )(1 sin ) cos cos cos            /  (1 sin )(1 sin )(1 sin )      

Rezultă

 2 2 2(1 sin )(1 sin )(1 sin ) (cos cos cos )(1 sin )(1 sin )(1 sin )                  

de unde  

 2 2 2cos cos cos (cos cos cos )(1 sin )(1 sin )(1 sin )                 

adică  

 cos cos cos (1 sin )(1 sin )(1 sin )           . 

 

2. Știind că x y z   arătați că are loc egalitatea: 

 
2 2 2cos cos cos 2cos cos cos 1x y z x y z      . 

Rezolvare: 

 2 2 2cos cos cos ( ) 2cos cos cos( ) 1x y x y x y x y         

 Se utilizează formula:  
1

cos cos cos( ) cos( )
2

x y x y x y      . 

 Atunci  2 2 2 1
cos cos cos ( ) 2 cos( ) cos( ) cos( ) 1

2
x y x y x y x y x y            , de 

unde 2 2 2cos cos cos ( )x y x y   2cos ( )x y  cos( ) cos( ) 1x y x y     . 

Se obține   2 2 1
cos cos cos( ) cos( ) 1

2
x y x y x y x y x y          . 

Echivalent cu  2 2 1
cos cos cos 2 cos( 2 ) 1

2
x y x y      . Cosinusul este o funcție pară și 

folosind formula 2cos2 2cos 1x x   se obține egalitatea cerută. 

 

3. Arătați că au loc egalitățile următoare pentru orice 
*n : 

 a) 
sin sin( 1)

sin 2 sin 4 sin 6 sin 2
sin

nx n x
x x x nx

x

 
     ; 

 b) 
cos( 2) sin

cos3 cos5 cos(2 1)
sin

n x nx
x x n x

x

 
     . 

Rezolvare:  

a) Etapa de verificare: 

Pentru 1n   rezultă 
sin

sin 2
x

x 
sin 2

sin

x

x


 (A) 

Etapa de demonstrație: 

Presupunem adevărată ( )p n  și demonstrăm că este adevărată ( 1)p n . Trebuie să arătăm că: 
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sin( 1) sin( 2)

sin 2 sin 4 sin 6 sin 2 sin 2( 1)
sin

n x n x
x x x nx n x

x

  
        

Rezultă  
sin sin( 1) sin( 1) sin( 2)

sin 2( 1)
sin sin

nx n x n x n x
n x

x x

    
   . Aducem la același 

numitor în membrul stâng și renunțăm la numitor. Se obține: 

sin sin( 1) sin 2( 1) sinnx n x n x x      sin( 1) sin( 2)n x n x   . 

Se folosește faptul că 1 2 1n n     și 2( 1) 2 2 2n n n n      . 

Astfel    sin sin ( 2) sin ( 2) sinnx n x x n x nx x         

sin sin( 2) cos sin cos( 2) sinnx n x x nx n x x        sin( 2) cos sin cos( 2) sin sinn x nx x n x nx x       

sin sin( 2) cos sin( 2) cos sinnx n x x n x nx x         

sin( 2) (sin cos cos sin )n x nx x nx x       

sin( 2) sin( )n x nx x     

sin( 2) sin( 1)n x n x    . (A) 

 

b) Etapa de verificare: 

Pentru 1n   rezultă 
cos3 sin

cos3
x x

x



sin x

 (A) 

 

Etapa de demonstrație: 

Presupunem adevărată ( )p n  și demonstrăm că este adevărată ( 1)p n . Trebuie să arătăm că: 

cos( 3) sin( 1)
cos3 cos5 cos(2 1) cos(2 3)

sin

n x n x
x x n x n x

x

  
        

Rezultă 
cos( 2) sin cos( 3) sin( 1)

cos(2 3)
sin sin

n x nx n x n x
n x

x x

    
   . Aducem la același 

numitor în membrul stâng și renunțăm la numitor. Se obține: 

cos( 2) sin cos(2 3) sin cos( 3) sin( 1)n x nx n x x n x n x         . 

Se folosește faptul că 2 3 1n n     și 2 3 3n n n    . 

Astfel    cos ( 3) 1 sin cos ( 3) sinn x nx n n x x         

   cos ( 3) sin cos ( 3) sinn x x nx n x nx x         

   cos( 3) cos sin( 3) sin sin cos( 3) cos sin( 3) sin sinn x x n x x nx n x nx n x nx x               

cos( 3) cos sin sin( 3) sin sinn x x nx n x x nx        cos( 3) cos sin sin( 3) sin sinn x nx x n x nx x       

cos( 3) cos sin cos( 3) cos sinn x x nx n x nx x         

 cos( 3) [cos sin cos sin ]n x x nx nx x      

cos( 3) sin( )n x nx x     

cos( 3) sin( 1)n x n x    . (A) 

4. Arătați că pentru orice *n  are loc egalitatea: 

 

cos
2 ( 1) 2sin sin sin

sin
2

n n

n n n

n


  




    . 

Rezolvare: 

 Înmulțim ambii membri ai egalității cu sin
2n


. 
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Atunci rămâne de arătat că 
2 ( 1)

sin sin sin sin sin sin cos
2 2 2 2

n

n n n n n n n

      
       . 

Se folosește formula  
1

sin sin cos( ) cos( )
2

a b a b a b     . 

Rezultă: 

 
1 3

sin sin cos cos
2 2 2 2n n n n

    
   

 
 

 
2 1 3 5

sin sin cos cos
2 2 2 2n n n n

    
   

 
 

  

 
( 1) 1 (2 3) (2 1)

sin sin cos cos
2 2 2 2

n n n

n n n n

      
   

 
 

_____________________________________________________(+) 

2 ( 1)
sin sin sin sin sin sin

2 2 2

1 3
cos cos

2 2 2

n

n n n n n n

n n

     

 


      

 
3

cos
2n




5
cos

2n




(2 3)
cos

2

n

n


 

(2 1)
cos

2

n

n

 
 

 

 

2 ( 1) 1 (2 1)
sin sin sin sin sin sin cos cos

2 2 2 2 2 2

n n

n n n n n n n n

         
        

 
 

2 ( 1) 1 2
sin sin sin sin sin sin cos cos

2 2 2 2 2

n n

n n n n n n n

      
       

2n



2n

  
   

  

 

2 ( 1) 1
sin sin sin sin sin sin cos cos

2 2 2 2 2 2

n

n n n n n n n n

         
        

 
 

2 ( 1) 1
sin sin sin sin sin sin

2 2 2 2

n

n n n n n n

     
       2 cos

2n


 . (A) 
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4. Relații metrice pentru  razele cercurilor exînscrise 

unui triunghi  

 
Autor , Prof. Sovejanu Ecaterina ,  

Colegiul Tehnic “ Gheorghe Asachi ”-Onesti  
 

     1.  Să se arate că în orice  triunghi       este adevărată  relația : 

( ) ( ) ( )a b cS p a r p b r p c r      , unde :    , ,a b cr r r sunt razele cercurilor exîncrise  , p 

semiperimetrul iar S aria triunghiului. 

Demonstrație   

Notăm punctul de tangență al laturii AB cu cercurile  înscris și exînscris cu M iar cu CO  

centrul cercului  exînscris, determinat de prelungirile laturilor CA și CB  și cu 1A  

jumătate din măsura unghiului 'MAA ( fig. de mai jos). 

 
 

tg 1A
= ( )

2 2

A A
tg ctg

 
  (1) 

 

În triunghiul dreptunghic   cAO M , unghiul  M=
2


,    

1
C cMO r

tgA
AM AM

  (2) 

Din (1) și (2) 
2 2 2

c
c

c

rA A AM A
ctg tg AM r tg

AM r
       

Făcând un raționament asemănător pentru  vârful B 
2 2

c

c

B BM B
tg BM r tg

r
     

  

Cum AM+ MB=AB=c 
2 2 c

A B c
tg tg

r
     

 

( )( ) ( )( ) ( )
(2 )

( ) ( ) ( )( )

. . ( )
( )( )( )

c c

c

c c

p b p c p a p c c p c c
p a b

p p a p p b r p p a p b r

p c c p c c
c c S r p c

r S rp p a p b p c

    
       

   

 
      

  

 

 Analog demonstrăm și celelate egalități. 

Aplicații ale acestei proprietăți. 
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2.Să se arate că în orice  triunghi       este adevărată  relația: 

 
1 1 1 1

a b cr r r r
    

 unde  , ,a b cr r r sunt razele cercurilor exîncrise  , r raza cercului înscris iar S aria 

triunghiului. 

Demonstrație : 

Înlocuind , ,a b cr r r conform relației demonstrate la problema 1 , egalitatea devine: 

         
1 3 ( ) 1 1p a p b p c p a b c p

S pr
S S S r S r S r

     
         , egalitate 

adevărată în orice triunghi. 

3. Să se arate că în orice  triunghi       există relația : a b cS rr r r  

 unde  , ,a b cr r r sunt razele cercurilor exîncrise  , r raza cercului înscris iar S aria 

triunghiului. 

Demonstrația este imediată înlocuind raza cercului înscris și razele cercurilor exînscrise 

cu formulele obținute în problema 1. 

4. Să se arate că în orice  triunghi       este adevărată  relația: 

 

2 2 2

2
( ) ( ) ( )a b c b c a c a b

a b c

r r r r r r r r r
  

    

unde  , ,a b cr r r sunt razele cercurilor exîncrise  iar a, b, c sunt , respectiv lungimile laturilor 

. 

Demonstrație : Conform problemei  1 deducem că :

2

( )( )( ) ( )( )

( ) ( ) 2
a

S p p a p b p c p b p c A
r p p tg

p a p a p p a

    
    

  
 

2 2

2 2 2 2

2
2

sin( )
2( ) ( ( )

2 2 2) 2 2 2 2
cos cos

2 2

( )( )
sin( ) cos sin

2 2 2

2 2 ( ) ( )cos cos cos cos cos cos
2 2 2 2 2 2

(1)
( )

a b c

a b c

B C
A B C A B C A

r r r ptg ptg ptg p tg tg tg p tg
B C

p b p cA A A
A A bc

p tg p tg p p
B C B C B C p p b p p c

ac ab

a a a
p ap

p r r r p





      

 

    
 

   


Analog , se arată că  :   

    

2

( )b c a

b b

r r r p


     și  

2

( )c a b

c c

r r r p




2 2 2

2
( ) ( ) ( )a b c b c a c a b

a b c a b c

r r r r r r r r r p

 
    

    

5. Să se arate că în orice  triunghi       este adevărată  relația: 
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2( ) ( ) ( ) 2a b c b c a c a br r r r r r r r r p       

   

unde  , ,a b cr r r sunt razele cercurilor exîncrise  iar  p semiperimetrul triunghiului. 

Demonstrație: Conform problemei anterioare   

2

( ) , ( ) , ( ) ( ) ( ) ( )

( ) 2

a b c b a c c a b a b c b a c c a br r r ap r r r bp r r r cp r r r r r r r r r

p a b c p

            

   
 

Bibliografie: 

1. Ionescu -Țiu Constantin , Aplicații în trigonometrie, Editura Academiei Române, 

București , 1992 

2. Țițeica Gheorghe , Probleme de geometrie …și dincolo de ele, Editura Sigma, 

București,  2014 
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5.Două soluții ale unei probleme  

 
 Alexandru – Andrei Cioc, elev, Școala Elementară Traian, Pitesti 

Daniel Văcaru, profesor, Pitești 

 

 

Această scurtă notă are ca scop prezentarea unei probleme din lista scurtă a 

propunerilor pentru Olimpiada Națională de Matematică, 2014. 

Problema a fost propusă de prof.Marin Ionescu, Pitești, iar enunțul său arată 

astfel: 

«Fie ABC un triunghi și D, E, F punctele în care dreptele suport ale medianelor 

intersectează a doua oară cercul circumscris triunghiului. Arătați că dacă 

triunghiurile BDC, CEA, AFB au aceeași arie, atunci triunghiul ABC este 

echilateral.» 

 
Soluția 1. (Alexandru – Andrei Cioc).  

Dacă o latură a triunghiului ABC este mai mică decât celelalte, atunci arcul de 

cerc (circumscris) subîntins de aceasta este cel mai mic. Așadar, deducem că 

înălțimile corespunzătoare triunghiurilor DBC, CEA, AFB sunt în relație 

corespunzătoare. Prin urmare, aria acelui triunghi va fi cea mai mică. Însă relația 

de egalitate ne conduce, nu doar intuitiv, către AB = BC = CA.    

Soluția 2. (Daniel Văcaru) 
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Este clar că triunghiurile AGA1 și DHA1 sunt asemenea, cu raportul de 

asemănare 
  

  
 
   

   
. Din datele problemei, deducem că avem egalitatea 

    

    
 
    

    
 
    

    
. 

Dar 
    

    
 

     

 
     

 

 
  

  
 
   

   
 
       

   
 . 

Puterea punctului A1 față de cercul circumscris este         
  

 
. Prin 

inversarea rapoartelor și egalarea acestora, după simplificări, deducem  

  
 

  
 
  
 

  
 
  
 

  
 

Cu proporții derivate, obținem 
  
 

  
 
  
 

  
 
  
 

  
 
  
    

    
 

        
. 

Dar   
    

    
  

  (        )

 
, de unde deducem, după prelucrări algebrice, 

că avem                               , adică a = b = c.  

 Bibliografie 

[1] Romanian Mathematical Competitions, 2014 
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6. CÂTEVA  IDENTITĂŢI  ŞI  INEGALITĂŢI  

TRIGONOMETRICE 
 

        

 

     Prof. Udma Arleziana Emilia 

 Colegiul Tehnic “Anghel Saligny”, Roșiorii de Vede, Teleorman 
 

 

1. Să se arate că pentru orice xR avem inegalitatea: 

 

   
2

1
xcoscosxsinsin 22 >

 
 Soluţie: 

 

   

 

.
2

1
E

2

1
1cos

2

1

3
cos1cos

3
10

.1cos1
2

sinE

2

1

4
2sin

2

1

4
cos

2

1

4
sin2E

2

x2cos

4
sin

2

1

4
sin

22

1

42

x2cos

42

1

4
0

2

1

4
cos

2

x2cos

4
sin2

42

1
cos

2

x2cos

4
sin2

2

xcos
2

xsin

cos
2

xcos
2

xsin

sin2

xcos
2

sinxsinsin

xcoscosxsinsinE

2222

22

22
not

>>><<

<<








































































































































 









































 

 

2. Fie x, y, z R şi kZ. Arătaţi că, dacă x+ y+ z = k, atunci 

sin
2
2x+ sin

2
2y+ sin

2
2z=2-cos2xcos2ycos2z. 

Soluţie: 
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sin
2
2x+ sin

2
2y+ sin

2
2z=(1-cos4x)/2+(1-cos4y)/2+(1-cos4z)/2= 

        =3/2-1/2[(cos4x+ cos4y)+ cos4z]= 

        =3/2-1/2[2cos2(x+y)cos2(x-y)+2cos
2
2z-1]= 

        =2-[cos2(x+y)cos2(x-y)+cos
2
2z] 

Cum x+ y+ z = k, kZ rezultă că: 

sin
2
2x+ sin

2
2y+ sin

2
2z=2-[cos(2k-2z)cos2(x-y)+cos

2
2z]= 

        =2-[cos2zcos2(x-y)+cos
2
2z]= 

        =2-[cos2(x-y)+cos2z]cos2z= 

        =2-[cos2(x-y)+cos2(x+y)]cos2z= 

        =2-cos2xcos2ycos2z. 

 

3.  Fie x, y(0, /2). Arătaţi că: 

 

1
ycos

xcos

ysin

xsin
 daca,ciprocRe

1ysinxsin
ycos

xcos

ysin

xsin
 atunci y, xDaca

:Solutie

y. xdaca numai si daca 1
ycos

xcos

ysin

xsin

2
2

2
2

22

2
2

2
2

2
2

2
2
























































 
atunci sin

4
xcos

2
y+cos

4
xsin

2
y=sin

2
ycos

2
y, de unde 

sin
4
xcos

2
y+(1-sin

2
x)

2
sin

2
y- sin

2
ycos

2
y=0, adică (sin

2
x- sin

2
y)

2
=0 şi deci 

sin
2
x=sin

2
y. 

Cum sinx>0, siny>0 (căci x, y(0, /2) rezultă că sinx=siny şi cum funcţia  

f: (0, /2)(0,1), f(x)=sinx este injectivă, rezultă că x=y. 

 

4. Arătaţi că, dacă 0xarctg/2, atunci 

 

.2
x

)tgx(tg

sin(sinx)

x


 
 

Soluţie: 

Deoarece 0xarctg/2, iar arctg/2/2, rezultă că 0x/2, ceea ce 

înseamnă 0sinxx/2. 

Funcţia sinus este strict crescătoare pe (0, /2), rezultă că 

0sin(sinx)sinx şi, cum sinxx, rezultă 0sin(sinx)x ceea ce conduce la: 

(1)      .1
sin(sinx)

x


 
Deoarece 0xarctg/2/2, iar funcţia tg este strict crescătoare pe         

(0, /2), rezultă că 0tgx/2 şi cum xtgx, conchidem că 0xtgx/2. 
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Ca urmare tg(tgx)tgx şi deci tg(tgx)x0 ceea ce ne conduce la:   

(2)         .1
x

)tgx(tg


 
Din (1) şi (2)  inegalitatea pe care trebuia să o demonstrăm. 

 

5. Fie a, bR. Arătaţi că inegalitatea sin x+ sinab cos x are loc 

pentru orice xR dacă şi numai dacă a=/2+2k (kZ) şi b0.      (1) 

 

Soluţie: 

Dacă a=/2+2k (kZ) şi b0, atunci inegalitatea (1) devine: sin x+10, 

ceea ce are loc pentru orice xR. 

Reciproc, să arătăm că, dacă inegalitatea (1) are loc pentru orice xR, 

atunci a=/2+2k (kZ) şi b0. 

Deoarece inegalitatea (1) trebuie să aibă  loc pentru orice xR, este 

necesar ca ea să fie îndeplinită pentru x=3/2, ceea ce ar conduce la –1+sina0 

sau sina1 şi, cum sina1 (oricare ar fi aR), nu putem avea decât sina =1, de 

unde rezultă că a=/2+2k (kZ).  

Ca urmare inegalitatea (1) devine 1b cos x - sinx.  

Ţinând seama şi de faptul că valoarea maximă a funcţiei f:RR, 

f(x)=bcosx - sinx este egală cu 1b2  , rezultă că 11b2  , ceea ce conduce 

la b
2
0, de unde b=0. 

 

6. Fie x, y, zR şi kZ. Arătaţi că , dacă x+y+z=k, atunci 

cos 2x+cos 2y+cos 2z+1=4(-1)
k 

cos xcos ycos z. 

 

Soluţie: 

Evident, cos 2x+cos 2y+cos 2z+1=2cos(x+y)cos(x-y)+2cos
2
z şi cum 

x+y+z=k (kZ), iar sin k=0 şi cos k=(-1)
k 
 (oricare ar fi kZ) , rezultă că: 

cos 2x+cos 2y+cos 2z+1=2cos(k-z)cos(x-y)+2cos
2
z= 

           =2(cos kcosz+sin ksinz) cos(x-y)+ 2cos
2
z= 

           =2(-1)
k
cos z cos(x-y)+2cos

2
z= 

           =2[(-1)
k 
cos(x-y)+cos z]cos z= 

           =2[(-1)
k 
cos(x-y)+cos(k-(x+y))]cos z= 

           =2[(-1)
k 
cos(x-y)+(-1)

k
cos(x+y)]cos z= 

           =2(-1)
k
[cos(x+y)+cos(x-y)]cos z= 

                                  =4(-1)
k 
cos xcos ycos z.            

 

 

      


