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1.Despre inegalitatea lui Nesbitt

D.M. Bitinetu-Giurgiu® si Neculai Stanciu®

Ce facem? Prezentam o problemé?’ de gindire matematicd confruntatd cu doud tendinte
complementare: sistematizarea si descoperirea.

Cum facem? Solicitam inspiratia®, imaginatia, intuitia, logica si rationamentul.

Cat facem? Atat cat sa contribuim la Incoltirea si Tnmugurirea dezvoltarii gustului
creativitatii in domeniul matematicii.

Remarca 1. In cercurile de matematica si la perfectiondrile didactice se desfdsoari o
activitate libera. Aici se pot experimenta diferite strategii, tehnici, metode si procedee de
stimulare a imaginatiei. Concluziondm prin a sublinia cd un mod de stimulare a
creativitatii elevilor la matematicd este sd se dea probleme avand multiple solutii.
Exemplificam aceasta prin:

O generalizare — inegalitatea lui Nesbitt

Credem ca in limbajul matematic se justifica utilizarea termenului “o generalizare” in
loc de “generalizarea” problemei. In acest sens, considerim ci una dintre cele mai
inspirate forme de clarificare a afirmatiei “o generalizare” ramane urmatorul exemplu
clasic: ”Daca varfurile unui hexagon sunt pe un cerc, cele trei puncte in care se intalnesc
perechile de laturi opuse sunt coliniare”(Teorema lui Pascal). Si aceastd teorema s-a tot
generalizat, in cazul in care varfurile hexagonului se afla pe o elipsa sau hiperbold sau
parabold sau pe o conica datd analitic printr-o ecuatie de gradul al doilea (conica
“oarecare”). Problema generalizarii s-a incheiat aratandu-se ca dacad sase puncte nu sunt
pe aceeasi conicd, atunci cele trei puncte nu mai sunt coliniare. In momentul acesta focul
a fost aprins, urmeazad doar sa fie intretinut si de aceea, in cele ce urmeaza, vom rezolva
problema generalizarii inegalitatii lui Nesbitt.

Inegalitatea lui Nesbitt pentru doui variabile:

. : X, X : N
Daca x,,X, € R_, atunci: A(X,X,) =—+—2>2, (Caz particular - Didactica
2 1
Matematica 2012 — vezi [6] )

1.Dacd a,b,x,, %, € R, X, =X, +X, si aX, >bmax{x,, X, }, atunci:

X,) = al + X > 2 , (Didactica Matematica 2012 — vezi [6]).
axX,—-bx, aX,-bx, 2a-b

B(x,,

! Profesor, Colegiul National *’Matei Basarab’’, Bucuresti

2 Profesor, Sc. Gimnaziala *’George Emil Palade’’, Buzau

® Primul care a intrebuintat acest termen a fost Democrit.Ce este problema? Sarcind nerezolvati care
asteapta solutionarea, intrebare propusa, obstacol, bariera, subiect de controversa.Problematizarea ne arata
ca omul Intrebator se misca asimptotic spre adevar.

* Stare irationala a spontaneittii.
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Inegalitatea lui Nesbitt pentru trei variabile:

X, X% % 53 (Neshitt -
Xy + Xy Xg+X X + X,
1903 — vezi [10]).

2. Dacd a,b,x,, X,, X, € R, atunci:

Dacd X,,%,,%; € R, atunci: C(X,, X,,X;) =

X X X .
L+ 2_+ s> 3 , (Brasov 2011 — vezi [3]).
ax, +bx, ax,+bx, ax, +bx, a+b

3. Dacd a,,b,,x, €R ,k=13si a, +b, =a, +b, =a, +b, =t, atunci:
X X%
ax, +bX;  ax; +b,X,  azx +byx,
4. Dacd a,b, X, %,, X, € R., X, + X, + X, = X,5i aX, >bmax{x,, X,, X, }, atunci:
%, X% % 5 3 (Brasov2011 - vezi [3])

aX,—bx, aX,-bx, aX;-bx; 3a-b
5. Dacd a,b, %, X,, X, € R\, X, + X, + X; = X, astfel incat aX, >bmax{x,,X,,%,},

D(X11X2’X3) =

E(X,, Xy, X;) = 2%, (Brasov 2011 — vezi [3]).

F(prz'xs):

iar m, p e [L,0) atunci:
X" . xJ . X7 3 meei .
(aX, —bx)" (aX;—-bx,)? (aX;-bx,)" (3a-b)°
(Brasov 2011 — vezi [3]).
6.Dacd a,b, X, X,,X; € R, X, + X, + X, = X,5i me R, , atunci:
X, . X, N X, S 3" |
(axX, —bx)"™ (aX,—bx,)"™ (aX,-bx,)" (Ba-b)" X!
(Brasov 2011 — vezi [3])
7. Dacd a,b,c,X,y,z € R, atunci:
2
x by e (ax + by +cz)

1(x,y,2) = ax . > >
y+z z+x x+y (a+b)xy+(b+c)yz+(c+a)zx

> S@bxy+beyz+can) pmt 172012 - vezi [4]).
(@a+b)xy+(b+c)yz+(c+a)zx
8. Dacd a,b,x,y,ze R si meR,, atunci:
X m+1 y m+1 N 7 m+1 S 3m+1
)2m+1 )2m+1 (ax+by)2m+1 - (a+b)2m+l(x+ y+ Z)m !

G(X, X,,X5) =

H(Xl’XZ'XS):

J(X1y12)=(

ay +bz (az +bx

(Rm.Sarat 2011 — vezi [2])
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Inegalitatea lui Nesbitt pentru n variabile:

* a 0 « s X
Dacax, eR_,Vk=1n,X, =>"x,atunci: (N,) > —*—> N (Cazul n=4,
k=1 a X, —X -1

n
k
SM, nr. VI11-2011 — vezi [11])

n

9.Daci ne N —{1,2},m,pefl,»),a,b,x, eR,vk=1n, X, =>'x,, si

n Xn
aX, >bmaxx,, atunci: K, = k >
" ke ;(axn ~bx,)*  (an-b)®

—m+p+1
n g mop

(Rm.Sarat 2011 — vezi [2]).
10. Dacaa,b,x, eR},c,y, €R,,Vk=LnneN"-{l},

X, :Zxk si aX, >br£&)n(xk’yk e{o,%xn} vk =1,nsi me R, , atunci:

k=1
L=> % > Ui (Rm.Sarat 2011 — vezi [2])
n = L = Lo .Dara —

= (aX, —bx, +cy, ™ (an—b+c)™ X"

11. Daci ne N" -{12},aeR,,b,c,d,x, eR],Vk=1n, X, =D X, 5i
k=1

. 5 aX, +bx n ‘n
cX, >d maxx,, atunci: M =>» —"  » (@n+b)
1<ksn i cX,, —dx, cn—d

, (SM, nr. 1X-2012 — vezi [5])

12. Daca a€ R, ,b,c,d, X, € R:,‘v’k :H,Xn :Z:Xk ,me[l,oo)
k=1

: ", aX, +bx an+b)n™ .
si X' >dmaxxy, atunci: U, =) —-" fnz( ~ ) X
1<ksn i CX ) —dxy cn™ —d

(G.Gheba-2012 — vezi [7])
13. Dacd a,meR,,b,c,d,x, eR],Vk=1n,X, => %, pe[l)
k=1

. 5 aX, +bx mP
si X' >dmaxxy, atunci: V, = —_t——k_> (an: b)n X L-mp
1<k<n = (eX'—dx)?  (cn™ —d)P

(AMM - 11634 — vezi [8])
14. Daci neN" —{l}, aeR,, b,c,d,x, R}, Vk=1n, X, = > x,,
k=1

n 1

m, p,r,s € [Lw), astfel incdt cX™ >d max X", atunci:
<k<n

. (aXr erx;)s (anr +b)S
W, = . >
" kz—l:(CXr:n—dXLn)p >(cn”‘—d)p

Victorie gustatd din plin!

n™EX ™ (REOIM — vezi [9])
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Problematizare®. Privarea de feed-back, reduce aceasti temd de cercetare metodico-
didactica la o prezentare fira receptare, si fara eficientd, frustrant pentru toti partenerii.In
acest sens propunem cititorilor euristica’.

Nota. Tema expusa mai sus poate fi tratatd cu succes in cadrul perfectionarii cadrelor
didactice si nu numai. Desi generalizarile prezentate au multiple solutii (toate au cel putin
patru solutii, iar pentru unele am gasit chiar sapte solutii), de multe ori a trebuit sa
folosim ,,marche-arriérre”’- ul pentru a reveni din ’’drumurile infundate’.

Remarca 2. Cercetarea autentica pretinde informare completa si reflectie - pentru a nu
forta “usi deschise”. Problemele prezentate trebuie sa fie de tipul reproiectare-creativa,
deoarece se solicitd gisirea mai multor solutii sau mai multe metode de rezolvare adica
trebuie sa reparcurgem drumul pe o alta cale pentru a obtine acelasi rezultat, sau altul mai
bun, Tmbunatatit sau optimizat.

Remarca 3. Se tine de asemenea cont ca trebuie conturate cat mai clar strategiile
euristice cu cele algoritmice ca sd trezeasca elevului nevoia de cunoastere si curiozitatea
si sa-1 motiveze in cautare. Deoarece, capacitatea de generalizare este indiciul unei
gandiri independente si creatoare, al unei bune formatiuni intelectuale, propunem ca
tema, cititorilor: sd generalizeze unele inegalitfi intalnite la disciplina matematica.
Astfel, gandirea creatoare, initiativa si spiritul dumnevoastrd de independenta au sanse de
afirmare. Succes! Gandirea generalizata in sfera simbolisticii numerale si literale, a
relatiilor cantitative si spatiale, a obiectelor si actiunilor matematice este un privilegiu al
matematicienilor (V.A. Krutetki). Ca insusire psihica specifica gandirii matematicianului,
generalizarea nu poate fi inteleasa in afara contextului experientei anterioare.

Remarca 4. Pentru a deveni creativi, avem nevoie de idei si intuitii, care vin $i se
dezvolta prin exercifiu. Stim ca nu tot ce am intentionat am reusit sa prezentdm, nu tot ce
am prezentat se va studia, nu tot ce se va studia se va intelege, se intelege si ce nu am
prezentat, iar ceea ce se va intelege nu depinde numai de noi ce devine. Incheiem prin a
afirma ca ne aflam intr-o lume a problemelor, adicd a intrebarilor nesfarsite impuse de :
nevoie, mirare, curiozitate si de utilul permanent. Cerceta‘gi!7

Bibliografie:

[1] D.M. Baitinetu-Giurgiu, Neculai Stanciu, O extindere si o rafinare a inegalitatii lui
Nesbitt, Simpozion Rm. Sarat, 2011

[2] D.M. Batinetu-Giurgiu, Neculai Stanciu, Noi generalizari ale inegalitatii lui Nesbitt,
Simpozion Rm. Sérat 2011

[3] D.M. Bitinetu-Giurgiu, Mihaly Bencze, Neculai Stanciu, New generalizations and
new approaches for Nesbitt’s inequality, Simpozion Brasov, 2011

® Fiind un ghem de intrebari, omul problematizeaza, idealizeaza, absolutizeaza si se indoieste, sceptic-elen
sau metodic-cartezian.

® Cautarea si descoperirea de fapte si idei noi.

" Verbul “a cerceta” are ca inteles primar faptul de a examina cu atentie, a observa, a controla, a studia, a
consulta, a cduta, a intreba sau a iscodi.
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[9] D.M. Baitinetu-Giurgiu, Neculai Stanciu, va aparea in Revista Escolar de la Olimpiada
Iberoamericana de Matematica, 2012

[10] A.M. Nesbitt, Problem 15114, Educational Times (2), 3 (1903), pp. 37-38.
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2.Relatii metrice pentru razele cercurilor exinscrise unui triunghi

Autor, prof. Cristea Maria
Scoala Gimnaziala Buznea, Iasi

Sa se arate ca in orice triunghi AABC ¢gte adevarati relatia:
S = ra(p_a) = rb(p_b) = rc(p—C)’ unde ra’ rb’rC

semiperimetrul iar S aria triunghiului.

sunt razele cercurilor exinscrise, P

Demonstratie:

Metoda 1:

Bisectoarea interioard a unghiului A se intersecteazd cu bisectoarea exterioard a

unghiului B in punctul . ( figura de mai jos). Acest punct se afla la egala distanta de

dreptele AB, AC, BC. Daci MBC gunt proiectiile acestui punct pe BC,AC

si
ILA=1B=1C=r,

respectiv AB avem
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A,B,C

Deci exista un unic cerc de centru L, care trece prin punctele si este tangent

unei laturi a triunghiului ([BC]) si prelungirile celorlalte doua ([AB]’[AC]). Pentru

: . . e : .. S=S,5 +S,y =S
determinarea razei s a acestui cerc utilizim egalitatea de arii ABl, © TACI,  TBCl,

cr, br, ar b+c-a
S=——24—2___3 S= T _

2 2 2 2 a . S=(p-a)r . o
sau sau sau inca a. Prin permutari
circulare demonstram si celelalte egalitati.

Metoda 2:

Observam in figura de mai sus ca AC :ABI, BC :BAI, CA =CB ca tangente
exterioare duse din acelasi punct la un cerc. Rezulta ca cele doua tangente AC i AB
formeaza  impreuna  perimetrul  triunghiului  §i  deci AC =AB =P jar
BC =BA=AC ~AB=p-c i CA=CB = p—b. Aplicand teorema lui Pitagora in
A
, unghiul ascutit A valoreaza 2 , iar cateta AB cste egala cu P Rezulta deci
. . (p—b)(p—c)
r:IaB:ABtgé ra:ptgézp ﬁ
ca @ sau 2 PP . Daca se considera triunghiul

180°-C _, C
|.CB =90 -~

, in care unghiul ascutit '@ este de 2 2 i cateta

. : C
1,B :CBtg(QOO—EJ ra:(p_b)ctg%
, Sau.: .

AlLAB’

dreptunghic .CB

CB'=P-b  atunci

Se considera

B
. . 1.BC . - L=(p-og
triunghiul "2 si se obtine : 2.

Procedand in acelagi mod pentru celelalte cercuri exinscrise laturilor b Si C ale caror

PR T -
raze se noteaza cu ° §i respectiv ©, se obtine :

B C A
b= pthZ(p—a)CthZ(p—C)Cth

C A B
r.=ptg—=(p-b)ctg—=(p—a)ctg—
c P92 (p )92 (p )92

A A
Daca se inlocuieste in formula "= PO 2 expresia lui tg 2 in functie de laturi, se
obtine :
. pJ(p—b)(p—c) _Jp(p-a)(p-b)(p—0) s
p(p-a) p-a sau : P=2  Analog se procedeaza

pentru a afla by i fo.

Aplicatii ale acestei proprietati:
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Sa se arate ca in orice triunghi AABC ¢gte adevarati relatia:

2
r-arbrc - p r rb’

unde "™ sunt razele cercurilor exinscrise, P semiperimetrul iar ' raza

cercului inscris.

Demonstratie:

2 . r,r,r .. . . .
Inlocuind "2’ "’ "¢ conform relatiei demonstrate mai sus , egalitatea devine

[N "
" Up-a){p-b) p-c) p(p-a)p-b)(p-c) S* =pS=p’r.  ppp

2
L =p°r

urmare,
Sa se arate ca in orice triunghi AABC cgte adevarati relatia:

2
rarb+rbrc+rcra_ p ra,rb,rc

, unde unde sunt razele cercurilor exinscrise iar P

semiperimetrul.
Demonstratie:

Conform relatiilor de mai sus avem:
S? S? S?
+ +
L+l L= (p-a)(p-b) (p-c)(p-a) (p-a)(p—c)
= p(p-0)+ p(p-a)+ p(p-b) = P[3P—(a+b+c)|—p.p—p’

_ Rn2
L+ =p -

Si deci

Sa se arate ca in orice triunghi AABC ¢ste adevarata relatia:
r+r+r.—r=4R r,r.r . . . .
a b , unde "a'’v'c synt razele cercurilor exinscrise iar R raza cercului

circumscris.
Demonstratie:

Folosind relatiile de mai sus se obtine:
S S S(p-a+p-b) Sc

" a p-b (p-a)(p-b) (p-a)(p-b)
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S S_S(p—p+c)_ sc

r—r=—— =

Si p=C P p(p—c) p(p—c) , de unde rezulta relatia dintre razele
cercurilor circumscrise, inscrise §i exinscrise:

S - - -b
Craroro_ S S _Sc p(p-c)+(p-a)(p-b)]
(p—-a)(p—-b) p(p-c)  p(p-a)(p-b)(p-c)
sau :
Sc(p?—pc+p?—ap—bp+ab) apc
r+n+r—r= = =R

S? S

Sa se arate ca in orice triunghi AABC ¢gte adevarati relatia:

2
(h+n)(n+r)(r+r)= abep

r,r.,r . 5 .
a'’b'c sunt razele cercurilor exinscrise , P

semiperimetrul, S aria triunghiului iar a,b,c sunt, respectiv laturile triunghiului.

S, unde

Demonstratie:
Mai sus s-a demonstrat relatia:
Sc Sa
" (pa)(p-b) L=
P P . Analog se arata ca (p~b)(p—0) §i
Sh
L+r=———
(p—c)(p-a) , de unde rezulta ca:
[ Sc }'{ Sa }_{ Sh }
(L+R)EG+r)+r)=[(p—a)(p-b) | [ (p—b)(p—c) | [ (pP—Cc)(p-a)
S*abc abcp?
= 2 2 2 = g2
(p—a) (p-b) (p-c)
Sa se arate ca in orice triunghi AABC cste adevarata relatia:
ar, +br, +cr, =B(2R—r)
acosA+bcosB+ccosC  r unde Tartorfe

sunt razele cercurilor exinscrise , R raza cercului circumscris, ' raza cercului inscris,

a,b,c lungimile laturilor triunghiului iar AB.C Lasurile unghiurilor sale.
Demonstratie:

Pentru simplitate se aduc la o forma mai simpla urmatoarele relatii:
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a b c
ar, +br, +cr, = as bS ¢S S( j

+ + = + +
p-a p-b p-c p-a p-b p-c
a(a+c—b)(a+b-c)+b(b+c-a)(a+b-c)+c(b+c—a)(a+c—b)
~S 4 _

(p-a)(p-b)(p-c)

6abc+a3+b3+c3[ac(c+a)+bc(c+b)+ab(b+a)]]
4(p—a)(p-b)(p-c) _

24Rrp+2p( p® —3r* —6rR)—2p(r® + p* —2rR)
) 4(p-a)(p-b)(p-c) _
B S-2p*(8rR—4r?) _25(2R-r)
- 452 - r

—8asinEcosEsin9cosE
acos A+bcosB+ccosC = 2asinBsinC 2 2 2 2=

:SaJ(p—aXp—c)Jp<p—b)J<p—a>(p—b)\/p<p—c> 85 25

ac ac ab ab 4RS R
ar, +br, +cr, _2S(2R—r)_£_5(2R_r)
Prin urmare , 2cos A+bcosB+ccosC r 25 r .
Bibliografie:

Matematica manual pentru clasa a I1X-a, Mircea Ganga, Editura Mathpress, 2001
http://openstudy.com/updates/5205f6d4e4b01dd6868a525¢e
https://www.scribd.com/doc/134172187/aplica-iialetrigonometriei-
ngeometriatriunghiului

10


http://openstudy.com/updates/5205f6d4e4b01dd6868a525e
https://www.scribd.com/doc/134172187/aplica-iialetrigonometriei-ngeometriatriunghiului
https://www.scribd.com/doc/134172187/aplica-iialetrigonometriei-ngeometriatriunghiului
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3.0 familie de inegalitati

Marin Chirciu, profesor, Colegiul National “Zinca Golescu”, Pitesti
Daniel Vacaru, Colegiul Economic ,,Maria Teiuleanu”, Pitesti

Aceasta scurtd comunicare prezinta citeva inegalitati, cu solutii deja aparute sau care vor
aparea in reviste de matematica.
O fertild inegalitate este
3803. Fie a, b, si ¢ numere reale pozitive aratati ca
V(a2 +ac)++/(b2+ab)+(ct +cb) <V2-(a+ b+c)
José Luis Diaz — Barrero, Universidad Politecnica de Catalunya, Barcelona, Spania
(Crux Mathematicorum, 1/2013, 1/2014)
Una dintre solutiile aparute ni se pare remarcabild prin simplitate. Ea apartine domnilor
D.M.Bitinetu — Giurgiu si Titu Zvonaru
Cu inegalitatea Cauchy Schwartz, avem
WVaJ(a+e)+Vb (b +a) +ve (e + @)’ < ((Va)* + (VB)* + () - (W(a+ ) + /(b +a)? +V/(c +a)?) =
=2-(at+b+c)?

de unde dorita inegalitate.

Una dintre solutiile aparute ni se pare remarcabild prin simplitate. Ea apartine domnilor

D.M.Bitinetu — Giurgiu, Neculai Stanciu, si Titu Zvonaru

Cu inegalitatea Cauchy Schwartz, avem

Wa Ja+e)+Vb-J(b+a)+ye Jlc+a))? = ((Wa)+ (VB + (VD) - (W(a+ )2 ++/(b +a)
=2-(a+b+c)?

de unde dorita inegalitate.
,Fertilitatea” de mai sus este datorata intregii familii de generalizari care pot aparea.
Prima se bazeaza pe schimbarea literelor, adica are forma:
V(a2 +ab) ++/ (b2 + bc) + /(2 + ca) =V2- (a+ b +0).
Sa introducem si un parametru m € R, Acest lucru ne permite sd scriem
J(a? + mac) +.,/(b* + mba) + /(c* + meb) =,/(1+m) - (a+ b+ c).
La limita, dacd m = 0, obtinem chiar egalitate.
In final, sa marim si numarul de numere
Gasim
Fie a,a,...,a, € R.4,. Atunci

&

! 2 r 7 i
J(ai +aja; +asa, + -+ aja,) + /(a3 + aya; + aya, +-raza,) + o0+ Jag aa + o ta,a

=y(n—-1) -(a;+a; ++a,)

O alta inegalitate este cea propusa de

CMJ 1039.

Fiex; x, ..., x numere reale pozitive cu proprietatea ca
Xy Xyt X, =1n =2,

Pentru orice m = Z2aratati ca

11
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n—1 Z x
' =1
n X+ X+ x,
cyclic

José Luis Diaz — Barrero, Universidad Politecnica de Catalunya, Barcelona, Spania
Solutie
Se observa ca dacax; = x, = - Z x_ atunci x{" = x3" = -+ = x sl

1 1 .. . .

= < -+ < ——————au aceeagsi variatie. Cu inegalitatea
xgtxto-tay xotxgttxg xogtxgtotxy
Cebasev, gasim
¥y ( " ) S % T I = (1). Dar
EVELLE zotagtxpd T on 1 t EVELLE mytagt- xp Fetay
m[.sgiﬂg

functia x = x™este convexi, asadari (XY xM) = {%) (2) si, cu AM — GM,

avem X! x; =nl/(x; %y .. x,)=n,de undei- (27 xM) = (%] .Cu
inegalitatea Bergstrom

42 (T z 2
%o > Y = —=—(4).
eyelic Xy Fxgt  x; Aty Lopciic(®ytxg+—+ 2 +xy)  (m-DI0 x;
m[.s.?[ﬂg m[.s'.;[ﬂg

(1), (2),(3) si (4) conduc catre

m
T {_ﬂ_} =
cyetee xgtxgtxy

.(E” x(m_:)}' T «F - (Ej x[}'m ( n® ): ( 1 )
1 i eyclic xytxgt - x Atxg = n (n—1)ET = nlM=2) (g —1)

‘MISSINLG

NI

EF x)™Y

Din nou AM — GM ne asigura ca

(7 x)™ U = (Y (g 2, ox,))) ™Y = nlmt Aceasta conduce citre
concluzia noastra.

Din aceeasi familie de inegalitati este si

Q19.

Aratati ca, daca a, b, ¢ > 0 si x € Ratunci

B

E(E—1)2a2+b2+cz.

asin® x+bcossx

Mihaly Bencze, Brasov, Romania
Solutie

Prin amplificare, obtinem

a’ a*

asin®x + beos?x  a?sin2x + abcosix
Gasim apoi

12
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Bargstrom
z( a® ) _ E( a’ ) ; (et +b +c%)?
asin® x+bcostx a?sin®x+abcos®x - (a®+bZ4+c?isin®x+(ab+botealcos®s’
Dar se stie
ca

ab+bctea<a’®+b*+c = (8 + b + P)sin’x + (ab + be + ca)eos’x < (a° + b7 + %) - ((sin’x + cos’x)) =a® + b7 + &

-
1
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Cateva probleme de trigonometrie

Prof. Tampu Andreea-luliana

Liceul Tehnologic de Marina, Galati

PROBLEMA 1. 8Sase calculeze produsul:
COS a cos 2a cos 4a. . . cos 2" a,
stiind ca: sin 2a = 2 sin a cos a.

SN £

Solutie. Daca in formula cosa = —— , Inlocuim a prin 2a, apoi prin 4a,

....... ,2" obtinem:

sin 2a

2sina

sin 4a

cosZ2a = -
2sin Za

sin 8a

2sin4da

sin 2"*1 g
cos2"g = —
2sin2™ a
si daca facem produsul acestor egalitati, membru cu membru si simplificim termenii
in diagonald, obtinem:

LT 2

cosacos2acosda...cos2"a= o ——

PROBLEMA 2. Si se arate ca ecuatia:
pcos6x +2 (p?+1)sin3x-3p=0
are radacini reale, oricare ar fi valoarea parametrului p; sa se calculeze valorile lui x

cindp = V2

14
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Solutie. Pentru rezolvare se inlocuieste cos 6x 1in functie de sin 3x si se obtine o
ecuatie de gradul al doilea in raport cu necunoscuta sin 3X.
cos 6x = cos” 3x - sin® 3x = 1 - 2 sin” 3x,
p (1-2 sin®3x) +2 (p?+ 1) sin 3x - 3p=0,
-2psin®3x +2 (p2 + 1) sin 3x -2p = 0,

= o

(sin 3::::]2 -

sin3x+1=20

X

sin3x; =p, sin3x; = —

vvvvv

X corespunzatoare sunt reale si egale cu

3x = i% + 2km , deunderezulti: x= i; + Ek;—b
totdeauna, in valoare absoluta, mai mica decat unitatea si cealalta mai mare ca unitatea,
pentru cd produsul lor este egal cu + 1 si aceasta, oricare ar fi valoarea parametrului p.
Urmeaza cad x-ul corespunzator raddcinii mai mici ca unitatea, in valoare absoluta, este
real.

De exemplu, pentru p = V2

sin 3x, = V2 > 1, x; este imaginar;

. 1 F&
sin3x, =< = ﬁ'T < 1 X, este real;

i i
3x, = ) + 2km sau  3x,= 2 + (2k+1)m

x2=:—2+2k§ sau x:=—:—:+ (2k + 1];
PROBLEMA 3. Se da ecuatia:
(p-1)cos2x-(2p*-4p+4)cosx +3p-3 =0, in carex este

necunoscutd, iar p un parametru.

a) Sa se calculeze valorile lui x cand p - 3sip = % .

b) Si se demonstreze ca ecuatia are radacinile reale, oricare ar fi valoarea
parametrului p.

Solutie. Inlocuim cos 2x in functie de cos X si obtinem o ecuatie de gradul al doilea

in raport cu cos X, adica

15
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C0S 2X = c0s>X - sin’x = 2 cos’x -1,
(p-1)(2cos’ -1)-(2p2-4p+4) cosx+3(p-1)=0,
2(p-1)cos’-2(p2-2p+2)cosx+2(p-1)=0,

2 — 1 =
cosx — (p 1—|-p_1]ccrsx+1 0
1

cosx; =p—1, cosx,=——
p—1

=0sau p =2, atunci radacinile x corespunzatoare sunt reale si egale cu x =k .

mai micd decat unitatea si cealaltd mai mare ca unitatea, pentru ca produsul lor este egal,
cu +1, oricare ar fi valoarea parametrului p, iar x-ul corespunzator radacinii mai mici ca
unitatea, In valoare absoluta, este real.

Pentru p =3, cos x;=2 > 1, X; este imaginar; cos X, = 3 < 1, X, este real si egal cu:
T

3 1 .
Pentru p ==, cos x; =2, X este real si egal cu:

X1 :i§+2kﬂ2,

jar cos x; =2>1, deci  x, este imaginar.

PROBLEMA 4. Intr-un triunghi, unghiurile sunt proportionale cu numerele 3, 4, 5 ;
cu ce numere sunt proportionale laturile triunghiului ?
In alt triunghi, laturile sunt proportionale eu numerele 3, 4, 5 ; cu ce
numere sunt egale unghiurile triunghiului ?
Solutie. Fie ABC triunghiul, A, B, C, unghiurile si a, b, c, laturile lui. Prin

ipoteza:
A_B_C_A+B+C_BW
3 4 5 34445 12
180° .
A= = 45
4

16
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180° .
= =60
3
5=180° .
L=—=75
12
Pe de alta parte, —— = m_f - = ——  deci laturile a, b, ¢ sunt proportionale cu
sin 45°
sin 60°, sin 75°.
Stim ca : sin 45° = %‘ , sin 60° = i—d ;
sin 75° = sin (30° + 45°) = sin 30° cos 45° + cos 30° sin 45° =
S+ = (V3+1) S

Daca inmultim sinusurile de la numitor cu 4, laturile a, b, ¢ sunt proportionale
cu numerele: 2v2, 23, V2 (vV3+ 1).
Presupunem 1in al doilea rand ca laturile a, b, ¢ sunt proportionale cu numerele 3,
4,5, deci a = 3k, b = 4k, ¢ = 5k, unde k este coeficientul de proportionalitate.
Formula: ¢2 =a2 + b2 - 2 ab cos C devine:
25k2 = 9k2 + 16 k2 - 24 k* cos C
adica: cos C = 0, C = 90°, triunghiul ABC este dreptunghic in C, decia =csinA, b =
c sin B, de unde:
sinA=2=-=0,6 ; sinB=-=-=10,8
A =36°52"11" si B =153°7'48"
Ca verificare, A + B = 36°52'11" + 53°7'48" = 89°59'59", adica A + B = 90°,
valoarea calculata fiind o valoare apropiata cu o aproximatie de 1" prin lipsa.
Unghiurile triunghiului sunt deci

A =36°52'11", B=153°7'48", C = 90°.

PROBLEMA 5. Sa se rezolve ecuatia:
sin2x tgx-tgx-sin2x+1=0.
Solutie. Grupam termenii in sin 2x §i ecuatia devine:
sin2x (tgx-1)+1-tgx=0,
(tgx-1) (sin2ax-1)=0.

Ecuatia data se descompune 1n urmatoarele doua ecuatii :
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tgle,x:f+ kﬂ;sin2x:1,2x:§+ 2km.

Radacinile ecuatiei date sunt deci x = 45 + km.

O altd metoda pentru rezolvarea ecuatiei date este sd exprimam sin 2x In

functie de t =tgx, prin formula

2tgx _ It

Sin 2X =2 sin X oS X = =
1+egex 1+t

si ecuatia data devine

FFIE FFIE

4|4.?_t_4 |4.?+1=D
22 -2t + (1 -1) (1 +t?) =0,
+32-3t+1=0,

(-t+1)°*=0,-t+1=0,t=1,tgx=1,

obtinem: Xx= % + km
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