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1. in legituri cu o problemi propusi la

Olimpiada Europeana de Matematica pentru Fete 2015

de Roxana Mihaela Stanciu, Buzau si Nela Ciceu, Rosiori, Baciu

Ultima problema propusa la EGMO 2015 are urmatorul enunt:

Fie H ortocentrul si G centrul de greutate al triunghiulur ascutitunghic ABC, cu AB
diferit de AC. Dreapta AG tare cercul circumscris triunghiului ABC in A s/ P. Fie P’
simetricul lui P fata de dreapta BC. Demonstrati ca <CAB=60" daca s/ numar daca
HG=GP'

In Gazeta Matematica nr. 5/2015 este prezentata solutia dati in concurs de
Simona Diaconu, Maria Romina Ivan si loana Teodorescu. Folosind coordonate
complexe, solutia presupune calcule destul de laborioase.

in aceasta scurtd notad dorim sa prezentam o solutie care presupune si ea
destule calcule, dar foloseste relatii cunoscute intr-un triunghi.

Fie M mijlocul laturii BC. Notam «=<HAM=<MPP’, h inaltimea din A, m=AM, S aria
triunghiului ABC. Avem:

h - e p_m,a _a+b+d

cosa—mmbﬂ’ 4=Lﬂ’—4mGP 3+| 5 L
' _a’h_aS
PP —ZMPcosa—Zm.—m,.

Folosind teorema cosinusului in triunghiul GPP' obtinem:
(a +b2+cz)2+asz ZS’(G +b2+ci) (aﬂ+b2+cz)2

P@ = 36m’ mt 36m’ +
_LS’(3a' ~20*— 20— 20’) _a b4t —atht -bie - gl
; 3m‘ gmi .
Deoarece HO'= 0 sl 'l M X' :b’c‘ -a'c'-a'c'+34'b’¢’
165

si HG= %HO, dupa ceva calcule, rezulta ca
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a'+b'+c - b - b’ -a'e’ _ 4(a*+b'+c - a'b - a'b - bl -b'c' - a'c’ - o' +3a'b'c)
m' - 165"

ea'b'+a'c'-2a'0 -2 - b'c' - b - 2a'b'c’ + 20'b'c* + 20’ b + ' +¢' = 0

=o' (0 =) =20 (*+c - b'e* - bie!) b0 (b - ¢) - ' (b* - c') =0

ﬁd‘(b’ o ci)i _2az(bl+cz) (bi_cl)z + (bl_cz)l(bt+bicz+ct) =()

0 =200 +¢) + (' +)'-be =0

& (a'-b'-c'+be) (a*-b* - c*-be) =0.

Cum triunghiul este ascutitunghic obtinem a’=b*+c*-bc, deci A=60".
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2. Inegalitati cu integrale

de prof. Pop Adrian loan
Colegiul National ,,Gheorghe Sincai”, Baia Mare

1. Sa se demonstreze inegalitatea

1 1 1 1 Tz 1 1 1 1 1 1
s = T Tn2<—— - + VneN*
1.2 34 5.6 (4n-1)-4n 4 2 1.2 3-4 5.6 (4n-1)-4n  (4n+1)-(4n+2)
Rezolvare:

Se considera functiile
X3 X5 X4n—1
f,g :R>R, f(X)=arctgx -X+—-—+..+ ,
: ) : 3 5 4n-1
X3 5 x4t w4 '

X)=arctgx -X+—-—+..+ -

9(x) : 3 5 4n-1 4n+1

' 1 2 4 ma X" p
f'(X)=——-1+X" X"+ +X""=——= f(X) >0,VxeR*=

X°+1 X“+1
= f strict crescatoarepe R = f (x) > f (0) = 0, vx > 0=
3 XS 4n-1 3 X5 4n-1
= arctgx -x+———+...+ >0,Vx>0=arctgx >X-—+——...— ,Vx>0,(1)
3 5 4n-1 3 5 4n-1
_ y4n+2
g)=—5—-1+X =X +..+x" 2 —x"=——=7(x) <0,VXxeR*=
X +1 X“+1
= strict descrescatoare pe R =

gx) < g0 =0,vx >0=>9g((x) <0,vx > 0.
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3 X5 X4n—1 X4n+l
=arctgx -X+—-——+...+ - <0,vx>0=>
3 5 4n-1 4n+1
3 X5 X4n—1 4n+1
= arctgx <x-—+—-—...— + ,Vx>0,(2)
3 5 an-1 4n+1
Din relatiile (1) si (2) obtinem:
N 4n-1 X x4 x4+l prin integrare pe [0,1]
X-—F——..— <arctgX< X-—+——...— , VX >0 =
3 5 4n-1 3 5 in-1 4n+1
X2 X4 XS X4n ! X2 X4 XS X4n X4n+2 !
—— J'arctgxdx< .- +
2 3.4 5.6 (4n-1)-4 3-4 5.6 (4n-1)-4n  (4n+1)-(4n+2) |,

1,1 1 oz iyt r 1 1
1.2 3.4 5.6  (4n-1) an-a 2 1.2 3-4 5.6  (4n-1)-4n (4n+1)-(4n+2)

2. Sase demonstreze ca VneN* are loc inegalitatea

l—l+l <J'S|nxdx<1 lJrl— _ 1 + 1
21 41 6! 7 (4n) 21 41 6! 7 (4n) (4n+2)°
Rezolvare:
Consideram functiile
3 5 4n-1 3 5 4n-1 4n+1
f,g :R>R,f(x)=sinx- x+ X X ,g(X) =sinx— x4 X X _ X
3 b5l (4n-21)! 3! 5l (4n-1)! (4n+1)!
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2 X4 X4n-2 X3 X4 X4n-3

X .
Calculam f'(x)=cosx—1+—-—.+ —, f"(X)=—SiNX+X-—+—-..+ —,
) 21 417 (4n-2) () 31 417 (4n-3)

f (4n—2)(X) ——sinX+ X, f (4n—l)(X) =—CoSX+1

Din f“"(x)=-cosx+1>0,vxeR— {2k7r|k eZ }:> f“"2(x) este strict crescatoare
pe R.

Se demonstreazi inductiv ci f%(x) este strict crescitoare pe [0, ) vk =14n—2
f"(x) >f"(0) =0,vx >0=f"' estestrict crescatoare pe [O oo) =

= f'(x) >f’'(0) = 0,vx > 0=f este strict crescdtoare pe [0 oo) =
=fx)>f0) =0, >0=f(xX)>0,vx>0=

X3 X5 X7 X4n71

SINX>X—— 4+ ———+...— ,
3 51 71 (4n-1)!

vx>0 (1)

Analog procedam pentru functia g :

Din g“*(x)=cosx—-1<0,VxeR— {2k7z|k € Z}:> g“"(x) este strict descrescatoare
pe R. Procedand inductiv se demonstreazi cd g™ (x) este strict descrescatoare
pe [0, «) vk =14n

9'(x) < g'(0) = 0,vx > 0=>g este strict descrescitoare pe [0, «) =
g(x) <g@© =0,vx >0=>g(x) <0,vx > 0.

Din g(x)<0, vx>0=

3 XS X7 X4n—1 X4n+1

SINX< X——4 ———+...— + , VX
3 51 71 (4n-1)! (4n+1)!

>0, (2).

Din relatiile (1) si (2) obtinem:
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X3 XS X7 X4n—1 X3 X5 X7 X4n—1 X4n+1 prin integrare pe [0,1]
-t ———+..- <SINX<X——+———+..— + , Vx>0 =
3 51 71 (4n-1)! 3 51 71 (4n-1)!' (4n+1)!
l—£+£—... <_[smxdx<1 l+£—...— L + L ,VneN*
21 41 6! (4an) 41 6! (4n)  (4n+2)
3. Fie peN* un numir fixat. Se considera sirul de integrale (1, ) _, , definit prin
1 n
O
o1+ X+ +x°

a) Sa se calculeze liml, .
b) lim(n-1,)

C) Sa se demonstreze inegalitatea e <lim((p+1)-n-1 ) <e"™.

Rezolvare:

a)

n+l 1 n n _
XD eco—

1 X X 1
=[x | _
ol X+ +xP Sl x4+ XP o 1+ X+ +XP

= sirul (1, ) ., este descrescitor.

1
XXM X I 1+x+ +x) X" 1
In+ln+l+ln+?_+...+ln+p:_|‘ 1 . :j . dx = =—
5 + X+ ..+ X 1+ X+..+X n+l, n+l
Sirul (1, ),., este descrescator = 1., <1, , <..<1, <1, =
=
Lo+t et 1, <(p+D)- | :i<(p+1) I, ; <1.,VneN%* (1)
n+1 (p+1)(n+1)

Dini, <l . <.<l <l =
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Lo+l et 2(p+D)- 1, = (p+D- 1, sil:
n+
substituim n cu n-p
:>|n+p£; = I, < ! ,Vn>p+1,neN* (2)
(p+1)(n+1) (p+1)(n-p+1)

1 1
- <l < R
(p+D(n+1) (p+D(n—p+1)

prin trecere la limitd obtinem liml =0.

n—oo

neN*n>p+1

IA

Din inegalitatile (1) si (2) =

b) Conform punctului precedent avem inegalitatile:
1 o< 1 ,
(p+1)(n+1) (p+1)(n—p+1)

YneN*n>p+1=

Asnlns n ,VneN*n>p+1= prin trecere la limita
(p+D(n+1) (p+D(n—p+1)

. ) 1
obtinem lim(n-1_ )=——.

finem.fim(n-1,)-—2

c) Conform punctului precedent avem inegalitatile:
1 _<ni< n ,
(p+1)(n+1) (p+1)(n—p+1)

n
——<(p+Dnl_<
n+1 (p+Dnl, n-p+1

YneN*n>p+1=

,VneN*n>p+1

:>(1_Lj s((p+1)-n-|n)"£(1+ p-1 j,VneN*,n2p+l. Prin trecere la
n+1 n—-p+1

limitd obtinem e <lim((p+1)-n-1 ) <e"™*.

Pentru p =2015se obtine urmatorul caz particular

4, Se  considerdi  sirul de  integrale  (I,)., definit  prin

n

| —j X
T XM e x+1

a) Sa se calculeze liml,.
b) lim(n-1,)

dx.
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c) Sa se demonstreze inegalitatea e™ < lim(2016n-1, )" <e®*.

n—oo

Rezolvare:
a)
|~ —i X" dx j X’ dx =
o 2 X XM 4 X+l 2 X XM X+l )
1 n = sirul (1) este
X"(x-1)
- I 2015 , 2014 dx<0
o XU HXTT L+ X +1
descrescator.
1
Dol e _j XN 4 x4 xv2015 dx_j_xn(x?_ms PP L X+1)dx_ X+ ~
n n+1 n+2 n+2015 . X2015+X2014+...+X+1 . X2015+X2014+...+X+1 n+10

Sirul (1) ., este descrescator = I, s < lyoppe < <1 <1, =

L+ 1+, e+ 105 <2016- 1 :L£2016- I, :;g l,,VneN* (1)
n+1 2016(n+1)

Din 10 < loge < S a1, =

1
Lo+ 1o+ Lo+t L oggs 220161 00 = 2016 1 55 < m =

1 substituim n cu n-2015 1

S = | < vn>2016n¢eN, (2)
2016(n +1) 2016(n — 2014)

= looms <

Din inegalititile (1) si 2) = —— <1 < L vneN*n>2016
2016(n+1) 2016(n — 2014)

prin trecere la limita obtinem liml, =0.

n—ow

d) Conform punctului precedent avem inegalitatile:
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1 1

——— < < ,Vne N*,n>2016=

2016(n +1) 2016(n — 2014)

N . nl, < n ,Vn e N*,n>2016=> prin trecere la limitd obtinem
2016(n +1) 2016(n — 2014)

. 1

limn-1,)=——.

n—>°°( ") 2016

e) Conform punctului precedent avem inegalitatile:

S d VneN*n>2016=
2016(n +1) 2016(n - 2014)

I <2016n1, <—— ¥neN*n>2016
n+1 n-2014

1=} <2016n-1,) <[14—22% ) vneN%n>2016. Prin trecere la limita
n+1 n—-2014

obtinem e <lim(2016n-1, )" <e®*.

n—o0

10
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3. Inegalitatea lui Gerretsen

Marin Chirciu, Pitesti

Inegalitatea lui Gerretsen
Fie triunghiul oarecare Asc cu semiperimetrul p, raza cercului circumscris R si

raza cercului nscris r. Existd dubla inegalitate:
16Rr —5r% < p? <4R? +4Rr +3r°

Demonstratie:

Se foloseste identitatea HI?=4R*+4Rr+3r>-p*>. Cum HI*>0, obtinem inegalitatea
din dreapta, cu egalitate daca si numai dacd H=1, adicd pentru triunghiul
echilateral.

Se foloseste identitatea GlI? :%(p2+5r2—16Rr). Cum GI*>0, obtinem inegalitatea din
stanga, cu egalitate daca si numai daca 1 =G, adica pentru triunghiul echilateral.
O dezvoltare a acestei duble inegalitati este:

(2n-5)r? +(16—n)Rr < p> <(n+4)R*+(n+4)Rr +(3-6n)r?, unden>0.

Demonstratie:

. . . 1)
Prima inegalitate p?>16Rr—5r?>(16-n)Rr+(2n-5)r?, unde (1) <nRr-2nr’>0<
<nr(R-2r)>0, evident, deoarece n>0 si R>2r (inegalitatea lui Euler).

. . (2)
A doua inegalitate p? <4R?+4Rr+3r2 <(n+4)R*+(n+4)Rr+(3—-6n)r?, unde (2) &
en(R*+Rr-6r’)>0<n(R-2r)(R+3r)=0, evident, deoarece n>0 i Rx>2r
(inegalitatea lui Euler).

In continuare sunt propuse aplicatii ce pot fi rezolvate folosind inegalitatea dubla
de mai sus.

Sa se arate ca in orice triunghi au loc inegalitatile:

1. a) ZcoszAz%z% D) >cos’ A

2aR +(3—4a)r
2R

a z% pentru inegalitatea din dreapta.

2“R+gi_4“)r ,unde a<[o, 1].

C) Ylcos®Ax 2%, unde «<[0,1] pentru inegalitatea din stanga si

11



REVISTA ELECTRONICA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 — IULIE 2015 www.mateinfo.ro

2aR+(3—4a)r
2R

d) > cos’ Az z% , unde a eE, 1} :
Dezvoltari

2 2_n2@® _r Euler
CGR +4Rr:rr p é 8R rEZ §’ unde
2R 10R 4

(1)@ 5p?<22r?+21Rr+5r2,  adevaratd  din  inegalitatea  lui  Gerretsen

Solutie: a) Inegalitatea din stanga

5p? < 20R? + 20Rr +15r% £ 22R? + 21Rr +5r>, Unde (2) € Rr-2r). (R+ 53 , evident din

6R* +4Rr+r"—p*® ©2aR+(3-4a)r
2R? - - 2R

(3) & p?<(6-2a)R*+(1+4a)Rr+r?, adevarata din inegalitatea lui Gerretsen

. unde

inegalitatea lui Euler. b) Inegalitatea se scrie

p’ <4R’ + 4Rr+3r2 2(6-20)R? + (1+4a)Rr+ 12, unde (4) € (R-2r)[(2-2a)R+r]>0, evident din

inega-litatea lui Euler si « <[o, 1. ¢) Din inegalitatea lui Euler pentru az%

: _ 20R+(9-4
2. a) ZsunzAsl7F;;2rs%. b) Ssin® A< 22RO ynde 4v.
. 2aR+(9-4 . . . " .
C) Dlsin* A< “ +gR a)rs%, unde «>2 pentru inegalitatea din stanga si as%

pentru inegalitatea din dreapta.

20R+(9—-4a)r

d) Ysin? A< 22R+0=4a)0 9 nge ae[z, 9}.
2R 4 4

20R+(9—-4a)r . . . .
e) >lsin® A< a +gR ?) 317§;2rs%, unde «>2 pentru prima inegalitate si
o s% pentru a doua inegalitate.

2aR -4
f) Ssin? A< 22R+ (9= 4a)r 17R+2r 9 unde ae{Z, E]
2R 8R 4 8

Dezvoltari

. - . 2_yp2_ 1) Euler
Solutie: a) Inegalitatea se scrie » ;Rz“Rrs”Z;”s%, unde (1)

C 4p? <17R* +18Rr +4r?, adevarata din inegalitatea Tui Gerretsen
(2) . .
4p? <16R?+16Rr+12r* <17R?+18Rr+4r2, unde (2) & (R-2r)@3r+r)=0, evident din

- - - - - 2_ 2_ J—
inegalitatea Iui Euler. c) Inegalitatea se scrie *—__ 4Rr S 20R *f; 4 unde (3) &

& p?<2aR?+(13—4a)Rr +1?, adevarata din Gerretsen
p2S4R2+4Rr+3r2(;)2aR2+(13—4a)Rr+r2, unde (4) < (R-2n[(2a-4)R+r]>0, evident din
inegalitatea lui Euler si «>2. e) Prima inegalitate este adevarata pentru «>2. A
doua inegalitate adevarata pentru as%, iar a treia inegalitate este adevarata din
inegalitatea lui Euler.

12
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B <4R?+3Rr—6r2.

3. a) R- 2r>—[ Hcos ) b) 9Rr—2r2s4R2HcosA_

Octogon 2/2001, M. Bencze
2R(10-3 A-B 4 8
C) R—nr> 3( 2 n—1_[cos > J (2-n)r, unde e sns

B <4R?*+nRr-2nr?, unde -5<n<9.

d) nRr+(16—-2n)r* <4R?’] Jcos A

Solutie: ¢c) Folosind  [Jcos ‘C p2+£;j2Rr, (1) inegalitatea din stinga

C p>>(8-6n)R*+(@12n—-2)Rr—  —r?, adevératé din inegalitatea lui  Gerretsen

p? 216Rr—5r2(§(8—6n)R2 +(@12n-2)Rr—r?,
unde (2) & (R-2n[@n-4)R+r]>0, (inegalitatea Iui Euler) si n>— Inegalitatea din

dreapta & < p><2RrR*(10-3n)+(@12n-26)Rr—r?, adevarata din inegahtatea lui Gerretsen
p2s4R2+4Rr+3r2(£3) 22R2(10—3n)+(12n—26)Rr—r2, unde (3) & (R-2r)[(8-3n)R+r]>0,
inegalitatea lui  Euler. d) Folosind (1) inegalitatea din stanga
& p’>(2n-2)Rr +(31-4n)r?, adevarata din inegalitatea lui Gerretsen
p2216Rr-5r2(§) (2n-2)Rr+(31-4n)r?, unde (4) & ©-n)rR=29-n)r, (inegalitatea lui Euler)
si n<9. Inegalitatea din dreapta & p?<8R’+(2n-2)Rr—@n+1r?, adevarata din
inegalitatea lui  Gerretsen pzS4R2+4Rr+3r2(_28R2+(2n—2)Rr—(4n+l)r2, unde (5)
G (R-2n[2R+(n+Yr]>0, evident, din inega-litatea lui Euler.

Obs. Dubla inegalitate este o rafinare a inegalitatii Iui  Euler:
4R? +nRr—2nr® > nRr + (16— 2n)r® <> 4R? > >16r> < R>2r (inegalitatea lui Euler).

4. a)(szgzi-M. b)[ rjz 25 (4R+r)-p*

2R 16 R? 2R) " 216 R?
2_ 2 2 2 2_ 2
c) [2+—j 3R ZP g (n+L) Ln+l) R+ =P nde o<n<4.
2R) "8 R 2R 216 R
Solutie: d) Inegalitatea =
(2nR +r)? (@n +1)* (4R+r)*—p?

& (4n+1)* p* <(40n” +128n +16)R* +

4R? 216 R?
+(128n° —152n+8)Rr+(16n° +8n-53)r’ =E, adevaratd din inegalitatea lui Gerretsen
@
p’ <4R’+4Rr + +3r2 < (4n+1)? p? < (4n+1)?(4R? + 4Rr +3r2)§ E, unde @ (=
(R—2r)[(—6n2+24n+3)R+(4n2+2n+ +7)r]>0, evident, din inegalitatea lui Euler r>2r si
-6n?+24n+3>0 pentru nefo, 4]. Pentrun=0, 1, 2 se obtin punctele a), b), ¢).

5. a) (1 _jz 1 (4R<r)—p" b) (Z_LJZZE.M.

2R 24 R? 2R 216 R?
13
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2 _1)2 2 2
c) (n—Lj , (4n-1) .(4R+F2 P unde 1<n<3.

2R 216

Solutie: C) Inegalitatea
2 2 2_ 2

- (Z“ER_J) 2(421_61) -(4R+F:)2 P~ < (4n-1)?p? 2 [16(4n ~1)? ~216n° |R? +

+[8(4n—1)* +216n |Rr +[ (4n-1)° - 54]r* =E, care rezultd din inegalitatea lui Gerretsen

p?>>16Rr —5r> = (4n-1)?p? = (4n—1)*(16Rr —5r2)(§ E, unde (2)
C(R—zr)[(—snz+16n—2)R+(6n2—3n—3)r]zo, evident din inegalitatea lui Euler rx2rsi

(-5n*+16n—2)R+(6n° —3n—3)r <0 PeNntru 1<n<3.
Obs. Pentru 1<n<3 avem -sn*+16n-2>0 $i 6n*-3n-3>0. Pentru n = 1, 2 se obtin
punctele a), b).
2 2 2 2
4R -
6. a) @(1 _) &gm(;pL).

2R R?

b) ( rjz J(4R+r) —p" Zlﬁ(z_sz,

2R R? 49 " 2R
0 216 (n rjz (4R+r) -p°_ 26 (n—LJZ
(4n+1)°0" 2R R® " (4an-1’U 2R)’
Solutie: Vezi 4. si 5. Se obtine o rafinare a inegalitatii lui Euler.
2 2 2 2
7. a) [4Rp”J +($j >30. b) [4Rp”j +n($j >27n+3, unde n>0.
Solutie: b) Folosim inegalitatea lui Gerretsen 16rr —5r% < p? <4R? +4Rr +3r?. Obtinem:

2 2 (1)
> 4R2(‘5;:)+3r2 +n16Rrr2 o 2 +3=M,, unde (1) c

(R—2r)[ 64nR’ +(4+64n)Rr + (4 +48n)r* | >0, evident, din inegalitatea lui Euler. Pentru n =1

se obtine a).
AR+ 27 AR+r _ 243-18n -13 27
8. > . > unden [ j
) = 4(p*—12Rr) ) T a(p Ry 2
Solutie: b) Inegalitatea & 4(p-nRr)(4R+r)>(243-18n)R?r, adevdratd din inegalitatea

lui Gerretsen 4(16Rr—5r2—nRr)(4R+r)(§(z43—18n)R2r, unde (1) & (R-2n)[(2n+13)R+10r]>0,
evident, din inegali-tatea lui Euler. Obs. Pentru n<22—7 avem p?-nRrr>0. Pentru n =

12 obtinem a).
4R +r 27 4R+r _ 243-18n
9. a > . > :
) Rr* ~ 2(p®-12Rr) ) Rr*~2(p*-nRr)

Solutie: b) Inegalitatea & 2(p?-nRr)(4R+r)>(243-18n)Rr?, adevdratd din inegalitatea

unde n<§

14
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lui Gerretsen 2(16Rr—5r2—nRr)(4R+r)(>i)(243—18n)Rr2, unde (1) & (R-2r)[(128-8n)R+5r]>0,
evident, din inegali-tatea lui Euler. Pentru n = 12 obtinem a).

10.) REF(L), By Rer(1 1), O e o[ 3 21,
Rr (R ) 4(p®-12Rr) R \R r) 4(p*-nRr) 2 2

Solutie: a) Se aduna inegalitatea 8. a) cu inegalitatea 9. a) si se obtine concluzia. b)
Se aduna inegalitatea 8. b) cu inegalitatea 9. b) si se obtine concluzia.

11.a) 1> 81 : b) 132 27(273_2n) ,unde n<14,
r’ (4R+r) -12p°R " (4R+r) —np°R
Solutie: D) Obs.  (@4R+r®-np’R>0 pentru n<15. Inegalitatea &

np2R < (4R +r)? +(54n—729)r°, adeva-rata din inegalitatea lui Gerretsen
nR(4R2+4Rr+3r2)(_2(4R+r)3+(54n—729)r3, unde (1) e (R-2r)[(64-
— 4n)R? +(176-12n)Rr+(364—27n)r* |>0,  evident, din  inegalitatea lui  Euler.
(64—4n)R? +(176— — 12n)Rr+(364—27n)r> >0 pentru n © 14. Pentru n = 12 obtinem a).
128) B B oL E (4R+r)"
L-r n-r r—-r 2(2R-r)

c

Octogon Math. Mag.,

Mihaly Bencze
2 2 2 4R 2
b) S S SN (4R+1) > 2T ,unden>1.
n,—r np—-r nr,—r 4nR+(n-3)r 3n-1
R cs 2 2
Solutie: b) w S (EL) _ URen® 92 unde (1)
’ Ny r,-3r 4nR+(n-3r 3n-1
& (12n-4)R?* - (21n+2)Rr + (20— 6n)r? > 0 < <R -2[) (b2 R4) n{3 , adevarata din

inegalitatea lui Euler. Pentru n = 1 obtinem a).

2 2 2 24+ 1? +4Rr) 2

13.3) h M . (p ) > 20
h,—r h,—r h-r 2R(p*+r’+2Rr) R

2 2 2 2 1% +4Rr)’ 2
LS SR (p ) > % unde nx2.
nh,—r nh,—r nh,—r  2R[np®+nr’+(4n—6)Rr| (3n-1)R 48
2 2, 2 2 2
Solutie: b) m S_(E%) ___ (@F+redRy 9 S\ nde (1) adevaratd din
’ Y(nh, —r) ZR[npz+nr2+(4n—6)Rr] (3n-1R
inegalitatea lui Gerretsen
(16Rr —5r% + r? + 4Rr)*(3n —1)(§108r2[n(4R2 +4Rr +3r?) +nr® + (4n — 6)Rr} , unde (2) =
< (R-2r)[(96n-50)R+(24n+1)r]>0, adevdratd din inegalitatea lui Euler. Pentru n = 1
obtinem a).
2 2 _
14.2) R R 2. b) X —n- B <18 ynde n>30,
R+r 11p° 11 R+r p 27 11

15
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) 4RR+r_;&23EzS%' 9 4RR+r_ -E—zs%,unde nzé%'
Solutie: Db) Inegalitatea &  p?[(4n+9)R+(4n-18)r]<27nR*(R+r), adevaratd din
inegalitatea lui Gerretsen p? <4R? +4Rr+3r7. Obtinem
p2[(4n+9)R + (4n—18)r] < (4R2+4Rr+3r2)[(4n+9)R+(4n—18)r](2 (sl)z7nR2(R+r), unde (1) &
(R—2r)[(LIn-36)R” + (17n—36)Rr +(6n—27)r* | >0, evident, din inegalitatea lui Euler si pentru
nz% avem (11n-36)R?+(17n—36)Rr+(6n—27)r> >0. Daca luam n:% obtinem a). d)
Inegalitatea & p?[(6n+3)R+(4n—6)r]<27nR?(4R+r), adevdratd din inegalitatea lui
Gerretsen (4R? +4Rr+3r2)[(16n+3)R+(4n—6)r](§)27nR2(4R+r) , unde (2) c
(R-2r)[ (44n-12)R* +(35n-12)Rr+ + (6n-9)r’|>0, evident, din inegalitatea lui Euler. Daca

luam n= % obtinem c).

16
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4. CATEVA PROBLEME CU INEGALITATI GEOMETRICE DATE LA OLIMPIADELE
SI CONCURSURILE DE MATEMATICA INTERNATIONALE

Prof. Dobre Andrei Octavian, Ploiesti

1. Fie triunghiul ABC cu AB=c, AC=b si BC=a. Daca b < %, demonstrati cd

m(<xA)+m(xC
m(<«B)< (xA)+m( )
2
(China, 1990)
Solutie: Folosind suma masurilor unghiurilor unui triunghi, inegalitatea

m(«B) < m(<«A)+m(«xC)

este echivalentd cu m (<):B) =60". Consideram triunghiul ABC pana

la triunghiul isoscel BDE ca in figura. Punctul F este ales astfel incat ADFC sa fie paralelogram.
Atunci aBAC ~aCEF = EF = AC=FD =h.

Din DE < DF + FE =2b <a-+c, obtinem DE < BE = BD si apoi m(<«B)<m(<E).
Atunci m(<«B)=180"-2m(<«B),adica m(<«B)=60".

2. (Bugaria 1995) Fie S,,Sg siS. ariile heptagoanelor regulate
AAAAAAA , BB,B,B,B.BB, sirespectivC,C,C,C,C.C,C, Daca AA =BB,=CC,,

dovediti cé% < Sasi <2-2

A

Solutie:

Fie a=AA, b=AAsic=A44,

Folosind teorema lui Ptolemeu in patrulaterul A A,A,A, deduce ca ab+ac =bc care este

echivalenti cu &+ 2 =1 Triunghiurile AA,A, si BB, B, sunt asemenea, deci BB, _AA, _a
b c BlBs A1A3 b

2 2
si de aici obtinem BB, = % . Analog obtinem C,C, = a—
C

2 2

S.+S. a a’c®+a’h® b*+c®  (b+c)* 1 . . .
B_—C = (b+c) _ 5 (inegalitatea este strictd daca b = c).

a
— +— = =
S, b®>  c? b’c? (b+c)*  2(b+c)’

17
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a® a’
Dar —+— =(=+— —2—
b?  c? ( ) bc
in triunghiul A1A3A4 avem:
. o T . o T
a_2= sin 7 sin 7
bc 2r . Ar 2r . 27 27
sin—-sin—— 2sin—-sin—-C0S——
7 7 7 7 7
sin? % sin? %
_ 7 _ 7 _
2(1—cos? 2—”) cosz—” 2(1—cos 2—”)(1+ oS 2—”)cosz—”
7 7 7 7 7
. o T
sin 7 1
- o7 27 2 >
4sin® —(1+cos —)cosT 4cos—(1+cos7)
N 1 1 21
4cos%(l+cos =) 4£(1 £) 2

2

.a> a’ a’
Deci — + — =1-2—<1-(y2-1) =2-+/2.
b ¢ bc

3. In triunghiul ABC avem AC > BC.Pe dreapta AC se considerd un punct M astfel incat
CM =BC;Ce (AM ).Demonstra,ti ca unghiul <ABM este obtuz.

(Kiev, 1997)
Solutie Ipoteza AC > BC implica m(<):ABC) > m(<IA).
m(<«ABM ) = m (<ABC )+ m(«<CBM ) =
Atunci :%m(<rABC)+%m(<rABC)+%m(<rACB):

=%m(<):ABC)—%m(<IA)+90° > 90",

Ceea ce trebuie demonstrat.
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