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Revista Matelnfo.ro din luna iulie 2012 Ti este
dedicata marelui matematician

Tralan Lalescu

Traian Lalescu s-a nascut la data de 12 iulie 1882.

Luna acesta se implinesc 130 de ani de la nasterea marelui academician,
matematician roman si profesor universitar Traian Lalescu.

Pe tot parcursul studiilor sale, Traian Lalescu a fost premiantul | al clasei si preminantul de onoare
al scolii, devenind Tnca din clasa a VI-a corespondent al Gazetei Matematice. Dupa terminarea liceului, in
toamna anului 1900, Traian Lalescu a dat examen de admitere la Scoala de Poduri si Sosele din Bucuresti,
reusind primul, dar dupa trei ani se retrage si se inscrie la Facultatea de Stiinte a Universitatii din Bucuresti,
sectia de Matematici. Printre profesorii sdi se numarau Gheorghe Titeica, Anton Davidoglu, Spiru Haret,
Nicolae Coculescu si Ermil Pangrati. Obtine titlul de licentiat Tn matematica in 1905 dupa care pleaca la
Paris. La 28 februarie 1908 si-a sustinut, la Sorbona, teza de doctorat cu titlul Sur I'equation de Volterra
care va fi considerata prima contributie de seama in domeniul ecuatiilor integrale si prin aceasta unul
dintre fondatorii teoriei ecuatiilor integrale. llustrul matematician Volterra a fost atat de impresionat de
lucrarea lui Traian Lalescu, incat a introdus rezultatele acesteia in propria sa lucrare intitulata “Lectii asupra
ecuatiilor integrale si integro-diferentiale”. Reintors in tard, functioneaza in Tnvatdamantul mediu la Giurgiu
si Bucuresti la Seminarul Central si la Gimnaziul ,, Gheorghe Sincai”.A publicat in 1911 cel dintai tratat din
lume asupra ecuatiilor integrale, intitulat Introducere la teoria ecuatiunilor integrale, Editura Hermann Fils-
Paris. Tn 1921 a editat la Timisoara “Revista Matematics”.

ntre 1920 si 1927 a scris ,, Tratat de geometrie analitica”, in patru volume. Traian Lalescu este
autorul unei monografii intitulata ,,Geometria triunghiului” si al unor studii originale privind functiile
spline . A elaborat studii in domeniile ecuatiilor functionale, seriilor trigonometrice, fizicii matematice,
geometriei, algebrei, istoriei matematicii.

Sursa: http://ro.wikipedia.org/
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TRIUNGHIURI DE ARIE SI PERIMETRU DATE.APLICATII.

NECULAI STANCIU, Buzau si TITU ZVONARU, Comanesti

Abstract. Success in problem solving requires effort. These are not routine exercises. They are problems
whose solutions depend of trying something new(like following: Given a right-angled triangle with area A
and perimeter P, what conditions on A and P guarantee that the triangle actually exists?).

Keywords:Heronian triangle, primitive triangle, right-angled triangles, area, perimeter.

MSC:51M16, 51M71.

Articolul este o continuare a lucrarilor [16,17] si are ca scop prezentarea unui set de probleme
reprezentative care au in ipoteza aria unui triunghi ( A) si perimetrul acestuia ( P ).

Mai multi autori au propus probleme care aveau ca date initiale A si P, fir3 a se examina daca triunghiul

respectiv exista in realitate (vezi [12]).
Se stie cd pentru un triunghi oarecare avem:

P23
36

P2>123- A< A< 1)

in relatiile de mai sus avem egalitate dacd si numai daca triunghiul este echilateral.
Vom demonstra relatia (1) folosind inegalitatea izoperimetrica.

Din inegalitatea izoperimetrica pentru poligoane rezultd ca dintre toate poligoanele de perimetru dat si
acelasi numar de laturi poligonul regulat are aria maxima, si dual, dintre toate poligoanele de arie data si
acelasi numar de laturi poligonul regulat are perimetrul minim.Asadar pentru triunghiuri avem:
123 1_ 4
A<A = & — 22— p2

4 AT 1243 37212\@:20,785

P>P,=3l< P?>>91°

O conditie asemdnatoare pentru existenta triunghiurile dreptunghice am stabilit in [16], pornind de la
urmatorul:

Exemplu. Calculati lungimea ipotenuzei unui triunghi dreptunghiccu A=8 si P =13.



www. mateinfo.ro

REVISTA ELECTRONICA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 — IULIE 2012

Solutie.Este usor de verificat ca pentru A=8, P =13, relatia (1) este adevaratd. Prima idee ar fi sd

rezolvam sistemul:
ab=2A
, unde a,bsunt catetele triunghiului.
a+b++a*+b* =P

Exista insa si o cale mai “frumoasa” (vezi [13]). Daca C este ipotenuzd, avem:

a?+b?=c?
= ¢?+4A < P?2—4A=2Pc, adici

P-c=a+b< P?—-2Pc+c?=a%*+2ab+b? =,

P2 _4A
2P

- 137
In cazul nostru avem € = ——; sa calculdm totusi si lungimile catetelor din sistemul de ecuatii:

ab=16
a+b= 201
26
Obtinem ecuatia:
26x> — 201X + 416 = 0 cu solutiile X, , = m% v2863

asadar triunghiul considerat nu exista!

Tn cazul unui triunghi dreptunghic conditia de existent3 este:

2 J—
Pzz(1+\/§).\/K@P2z4(3+2\/§)~A@AsP(+2ﬁ) *)

Deci:
P2
2 4(3+2+4/2) ~ 23314,

Intradevar:
a?+bh?=c?
c’+4A < P?—4A=2Pc.

P-c=a+b< P?-2Pc+c?=a%*+2ab+b? =,

Rezulta:
P2 —4A

Din
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P?_4A P2+4A
= =

P?+4A
2P 2P 2P

a+b=P-c=P- b=

Apoi din

2 2 2
ab=2A:a(%—a)=2A: Pa —(PT+A)a+AP:O.

Dar, ultima ecuatie are solutii reale daca:

2 2?2 2
A320<:>(P—+A)2—4«E~A«P20<:> L —6P— +1>0.
4 2 4A 4A

Rezolvand ultima inecuatie obtinem:
P2 > 4A(3+2+4/2) sau P2 < 4A(3-24/2),
echivalente cu

P>2(1++/2)VA sau P<2(+2-1)VJA.

Aceste ultime conditii trebuiesc corelate si cu conditia P > 2\/K, de existentad a ipotenuzei.Obtinem cd
triunghiul dreptunghic de arie A si perimetru P existd dacd si numai daca avem:

2 2
P (3—2\/§)C>A<3—2\/§©P

P>201+\20JA < A . T >43B+2V2)
P 4 A

in relatiile de mai sus avem egalitate dacd si numai daci triunghiul este dreptunghic isoscel.

n continuare, vom prezenta un set de aplicatii cu Asi P - pe care le considerdm utile (unde nu
vom mai pune problema existentei triunghiurilor aceasta fiind de cele mai multe ori evidenta).

Aplicatia 1. (vezi [3])
Determinati toate triunghiurile dreptunghice de arie A si perimetru P cu lungimile laturilor a,b,c

N
numere naturale si cel mai mare divizor comun al lor (a,b, ¢) =1 astfel incat N eN.

P2
Solutial.Fie T = k eN.

Se stie cad
a=m®-n%b=2mn,c=m?+n®,m>n,(m,n) =1, de paritate diferita.

5
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2
k=P—= 4m(m +n) _ 4x(x+1) unde szeQ:.
A n(m-n) x-1 n
= POHD e -k =0,
Din
k—4+./(k—4)*-16k «
X = ( ) 0 €Q,, rezultd ca:
8
A = (k —4)* —16k = (k —12)* —128 =patrat perfect.

Deci

(k—12)* -128 =d?*,unde d e N .
Se obtine :

k-12-d =2
(k-12-d)(k-12+d)=128=2" = ,unde t € {1,2,3}.
k-12+d =2""
Avem
k-4+d
X =
8
Deci
_ A t
x=u=2“+l,sau, x=k 4-d _2 +8.
8 8 8

2" +8
Din faptul c& (m,n) =1, de paritate diferitd rezultd X = .

1) Pentrut=1,avem:

x=%:>m=5,n=4:>a=9,b=40,c=41:>A=180,P=90:>k=45;

2) Pentru t =2, avem:

x=g:>m=3,n=2:>a=15,b=12,c=13:> A=30,P=30= k =30;

3) Pentrut=1,avem:

x:%:m=2,n=1:>a=3,b=4,C=5:>A=6,P=12:>k=24

www. mateinfo.ro
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P2
Solutia 2.Fie a =keN.

Sestieca a=m?—-n?,b=2mn,c=m®+n? m>n,(m,n) =1, de paritate diferita.

P? _4m(m+n) _  4(m*+n?)

k= A n(m-n) n(m-n)

Deoarece (m,n)=1, nnu poate fi divizor al expresiei m? +n?, decat daci avem posibilititile:

2_
1)n=1:>k=4+4m—4+8=4m+8+ 8
m-1 m-1

a=3b=4,c=5A=6P=12k =24.

si cum meste par deducem m=2, adica

2
2n=2 k=4 284165 gs
m-—2 m-—2

a=5Db=12,c=13,A=30,P =30,k =30.

si cum meste impar deducem m =3, adica

2
3n=4 :k:4+u6:32:m+8+i4 si cum meste impar deducem m =05, adicd
m— m-—

a=9,b=40,c=41A=180,P =90,k =45.

Rezultate deosebite, in ceea ce priveste triunghiurile Heron a stabilit matematicianul indian K.R.S. Sastry in

[7]. [8]. [o]. fro]. si [aa].

Aplicatia 2.

Determinati triunghiul cu dimensiunile maxime, numere naturale, a caror suma este numar par pentru care
aria este tot numar natural si este egala cu perimetrul acestuia.

Solutie.Notdm cu a,b,c dimensiunile laturilor, cu A aria , cu P perimetrul, si cu S semiperimetrul
triunghiului.

Din ipoteza avem

a+b+c . ‘s : : , .
s=———eN".Cum s>a,s>b,s>C fiard a pierde din generalitate presupunem c3

dm>1meN al s=c+m.
Din

a+—b+C=c+m:>c=a+b—2m 1)
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Apoidin P=2(a+b—-m), s=a+b-m si formula lui Heron avem:

A* =s(s—a)(s—b)(s—c)=(a+b—-m)(b—m)@@a-m)m @)
Dinipoteza A= P sirelatia (2) rezulta :
A’=P?’< (a+b-m)b-m)(a-mm=4(a+b-m)’ &
<b=m+ 4m2 .
am-m° -4
Deci dimensiunile sunt maxime pentru am-m? -4 =1< m(a—m) =5.

Avem doua cazuri:

m=5
1){ = a=6,b=29,c=25;
a-m=1

m=1
2) = a=6,b=25c=29.
a-m=5
Rezult3 c3 triunghiul ciutat are dimensiunile (6,25,29)iar A=P =60.
Aplicatia 3.
Determinati toate triunghiurile dreptunghice cu lungimile laturilor numere naturale care au:

a) aria egala cu 84 unitati de arie;

b) perimetrul egal cu 24 unitati de lungime.

Solutie.Consideram lungimile laturilor a,b si C.

Avem
a=x>+y?
_y2 2
az=b2+c2:>(*)c_X y;(X,y)eNxN.
b =2xy
X>y

bc
&) A== xy(X* —y) =y y)(x—y) >y -y yl= Yo <A
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(1)84 = xy(x+ y)(X—Yy) = y <5.Singura solutie in multimea numerelor naturale a ecuatiei (1) este
*)

X=4,y=3=a=25b=7;c=24.

by P=a+b+c=2x(x+Yy)

(2) x(x+y) =12. Singura solutie in multimea numerelor naturale a ecuatiei (1) este:

*
x=3y=1=a=10;b=6;c=8.

Aplicatia 4.

Determinati toate triunghiurile cu lungimile laturilor numere naturale, care au aria egala cu semiperimetrul.

Solutie.Fara sa pierdem generalitatea presupunem a<b <c.

Avem A=,/p(p-a)(p-b)(p-c),iardin A= p, rezults:

()(b+c-a)(c+a-b)(a+b-c)=4(a+b+c).

Notam :
x=b+c-a,y=c+a-b,z=a+b-c,
Atunci:
+2 Z+X X+
a=y , b= ,C= y.
2 2 2

Ecuatia (1) devine:

@Qxyz=4(x+y+12).
Din cele de mai sus rezultd cd X,y si Z sunt numere naturale parecu z <y < X.
Atunci:

Xyz=4(Xx+y+2)<12x=yz<12=>z2=2.

Acum ecuatia (2) devine

X=2+

,careimplicd y=4,X=06.
2y -4 mpliea ¥

Aceasta implica a=3,b=4,c=5.
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Observatie.Singurul triunghi care are lungimile laturilor numere naturale si aria egald cu semiperimetrul
este triunghiul dreptunghic cu lungimile laturilor:3, 4 si 5.

Aplicatia 5.(vezi [15])

Determinati toate triunghiurile dreptunghice cu lungimile laturilor numere naturale care au aria egald cu
perimetrul.

Solutie.Considerdm lungimile laturilor a,b si C.

Avem
a=x>+y?
_y2 2
az=b2+c2:>(*)c_X y;(x,y)eNxN.
b =2xy
X>y

bc
A==y = yH) =Xy (x+ y)(x )
P=a+b+c=2x(x+y)
A=P o 2x(x+Yy) =xy(x* —y*) & y(x-y)=2=>x =3y =Lsau x=3,y = 2.

Exista deci doua triunghiuri pentru care A= P si anume:

triunghiul a =10;b = 6;c =8, respectiv, triunghiul a =13;b =12;c=5.

Aplicatia 6.

Ardtati cd nu exista triunghiuri Heron cu lungimile laturilor numere prime.

Solutie.Din formula lui Heron avem ci aria unui triunghi verificad: A’ = s(s —a)(s —b)(s —c), unde

a+b+c . _ - . : -
s=———iar a,b si ¢ sunt lungimile laturilor triunghiului.

Dacd p =a-+b+c, atuci formula lui Heron se rescrie astfel:

16A° = p(p—2a)(p-2b)(p—2¢).
Deoarece membrul stang este par, p trebuie s fie numar par.Existd doud posibilitati:

10
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Cazul I. Toate numerele a,b,c sunt pare.

Pentru ca toate numerele @,b,C sunt pare si prime, rezultd a=b=c=2.

Deci triunghiul este echilateral cu aria A = V3.
Cazul Il. Unul dintre numerele a,b,C este par iar celelalte doud sunt impare.
Fara sa pierdem din generalitate, presupunem cd a = 2 iar b si ¢ suntimpare.
Dacd b #c,putemluab<c.
Atuncic-b>2< c>b+2=Db+a, ceea ce reprezintd o contradictie cu inegalitatea triunghiului.
Deci, b =c .Acum p=2+2b,siavem:
16A* = p(p-4)(p-2b)> =(2b+2)(2b-2)- 4 =b° - A’ =1 (b+ A)(b— A) =1.
Dar deoarece b + A > 2, ultima relatie nu poate avea loc.

n concluzie, nu exista triunghiuri Heron cu lungimile laturilor numere prime.

Aplicatia 7.

Considerdm un triunghi dreptunghic cu perimetrul P siaria A numere naturale.

P ..
Aratati ca: ipotenuza este numar natural daca si numai dacd P este numér natural par si — divide pe A

< P2A.

2_
Solutie.Din C =%e N = 2P|P? —4A.

Din 2P = par = P> - 4A = par = P = par.

Dacd P =2k din (1)obtinem

C= =k-—— 2
Din P=2k si P=par=>keN.
. i L. P )
Dinrelatia (2) rezultdcd ce N < k|A & E|A , echivalent cu P|2A.

Aplicatia 8.
11
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Determinati toate triunghiurile care au lungimile laturilor numere prime si patratul ariei numar natural.

Solutie.Conform solutiei aplicatiei 6, triunghiul echilateral de latura 2 are patratul ariei egal cu 3.

Observatie. Solutia de mai sus arata ca - nu exista triunghiuri cu lungimile laturilor numere prime si aria
numar natural.

Aplicatia 9.

Determinati toate triunghiurile cu lungimile laturilor numere naturale(dintre care cel putin unul este prim),
semiperimetrul numar natural si aria egald numeric cu perimetrul acestuia.

Solutie.Notdm cu a,b,c lungimile laturilor, cu Aaria, cu P perimetrul si cu Ssemiperimetrul
triunghiului.Presupunem cd a este numar prim.Cum § > C, notdm cu m e N, m >1astfel incat s=c-+m

.Dina+Tb+C=c+mrezulté c=a+b-2m,iardin P=2(a+b-m),s=a+b-m

si formula lui Heron avem:
A* =s(s—a)(s—b)(s—c)=(a+b—-m)(b-m)@a-m)m
si apoi

4a

A’ =P’ b-m)lb-m)fa-mm=4(a+b-m)’ < b= .
< (@a+rb-m)ib-mfa-mm=4(@a+b-m)’ < m+—— 2

Cum aeste prim, avem posibilitatile:
ljam-m’-4=1=>m(@a-m)=5=(m=2La=6),(m=>5a=6);
2)am-m?-4=2=m(a-m)=6=(m=6,a=7b=20,c=15),

(m=3,a=5b=13,c=12)(m=2,a=5b=12c=13)(m=1a=7,b=15c=20);
3yam-m?-4=4=m(a-m)=8=(m=8,a=9),

(m=4,a=6),(m=2a=6), (m=La=9);

m? +4

dyam-m?—d4=a=a= =m+1+ = (m=2,a=8)(m=6,a=8);
m-1 m-1
m® +4

5)am-m?-4=2a=a= =m+2+ = (m=3,a=13,b=5,c=12),
m-2 m-2

12
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(m=4,a=10),(m=6,a=10),(m=10,a=13,b =12,c =5);

m® +4
=m+4+

= (m=5,a=29,b=6,c=25),
m-—4 m—4

6) am-m’ -4=4a=a=

(m=6,a=20),(m=8a=17,b=9,c=10),(m=9,a=17,b =10,c =9),(m =14,a = 20),
(m=24,a=29,b=25c=6).

Tn concluzie, triunghiurile cerute au laturile {7,15,20}, {5,12,13}, {6,25,29}, {9,10,17} .

Aplicatia 10.

Determinati toate triunghiurile dreptunghice cu lungimile laturilor numere naturale stiind ca o latura are
lungimea 2011.

Solutie.Se stie ca lungimile laturilor, numere naturale, ale unui triunghi dreptunghic sunt date de:

(x2 - yz)k ,(2xy)k i (x2 + y2)|< ,unde X, Y si k sunt numere naturale nenule cu X > Yy .

Cum latura de lungime (2xy)k este numar par, vom considera doar cazurile in care (X2 - y2)|<
=2011 i (x? + y? J =2011.

Cazul 1. (x2 - yZ)A =2011.Cum 2011 este numar prim rezultd k =1sau k = 2011.

Daci k =2011, atunci x> —y® =1, asa cd (X—Y)(X+Yy)=1, de unde y =0, contradictie!(deoarece
y>0).

Dacd k=1, atunci x*-y?=2011= (x-Yy)(x+Yy)=2011= x—y=1si Xx+Yy=2011, de unde
X =1006 si y =1005.

Rezultd triunghiul dreptunghic cu lungimile laturilor (2011,2022060,2022061) .

Cazul 2. (x2 + yz),(=2011.Ca si la cazul 1, avem Kk =1(k =2011, nu este posibil deoarece x =0 sau
y =0).

Asadar, X2+y2 = 2011 .Deocarece orice patrat perfect este congruent cu 0 sau 1 modulo 4, iar

2011 = 3(mod4) rezulta c ecuatia X + y* = 2011, nu are solutii numere naturale.
Deci, in acest caz nu exita niciun triunghi dreptunghic.

Prin urmare exista un singur triunghi ale carui laturi au lungimile: (2011,2022060,2022061).

13
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Aplicatia 11.(vezi [14]).

a) Calculati lungimea razei cercului Tnscris intr-un triunghi dreptunghic cu semiperimetrul p si
lungimea ipotenuzei i, unde p >i;

b) Aratati cd in cazul in care triunghiul este pitagoreic(cu lungimile laturilor numere naturale)
lungimea razei cercului inscris este numar natural.

Solutie.
a)(1) p=r+y+z.Dar, (2) i =Y+Zz.Din(1)si(2) rezultd imediat ca:
r=p-i.

b)Este suficient sd consideram triunghiul dreptunghic primitiv.In acest caz ipotenuza este numar impar, o
catetd este numar par, iar cealaltd catetd este numa impar.Dacad notdm cu P perimetrul triunghiului avem
cd P este numar par.

De la punctul a) avem ca :

(3) rzg—i

Din faptul cd P = par = (4)26 N.

Din ipotezd (5)ie N.

Din (4) si (5) rezulta r € N .

Aplicatia 12.

Determinati lungimile laturilor unui triunghi dreptunghic pentru care r = 2013 (r este raza cercului Tnscris)
stiind ca acestea sunt numere naturale, prime intre ele doua cate doua .

Solutie.Din figura de la aplicatia 11, avem:
14
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y+z=a

z+r=>b :>2a+2r=a+b+c:>(1)r=b+;_a,

y+r=c
unde b, csunt lungimile catetelor iar a este lungimea ipotenuzei.
Se stie ¢ (2)b = 2mn,c =m? —n?,a=m? +n?, unde (M,n)=1.Din (1) si (2) avem:
(3) r=n(m-n).Dar r =2013=3-11-61.Deci n(m—n) =3-11-61.
Rezulta ca avem triunghiuri care verifica ipoteza:
1) n=1,m=2014,b = 4028,c = 4056195,a = 4055197 ;
2) n=3,m=674,b =4044,c = 454267,a = 454285
3)n=11,m =194,b = 4268,c = 37515,a = 37757
4)n =33, m=94,b =6204,c = 7747,a =9925
5)n=61m=94,b=11468,¢c =5115a =12557
6)n =183, m =194,b =71004,c = 4147,a =71125
7)n=671,m=674,b =904508,c = 4035,a = 904517

8)n =2013,m = 2014,b =8108364,c = 4027,a = 8108365.

Aplicatia 13.

Ardtati ca pentru orice numar natural n >12 existd un triunghi pitagoreic a carui arie se afla in intervalul
[n,Zn]( Analogie la Postulatul lui Bertrand care, afirma ca pentru n > 1, inintervalul (n,2n) exista cel putin

un numar prim).

Solutie.Daci un triunghi dreptunghic are lungimile catetelor 3k si 4k atunci ariaeste A =6k?.

Deoarece

6(k +1)2

™ <2=>k>2,

avem ca:

v n e |6k?,6(k +1)* —1] numarul 6(k +1)7  [n,2n].

15
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Asadar:

e Daci ne[54,95]= 96 <[n,2n];

e Daci ne[96149]= 150 < [n,2n];

e Daca ne[150,215]= 216 € [n,2n];
si asa mai departe.

Pentru a completa demonstratia observam ca:

e Dacdne [13,23]:> 24 e [n,Zn], ex.triunghiul cu laturile (6,8,10);
e Dacdne [24,29] =30e [n,2n], ex.triunghiul cu laturile (5,12,13);
e Dacdne [30,53] =b4 e [n,2n], ex.triunghiul cu laturile (9,12,15).

Aplicatia 14.

Numim triunghi “Super — Heron” , un triunghi care are lungimile laturilor numere naturale consecutive si
aria tot numar natural.

Recent'(2007) s-a demonstrat existenta unui numar infinit de astfel de triunghiuri.
Confirmati sau infirmati existenta patrulaterelor inscriptibele “Super — Heron” .

(Indicatie. Folositi formula ariei patruterului inscriptibil datd de matematicianul indian Brahamgupta in

sec.VIl -D.H: A= \/(s —a)(s—b)(s—c)(s—d),unde a,b,c,d suntlungimile laturilor patrulaterului, iar

S este semiperimetrul acestuia)

Solutie.Deoarece a,b,c,d sunt numere naturale consecutive ludm:

a=b-l1b=cc=b+1lsid=b+2.

Din formula lui Brahamgupta avem: A = \/(b +2)(b+1)(b)(b-1).
AeN < (b+2)(b+1)b(b-1) = (b* +b —1)* —1=pstrat perfect.

Imposibil deoarece nu existad patrate perfecte a caror diferenta sa fie egala cu 1.

n concluzie nu existé patrulatere inscriptibile “Super — Heron”!

Remarca 1. In 1904, Whitworth si Biddle au aratat c3 existd numai cinci triunghiuri Heron cu proprietatea
A= P, si anume triunghiurile Heron cu laturile (6,8,10), (5,12,13),(6,25,29),(7,15,20) si (9,10,17) -vezi

.

! http://www.math. twsu.edu/~richardson/heronian/heronian.html
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Remarca 2. Desi, in [2], Goehl, prezintd un algoritm general pentru determinarea tuturor triunghiurilor
dreptunghice, de tip Heron cu proprietatea A= mP (m € N ), problema se rezolva in cazul general(pentru
triunghiurile Heron, oarecare) abia peste mai mult de 20 de ani de catre Lubomir Markov( [4]), care, dupa

putin timp vine chiar cu o metoda noué([S]).O metodd diferitd pentru rezolvarea problemei A=mP,

pentru triunghiurile Heron oarecare este prezentata de catre Jizhou Li Th [6]
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Abstract. Success in problem solving requires effort. These are not routine exercises. They are problems
whose solutions depend of trying something new(like following: Given a right-angled triangle with area A
and perimeter P, what conditionson A and P guarantee that the triangle actually exists?).

Keywords:Heronian triangle, primitive triangle, right-angled triangles, area, perimeter.

MSC:51M16, 51M71.

Articolul este o continuare a lucrarilor [16,17] si are ca scop prezentarea unui set de probleme
reprezentative care au in ipoteza aria unui triunghi ( A) si perimetrul acestuia ( P ).

Mai multi autori au propus probleme care aveau ca date initiale A si P, fir3 a se examina daca triunghiul

respectiv exista in realitate (vezi [12]).

Se stie cd pentru un triunghi oarecare avem:

P23

P2>123- A< A< 363 )

in relatiile de mai sus avem egalitate dacd si numai daca triunghiul este echilateral.
Vom demonstra relatia (1) folosind inegalitatea izoperimetrica.

Din inegalitatea izoperimetrica pentru poligoane rezultd ca dintre toate poligoanele de perimetru dat si
acelasi numar de laturi poligonul regulat are aria maxima, si dual, dintre toate poligoanele de arie data si
acelasi numar de laturi poligonul regulat are perimetrul minim.Asadar pentru triunghiuri avem:
123 1_ 4
A<A = & — 22— p2

4 T ATI%3 27212\@:20,785
P>P,=3l< P?>>91°

O conditie asemdnatoare pentru existenta triunghiurile dreptunghice am stabilit in [16], pornind de la
urmatorul:

Exemplu. Calculati lungimea ipotenuzei unui triunghi dreptunghiccu A=8 si P =13.

Solutie.Este ugor de verificat cd pentru A=8, P =13, relatia (1) este adevdratd. Prima idee ar fi s3
rezolvam sistemul:

ab=2A
, unde a,bsunt catetele triunghiului.
a+b++a*+b* =P

19
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Exista insa si o cale mai “frumoasa” (vezi [13]). Daca C este ipotenuzd, avem:

a?+h?=c?
— " C?+4A & P? —4A=2PC, adics

P-c=a+b< P?-2Pc+c?=a*+2ab+b? =,

P? —4A
C=——-—7-.
2P

- 137
In cazul nostru avem € = ——; sa calculdm totusi si lungimile catetelor din sistemul de ecuatii:

ab=16
a+b= 201
26
Obtinem ecuatia:
26x* — 201X + 416 = 0 cu solutiile X, , = m% v2863

asadar triunghiul considerat nu exista!

Tn cazul unui triunghi dreptunghic conditia de existent3 este:
2 J—
Pzz(1+\/§).\/K@P2z4(3+2\/§)~A@AsP(+2*/§) *)

Deci:
P2
AR+ 2/2) ~ 23314,

Intradevar:

a?+b?=c?
¢’ +4A < P?-4A=2Pc.

P-c=a+b< P?-2Pc+c?=a*+2ab+b? =,

Rezulta:

P? —4A

C=—7——.
2P

Din

2_ 2 2

aibop_cop_ Pr-AA_P44A L PPHAA

Apoi din

20
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P2 +4A Pa’ P’

ab=2A=a(——-a)=2A=> —(—+A)a+AP=0.
2P 4

Dar, ultima ecuatie are solutii reale daca:

2 2?2 2
Aa20<:>(P—+A)2—4«E~A«P20<:> L —6P— +1>0.
4 2 4A 4A

Rezolvand ultima inecuatie obtinem:
P2 > 4A(3+2+4/2) sau P2 < 4A(3-24/2),
echivalente cu

P>2(1++/2)VA sau P<2(+2-1)VJA.

Aceste ultime conditii trebuiesc corelate si cu conditia P > 2\/K, de existentad a ipotenuzei.Obtinem cd
triunghiul dreptunghic de arie A si perimetru P existd daca si numai dacd avem:

P>2(1+/2)WA < A< > 4(3+ 24/2)

P23-242) A _3-2/2 Pp?
— o < —— o —
4 P 4 A

n relatiile de mai sus avem egalitate dacd si numai daci triunghiul este dreptunghic isoscel.

n continuare, vom prezenta un set de aplicatii cu Asi P - pe care le considerdm utile (unde nu
vom mai pune problema existentei triunghiurilor aceasta fiind de cele mai multe ori evidenta).

Aplicatia 1. (vezi [3])
Determinati toate triunghiurile dreptunghice de arie A si perimetru P cu lungimile laturilor a,b,c

2
numere naturale si cel mai mare divizor comun al lor(a,b,c) =1 astfel incat Y eN.

P2
SOIUtial.Fie T =keN.

Se stie cd

a=m®-n®b=2mn,c=m?+n®,m>n,(m,n) =1, de paritate diferita.

*

2
P_=4m(m+n) =4X(X+1),unde szeQ+.
A n(m-n) x-1 n
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= POHD L ae C -k =0,
x-1
Din
k—4+./(k—4)*-16k «
X = ( ) 0 €Q,, rezultd ca:
8
A = (k —4)* —16k = (k —12)* —128 =patrat perfect.

Deci

(k—12)* -128 =d?*,unde d € N .
Se obtine :

k-12-d =2
(k-12-d)(k-12+d)=128=2" = ,unde t € {1,2,3}.
k-12+d=2""
Avem
k-4+d
X =
8
Deci
_ A _ t
x=u=2“+l,sau, X = k—-4-d _2 +8.
8 8 8
: ) NN ) ‘+8

Din faptul c& (m,n) =1, de paritate diferitd rezultd X = 8

4) Pentrut =1, avem:

x=%:>m=5,n=4:>a=9,b=40,c=41:>A=180,P=90:>k=45;

5) Pentru t =2, avem:

X=%:>m=3,n=2:>a=15,b=12,c=13:> A=30,P=30= k =30;

6) Pentru t =1, avem:

X=%:>m=2,n=1:>a=3,b=4,C=5:>A=6,P=12:>k=24

P2
Solutia 2.Fie a =keN.
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Sestieca a=m”—-n?,b=2mn,c=m®+n? m>n,(m,n) =1, de paritate diferita.

_Ei_4m0n+n)_4+40n2+nﬂ
A nm-n) n(m-n)

k:

Deoarece (m,n)=1, nnu poate fi divizor al expresiei m? +n?, decat daci avem posibilititile:

2_
Dn=1:>k=4+ﬂm——ii§=4m+8+
m-1 m-1

a=3b=4,c=5A=6P=12k =24.

si cum meste par deducem m=2, adica

2

w:2m+8+
m-2 m-2

a=5b=12,c=13,A=30,P =30,k =30.

2n=2 =k=4+

si cum meste impar deducem m =3, adica

m? —16+ 32

— " -m+8+
m-—4 m-4

a=9b=40,c=41,A=180,P =90,k =45.

An=4 =k=4+ si cum meste impar deducem m =05, adicd

Rezultate deosebite, in ceea ce priveste triunghiurile Heron a stabilit matematicianul indian K.R.S. Sastry in

[7]. [8]. [o]. fao]. si [aa].

Aplicatia 2.

Determinati triunghiul cu dimensiunile maxime, numere naturale, a caror suma este numar par pentru care
aria este tot numar natural si este egala cu perimetrul acestuia.

Solutie.Notdm cu a,b,c dimensiunile laturilor, cu A aria , cu P perimetrul, si cu S semiperimetrul
triunghiului.

Din ipoteza avem

a+b+c . . . _ _ _ .
s=———eN".Cum s>a,5>b,s>C fird a pierde din generalitate presupunem c3

dm>1meN al s=c+m.
Din

a+b+c

5 =c+m=c=a+b-2m (1)
Apoidin P=2(a+b—-m), s=a+b—m si formula lui Heron avem:

A* =s(s—a)(s—b)(s—c) = (a+b—-m)(b-m)@@a-m)m @)
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Dinipoteza A= P sirelatia (2) rezults :

A’=P’< (a+b-m)(b-m)a-m)m=4(a+b-m)’ <

4m

<:>b=m+—2.
am-m° -4

Deci dimensiunile sunt maxime pentru am -m? -4 =1< m(a—m) =5.

Avem doua cazuri:

m=5
1){ = a=6,b=29,c=25;
a-m=1

m=1
2) =a=6,b=25c=29.
a-m=5
Rezult3 c3 triunghiul ciutat are dimensiunile (6,25,29)iar A= P =60.
Aplicatia 3.
Determinati toate triunghiurile dreptunghice cu lungimile laturilor numere naturale care au:

a) aria egala cu 84 unitati de arie;

b) perimetrul egal cu 24 unitati de lungime.

Solutie.Considerdm lungimile laturilor a,b si C.

Avem
a=x"+y?
_y2 2
az=b2+c2:>(*)c_X y;(X,y)eNxN.
b =2xy
X>y

bc
a) A=?=xy(xz—y2)=xy(><+y)(><—y)>y~y~y~1:> yP <A

(1)84 = xy(x+ y)(X—Yy) = y <5.Singura solutie in multimea numerelor naturale a ecuatiei (1) este
*)
X=4,y=3=a=25b=7;c=24.

b) P=a+b+c=2x(x+Yy)
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(2) x(x+y) =12. Singura solutie in multimea numerelor naturale a ecuatiei (1) este:

*)
x=3;y=1=a=10;b=6;c =8.

Aplicatia 4.

Determinati toate triunghiurile cu lungimile laturilor numere naturale, care au aria egala cu semiperimetrul.

Solutie.Fara sa pierdem generalitatea presupunem a<b <c.

Avem A=,/p(p-a)(p-b)(p-c),iardin A= p, rezults:

()(b+c-a)(c+a-b)(a+b-c)=4(a+b+c).

Notam :
x=b+c-a,y=c+a-b,z=a+b-c,
Atunci:
+z Z+X X+
a=y . b= ,C= y.
2 2 2

Ecuatia (1) devine:

@Qxyz=4(x+y+12).
Din cele de mai sus rezultd cd X,y si Z sunt numere naturale parecu z <y < X.
Atunci:

Xyz=4(Xx+y+2)<12x=>yz<12=>z2=2.

Acum ecuatia (2) devine

X=2+ , careimplicd y =4,x =6.

2y -4
Aceasta implica a=3,b=4,c=5.

Observatie.Singurul triunghi care are lungimile laturilor numere naturale si aria egald cu semiperimetrul
este triunghiul dreptunghic cu lungimile laturilor:3, 4 si 5.

Aplicatia 5.(vezi [15])
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Determinati toate triunghiurile dreptunghice cu lungimile laturilor numere naturale care au aria egald cu
perimetrul.

Solutie.Considerdm lungimile laturilor a,b si C.

Avem
a=x"+y’
_y2 2
az=b2+c2:>(*)c_X y;(x,y)eNxN.
b =2xy
X>y

bc
A== =3y =) = xy(x+ y)(x-y)
P=a+b+c=2x(x+Y)
A=P o 2x(x+Yy) =xy(x* —y*) & y(x-y)=2=>x =3y =Lsau x=3,y = 2.

Exista deci doua triunghiuri pentru care A= P si anume:

triunghiul a =10;b = 6;c =8, respectiv, triunghiul a =13;b =12;c=5.

Aplicatia 6.

Ardtati cd nu exista triunghiuri Heron cu lungimile laturilor numere prime.

Solutie.Din formula lui Heron avem ci aria unui triunghi verificd: A = s(s —a)(s —b)(s —c), unde

a+b+c . _ - . : -
s=———iar a,b si ¢ sunt lungimile laturilor triunghiului.

Dacd p =a+b +c, atuci formula lui Heron se rescrie astfel:

16A°* = p(p—2a)(p-2b)(p-2¢).

Deoarece membrul stang este par, p trebuie s fie numar par.Existd doud posibilitati:
Cazul I. Toate numerele a,b,c sunt pare.

Pentru c3 toate numerele a,b,C sunt pare si prime, rezultd a=b=c=2.

Deci triunghiul este echilateral cu aria A = \/§
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Cazul Il. Unul dintre numerele a,b,C este par iar celelalte doud sunt impare.

Fara sa pierdem din generalitate, presupunem cd a = 2 iar b si C suntimpare.
Dacd b =c,putemluab<c.
Atuncic-b>2< c>b+2=b+a, ceea ce reprezintad o contradictie cu inegalitatea triunghiului.
Deci, b =c .Acum p=2+2b,siavem:
16A* = p(p-4)(p-2b)* =(2b+2)(2b-2)- 4 =b* - A’ =1 (b+ A)(b— A) =1.
Dar deoarece b + A > 2, ultima relatie nu poate avea loc.

n concluzie, nu exista triunghiuri Heron cu lungimile laturilor numere prime.

Aplicatia 7.

Consideram un triunghi dreptunghic cu perimetrul P siaria A numere naturale.

P ..
Aratati ca: ipotenuza este numar natural dacd si numai dacd P este numar natural par si Elelde pe A

< P2A.

2_
Solutie.Din ¢ z%e N = 2P|P? —4A.

Din 2P = par = P? —4A = par = P = par.

Dacd P = 2k din (1)obtinem

C= =k-—— 2
Din P=2k si P=par=keN.
. . . . P .
Dinrelatia (2) rezultdcd ce N < k|A & E|A , echivalent cu P|2A.

Aplicatia 8.

Determinati toate triunghiurile care au lungimile laturilor numere prime si patratul ariei numar natural.

Solutie.Conform solutiei aplicatiei 6, triunghiul echilateral de latura 2 are patratul ariei egal cu 3.
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Observatie. Solutia de mai sus arata cd - nu exista triunghiuri cu lungimile laturilor numere prime si aria
numar natural.

Aplicatia 9.

Determinati toate triunghiurile cu lungimile laturilor numere naturale(dintre care cel putin unul este prim),
semiperimetrul numar natural si aria egald numeric cu perimetrul acestuia.

Solutie.Notdm cu a,b,c lungimile laturilor, cu Aaria, cu P perimetrul si cu Ssemiperimetrul
triunghiului.Presupunem cd a este numar prim.Cum § > C, notdm cu m e N, m >1astfel incat s=c-+m

.Dina+Tb+C=c+mrezulté c=a-+b-2m,iardin P=2(a+b-m),s=a+b-m

si formula lui Heron avem:
A* =s(s—a)(s—b)(s—c)=(a+b—-m)(b—m)@@a-m)m
si apoi

4a

A’ =P’ b-mlb-mfa-mm=4@+b-m)’ ob=m+—F7—.
< (@a+rb-mib-mfa-mm=4(@+b-m)’ < mt—— 2

Cum aeste prim, avem posibilitatile:
ljam-m’-4=1=>m(@a-m)=5=(m=21La=6),(m=>5a=6);
2)am-m?-4=2=m(a-m)=6=(m=6,a=7b=20,c=15),

(m=3,a=5b=13,c=12)(m=2,a=5b=12,c=13),(m=1a=7,b=15c= 20);
dam-m’-4=4=m(@@a-m)=8=(m=8,a=9)

(m=4,a=6),(m=2a=6), (m=La=9);

2 m® +4
Ham-m’-4=a=a= =m+1+ = (m=2a=8)(m=6,a=8);
m-1 m-1
m? +4
5)am-m?-4=2a=a= =m+2+ = (m=3,a=13,b=5,c=12),
m-2 m-2

(m=4,a=10),(m=6,a=10),(m=10,a=13,b=12,c =5);

m® +4
=m+4+
m-—4 m—4

6)am-m?-4=4a=a= = (m=5,a=29,b=6,c=25)
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(m=6,a=20),(m=8,a=17,b=9,c=10),(m=9,a=17,b =10,c = 9),(m =14,a = 20),
(m=24,a=29,b=25c=6).

Tn concluzie, triunghiurile cerute au laturile {7,15,20}, {5,12,13}, {6,25,29}, {9,10,17} .

Aplicatia 10.

Determinati toate triunghiurile dreptunghice cu lungimile laturilor numere naturale stiind ca o latura are
lungimea 2011.

Solutie.Se stie ca lungimile laturilor, numere naturale, ale unui triunghi dreptunghic sunt date de:

(x2 - y2)|< ,(2xy)k si (x2 + y2)|< ,unde X,y si ksunt numere naturale nenulecu x>y .

Cum latura de lungime (2xy)k este numdr par, vom considera doar cazurile in care (x2 — yZ)A
=20115i (x? + y2 k =2011.

Cazul 1. (X2 - y2)|< =2011.Cum 2011 este numar prim rezultd k =1sau k = 2011.

Dacd k =2011, atunci x> —y® =1, asa cd (X—Y)(X+Yy)=1, de unde y =0, contradictie!(deoarece
y>0).

Dacd k=1, atunci x*-y?=2011= (x-Yy)(x+Yy)=2011=x—y=1si Xx+Yy=2011, de unde
X =1006 si y =1005.

Rezulta triunghiul dreptunghic cu lungimile laturilor (2011,2022060,2022061) .

Cazul 2. (x2 + yz)k=2011.Ca si la cazul 1, avem k =1(k =2011, nu este posibil deoarece x =0 sau
y =0).

Asadar, x2+y2 = 2011.Deocarece orice patrat perfect este congruent cu O sau 1 modulo 4, iar

2011 = 3(mod4) rezulta c ecuatia X + y* = 2011, nu are solutii numere naturale.
Deci, in acest caz nu exita niciun triunghi dreptunghic.

Prin urmare exista un singur triunghi ale carui laturi au lungimile: (2011,2022060,2022061).

Aplicatia 11.(vezi [14]).

C) Calculati lungimea razei cercului inscris intr-un triunghi dreptunghic cu semiperimetrul p si
lungimea ipotenuzei i, unde p >i;
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d) Aratati cd in cazul in care triunghiul este pitagoreic(cu lungimile laturilor numere naturale)
lungimea razei cercului inscris este numar natural.

Solutie.
a)(1) p=r+y+z.Dar, (2) i =Y+ Zz.Din(1)si(2) rezultd imediat ca:
r=p-i.

b)Este suficient sd consideram triunghiul dreptunghic primitiv.In acest caz ipotenuza este numar impar, o
catetd este numar par, iar cealaltd catetd este numa impar.Dacad notdm cu P perimetrul triunghiului avem
ca P este numaér par.

De la punctul a) avem ca :

(3) rzg—i

Din faptul cd P = par = (4)26 N.

Din ipotezd (5)ie N.

Din (4) si (5) rezulta r € N..

Aplicatia 12.

Determinati lungimile laturilor unui triunghi dreptunghic pentru care r = 2013 (r este raza cercului Tnscris)
stiind ca acestea sunt numere naturale, prime intre ele doua cate doua .

Solutie.Din figura de la aplicatia 11, avem:
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y+z=a

z+r=>b :>2a+2r=a+b+c:>(1)r=b+;_a,

y+r=c
unde b, csunt lungimile catetelor iar a este lungimea ipotenuzei.
Se stie ¢ (2)b = 2mn,c =m? —n?,a=m? +n?, unde (M,n)=1.Din (1) si (2) avem:
(3) r=n(m-n).Dar r =2013=3-11-61.Deci n(m—n) =3-11-61.
Rezulta ca avem triunghiuri care verifica ipoteza:
1) n=1,m=2014,b = 4028,c = 4056195,a = 4055197 ;
2) n=3,m=674,b =4044,c = 454267,a = 454285
3)n=11,m =194,b = 4268,c = 37515,a = 37757
4)n =33, m=94,b =6204,c = 7747,a =9925
5)n=61m=94,b=11468,¢c =5115a =12557
6)n =183, m =194,b =71004,c = 4147,a =71125
7)n=671,m=674,b =904508,c = 4035,a = 904517

8)n =2013,m = 2014,b =8108364,c = 4027,a = 8108365.

Aplicatia 13.

Ardtati ca pentru orice numar natural n >12 existd un triunghi pitagoreic a carui arie se afla in intervalul
[n,Zn]( Analogie la Postulatul lui Bertrand care, afirma ca pentru n > 1, inintervalul (n,2n) exista cel putin

un numar prim).

Solutie.Daci un triunghi dreptunghic are lungimile catetelor 3k si 4k atunci ariaeste A =6k?.

Deoarece

6(k +1)2

™ <2=>k>2,

avem ca:

v n e |6k?,6(k +1)* —1] numarul 6(k +1)7  [n,2n].
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Asadar:

e Daci ne[54,95]= 96 <[n,2n];

e Daci ne[96149]= 150 < [n,2n];

e Daca ne[150,215]= 216 € [n,2n];
si asa mai departe.

Pentru a completa demonstratia observam ca:

e Dacdne [13,23]:> 24 e [n,Zn], ex.triunghiul cu laturile (6,8,10);
e Dacdne [24,29] =30e [n,2n], ex.triunghiul cu laturile (5,12,13);
e Dacdne [30,53] =b4 e [n,2n], ex.triunghiul cu laturile (9,12,15).

Aplicatia 14.

Numim triunghi “Super — Heron” , un triunghi care are lungimile laturilor numere naturale consecutive si
aria tot numar natural.

Recent?(2007) s-a demonstrat existenta unui numar infinit de astfel de triunghiuri.
Confirmati sau infirmati existenta patrulaterelor inscriptibele “Super — Heron” .

(Indicatie. Folositi formula ariei patruterului inscriptibil datd de matematicianul indian Brahamgupta in

sec.VIl -D.H: A= \/(s —a)(s—b)(s—c)(s—d),unde a,b,c,d suntlungimile laturilor patrulaterului, iar

S este semiperimetrul acestuia)

Solutie.Deoarece a,b,c,d sunt numere naturale consecutive ludm:

a=b-l1b=cc=b+1lsid=b+2.

Din formula lui Brahamgupta avem: A = \/(b +2)(b+1)(b)(b-1).

AeN < (b+2)(b+1)b(b-1) = (b* +b —1)* —1=pstrat perfect.
Imposibil deoarece nu existad patrate perfecte a caror diferenta sa fie egala cu 1.

n concluzie nu existé patrulatere inscriptibile “Super — Heron”!

Remarca 1. In 1904, Whitworth si Biddle au aratat c3 existd numai cinci triunghiuri Heron cu proprietatea
A= P, si anume triunghiurile Heron cu laturile (6,8,10), (5,12,13),(6,25,29),(7,15,20) si (9,10,17) -vezi

.

2 http://www.math.twsu.edu/~richardson/heronian/heronian.html
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Remarca 2. Desi, in [2], Goehl, prezintd un algoritm general pentru determinarea tuturor triunghiurilor
dreptunghice, de tip Heron cu proprietatea A= mP (m € N ), problema se rezolva in cazul general(pentru
triunghiurile Heron, oarecare) abia peste mai mult de 20 de ani de catre Lubomir Markov( [4]), care, dupa

putin timp vine chiar cu o metoda noué([S]).O metodd diferitd pentru rezolvarea problemei A=mP,

pentru triunghiurile Heron oarecare este prezentata de catre Jizhou Li Th [6]
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TEOREMA LUI SIMSON

Profesor :ANGELICA UNGUREANU

Scoala:GRUP SCOLAR “ALEXANDRU CEL BUN”-BOTOSANI

TEOREMA LUI SIMSON :Proiectiile unui punct de pe cercul circumscris unui triunghi pe
laturile acestuia sunt coliniare.

Dreapta ce contine aceste puncte se numeste dreapta lui Simson.\Voi prezenta cateva metode de
demonstratie a acestei teoreme, utilizand diferite metode de a arata coliniaritatea a trei puncte in
plan.

METODA 1 (aratcax(MND)si <(DNP) sunt suplementare)

Fie AABC ,D un punctpearcul BC.

NotezzM = prygD N = prgcD ,P = prycD.

Tnpatrulaterulinscriptibil ABDC: m(<ACD) + m(#ABD) = 180°.

Dar m(xABD) + m(xMBD) = 180° , de unde m(«xACD) = m(xMBD)(1).
Tnpatrulaterul BMDN: m(«BMD) + m(«xBND) = 180°, deci BMDN este inscriptibil.
Atunci: m(xMBD) = m(XMND). (2)

TnpatrulaterulDNPC :m(xDNC) = m(«xDPC) = 90° de unde DNPC este inscriptibil.
Atunci: m(«PCD) + m(«xDNP) = 180°

Si cum PEAC rezultda:m(xACD) + m(xDNP) = 180° (3)

Din relatiile (1), (2) si (3) rezultda : m(«MND) + m(«xDNP) = 180°
Ceeacearatacapunctele M,Nsi P suntcoliniare.

METODA a 2-a_(aratcax(APN)si <(APM) sunt egale)
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In patrulaterul AMDP:

m(xAMD) + m(<DPA) = 180°*
de unde AMDP este inscriptibil.
Atunci m(xADM) = m(<xAPM) (1)
In patrulaterul CDNP :

m(xCPD) + m(xCND) = 180°

¢ Deunde CDNP esteinscriptibil.
Atunci:m(«<CDN) + m(«CPN) = 180°
si cum m(xCPN) EL m(<APN) = 180°

se obtine: m(xCDN) = m(xAPN) (2)

In AAMD ( dreptunghic in M) : m(xADM) + m(xDAM) = 90°.

In ADNC ( dreptunghic in N) : m(«CDN) + m(xDCN) = 90°.

Dar : m(«xDCN) = m(«xDAM) (in patrulaterulinscriptibil ABDC)

De unde se obtine

(2) 1
:m(xCDN) = m(«xADM) = m(<ADM) = m(<APN) (=:2 m(LAPN) = m(xAPM), ceea ce aratd
capunctele M, N si P suntcoliniare.

METODA a 3-a (folosescaxiomalui Euclid)

B A Fie E intersectia dintre cerc si dreapta DN.
In patrulaterul inscriptibil BMDN:
m(xBMN) = m(<BDN)
si cum A, B, M coliniare:
m(<AMN) = m(«<BDN) (1)
T In patrulaterul inscriptibil AEBD:

B i
' m(«BDE) = m(«<BAE)

si cum D, N, E coliniare

m(<BDN) = m(XMAE) (2)
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W@
== m(XAMN) = m(XMAE)= MN | AE (3)

Tnpatrulaterulinscriptibil ACDE: m(<ACD) + m(<DEA) = 180°,
Dar m(«PCD) + m(«xDNP) = 180° (in patrulaterul inscriptibil PCDN)

Si cum m(«DNP) + m(«PNE) = 180° = m(xACD) = m(«PNE)
Se obtine : m(«PNE) + m(<NEA) = 180° de unde NP || AE (4)

(3).4 . - . - .
=—=punctele N, M si P suntcoliniare (conform algoritmuluilui Euclid)

METODA a 4-a (folosesc reciproca teoremei lui Menelaus)

A

In patrulaterul inscriptibil ABDC:
m(<BAD) = m(xBCD) =

MA _ AD _ MD
= AMAD~ANCD (UU) =—— = —=— (1)
NC CD ND

In patrulaterul inscriptibil ABDC:

m(«DBC) = m(LDAP) =
= ADBN~ADAP (UU) =

NB _ BD _ ND
Pa_ap _ ap®?
Tnpatrulaterulinscriptibil ABDC: m(«ACD) + m(<ABD) = 180°
Dar :m(«xDBM) + m(xABD) = 180°

Atunci :m(xACD) = m(«DBM) = APCD~AMBD=

PC _CD _ DP
MB _ BD _ DM")

@w.@3)MA NB PC _AD BD CD _
=

NC PA MB_CD 4D BD !

=punctele M, N si P sunt coliniare ( conform reciproceiteoremeilui Menelaus)
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METODA a 5-a(folosesc axioma lui Euclid)

A Construiesc prin punctul D o paralela la MN

ce intersecteaza cercul in punctul E
DE || MN = m(«xNDE) = m(XMND)
Patrulaterul MBND este inscriptibil =
‘ ~m(xMND) = m(xMBD)
Patrulaterul ABDC este inscriptibil =
m(<DBA) + m(xDCA) = 180°

si cum m(<MBD) + m(«DBA) = 180°

Se obtine: m(xMBD) = m(&DCA)

= m(XNDE) = m(xDCA)
TnpatrulaterulinscriptibilNDCP :m(xDCP) + m(«<DNP) = 180° =
= m(XNDE) + m(xDNP) = 180° = DE || NP

si cum DE || MN rezulta capuncteleM , N si P suntcoliniare (din axiomalui Euclid)

METODA a6-a (Folosescunicitateaperpendiculareidintr-un punctpe o dreapta.)

Fie ARLNP .AratcaAR L MN

DeoareceAR L NP si DP LAC=

= m(<PAR) = m(«DPN)
Patrulaterul DCPN esteinscriptibil=

= m(«xDPN) = m(<DCN)

# C.- Patrulaterul ABDC esteinscriptibil =
= m(«DCN) = m(XDAM)

De unde se ob;ine:ﬁm(qPAR) = m(<DAM) = m(xCAD) = m(XMAR)
Patrulaterul ABDC inscriptibil=> m(xCAD) = m(<CBD)

Patrulaterul BMDN inscriptibil=> m(«CBD) = m(«xDMN)
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Deoarece DM L AB = m(«<DMN) + m(<NMB) = 90° = AR 1 MN

Dar AR L NP si cum perpendiculara din punctul N pe AR esteunica se obtinecapunctele M, N si P
suntcoliniare.

Problema lunii iunie 2012

Autor: Prof. Gheorghe ROTARIU, Grupul Scolar , Al. Vlahutd” Sendriceni, judetul Botosani
Fie:

p, =sin6°-sin30° -sin 78" -sin 222 ° -sin 246 °;
p,=Cc0s6"-c0s66°-cos78° -cos210° -cos222°.

1. Calculati:

dx

Jel In(32p,-x+2)
1

, 6443

X“+———p,-Xx+15
3 2
2. Aréatati ca:

7
D cos® o, sin®0,

k=1 6°
- <

! 1 1) 77
Z 8 o 8
ko1l cos® @, sin® O,

unde Qke{6°,30°,66°,78°,210°,222°,246°},kzl,_7,9i¢9j JYizEj, Q=1

(6, ia pe rand una din cele sapte valori).

Va ramane de rezolvat si pentru luna iulie 2012, fiindca deocamdata nu am primit
nicio solutie completa. Daca reusiti sa o rezolvati scrieti pe concurs@mateinfo.ro
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