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CLASA A XI-A - Solutii

1. a) Sa se arate ci exista o infinitate de matrice 4 € M,(Z) cu proprietatea 4’ =24+ 1,,

dar ca doar doua dintre ele au toate elementele numere naturale.

b) Sa se arate ca exista o infinitate de matrice 4 € M,(R\Q) cu proprictatea 4> =2A4.

Gabriel Daniilescu, Braila
Solutie. 4 —tr(A)-A+det(A)-I2 =0, o A =tr(A4)-A—det(4)-1,=
= A’ =tr(A4) A —det(4)- (4)[tr(4)- A—det(A4)-1, |-det(4)- 4=
=(r(4))" A= tr(4)-det(4)- I, ~det(A)- 4 = (tr(4))" ~det (4) |- A=1r(4)- det(4) - I.
a) Este suficient sa gasim o infinitate de matrice 4e M, (0) cu (tr(A))2 —det(4)=2 si

tr(A4)-det(A4)=-1=det(4)=—

1 1
a4 )+ (1)
& (tr(4)) -2t (A)+1=0 = [tr(A)-1][ tr(4)+tr ()~ 1]

(

Dar AeM,(Z)=tr(A)e Z=tr(A4)=1si det(4)=—

a 1

2

Putem alege 4 :(
+a-a 1-a

j cu a € Z arbitrar.

Pentru a gasi toate matricele cu elemente numere naturale, din
[(tr(A4))" ~det(4) |- A=1e(4)-dot(d) - 1, =24+ 1, =
= [(tr(A))z —det(A)—2]A =[tr(4)-det(4)+1]-1,= A=al,, sau
(tr(4)) —det(A)-2=tr(4)-det(4)+1=0.

l.A=al, > A=, > a’l,=2al,+], & a’ =2a+1<
o’ -2a-1=0&(a+l)(a’—a-1)=0=aeN.

2. (tr(4)) —det(4)-2=0 si tr(4)-det(A)+1=0=> tr(A) =1 si det(4)=-1.



. a
Deci 4 =[

Z]:md:l cu a,d e N=(a,d)e{(1,0),(0,1)} = ad =0=>bc=1 cu
(4

b,cell :(b,c)e{(l,l)}:Al=G (1)] si Azz(o IJ.

11
b) Este suficient sa gasim o infinitate de matrice 4 € M, (R \ Q) cu (tr(A))2 - det(A) =2
si tr(A4)-det(4)=0. Putem gasi A cu det(A4)=0 si tr(A) =+/2, de exemplu

A= , unde k € N si nu este pitrat perfect.

1 2-1

Wk 2

2. Consideram o matrice 4 € M, (R) care are urmatoarele proprietati:
(1) A4 si A4’ au pe diagonala principala elementele —1,0,1 in aceasti ordine;
(2) A° are pe diagonala principald elementele 1,0,1 in aceasti ordine.

Demonstrati ca A4 este singulara, dar are cel putin un minor de ordin 2 nenul.

Cristi Savescu, Bucuresti

Solutie. Consideram P=X"—tr(4)X"+ tr(A* ) X —det(A4) polinomul caracteristic al

matricei 4. Din conditiile din ipotezd deducem ci A4* are pe diagonala principald elementele

(-1)°, 0%, 1" pentru k =1,2,3,

Cum P(A4)=0,din relatia Hamilton-Cayley, privind clementele de pe diagonald in
aceastd relatie, deducem ci P(-1)=P(0)=P(1)=0, adica det(d4)=tr(4)=0 si deci
P=X3+tr(A*)X. Din P(1)=P(-1)=0 rezulta ca tr(A*)=—l. Atunci 4" #0,, de unde

deducem ca 4 are cel putin un minor de ordin 2 nenul, altfel 4™ =0,.

3. Fie sirul (x,)  cu x, =1, x =% si x,,=x,x, Vn>0. Aflati termenul general x,

al sirului i apoi calculati limx, .

n—»0



Gabriel Mirsanu, lasi

Solutie. Se aratd mai inti inductiv cad x, >0, Vn=0, apoi se logaritmeaza relatia de

recurentd si se obtine: Inx,,, =lnx, , +2Inx,, Vn>0.

n+l

Notam Inx, =y, Vn20=y ,=y,,+2Y, < V,0—Vu—-2y,=0, Vn=20 cu

n

Yo=In1=0 si y, :ln%:—lnz. Ecuatia caracteristicd a sirului are solutille —1 s1 2, deci
y,=¢-(=1)"+¢,-2", Vn=0. Pentru n=0 si n=1, avem ¢, +¢, =0 si
1 1
—¢,+2¢c,=-In2=3¢c,=-In2=¢, :—§1n2:>c1 :§ln2:>

1 n n (_l)n_zn w
yn=§[(—1) ~2" |in2, Vn20ey, =2 ey, =2, V20

(1)=2"
Dar x,=e" =>x,=2 * , Vn20 s limx, =2" =0.

n—»0

JJarctg x —\/arccos (\/Ex]
2
4. Sa se calculeze lim
e[ (2 -1) ] =1+ In(x —4x+4)

Iulian Danielescu, Braila

Solutie. Amplificand cu conjugata obtinem

2
arctg x —arccos 7 X

\/ V2
\Jarctg x +, arccos TX

lim

x—1

.{/l+ln[x(2x—l)]2 3t m[x(2x-1)] -1+ In(x —4x+4) + 31+ In (x “ax+d)

1+1n[x(2x—1)]—1—1n(x3—4x+4)

2
arctg x —arccos BN X

2 | ( ﬁ ]
e Sin arctg X —arccos 7 X



. V2 . V2 )|
Sin (arctg x) COS| arcCos 7 X [—COS (arctg x) S| arccos 7 X

2x% —x

In—5——
x —4x+4

_ 3 Aim 1+ x? 2 _\/1+x V

Jr o ln(l 2x° —x—x’ +4x—4

X —4x+4 j X +2x* +3x—4
—x’ +2x7 +3x—4

X —dx+4
X —4x+4
1 (V2 [ 2x
3 I 1+x*( 2 4
= - l1m =
Jr —x’ +2x7 +3x -4
2,2
lim 4 4 I x +x7-2

"5 P (x4 x4 4) o a(x-1)

(x—l)(x3+x2+2x+2) 346

i = = .
8\/_ B 2(x-1) 827 42r




