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Problema 1. Se consideră matricea
2( )A M Z astfel încât det 9.A= Arătaţi că 2

2det( 5 9 )A A I+ +

este un pătrat perfect. 

,Supliment Gazeta Matematică nr 11\2023 

 

Soluţie:    Aplicăm teorema lui Hamilton-Cayley, 2

2 2( ) (det ) ,A TrA A A I O− + = rezultă
2

29 ( ) .A I TrA A+ = ( ) ,Tr A Z  [ ( ) 5] ,Tr A Z+  [3 ( ) 15] ,Tr A Z+  deoarece
2( ),............2p.A M Z

2 2 2

2det( 5 9 ) det[( ) 5 ] det[( ( ) 5) ] ( ( ) 5) det 9( ( ) 5) ,...4pA A I TrA A A Tr A A Tr A A Tr A+ + = + = + = + = +

2 2

2det( 5 9 ) [3 ( ) 15]A A I Tr A+ + = + este un pătrat perfect. .............................................................1p  

 

 

                                               

 

Problema 2. Fie şirul cu termenul general,
2

2 4

(2 1) ( 2 2)
, ( ) 1.

( 1) ( 4)
n

n n n
a n

n n

+  − +
=  

+  +
 

a)Să se calculeze
1

lim .
n

k
n

k

a
→

=

   

b)Să se demonstreze inegalitatea:
1

(1 ) .
n

k

k

a e
=

+   

                                   Prof. George-Florin Şerban, Brăila 

Soluţie: 4 4 2 2 2 2 2 2 24 4 4 4 ( 2) (2 ) ( 2 2) ( 2 2)x x x x x x x x x x+ = + + − = + − = + +  − +  

2 2

2 4 2 2 2 2 2

(2 1) ( 2 2) (2 1) ( 2 2) 2 1
,....1

( 1) ( 4) ( 1) ( 2 2) ( 2 2) ( 1) ( 2 2)

x x x x x x x
p

x x x x x x x x x x

+  − + +  − + +
= =

+  + +  − +  + + +  + +
 

2 2 2

2 4 2 2 2 2

(2 1) ( 2 2) ( 2 2) ( 1) 1 1
,.....................1

( 1) ( 4) ( 1) ( 2 2) 1 ( 1) 1

x x x x x x
p

x x x x x x x

+  − + + + − +
= = −

+  + +  + + + + +
. 

2 2 2
1 1

1 1 1 1
( ) ,

1 ( 1) 1 2 ( 1) 1

n n

k

k k

a
k k n= =

= − = −
+ + + + +

  rezultă
0

1
lim ,...............................2 .

2

n

k
n

k

a p
→

=

=  

Folosim  inegalitatea  ln(1 ) ,x x+  ( ) 0,.....................................................................1x p 

2 2 2
1 1 11

1 1 1 1 1
ln (1 ) ln(1 ) a ( ) ln ,

1 (k 1) 1 2 ( 1) 1 2

n n n n

k k k

k k kk

a a e
k n= = ==

+ = +  = − = −  =
+ + + + +

    

rezultă 
1

2

1

(1 ) ,..................................................................................2
n

k

k

a e e p
=

+  =  
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Problema 3. Fie şirul 0( )n na  definit astfel:
 

0 10, 1, ( ) .na

na a e n N+= = +   Calculaţi lim n
n

a
→

şi

1ln
lim .n

n
n

a

a

+

→  

Prof. Carmen Botea şi Viorel Botea, Brăila 

 

Soluţie: Folosim inegalitatea 1,( ) .xe x x R +    1 1 1 1 2 0,na

n n n n na a e a a a+ − = − +  + − + = 

1 ,n na a+  ( ) ,n N  deci şirul este strict crescător şi există lim .n
n

a a
→

= Dacă ,a R  trecem la limită 

în relaţia de recurenţă şi obţinem,
 

1,aa e= + fals,deoarece 1 1 1 2.aa e a a= +  + + = + Demonstrăm 

prin inducţie matematică ( ) : 0,( ) .nP n a n N     

I. 0(0) : 0 0,P a =  adevărat. 

II. ( ) ( 1),P k P k +  
1( 1) : 0,( ) .kP k a n N++    1 1 0 1 1 0,ka

ka e+ = +  + =  adevărat. Rezultă

lim ,.................................................................................................................3n
n

a p
→

=    

Demonstrăm inegalitatea 1

1 , ( ) .na

na e n N
+

+    Rezultă 1
1 ,n na a

e e
+

+  ( 1) 1,na
e e −   adevărat 

deoarece 0 1na
e e =  şi 1 1,e−   adică 2,e   adevărat. Demonstrăm inegalitatea 1 , ( ) .na

na e n N+   

1 1 , ( ) ,n na a

na e e n N+ = +    adevărat. Am demonstrat că 1

1, , ( ) ,n na a

ne a e n N
+

+    rezultă

1

1ln ln ln ,n na a

ne a e
+

+ 
1ln 1,n n na a a+  +  1ln 1

1 1 ,n

n n

a

a a

+  + *( ) ,n N 
1

lim(1 ) 1,
n

na→
+ =  din 

criteriul cleştelui,rezultă că 1ln
lim 1,...........................................................................4n

n
n

a
p

a

+

→
=  

 

Problema 4. Fie matricea

2023 2024 2024

2024 2023 2024 .

2024 2024 2023

A

 
 

=  
 
 

 Demonstraţi că 
2024

3( ) 2024.Tr A I−   

                                                                                                      Prof. George-Florin Şerban,Brăila  

Soluţie: Fie matricele

2 1 1 1 1 1

1 2 1 , 1 1 1 ,

1 1 2 1 1 1

B C

− −   
   

= − − =   
   − −   

3.BC CB O= = Scriem ,A aB bC= +  

, ,a b R rezultă 2 2023, 2024,a b a b+ = − + = deci
1 6071

, .
3 3

a b
−

= =  2 3 ,B B= 2 3 ,C C=  prin calcul 

direct. Se demonstrează uşor prin metoda inducţiei matematice că 
13 ,n nB B−= 13 ,........2n nC C p−=  

Aplicăm binomul lui Newton la matrice,
0

1 6071 1 6071
( ) ( ) ( ) ,

3 3 3 3

n
n n k n k k

n

k

A B C C B C−

=

− −
= + =  

1
1 1

1

1 6071 1 6071 ( 1) (6071)
( ) ( ) ( ) ( ) 3 3

3 3 3 3 3 3

n nn
n n n k n k k n n

n n n
k

A B C C B C B C
−

− − −

=

− − −
= + + = + +
1

1 1

1

1 6071 ( 1) (6071)
( ) ( ) ( ) ,

3 3 3 3

n nn
k n k k n k k n

n

k

C B BC C B C A
−

− − − −

=

− −
+ = + =

2024
2024 1 6071

,...3p
3 3

A B C= +

2024 2024 2024 2024

3 3 2024 2024 2024( ) ( ) ( ) 2 6071 3 ( 1) 1 1 1 2024,...2Tr A I Tr A Tr I M M M p− = − = + − = − − = + − =

 

                                                         


